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Introduction

es équations différentielles stochastiques rétrogrades non linéaire (EDSRs) ont
Lété introduit par Pardoux et Peng [12]. Indépendamment, Duffie et Epstein [4]
ont introduit les EDSRs dans un contexte économique, ils ont présenté une formulation
différentielle stochastique d’utilité récursif.
Le probléme de controéle optimal dans le cas ot le cotit fonctionnel est décrit par la solution
d’une EDSR est appelé probléme de controle optimal stochastique récursif. Dans ce cas,
les systémes de controle deviennent stochastique avant-arriere (FBSDES). Ce type de
probléme a trouvé des applications importantes dans des problémes réels tels que 1’écono-
mie mathématique, les mathématique financiére, et I'ingénierie (voir Schroder et Skiadas
[16], El Karoui et al.[5], 6], Ji et Zhou [9], Williams [21] et Wang et Wu [22]).
Il est bien connu que le principe du maximum de Pontryagin et la programmation dyna-
mique de Bellman sont deux outils importants pour résoudre les problémes de controle op-
timal stochastiques (voir le célebre livre Yong et Zhou [26]). Pour les problémes de controle
optimal stochastique récursif, Peng [I4] a été obtenu un principe maximum lorsque le do-
maine de controle est convexe. Et puis Xu [25], étudié le cas de domaine de controle non
convexe, mais il a besoin supposer que le coefficient de diffusion ne contient pas la variable
de controle. Le principe du maximum pour un controle optimal stochastique récursif avec
sauts de poisson, et leurs applications en finance, ont été étudiés par Shi et Wu [17], ou le

domaine de contrdle est convex.

Pour une autre approche importante - la programmation dynamique - pour étudier les pro-



Introduction

blémes de controle optimal stochastiques récursif, Peng [I3] (voir aussi Peng [15]) d’abord
obtenu le principe de programmation dynamique généralisée et a introduit une équation
Hamilton-Jacobi-Bellman généralisé (HJB) qui est une équation différentielle partielle pa-

rabolique de second-ordre (EDP).

Une question naturelle se pose donc : existe-t-il des relations entre ces deux méthodes ?
Un tel sujet a été discuté intuitivement par Bismut [3] et Bensoussan [2], puis étudié par
de nombreux chercheurs. Dans certaines conditions de différentiabilité, la relation entre le
principe du maximum et la programmation dynamique est essentiellement la relation entre

les dérivés de la fonction de valeur et la solution de ’équation adjointe de ’état optimal.

La relation entre le principe du maximum et la programmation dynamiqueont ont été
étudiés par Yong et Zhou [26]. Zhou [29], a obtenu le lien entre le principe du maximum
et la programmation dynamique en utilisant la théorie de viscosité (voir aussi Yong et
Zhou [26]), sans supposer que la fonction de valeur est lisse. Pour la diffusion avec sauts,
la relation entre le principe du maximum et la programmation dynamique ont été les
premiers donnés par Framstad et al.[7, 8] dans certaines conditions de difféntiabilité, puis
Shi et Wu [18] ont éliminé ces restrictions dans le cadre des solutions de viscosité. Pour
les problemes de controle optimal stochastique singulier, la relation entre le principe du
maximum et la programmation dynamique ont été donnés par Bahlali et al. [I]. Pour le
modele de diffusion a sauts de régime markovien, la relation entre le principe du maximum
et la programmation dynamique était donné par Zhang et al. [27].

Notre objectif dans ce mémoire est de faire une étude détaillée sur le lien entre le
principe de programmation dynamique (PD) et le principe du maximum (PM) pour les
problémes de controle optimal récursif. Cette étude est basé sur le travail de Shi et Yu [19]
(J. Shi and Z. Yu, Relationship between maximum principle and dynamic programming
for stochastic recursive optimal control problems and applications, Mathematical Problems

in Engineering 2013 (2013)).

Nous présentons notre mémoire de la maniére suivante :
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Dans le premier chapitre, nous commencons par présenter un rappel sur le calcul sto-
chastique (Processus stochastiques, calcul d’Ito, lexistence et 'unicité d’une équation
différentielle stochastique (EDS)).

Dans le deuxiéme chapitre, nous donnons une formulation générale d’'un probléme de
controle optimal récursif, puis nous étudions ce probléme par le principe de programmation
dynamique et le principe du maximum stochastique (condition nécessaire et suffisante
d’optimalité).

Le dernier chapitre, contient la contribution essentielle de notre travail : Le lien entre les

deux principes .



Chapitre 1

Généralité sur le calcul stochastique

1.1 Processus stochastique

Définition 1.1.1 (Processus stochastique) un processus stochastique est une famille
X = (Xy)er de variables aléatoires a valeur dans un espace mesurable (2, F) est indéxée

par le temps t. Le paramétre de temps t variant dans I.
1. Sit fize : Xy est un v.a définie sur (0, F) & valeur dans (RY, B(RY)).

2. Siw fixe : Xy appelé la trajectoire de (Xy),.p associée a w.

Remarque 1.1.1

1. Si I C N, on dit que le processus a temp discret.

2. Si I C R, on dit que le processus a temp continue.
Définition 1.1.2 (Filtration) une filtration F= (F;)i>0 sur (Q,F,P) est une famille
croissante de sous-tribus F : Fs C F; C F pour tous 0 < s <t dans T.

1. Le quadruplet (0, F, F= (Fi)ier, P)est appelé espace de probabilité filtré.

2. On dit que la filtration est naturelle (ou canonique ) de processus X si

Fr =0(X,,0<s<t), teT,

4



. Généralité sur le calcul stochastique

c’est la plus petite o-algébre par rapport a laquelle X est mesurable pour tous 0 <

s <t.

3. On dit qu’une filtration F= (F;)ier est continue & droite si

ft+ = ﬂsztfs = E

Définition 1.1.3 (Processus adapté) Un processus (Xi)icpo,r) est dit adapté par rap-

port a F si pour tout t € T, X, est Fy-mesurable.

Définition 1.1.4 (Processus a trajectoire continue) un processus (X;) est a trajec-

toire continue ou stmplement processus continue si

P{w € Q;t — Xi(w) est continue}) =1

Définition 1.1.5 (Processus progressivement mesurable) Un processus (X;)ier est
dit progressivement mesurable par rapport a F si pour tout t € T Uapplication (s,w) —

Xs(w) est mesurable sur [0,t] x Q muni de la tribu produit B([0,t]) @ F;.

Définition 1.1.6 (Processus cadlag ) - Un processus X est dit cadlag (continue a droite
et pourvu de limite & gauche ) si ses trajectoires sont continues & droite et prouvues de

limite a gauche pour presque tout w.
Remarque 1.1.2 Un processus progressivement mesurable est mesurable et adapté.

Proposition 1.1.1 St X est un processus stochastique dont les trajectoires sont continués
a droite (ou a gauche), alors X est mesurable et progressivement mesurables s’il est de plus

adapté.



. Généralité sur le calcul stochastique

1.1.1 Processus de Markov

Définition 1.1.7 On dit que le processus X; est de Markov par rapport a une filtration

canonique JF; si pour tout fonction F' définie sur R" et pour tout t; <ty < ... <t,:
B[F (Xottrs Xottys oo Xort) [ Fs] = BIF (Xorys KXoty ooy Xor,) /X]
st pour tout fonction f borélienne bornée et pour tous s et t, tels que s <t :
E[F(Xt) /fs] = E[F(Xt) /Xs]'
Proposition 1.1.2 Soit x € R, soient 0 <r <s<t. On a
X7 = X35 p—ps.

Définition 1.1.8 (Mouvement Brownien) On appelle F;-mouvement brownien un pro-

cessus stochastique a valeurs réelles et a trajectoires continues qui vérifier :

(1) Pour toutt >0, X; est Fi-mesurable.
(1) Sis<t,X,— X, estindépendant de la tribu Fs.

(1ii) Sis <t, laloi de Xy — X, est identique a celle de X; s — Xo = X;_.
Définition 1.1.9 Un mouvement brownien est dit standard si :
Wo=0, P—p.s, E[W,] =0 et BW2 =t.
Lorsque l’on parlera de mouvement brownien sans autre précision, il s’agira d’un mouve-

ment brownien standard.

Proposition 1.1.3 Soit W un mouvement brownien Standard :
1. Pour toutt > 0, X; = tW%, alors (X;) est un MB.

6



. Généralité sur le calcul stochastique

2. Soit c réel positive (¢ > 0),on a Z; = cW , donc (Z;) est un mouvement brownien.

3. Pour tout s > 0,{Wi1s — Wi}i>o est un mouvement brownien indépendant de

o(Wy,u < s).

Théoréme 1.1.1 Un processus W est un mouvement brownien si ¢’est un processus Gaus-

sien continue centré de fonction de covariance :
cov(Wy, Wy) = E(W,Ws) = s At = min(t, s).

Proposition 1.1.4 Soit W un MB alors presque sirement on a :
— W n’est pas différentiable en aucun point t.

— W n’est pas a variation finie en aucun point t.

Définition 1.1.10 (Temp d’arrét) Une variable aléatoire 7 : Q@ — R, est un temp

d’arrét (par rapport a la filtration F = (F,)ier si pourt € T :
{r<ty={weQ/1(w) <t} eF.

Définition 1.1.11 (Martingale) Un processus (M;)i>o est dit martingale si :
1. Pour tout t > 0, M, est Fy—adapté;
2. Pour tout t > 0, M, est intégrable, i.e. B(|M;|) < oo ;

3. Pour tout s <t, B(M;/Fs) = My, P —p.s.

On définit de maniére similaire sur-martingale si (iii) est remplacé par
E(M;/Fs) < Mg,, P —p.s.
Et sous-martingale si (iii) est remplacé par

E(M,/Fs) > My, P —p.s.
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Proposition 1.1.5 Soit (W});>o un mouvement brownien
(i) W2 —t est une martingale.

(4) Pour tout o € R,exp(cW; — o®L) est une martingale.

Remarque 1.1.3 Le mouvement brownien standard (W;,t > 0) est une martingale par

rapport a sa filtration naturelle F)¥ = o(W,, s < t).

Théoréme 1.1.2 (Théoréme de représentation des martingales) Soit W; un mou-
vement brownien sur un espace de probabilité filtré (U, F, F= (Fi)er, P),et M; une mar-

tingale Fi-adapté. Alors, il existe un processus adapté Vi tel que :
t
M, = M(0) + / V(s)dWs, P —p.s.
0

Définition 1.1.12 (Martingale local) Soit (M;)i>o un processus (F;)i>o-adapté a tra-
jectoire continue a droite. On dit que (My)i>o est une martingale local s’il existe une suite
croissante de temps d’arrét {Tn}n21 telle que lim,_,o 7, = 00, P — p.s. et pour tout n,

M™1, <o est une martingale.

Théoréme 1.1.3 (Inégalité de Burkholder-Davis-Gundy "BDG") Soit p > 0 un
réel. Il existe deux constantes c, et C, telle que, pour tout martingale local continue X,

nulle en zéro,

GB (X, X)L ] <E {sup IXtVﬂ <GE[(X, L],

t>0

Remarque 1.1.4 En particulier, si T > 0,

B (X, X)}| <B |sup|x,p

sy <CO,E [(X, X>§] .

Définition 1.1.13 (Variation finie, bornée et quadratique) Soit [0, T] un intervalle

etm,=0<t; <ty <..<t, =T, une subdivision de [0,T] de pas

Imalloe = max |6} =624

8



. Généralité sur le calcul stochastique

On appelle variation infinitésimal d’ordre p d’un processus X indexé par [0,T] associé a

Ty !
P

V) = 3 X - o,
=1

St VE(m,) admet une limite dans (en un certain sens) lorsque ||, —n—oo O et la limite
ne dépond pas de la subdivision choisie, on appelle Vi = limy, oV} (m,) variation

d’ordre p.
a) Sip=1, la limite V} est appelée vaiation totale de X

- SiVT, V} est fini on dit que X est & variation finie.

- SiVT, Vi est borné on dit que X est a variation finie.

b) Sip =2, la limite est appelée variation quadratique de X.

1.2 Calcul d’Ito

1.2.1 Intégrale stochastique

L’intégrale d’It6 est un des outils fondamentaux du calcul stochastique.

Il s’agit d’une intégrale définie de fagon similaire a 'intégrale de Riemann comme limite
d’une somme de Riemann. Si on se donne un processus de Wiener (ou mouvement brow-
nien), W : [0, 7] x 2 — R ainsi que z : [0,7] x © — R un processus stochastique adapté

a la filtration naturelle associée a W, alors I'intégrale d’Itd

n—1

T
/ ¢sdW est définie par la limite en moyenne quadratique de Z &i(Wh,, — Wa,).
0

1=0

Soit (€2, F,P) un espace probabilité et W, un mouvement sur cet espace, et la filtration
naturelle du mouvement brownien F; = o(Wj, s < t).

I’objectif c’est définir I'intégrale fot ¢sdW, pour des processus ¢
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1.Cas étagé

On dit ¢ est un processus étagé (ou élémentaire) s’il existe une suite de réels ¢;,0 < ¢y <
t1 < ... <, et une suite de variable aléatoire ¢; telle que ¢; est F;,-mesurables de carré

intégrables ¢, = ¢; pour tout ¢ €|t;, t;11], soit

n—1
¢S<W) = Z ¢i<w>1}ti,ti+1](5)'
=0

On définit
00 n—1
/ Qbdes = Z ¢i(Wti+1 - Wti)'
0 i=0

ﬂ%lw@ﬂu}zoame[imm@:{Awﬁ@}

t n—1
/ ¢SdWS - Z ¢i<Wti+1/\t - Wti/\t)'
0 =0

On sais que

Alors

2.Cas général

Soit I’ensemble £2(2 x R, ) des processus ¢ F;-adaptés caglad (continus & gauche limite
a droite).

Si ¢ un meilleur processus, il existe (¢7) une suite de processus étagés telle que

B { / (o - ¢§>ds} -0,

quand n tend vers oco.

Ainsi, pour tout ¢ > 0 il existe une v.a I,(¢) = fooo @sdWy de carré intégrable.

E{Am@mu}zo

On va montrer que

10



. Généralité sur le calcul stochastique

Ona:
00 n—1
L6) = [ oW = Y 6i( Wi, — W),
0 i=0

I;(¢) est gaussien, car (WW;) est un processus gaussien alors

n—1
E [[t<¢)] =K Z¢i(Wti+1 - Wtz)] )
=0
n—1
=Y " 6EW,,, — W),
=0
=0.

Comme E(W;,,, — W;,) =0 car (Wy,,, — W,,) sont & acroissement indépendantes.

Pour montrer que

var(l,(®)] = B l /0 h gzﬁds} |

En effet, on a

11



. Généralité sur le calcul stochastique

1.2.2 Propriétés d’intégrale stochastique
Il y’a quelque propriétés sur l'intégrale stochastique les plus important sont :

1. Linéairité :

t t t
/ (agy +bg2) dW, = a / LW, + b / P2dW..
0 0 0

2. Additivité : pour 0 < s <u <t <T

t u t
/¢vde:/ ¢’l}dW’U+/¢’UdW’U

3. Propriétés de martingale :Pour tout processue ¢ les processus :

t — I(¢), et t— L(¢)*— /tqbsds,
0

sont des (F}V) -martingale continues.
Bil10) - L)/7 =8 | [ iz,

4. Si (z4)o<t<r est un processus Fi-adapté et E( fOT \x8\2 ds) < +o00, on a l'inégalité :

/Ot |z | dW,| | <4 (/OT ]acs]st) ,
(foam:) =2 ([ o).

2

E

sup
0<t<T

5. Isométrie :

E

1.2.3 Processus d’Ito

Définition 1.2.1 (processus d’Itd) Un processus d’Ito est un processus de la forme

t t
Xy =Xo+ / wsds + / 0,dW, P —p.s,
0 0

12



. Généralité sur le calcul stochastique

avec X est Fo-mesurable, ¢ et 0 deux processus Fi-adapté vérifiant les conditions d’inté-

grabilité :

t
t
/ lps|ds < +o0 et /||95||2d3 < +00.
0 0
Ou Le coefficient ¢ est le drift ou la dérivée et 6 est le coefficient de diffusion.

On note de maniére infinitésimale :

dX; = psds + 0;,dWs.

1.2.4 Formule d’Ito6

Théoréme 1.2.1 (premiére formule d’Itd) Soit f une fonction de R dans R, de classe

C? 4 dérivées bornées. Alors

f(Xy) = f(Xo) /f 5)dXs + = /f”

Théoréme 1.2.2 (deuxiéme formule d’Itd) Soit f une fonction de C?, on a alors :

f(Xy) = f(Xo) + / (X)) psds —|—/ F(X)0,dW, + = / f"(X,)0%ds.
La notation infinitésimale de cette relation est donc :

X0 = X)X+ [ (i

Remarque 1.2.1 La formule d’Ité s’énonce également dans le cas multidimentionnel (ie

o(t), 6(t), W(t) sont des matrices)

f (tht) = f (Oa XO) + fgtfs (S, XS) 90st + f(ffa: (Sv XS) 908d3

+ %tr [00)" (5, X () 0.()] + fy . (5, X.) 0V,

13



. Généralité sur le calcul stochastique

Proposition 1.2.1 (Formule d’intégration par parties) Si X et Y sont des proces-
sus d’Ito, alors

t t
X,Y; = XoYp + / XY, + / YedX, + (X, Y),.
0 0

Cette formule est connue sous le nom d’intégration par partie.

1.3 Equations différentielles stochastiques(EDS)

Une équation différentielle stochastique (EDS) est une perturbation de I’équation différen-
tielle ordinaire (EDO) avec un terme aléatoire modélisant un bruit autour de phénomene

déterministe, la parturbation la plus simple est ’ajout d’un brownien.

Définition 1.3.1 Une équation différentielle stochastique (EDS) donnée par :

¢ ¢
T = :L‘—l—/ b(s,xs)ds —|—/ o(zs)dWs,
0 0

ou sous forme

day = b(t, z:)dt + o(t, 2 )dWr, (1.1)

To = T,

ou {W;t > 0} est un mouvement brownien d-dimensionnel. Le coefficient b(t, x;) de dt est

appelé dérive et le coefficient o(t, ;) de dW, est appelé terme de diffusion.

Pour trouver une solution (forte) a I’équation signifie trouver une processus stochas-

tique (x;) t > 0 continue F;-adapté qui vérifie :

t
1. Pour tout ¢ > 0, les intégrales fot b(s,zs)ds et [o(s,x5)dW; sont bien définies :
0

t

t
/|b(s,x5)| ds < +oo et / o (s, x5)|*ds < 400, P —p.s.
0 0

14



. Généralité sur le calcul stochastique

2. (x¢), t > 0 vérifie (1.1) :

t t

Ty =2+ /b(s,xs)ds + /O’(S,Is)dWS, P —p.s.
0 0

1.3.1 Existence et unicité

Le théoréme dessous donne les conditions suffisantes sur b et ¢ pour avoir un résultat

'existence et I'unicité du solution de I’équation (1.1).

Théoréme 1.3.1 (d’existence et d’unicité ) Si b et o sont des fonctions continues
telles qu’il existe C' < +00 :

1. Conditons de lipschitz : |b(t,x) — b(t,y)| + |o(t,x) —o(t,y)| < Clz —y|.

2. Conditons de coissance linéaire ; |b(t,x) — o(t,x)| < C(1 + |z]).

3. B(2?) < +oo.
Alors : pour tout t > 0 [’équation (1.1) admet solution unique dans [0,T]. D’autre part la

solution (4)o<s<r Vérifie

E( sup |z.]*) < +oo0.
0<s<T

Preuve. a- Pour démontrer P'existence d’une solution forte, on définit 'espace S? par :

, les processus progressivement mesurables tel que E(supg< <z |z,) < 400 continue,
S =

C

1
muni de |z]| =E ([supogng \xs|2] ’ < +oo> .

Pour x € S? posons, pour tout t € [0, 7]

t t
U(ry) =x+ /b(s,xs)ds + /a(s,xs)dWS,
0 0

le processus W(z) est bien définie.et est continu si z € S2.

15



. Généralité sur le calcul stochastique

Soient z et y deux éléments de S? on utilisant le fait que (a + b)? < 2a® + 2b* on a pour

tout 0 <t <u<T,

2

(U (z,) — Uy <2 sup / S, xs)ds — b(s,ys)) ds| +2 sup / s,x5)ds — o(s,ys)) dWs

0<t<u 0<t<u
0 0

En utilise les propriétés (4 et 5) de I'intégrale stochastique alors on obient

([ wtsizgas <s,ys>rds)2]
+8E[/ 0(s,25) — 0 (5, 9) ds].

L’inégalité de Holder donne alors la majoration

B | sup 19(a) - W0t | < 28

0<t<u

B | sup [0(e) ~ 0| <278 | [ 0G5, = bls. " i

0<t<u
+ 8E {/ lo(s,xs)d a(s,ys)|2d8} :

Comme les fonction b et ¢ sont lipschiz

E [Sup W () — \If(yt)|2} < 2(T + 4B [/0 sup |z, —yt|2dr] | (1.2)

0<t<u 0<t<r

De plus, notant 0 le processus nul, on a, comme (a + b + ¢)? < 3(a® + b* + ¢?),

?

2 2
[T(0)]* < 322 + 3supg;cr ‘fg b(s, O)ds’ + 38Upg<;<r ‘fot o(s,0)dW,

d’ou I'on tire en utilisant I'inégalité de Doob et la croussance linéaire de b et o,

E { sup |\1/(0)|2} < 3 (E(2?) + C*T* 4+ 4C*T), (1.3)

0<t<T

Les estimations (1.2) et (1.3) montrant alors que le processus ¥(z) appartient a S? dés

que x appartient a S2.
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. Généralité sur le calcul stochastique

On définit alors par récurrence une suit de processus de S? en posant

190=0, et, 2" =W(2"), pour n > 0.

On obtient (1.2), pour tout n > 0 notant par K & la place de 2¢*(T + 4),

K™
E [ sup ‘x"“ — x?ﬂ < [ sup ‘xt‘ ]
0<t<T n! 0<t<T
et notant D le majorant de l'inégalité (1.3),
K™
E [ sup ’x”“ x?ﬂ <D .
0<t<T n!

Il résulte de cette derniere inégalité que

n/2
1 _ <vp DT

2 Vil

n>0

=2

n>0

sup ‘xn-i-l

sup }x
0<t<T

0<t<T

Alors le série ), - Supg<;<r ‘x?*l — x?‘ converge P — p.s et donc, P — p.s, " converge
uniformément sur [0, 7] vers un processus continue. De plus = € S2. On vérifier que z est
solution de 'EDS (1.1) en passant a la limite dans la définition 2" = ¥(z").

Si z et y deux solution de (1.1) dans S? alors : z = ¥(z;) et y = ¥(y;).L'inégalité (1.2)

alors donne pour tout u € [07] ,

B {sup 22 — yﬂ < 20T + 4)B { / sup [z, — ysﬁ] .
0

0<t<u 0<t<r

le lemme de Gronwall donne

E l sup |z, — ytlﬂ =0,

0<t<T

ce si implique que z et y sont indistinguables i.e. P(z; =y, VO <t <T). =

17



Chapitre 2

Principe de programmation

dynamique et principe du maximum

2.1 Formulation du probléme

Soit (£2, F,P) un espace de probabilité complet , {W (¢)},., un mouvement Brownien
standard de d-dimensionnel. Pour ¢ > 0 fixé, la filtration {F(},., s’écrit sous la forme
Fl=c{W(r)=W(t);t<r<s} VN, ouN contient tous les ensembles de P-nul en F
et o1V oy désigne o—champ généré par oy Uoy, . En particulier, si t = 0 , on écrit F, = FL.
Soit 7" > 0 fini et U C RX non vide, convexe. On notes par R" I’espace Ecludian de n
dimension, par R"*? I'espace des matrices de dimension n x d. On note par S" I’espace
des matrices symétriques de dimension n x n. Le produit scalaire et la norme dans I’espace
Ecludienne sont notés par (-,-),| - | respectivement. T est la transposé d’une matrice.
Pour (t,z) € [0,T) x R", on considére X*** (-) € R donné par 'EDS contrdlé suivante :

dX taiu (S) —b (s, Yt (3) U (5)) ds+ o (S, Xt (s) , U (S)) dW (S) ) (2.1)

Xtou () =z, st T],

o b:[0,T] x R" x U — R",5:[0,T] x R" x U — R sont des fonctions donnés.
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Chapitre 2. Principe de programmation dynamique et principe du maximum

On note par U [t,T] I'ensemble de processus {F;},., adaptés. Pour u () € U ([t,T]) et
r € R", le processus X% () est appelé solution de , si et seulement si, il est F!— adapté
et[2.1]est vérifiée. Le controle u () € U ([t, T]) est un contrdle admissible et (X" (-), u (+))
est une paire admissible.

Nous supposons ce qui suit :

(H1) b, 0 sont uniformément continus en (s, x,u), et il existe une constante C' > 0 telle

que pour tout s € [0,T],z,7 € R", u,u € U,

1b(s,z,u) —b(s,z,0)| + |o(s,z,u) —o(s,z,u)] < C(Jxr — 2|+ |u—1ul),

b(s,z,u)| +o(s,z,u)] <C(1+|z|). (2.2)

Pour tout u () € U ([t,T]), et sous 'hypoteése (H1), PEDS [2.1| admet une solution unique
Xt@u () (pour plus de détails voir Yong et Zhou [26]). Ensuite, nous introduisons 'EDSR

controlée suivante associe a 'EDS R.1]:

—dYtmU (s) = f (s, XB5U (s), YE5U (s), 285" (s) ,u(s))ds
—Zte (s)dW (s), s e [t,T), (2.3)
i (T) = (Xt (T)).

o f:[0,T] xR" x Rx R x U — R, & :R" — R sont des fonctions données.
(H2) f, ¢, sont uniformément continues en (s, z,y, z,u) et il existe une constante C' > 0

telle que pour tout s € [0,7],2,7 € R",y,7 € R, 2,2 € R, u,u € U,

|f(s,x,y,z,u)—f(s,/f,/y\,/z\,ﬁﬂ < C’(|x—/x\|+|y—§|+|z—2|+|u—ﬂ|),
| (5,2,0,0,u) +|

|0 (x) —

()| < C(1+|z]),

RS SS

@ <Cle—7l. (2.4)

Alors pour tout u (+) € U ([t,T]), et sous 'hypotese (H2), PEDSR [2.3[ admet une solution
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Chapitre 2. Principe de programmation dynamique et principe du maximum

unique (Y5®" (), Z5%% (.)) (voir Pardoux et Peng [12] ou Yong et Zhou [26]).

La fonction de cotit est donnée par
J(t,zu(c)) ==Y (s) |=, (t,z) €[0,T] x R". (2.5)

Notre probléme de controle optimal stochastique récursif est le suivant :

Probléme 2.1.1 (PCOSR) Pour tout (t,z) € [0,T) xR™ , minimiser 2.5 associée de
Uequation (1) — (3) sur U (t,T]).

2.2 Principe de programmation dynamique

Dans cette section, on va etudier le principe de programmation dynamique pour résoudre
le probléme (PCOSR).
Nous définissons la fonction de valeur comme suit :

V(t,x):= inf J(t,x;u(-)), (t,7T)e€]0,T] xR",

u(.)eUt,T)
(2.6)

V(T,x)=—-¢(x), zeR™

Tout @ (.) € U ([t, T]) atteint 'infimum ci-dessus est appelé controle optimal et les solutions
—t,z;u

correspondantes X (-) a 'équation et (Y7 (1) Lz (1)) a léquation sont

appelés états optimaux.

Remarque 2.2.1 Puisque b, 0, f,g sont des fonctions déterministes et & partir de [[15],
Proposition 5.1 de Peng|, et sous (H1) — (H2), la fonction de valeur ci-dessus est une

fonction déterministe. Donc, notre définition [2.6| est significative.
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Chapitre 2. Principe de programmation dynamique et principe du maximum

Nous introduisons 1’équation HJ B généralisée suivante :

—vs (t,x) + supG (t, z, —v(t, z), —v.(t, x), —ve(t, z),u) =0, (t,z) €[0,T) x R",
ueU

(T, z) = —¢p(x), Ve € R,
(2.7)

ou la fonction Hamiltonienne généralisée G :[0,7] x R* x R x R" x §" x U — R est

définie

G(t,x,r,p, A u) = %tr {o (t,z,u)" Ao (t,z,u)} (2.8)

+ (p,b(t,x,u)) + f(t,x,r,a(t,x,u)Tp, u) :

Nous avons le résultat suivante.

Lemme 2.2.1 (Théoréme de vérification stochastique) Sous [’hypothése (H1)—(H2),
et pour (t,z) € [0,T) x R" fixé. On suppose que V € C*? ([0, T] x R™) est une solution de

, alors

Vit,x) < J(t,x;u(.)), Vu () eU [t,T],
(2.9)
(t,z) € [0,T] x R.

De plus, <7t’$m (), a ()) est optimal pour le probléme (PCOSR) si et seulement si

G (s,yt’x;E (s),=V (s,yt’xﬂ (s)> ,— Ve (s,yt’z;ﬂ (s)) Ve (s,yt’mﬂ (s)) LU (s)>

— max G (8’715@;@ (s) —V (S,Ywﬂ (s)> vV, (S,Yt’mﬂ (s)> V.. (Sjyt,m;ﬂ (s)) ,u) 7

uelU

p.p.s€[t,T],P—p.s
(2.10)

Preuve. Pour tout u () € U ([t,T]) avec l’état de correspondante X>%" (-) | en appliquant

la formule d’Ité a 'V (s, X% (s)), nous obtenons
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Chapitre 2. Principe de programmation dynamique et principe du maximum

V (t,x)
=B (X0 (1)) B [ {V (5. X7 (9)) + (Vi (5, X7 (5)) b (5, X (5),

u(s))) —|—%tr(a (s, X054 (8) ,u(5))" X Vip (8, X054 (5)) X 0 (s, X055 (s) ,u (s))} ds

T
::_{E¢()(L$U IE/r{L; S‘Xizu »

—Va (5, X0 (5)), =Vaa (5, X070 (5)) ,u (5)) — f (5, X7 (s)

V (s, X450 (), —0 (5, X554 (s) ,u (s))T x V, (s, X555 (s)) ,u(s))} ds
=J(t,z;u( —i—E/{ Vi (s, XE5") + G (s, X554 (s), =V (s, X154 (s)),

—Va (5, X2 (), =Vaa (5, X2 (), u (5)) } ds
< J(t,fv;U(')HE/{_Vs(stt’m;u( ) +max G (s, X" (s), =V (s, X" (s)),

uelU
t

—V;,;(S, Xt (5>>7 —Via (57 Xt (S)) 7“)} ds

::J(t7x;u<))'
(2.11)
Donc est vérifie. Ensuite, en appliquant 'inégalité ci-dessus a (Yt’x;ﬂ (),u ()) , NOus

avons

V(t,x) = J(taa () + E/ {—VS (S,YW (s)) G5, X (s), —V (5,7“”“ <3)) ,

v, (s X (s )) Vi (3,7“” (3)) ,a(s))} ds. (2.12)
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Chapitre 2. Principe de programmation dynamique et principe du maximum

Le résultat souhaite immédiatement du fait que

V(5. X)) + G (X7 () -V (s, X7(9) Ve (s X))

v (S,YW (g)) ,

£l
—~
VA
~—
N—
A
)
~—~
o
—_
w
~—

ce qui est convenable a l'équation de HIB généralisée .

2.3 Principe du maximum

Pour énoncer le principe du maximum, nous considérons 'EDS et PEDSR [2.3 en tant

que FBSDE controlé :

.

dX55 (s) = b (s, X% (s),u(s))ds
+o (s, X5 (s),u (s)) dW (s),

—dYtT (5) = f (s, X0T (), YEuu (s) | Z6%0 (s) u(s)) ds (2.14)
_ gtzu (S) dW (3) , S E [t, T] ,

Xt =a Y (T) = 0 (X0(D)).

Ce type de systéme de controle a été étudié par Peng [14], et un principe du maximum a
été obtenu. Afin de mentionner son résultat, nous avons besoin de 'hypothése suivante.
(H3) b, 0, ¢ sont continument différenciables en (z,u) et f est continument différenciable
en (z,vy, z,u). De plus by, 04, fz, fy, f2, bu, 0w, fu sont bornés et il existe un constant C' > 0
tel que

o ()] < C(1+ |z|), Vr e R™. (2.15)

23



Chapitre 2. Principe de programmation dynamique et principe du maximum

—t,x;u

Soit (Yt’m;ﬂ (), Y7 () ,7t’mﬂ () ,E(-)) est optimal. On note par

" (s), 27" (s)) , (2.16)

et des notations similaires sont utilisées pour toutes dérivées.

Nous introduisons 1’équation adjointe FBSDE :

;

—dp (s) = [bs (5)"p (s) = f ()T a(s) + T (5) ()] ds — k (s) AW (s),

dq(s)=f,(s)"q(s)ds+ f.(s)Tq(s)dW (s), s €[t,T], (2.17)

p(T) = 6. (X7 (1) (1), a() =1,

et la fonction hamiltonienne H : [0,7] x R* x R x R? x U x R* x R x R™¢ — R est

définie comme

H(t7$7y727u7p7q7k> = <p7b<t7x7u)> - <q7f(t7x7y7z7u)>

+tro(t,x,u)" k. (2.18)

Sous I’hypotheéses (H1) — (H3), I’équation différentielle stochastique en admet une
solution unique évidente p (-), de plus ’équation différentielle stochastique rétrograde en
admet une solution unique (¢ (-),k (-)). Nous appelons p, ¢, k les processus adjoints.

Ensuite, le résultat suivante .

Lemme 2.3.1 (Condition nécessaire d’optimalité) Sous l’hypothéses (H1) — (H3)
et (t,z) € [0,T) x R" fizé. Supposons que w(-) est un contréle optimal pour le pro-

—t,zu () —t,zu
)

bléme (PCOSR), et <7t’zﬂ (),Y Z ()) est ’état optimal correspondant . Soit
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Chapitre 2. Principe de programmation dynamique et principe du maximum

(p(:),q (), k() les processus adjoints, alors

(Ha (5. X7 (). Y"7(9). 27 (5).7() 0 (), 4() R (9)) su — T (s) ) 2 0,

(2.19)
Yu € U, p.p. s€[t,T],P —p.s.

Preuve. C’est une conséquence de [Théoreme 4.4, Peng [14]]. Nous pouvons prouver que
dans certaines conditions de convexité supplémentaires , la condition nécessaire mentionnée

ci-dessus dans le lemme 2.3.1 est également suffisante. m

Lemme 2.3.2 (Condition suffisante d’optimalité) Sous [’hypothéses (H1) — (H3),
supposons que U () est un controle admissible et <7t’x;ﬂ (+) Yy (+) Z ()) est l’état
correspondant, avec Y (T) = MJX (T), My € R™ . Soit (p(-) ,q(-), k() sont les processus

adjoints . Supposons que la fonction hamiltonienne H est convexe dans (z,vy,z,u), alors

u(-) est un contréle optimal du probléeme (PCOSR) s’il est satisfait[2.19 .

Preuve. Pour tout u (-) € U [t, T] avec I'état correspondant (X% (-) | YEow (1) | Z6%w (L))

. On utilison la remarque 2.2.1 et pour tout ¢ € [0, 7] fixé, nous avons

J(t, 2 a(t)) — J(t, z;u(t) = YE5U() — YE5U(t)

=E [Y"™(t) — YH""(1)] - (2.20)

—t,zu —t,z;u

On appliquons la formule d’It6 a <Y (s) = YEou (s) ,q (s)>—i—<X (s) = Xt (s),p (3)> :
remarquer [2.14] | 2.17] et

on obtient
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Chapitre 2. Principe de programmation dynamique et principe du maximum

B (V1) = vt (1)) g (1) = B (V77 () = Yo (1) g (1)
B (X7 (1) = Xt (1), p (1)) — B (X" (1) = X' (1), p (1))

_ _E [YW (t) — Ytom (t)}
E/{ () = Y (), (97 () + (27 () = 20 (), T () a (9))

—(F(s) = (s, Xt (s), Vi (5) , 20 (5) ,u (s), ), q (5))
+ <7““”“ () = X050 (5), ~b ()" p () + F. ()7 a () = 7 () e (s) )

+ <l_) (s) — b (s, X" (s),u(s)),p (5)> +tr[(@(s) —o (s, X5 (s),u(s)))" k (s)]} ds

T

=B [ {H (s X7 6.7 (), 27 (). 1(5) . p(s)a (), (5))

t

—H (s, Xt®u (), Y54 (s), Z54 (s) ,u(s),p(s),q(s),k(s))
= (He (X777 (), V77 (5) 397 (), (5) () 9 () K () X7 () = X0 (s))
= (H, (X7 (). 77 (5), 277 () () 0 () 0 (5) o () T () = YEr (s) )

77 (5) — gt (5)>} ds. (2.21)

Puisque H est convexe (z,y, z,u), et par on obtient
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Chapitre 2. Principe de programmation dynamique et principe du maximum

J(t,z;u(t)) — J(t, z;u(t))

<E / AP ROR S ORANORIO) (2.22)

t

p(s),q(s),k(s)),u(s) —u(s)) <0.

Alors 1 (.) est vraiment le controle optimal du probléeme (PCOSR). =
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Chapitre 3

Relation entre principe du maximum
et principe de programmation

dynamique

Dans ce chapitre, on va étudier la relation entre le principe du maximum et la programma-
tion dynamique. C’est-a-dire la relation entre la fonction de valeur V| la fonction d’hamil-
tonien généralisée G et les processus adjoints p, g, k . Le résultat principale est le théoréme

suivante :

Théoréme 3.0.1 Sous Uhypothéses (H1)—(H3) et (t,z) € [0,T)xR" fixé, on suppose que
—t,z;u

U (+) est un controle optimal pour le probléme (PCOSR), et (7t’x;ﬁ (), Y () Z ())

est l’état optimal correspondant, soient (p(-),q(+),k(+)) les processus adjoints.
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dynamique

SiV e CH2([0,T] x R™) ,alors

= (s,yt’wﬁ(s) V(s thu ) <s thu ) <s thu ) u (s )
= maxG (S,Yt’w;ﬁ(s) V(s X mﬂ( )> -V (s X mﬂ( )), —Via <s X fm( )) ,u),
(3.1)

p.p.s€[t,T],P—p.s. De plus siV € C13([0,T] x R") et V,, est également continu, alors

p(s) =V, (s,yt’m;ﬂ (s))T q(s), Vs e [t,T],P —p.s,

ol

(3.3)

Preuve. L’équation peut étre obtenu en résolvant directement I’EDS en . Main-

tenant reste prouver . Par [ Théoréeme 5.4 de Peng [15] | , pour fixe t € [0,7") , il est
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dynamique

facile d’obtenir

—t.xu

v (S,XW (s)) — 7 (s)
__E MTf(r) dr + ¢ (YW (T)) | f;} ,

Vs e [t,T],P —p.s. (3.4)
Définissons une martingale de carré intégrable adapté a la filtration F!
T— ——t.zu
m(s)::—E[/ f(r)dr+qb<XT”>|.7:§], set,T], (3.5)
t

ainsi , par le théoréme de représentation des martingale (voir Yong et Zhou [26]) , il existe

un M (-) € L% ([t,T]; R?) unique satisfaisant

m(s) =m(t) + /ts M (r)dW (r), (3.6)

out € [0,T) est fixé. Puis

v (S,Y“’“ <s)) S /t Tf(r) dr — /t TM(r) AW (r) +V (T,X’fM (T)> NEY

—t, 2

D’autre part , en appliquant la formule d’It6 a V' (s, X (s)) , nous obtenons

+V, <s, X (s))T 7 (s)dW (s). (3.8)
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En comparant les deux égalités ci-dessus, on conclure que

V. (S,XW (s)) + <vx (S,YW (3)) ,5(s)> + %tr (5 (5)T Vi (S,YW (s)) 7 (s)) = F(s),

v, (S,YW (3))TE(S) —M(s), pp.selt,T],P—ps. (3.9)
Par l'unicité de la solution & EDSR [2.3], nous avons

?t,x;ﬂ( ) —_V <87—txu (3)) 7

77 (s) = —V, (5,7“” (s))T 7 (s), pp. s €LT], P—ps. (3.10)

Puisque V € CY%([0, T] x R"™), elle vérifie 'équation de HJB généralisée , ce qui
implique . Aussi, par , IOUS avons

0= -V, <s,7t’x;ﬂ (s)) + G (S,Yt’m;ﬂ (s),-V <s,7t’m;ﬂ (s)) ,— Ve <s,7t’x;ﬂ (s)) ,
Vi (5 X)) 1 (5))

> —Vi(s,2) + G (s,2,—V (s,2), =V, (s,2), =V (s,2),u(5)), Ve e R" (3.11)

Par conséquent, si V' € C13 ([0, T] x R") et V,, est également continu, alors

9, _
%{ —Vi(s,2)+ G(s,z, =V (s,2), =V, (s,2), =V (s,2) , U (s))} |x:Yt,m(s): 0,

Vs e [t,T]. (3.12)
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C’est équivalent a (rappel , pour tout s € [t, T

: ( z
. (s, V(X7 (5)) Vi (s, (s))
— f, (s,Xt’ 7(3) , =V (8’715@;@ (s)) ,— Ve (S,Yt E(s)) 7 (s) ﬂ(s)) XV, (s,yt’ 7(8))
—f (s XU (s), —V (s X' %)),—v (S,Yt’x’(s)ﬁ(s) E(s))
X [v (s Xt’“(s))a(snv (s X" *(s))a (s)], (3.13)
tr (6 Vewa) i= (tr (@7 (Va)'),. T) s oot (@7 (Va)"),n @), (3.14)

(3.15)
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—t,T;u

Notez que V, (T, X (T)) = —¢, (yt’xﬂ (T")) ,on appliquant & nouveau la formule d’It6

—t,z

av, (s,X ’ (s))T q(s), nous avons

v, (5 X)) a(5) = {0 ()7 Va (5. X7 () ) a(s) + £ (5, X7 (5), =V (5, X777 (5)

v, (s, X (s)) 7 (5) ,ﬂ(s))} % ¢ (s)dW (s) (3.16)

Par conséquent, I'unicité des solutions a I’équation adjointe [2.17], nous obtenons [ ]
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