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Introduction

< Une martingale est une technique permettant d’augmenter les chances de gain aux jeux de
hasard tout en respectant les régles de jeu, c’est-a-dire d’un jeu ot le gain que 'on peut

espérer faire en tout temps ultérieur est égal a la somme gagnée au moment présent.

< La théorie des martingales a eu de grandes répercussions dans de nombreux champs d’ap-
plication, en probabilité bien siir, mais aussi pour la résolution numérique des équations

aux dérivées partielles, en assurance (théorie de la ruine) et en finance.

< En probabilités, on appelle donc martingale un processus stochastique {M;} tel que l'es-
pérance conditionnelle E(M; | F) est égale & M, pour tout ¢ > s. Les martingales,
ainsi que leurs variantes les sous-martingales et les surmartingales, jouissent de nom-
breuses propriétés qui les rendent trés utiles dans I’étude de processus stochastiques
plus généraux. Les exemples-types de martingales & temps continu sont le mouvement

Brownien, le processus de Poisson.

< Ce travail est contenu de deux chapitres :

e Dans le premier chapitre, nous présentons une introduction aux processus stochas-
tique, par une étude succincte de quelques familles importantes : processus a ac-

croissements indépendants stationnaires, mouvement Brownien.

e Dans le deuxiéme chapitre, on introduit la notion de la martingale en temps continue,
nous étudions les propriétés de la matingale en temps continu qui dépendent au
mouvement Brownien et temps d’arrét. On généralise au cadre continu plusieurs
inégalités. Avant de donner des théorémes de convergence pour les martingales en

temps continu.



Chapitre 1

Processus stochastique

Pour représenter un phénomene aléatoire dépendant du temps, le modéle mathématique
se présente naturellement sous la forme d’un espace de probabilité (2, A, P) et d’une fonction
(t, w) — X;(w) représentant I’état du systéme.

Dans ce chapitre présente la notion générale de processus stochastique.

1.1 Généralités

1.1.1 Définitions et proprietés

Définition 1.1 (tribu) : Soit  un ensemble, on appelle tribu (ou o-algébre) de parties de

Q, la donnée d’un ensemble A de parties de §2, possédant les propriétés suivantes :

i) Qe A
ii) A est stable par passage au complémentaire i.e A € A = A° € A;

iii) A est stable par réunion dénombrable i.e pour tout ensemble {A,} C A, alors :
+00
UAn e A
n=0

Proposition 1.1 : Si A est une o-Algébre de parties de €, il vient :

a) @€ A
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b) SiAe A ona:A°e A

c) A, Ay,...€ A ona: ﬂAi e A

=0

Exemple 1.1 :

1. P(Q) la plus grand tribus est appelé tribu grossiére.

2. {2,Q} la plus petite tribus sur S est appelé tribu triviale.

Exemple 1.2 :

1. Soit A une partie de ). L’ensemble des parties A = {qb, A A, Q} est une tribu.

2. Soit A un partie de Q = {1,2,4}, alors : A= {¢,Q,{1},{2,4}} c’est un tribu sur <.

Définition 1.2 : On dit aussi que A est une o-algébre le couple (2, A) formé d’un ensemble
Q et d’'une tribu A sera appelé un espace mesurable, les éléments de A sont appelé ensemble

mesurable.

Proposition 1.2 : Soit Q un ensemble, et M un ensemble de parties de Q (M C P (Q)),
Uintersection de toutes les tribus sur € contenant M c’est le plus petit (au sens de linclusion)

des tribus A; telles que M C A; appelés tribu engendrée par M et se note :
o(M) et o(M)=nNAyg;.

Exemple 1.3 : M = ({A}), ACQ, M CP(Q) eto(M)={2,0,A,A°}.

Proposition 1.3 : La tribu borélienne B (R) engendrée par ’ensembles des intervalles ou-

verts, semi-ouvertes, fermés.

Remarque 1.1 : La tribu borélienne B (R) contient aussi les singletons, les ensembles dé-

nombrable N, Z, Q.
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1.1.2 Variable aléatoire (v.a)

Un triplet formé (2, A, P) d’un ensemble €2 d’une tribu A sur Q et d’une mesure P sur cette

tribu tel que : P (Q2) = 1.

Définition 1.3 : Tout appliqation mesurable X d’un espace probabilite (2, A,P) dans un

espace (E, &) définit une variable aléatoire X vérifie donc la propriété de mesurabilité
VBe¢: X 1(B) e A

Théoréme 1.1 : La mesure Px définie sur (E,£) par VB € £ : Px (B) =P (X1 (B)); est

la probabilité image P par X définie sur (E,¢).
Exemple 1.4 : Construction de la variable aléatoire de bernoulli, tel que :

1. Pespace des observales : 2 = (w1, ws);
2. la tribu définie sur Q : A =P (Q);

3. la probabilité P définie sur 2 : P (w;y) = p, P(w2) =1 —pou p € ]0.1].

La variable aléatoire de bernoulli de X de parameétre p est définie par :
4, X (wl) = 1,X (WQ) = 0.

5. Py (1) =P(X' (1) =P(w) =pet Px (0) =P (X (0)) =P(ws) =1 — p.

Définition 1.4 : Soit (2, A) un espace mesurable, une variable aléatoire réelle X est une
application mesurable de (2, A) dans R ( donc telle que X '(A) € A;VA € Bg).

Une constante est une v.a. de méme qu’une fonction indicatrice d’ensemble de la tribu A.

Définition 1.5 : Soit X une v.a.réelle positive ou P-intégrable, i.e. telle que :

/]X|dIP’<—|—oo.
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Définition 1.6 : Un temps d’arrét est une variable aléatoire T & valeur dans RU{+oo} telle
que :

{r<t}eF, ViteR
Remarque 1.2 : Une constante positive est un temps d’arrét.

Proposition 1.4 :

a) SiT est un temps d’arrét, T est Fr-mesurable.

b) Si S etT sont des temps d’arrét, S AT est un temps d’arrét. En particulier T Nt est un

temps d’arrét.
Lemme 1.1 : S0 T et S sont deux temps d’arrét, alors T NS, TNV S, T + S le sont aussi.

Théoréme 1.2 : Si T et 7' sont deux F; temps d’arrét, alors :

7V 7 = max(r,7)

et
7 AT = min(r,7)

sont des temps d’arrét.

Preuve. Soit ¢t > 0, alors

{rvr <t}={r<t}n{r <t} eF

car

{r<te R

et

{r'"<t}eF
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et F; est une o -algébre. Donc 7V 7/ = max (7, 7’) est un temps d’arrét. De méme,
TAT ={r <t} U{r <t} eF.

Donc 7 A 7/ = min(7,7') est un temps d’arrét. m

Définition 1.7 : L’espérance mathématique d’une v.a. X définie sur l’espace de probabilisé

(Q, A, P) est définie par :

E[X]:/X( zdPy (x /X )dP (w

Exemple 1.5 : Calculons l’espérance d’un v.a.réelle absolument continue de loi exponentielle

(de paramétre A = 2a) :
_ /ﬂ X () dP (w) = [, 2dPy ()

“+o0 o0
:/ )\xe’\mdac:/ 20xe 2% dy
0 0

1 [+

_ 1 1
= — ue dr = — = —.
2a J, 20 A

Proposition 1.5 (Inégalité de Jensen) : Soit ¢ une fonction convere de R vers lui méme

et X une v.a.réelle telles que X et o(X) soient intégrables. On a alors :

p(E[X]) <EB(e(X)].

Espérance conditionnelle

Définition 1.8 : Soit X une variable aléatoire définie sur (2, A,P) et G une sous tribu
de A. Si X et positive, ’espérance conditionnelle de X sachant G est la variable aléatoire

G-mesurable, noté B [X|G], a valeure dans R et telle que :

/XdIP / X|G]dP, ccG.
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Espérance conditionnelle par rapport 4 une tribu: Soit X une v.a.réelle ( intégrable)

définie sur (€2, A, P) et G une sous-tribu de A.

Définition 1.9 : L’espérance conditionnelle E[X|G] de X quand G est l'unique variable

aléatoire G-mesurable telle que :
[LE[X|G]dP = [, XdP; VAeG.
C’est aussi U'unique (& une égalité p.s. prés) variable G-mesurable telle que :
EE[X|G]Y]=E[XY],
pour toute variable Y, G-mesurable borne.

Espérance conditionnelle par rapport & une variable :  On définit I’espérance condi-
tionnelle d’une variable X (intégrable) par rapport & Y comme étant 1’espérance condition-
nelle de X par rapport a la tribu ¢(Y). On la note E [X|Y]. C’est une variable mesurable
par rapport a la tribu engendrée par Y, donc c’est une fonction de Y : il existe ¢ de R dans
R borélienne telle que E [X|Y] = ¢(Y).

L’espérance conditionnelle E [X|Y] est caractérisée par :

e cC’est une variable o(Y')-mesurable.

. /E[X|Y] dP = /Xd]P’, VA€ a(Y).
A A

Propriétés de ’espérance conditionnelle
Proposition 1.6 :

a) Soit a et b deux constantes :

EaX +0Y|G] = aE [ X|G] + VE[Y|G]. (linéarité).
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b) Soit X etY deux v. a. telles que X <Y. Alors :
E[X|G] <E[Y|G]. (croissance).

Proposition 1.7 : Soit X une variable aléatoire :
a) Si X est G-mesurable, B [X|G] = X.
b) SiY est G-mesurable, E[XY|G] = YE [X|G].

c) Si X est indépendante de G, E[X|G] = E [X].
Proposition 1.8 : Si G et H sont deux tribus telles que H C G, alors :

E[X|H] =E[B[X[H]|G]
= E[E[X|G]|H].

On note souvent

E[E[X|H]|G] = E[X|H|G].

1.2 Processus stochastique

Définition 1.10 : Un processus stochastique X = (X;)ier est une famille de variables aléa-
toires X; indexée par un ensemble T.
Un processus dépend de deux paramétres : X,(w) dépend de t ( en général le temps) et de

l’aléatoire w € €.

i) Poutt € T fize, w € Q — X;(w) est une variable aléatoire sur l’espace de probabilité

(Q,F,P).

ii) Pourw € Q fize, t € T — X; (w) est une fonction a valeurs réelles, appelée trajectoire du

processus.

Définition 1.11 (Mesurabilité) : Un processus stochastique X est mesurable si pour tout

AeB (Rd) , Uensemble {(t,w); Xy (w) € A} appartient & la produit B([0, +o0 [) @ F; Uap-

8
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plication :
([0, +00[xQ, B ([0, +00 [xF)) — (R, B (R?))

(s,w) — X, (w)
est mesurable.

Définition 1.12 : Un processus (Xi),cp, est dit adapté a la filtration (F) si X; est

teR4

Fi-mesurable.

Remarque 1.3 : Une filtration est une famille croissante de sous tribus de F, c’est-a-dire

telle que F; C Fy pour tout t < s.

Remarque 1.4 : Un processus (Xt)teR+ est toujours adapté a sa filtration naturelle

Fr=0(X;0<s<t).

Proposition 1.9 :

a) Soit (X, t > 0) un processus et T un temps d’arrét fini. On définit Xt par

Xr(w) = X (w).

b) Si un processus X est continu et adapté, Xr est Fr -mesurable.

Exemple 1.6 ( Exemples de temps d’arrét) : Soit (X;, t > 0) un processus F;-adapté,

a valeurs dans R?. Pour tout ouvert A de R?, linstant aléatoire T4, défini par

T4 (w) = inf {t > 0; Xi(w) € A},

est appelé le premier temps d’atteinte de A, ou d’entrée dans A, avec la convention inf {(} =

“+o0.

Proposition 1.10 : Soit X un processus progressivement mesurable, et soit T un temps
d’arrét. Alors la v.a. Xr, définie sur {T < oo} € Fr, est Fr-mesurable et le « processus

arrété » {Xrp, t > 0} est progressivement mesurable.

9
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Définition 1.13 : Un processus (X;) est dit progressivement mesurable si, VI' > 0 la

teRy

fonction :

(t,w) € ([0, 77, B[0,T]) x (£, Fr)) — Xi(w) € (R, B(R)),
est mesurable.
Remarque 1.5 : Un processus progressivement mesurable est mesurable et adapté.

Définition 1.14 : On dit que le processus est & trajectoires continues (ou est continu) si les

applications t — X;(w) sont continues pour presque tout w.

Proposition 1.11 : Si un processos X est adapté o la filtration {F;} et si les trajectoires

sont continue a droit, alors il est prograssivement mesurable.

Définition 1.15 : Un processus est dit cadlag ( continu & droite, pourvu de limites & gauche)
si ses tragectoires sont continues a droite, pourvues de limites a gauche. Méme définition pour

caglad.

Définition 1.16 : On dit que les trajectoires d’un processus sont continues (ou monotones,
ou cadlag) ssi, pour P presque tout (w,t) € Q x T +— Xy (w) est continue ( ou monotone, ou

cadlag).

Définition 1.17 : A un processus stochastique X on associe sa filtration naturelle F7*, c’est

a dire la famille croissante de tribus :
FX=0{X, s<t}.

Définition 1.18 : Deux processus X et Y ont méme lois s’ils ont méme lois fini-dimensionnelles :
pour tout p € N* et
c
t]_, e ,tp € T, (th, ...,ti) - (}/;51, ) }/;p)

On ecrira X Ly,

10
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Définition 1.19 :

i) Un processus (X;)ier est une modification d’un processus (Yy)ier $si,
vVieT, X;,=Y,;, P-p.s.
ii) Deuz processus (Xr)er et (Yy)ier sont dits indistiguables ssi,
Pw:Vte T, X; (w) =Y; (w)}) = 1.
iii) Deux processus (X;)ier et (Yi)ier sont dits équivalents ssi, Vn € N* Y(tq,...,t,) € T"
(Xprs o X)) £ (Yay, oo V).

Proposition 1.12 : Si un processus X est mesurable et adapté a la filtration {F.}, alors il

admet une modification prograresssivement mesurable.

Variation totale et variation quadratique

Définition 1.20 : Soit [0,T] un intervalle de R et II,, = {0 =tq <t} < ... <t =T} une
subdivision de [0,T] de pas || I1,, ||oo= max;<, | tI — ', | . On définit la variation infinitési-

male d’ordre p d’un processus X sur [0,T)] associée a 11,
V:/{D(Hn) = i | Xt? - thal 7,
i=1
si VI (I1,,) a une limite dans certain sens ( converge LY, converge p.s.) lorsque
I T floo= max | ¢ — 2y |— 0

la limite ne depende pas de la subdivision choisie et nous l’appellerons variation d’ordre p de

X sur[0,T].

11
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Remarque 1.6 :

e Sip =1, la limite s’appellerons variation totale de X sur [0,T).

e Sip =2, la limite s’appellerons variation quadratique de X sur [0,T] notée par :
<X>T = <X'X>T'
Remarque 1.7 : Si la variation totale de X existe P-p.s, alors elle vaut :

i=n
Vi=sup 3 | Xy — X, | ps.
=

Définition 1.21 ( Variation bornée, Variation finie)
i) Un processus X est dit a variation bornée sur [0,T) si :
i=n
supz | Xin — Xpn | [< k.
=1
ii) Un processus X est dit a variation finie sur [0,T] si :
i=n
supz | Xin — Xin | |< 00.
I i
Processus a accroissements indépendants stationnaires

Définition 1.22 : Soit X = (X}),.p un processus stochastique adapté o une filtration (F).

i) le processus est dit & accroissements indépendants si pour tout s < t dans T, la variable

aléatoire X; — X, est indépendante de la tribu F;.

ii) le processus est dit a accroissements stationnaires si la loi de X; — X, pour s < t dans

T, ne dépend que de t — s.

Définition 1.23 : Un processus stochastique (X;)icr+ est un processus a accroissements in-

dépendants stationnaires si Vs, t € RY, tels que 0 < s < t, la v.a. X; — X, a la méme loi que

12
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Xi_s. Autrement dit, Yh > 0,
c
KXiyn — Xoyn = X

Vs, t € RT, tels que 0 < s < t. ( Notation : X £V ssi X et Y ont méme loi).

Processus Gaussiens

Définition 1.24 : Une variable X est gaussienne de loi N'(m,a?) si elle a pour densité :

1 (z —m)?
N(m,o?)(z) = exp ——————
(m.0*) (o) = e =
Définition 1.25 : Un vecteur X = (X1, Xo,...,X,)T est gaussien si toute combinaison

n

linéaire E a; X; est une variable gaussienne a valeurs réelles.
i=1

Définition 1.26 : Un processus X est gaussien si toute combinaison linéaire finie de (X, t >

0) est une variable aléatoire gaussienne, c’est-a-dire si :
n
Vn,Vt;, 1 <1 <n,Va;, E a; Xy,
i=1

est une v.a.réelle gaussienne.

1.3 Mouvement Brownien

Le mouvement Brownien est le nom donné aux trajectoires irréguliéres du pollen en suspen-
sion dans I’eau, observé par le botaniste Robert Brown en 1828. Le mouvement Brownien

est en général noté (Wi, t > 0) en référence & Wiener ou (B;,t > 0) en référence & Brown.

Définition 1.27 ( Mouvement Brownien) : On dit qu’un processus (Bi)i>o o valeurs
réelles est mouvement Brownien issu de x si By = x et les accroissements de (By)i>o sont
gaussiens, centrés, stationnaires, et indépendants : c’est a dire que pourto <t; < ... <t,:

i) By, — By, By, — By, ..., By, — By, _, suit une loi normale N (0,02 (t; —t;_1)) avec 1 <i <n

et,

13
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ii) E[(B, — By, ,) (Bi, = B, ,)] =0,Vi#joul<i,j<n.

Définition 1.28 ( Mouvement Brownien standard) : On appelle mouvement Brownien

standard un processus stochastique (By)i>o & valeurs réelles tel que :
i) By = 0 presque sirement.
il) Sity <t; <..<t,, les accroissements (Bt,- — By, ,,1<i< n) sont indépendants.

iii) Pour tout s,t > 0, tel que s < t, By — By suit une loi gaussienne centrée de variance

t— s.

iv) P-p.s.t — By(w) est continue.

Remarque 1.8 : De cette définition, il suit que pourt >s>0: i.e :
e B,— B, B;_s -~ N(0,t — s).
e E[(B;— B,)]=0etE[(B; — B,)}] =t — s.

Proposition 1.13 : Un mouvement Brownien (standard) réel est un processus gaussien cen-

tré (By)i>o @ trajectoires continues de fonction de covariance K (s,t) = min(s,t) :== s At.

Preuve. Soit maintenant ¢ > s > 0

m(t) =E[B]=0,
K(t,s) = Cou(B, B,) =E|(B, — B, + B,)B,]

=E((B: — By)B| + E[BY] = 0 + s,

car (B, — B;) L Bs, de méme maniére si s > ¢ > 0. On a donc : K (¢,s) = min(¢,s). m
Exemple 1.7 : Soit Z une variable aléatoire de loi normale centrée et réduite. Pour tout
t > 0, nous posons X, = \/tZ. Le processus stochastique X = {X;,t > 0} a des trajectoires

continues et ¥t > 0, X; est de loi N (0,t). Est-ce que X est un mouvement Brownien ?.

Justifiez votre réponse.

14
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Réponse : Non, puisque pour 0 < s <t < o0 :

Var [X; — X,] = Var [VtZ — \/sZ]
= (Vt— \/5)2Var [Z]
:t—2\/¥\/§+s
#1—s.

Théoréme 1.3 : Un processus B est un mouvement Brownien ssi c¢’est un processus gaus-

siens continu centré de fonction de covariance :
Cov(Bs, By) = s At = min(s,t).

Donc B; — By est indépendante de tout vecteur (B,,, ..., B,,) et donc de F2 = o (B,,7 < s).

Preuve. Pour s < t, B, — B, est gaussienne et est donc déterminée par son espérance

E[B; — Bs] = 0 et sa variance :

Var|B; — Bs] = Var(B;) + Var(B;) — 2Cov(By, Bs)
=t+s—2(sAt)=t—s,

donc B, — By ~ N(0,t —s), et la loi de B; — B ne dépendant que de t — s, les accroissements

sont stationnaires. m

Proposition 1.14 : Si (B;,t > 0) est un mouvement Brownien standard, Pour tout s >

0, {Bi+s — Bs}i>o0 est un mouvement Brownien standard.
Preuve. Posons : Z; = B, — B,.

i) Zo = By — By = 0.

ii) Puisque

Ztk - Ztk—l = (Btk+s - BS) - (Btk—1+8 - Bs)

- Btk+8 - Btk,1+87
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etque:V0<t)<t;<..<tg lesv.a:
Bty +s — Bigys, Biyys — Biyvsy s Byvs — By _14s
sont indépendantes, alors : V 0 <ty < t; < ... < t, les variables aléatoires :
Zyy — Ly, Lty — Ly ooy Ly, — Ly,

sont indépendantes.

iii) Yu,t >0, tel que : u < t,

est de distribution normale d’espérance 0 et de variance (t +s) — (u+s) =t — u.

iv) Yw € Q, la trajectoire t — Z;(w) = Byis(w) — Bs(w) est continue puisque t — B;(w) est

continue.

Proposition 1.15 : Si (B, t > 0) est un mouvement Brownien :

a) Le processus B = —B; est un mouvement Brownien.

b) Le processus B = cB_ est un mouvement Brownien.

Preuve.
a) Posons: B = —B, :
i) By = —By =0.

ii) Puisque étk — Etk—l = DB, , — By, et que V0 <ty < t; < ... < g, les variables aléatoires :
Bt1 - Btm Btz - Bt17 ceey Btk - Btk,p

16
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sont indépendantes, alors : VO < t; < t; < ... < tg, les variables aléatoires :
B,, — B, By, — By,, ..., B;,_, — By,

sont indépendantes, ce qui implique que :
Bi, — By, By, — By, ..., By, — B, _,,

sont indépendantes. Vs, t > 0, tel que s < t, B; — B, = (Bs — By) est de distribution

normale d’espérance 0 et de variance t — s.
iii) Vw € Q, la trajectoire t — By,(w) = —B;(w) est continue puisque ¢ — B;(w) est continue.
b) Posons B, = CBC% :
i) By =cBy=0.

et que VO <tp <ty <..<tp, lesv.a:

—1
2

ii) Puisque Etk — Etk% = CB% — cBy,

(&

By — By, By, — B

c c

...B

=

— By,
c2

123
o2

)

sont indépendantes,alors : VO <ty < t; < ... < t;, les v.a :

cB:+

1
2

—c¢By,cBty, —cBiy,...,cBy, —cBy,_,,
c2 37 (;2

2 N
C2 C2
sont indépendantes, ce qui implique que

By, — By, Bi, — By, ..., By, — By,

k

sont indépendantes.

iii) Puisque ¢B est de loi normale si B est de loi normale, Vs, ¢ > 0, tel que s < t,

E—Es:c<Bc%—Bc>,

w“"
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est de distribution normale d’espérance :
B[B - B,] = BBy - By| =0,
et de variance :
— t s
VYar [Bt — Bs] = Var [Bf2 — B%} =2 (? — 0_2) =t—s.
iv) Yw € Q, la trajectoire t — By(w) = cBC%(w) est continue puisque ¢ — B;(w) est continue.

Proposition 1.16 : Si B un mouvement Brownien, alors presque sdrement, on a :

a) t+— By(w) n'est dérivable en aucun point t.

b) ¢t +— Bi(w) n'est pas a variation finie en aucun point t.

Proposition 1.17 : La variation quadratique du mouvement Brownien sur [0, T eziste dans

L? est donne par :

(B)y =T.

18



Chapitre 2

Martingales en temps continu

La théorie des martingales a été découvre la premieére fois en France par une classe de
stratégies de paris populaire. La plus simple de ces stratégies a été congue pour un jeu dans
lequel le joueur gagne son pari si une piéce de monnaie monte a la téte et la perd si la piece

se termine a la queue.

Pour les joueurs de casino, une martingale est une stratégie de pari dans laquelle (& cotes
égales) la mise double & chaque perte du joueur. Les joueurs suivent cette stratégie car,

puisqu’ils finiront par gagner, ils soutiennent qu’ils ont la garantie de gagner de ’argent !.

Les pionniers du cencept de martingale sont alors S. Bernstein, P. Lévy, J. Ville,
E.Borel et J. Doob (cependant on peut trouver a posteriori des premiers exemples de
martingales dans des travaux plus ansciens dont par exemple ceux de Pascal sur le probléme

des partis comme 'explique Y. Derriennic (2003)).

Dans la théorie des probabilités, une martingale est une séquence de variables aléatoires
(c’est-a-dire un processus stochastique) pour laquelle, & un moment donné, I’attente condi-
tionnelle de la valeur suivante de la séquence, compte tenu de toutes les valeurs précédentes,

est égale a la valeur actuelle.

Dans ce chapitre on introduit un outil important dans la théorie des processus aléatoires

a savoir : les martingales, on commence par rappeler les définitions de base, puis on rappelle
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les propriétés utilisées dans ce mémoire.

2.1 Définitions, exemples

Définition 2.1 : Un processus (M;,t > 0) est une Fy-martingale si :

i) (M;) est un processus F;-adapté.
ii) E|M;| < 400, pour tout t > 0, (i.e. le processus (M) est intégrable).

iii) Pour tout s <t, E(M, | Fs) = M,.
Exemple 2.1 : Soit U € L' et M, =B[U | F], Vt € R, alors (M;)scr+ est une martingale.

Remarque 2.1 : On déduit de cette définition que, si (M;)i~, est une martingale, alors :
E[M;] = E [Mo]

pour tout t.

Proposition 2.1 : Soit (M,;);cr+ une martingale de carré intégrable, alors, Vs <t, on a :
E[(M; — M;)* | Fo] = BIM? — M7 | FJ.
Preuve. On a :

B((M, — M,)? | F,] = B[M? | F,] — 2B[M, M, | F,] + E[M? | F,]
——

Le résultat d’ecoule alors de 1’égalité

E[M,M, | F,| = M?2.

20
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alors :
E[(M; — My)* | Fs] =E[M? | Fs) —2M?+ M?
=E[M}? | F| — M?
= E[Mf — Mf | ]—“8].
[ ]

Définition 2.2 : Soit (2, F,P) un espace probabilisé et (F;)i>o, une filtration de cet es-
pace. Une famille adaptée (M), de variables aléatoires intégrables ( c’est -a- dire vérifiant

E(|M,|) < +o0 pour tout t) est :

i) une sur-martingale si, pour tout s <t, E[M, | F5] < M;.

ii) une sous-martingale si, pour tout s < t, E[M, | Fs] > M;.

Définition 2.3 : Un processus stochastique réel (X;);cr+ est une martingale relativement a
(Fi)ier+ st (Xi)ier+ est une sur-martingale et une sous-martingale, c’est o dire si :

1) (Xi¢)ier+ est (Fi)ier+-adapté.

ii) Vt € RT, la v.a.réelle X, est intégrable.

iii) Vs € RT, Vt € RT, tels que s <t , on a :

Xs =K [Xt ‘ ft], P—p.S.

Définition 2.4 : Un processus stochastique réel (X;);er+ est une sous martingale relative-

ment & (Fi)ier+ S0 (—Xi)ier+ est une sur-martingale.

Remarque 2.2 :
o Si (Xy)ier+ est une sur-martingale, la fonction t — B [X;] est décroissante.
o Si (Xi)ier+ est une sous-martingale, la fonction t — B [Xy]| est croissante.

o Si (Xi)ier+ est une martingale, la fonction t — E[X;] est constante :

E[X,]=E[X,], VteR*.
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o Si(X})ier+ est une sur-martingale ( resp. une sous-martingale) et si la fonction t — B [X]

est constante alors (X;)icr+ est une martingale.

Théoréme 2.1 : Si (X;)ier+ est un (Fy)ier+-processus & accroissements indépendants réel
et si, Vt € RY, la v.a.réelle X, est intégrable et centrée, alors (X;)icr+ est une (Fy)ier+-

martingale.

Preuve. Si s <tavecs, t € R, ona:

E[Xt - X | fs] :E[Xt _Xs} = E[Xt] _E[Xs] =0, P-p.s.

Or
E[X, — X | Fs] =E[X; | Fs] — X5, P-p.s.
Donc,
E[X; | F] = X5, P-p.s.
|

Proposition 2.2 : Si (X;);~o est un Fi-mouvement Brownien standard, alors :

a) (X;) est une Fy-martingale.
b) (X? —t) est une F;,-martingale.

c) (exp(ocX; — (02/2)t)) est une F;-martingale.

Preuve.

a) Si s <t alors X; — X est indépendante de la tribu F;. Donc :

E[X:— X, | Fs] =E[X; — X

Mais un mouvement Brownien standard est centré, donc

E[X, — X, =0.
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Alors :
E[X:— X, | Fs] =E[X; | ] — Xs
donc : E[X; | Fs] = X,.

b) Pour démontrer le deuxiéme, remarquons que : X? — ¢ est un processus adapté comme

X; est un processus adapté et X2 — ¢ est un fonction continue, pour l'intégrabilité :

Vt>0:
E(X? -t <EX]+E
<BE[X7]+t
=21 < o0.
On a

E[X? - X2|F] =B[(X;— X,)?+2X(X; — X,) | Fi

:E[(Xt_XS)Q|FS]+2XSE[Xt_Xs|JTS},

mais comme (X};);~o est une martingale E [X; — X | F,] = 0, et donc :
E[X;—X2|F]=E[(X;— X,)*| F].

La stationnarité et I'indépendance des accroissements du mouvement Brownien per-

mettent de plus d’affirmer que :
E[(X:— X, | 7] =B[X7]
=1—s.

La derniére égalité est due au fait que X, suit une loi gaussienne centrée de variance t.

On en déduit que :

EB[X2—t|F]=X2-s, si s<t.

¢) Pour démontrer le dernier point, remarquons que : exp(oX; — %Zt) est un processus adapté
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, 2 . .
comme X, est un processus adapté et exp(cX; — %-t) est un fonction continue, pour

Iintégrabilité : Vi > 0 :

E Hexp(aXt - %Qt)H =E [exp(aXt - %215)}

=1< 0.

Si g est une gaussienne centrée réduite, on a :

“+oo

B (exp Ag) = /_ e (a)exp (-“‘;) j—;’;_ﬂ ~ exp (%2) |

De plus, si s < t,
o? o?
E {exp (aXt — 7t> | fs] = exp <0Xs — Et) Elexpo (X: — Xs) | Fsl-
car X, est F,-mesurable, et comme X; — X est indépendante de F, on a :

Elexp(o (X; — X)) | 7] =E[exp(o(X; — X,))]
— Bfexp (0 X, )]
= E [exp (09T = 5)]
— exp (Lo?(t - 5)) .

Ce qui donne le résultat annoncé.
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Théoréme 2.2 ( Théoréme de Lévy) : Soit (X;) un processus réel centré, a trajectoires
continues, Fi-adapté tel que :
1) (X)) est une F;-martingale.

2) (X7 —1t) est une Fy-martingale.

Alors (X;) est un mouvement Brownien standard.

Théoréme 2.3 :

1) Si X est une martingale et ¢ une fonction convexe continue telle que ¥t, ¢(X;) intégrable

alors : ¢(X,) est une sous-martingale.

2) Si X est une sous-martingale et si ¢ est une fonction convexre continue croissante telle

que Vt, ¢(X;) intégrable alors : ¢(X;) est une sous-martingale.

Preuve.
1) D’apres l'inégalité de Jensen, on a : pour s > t, E[¢p(X;) | Fi] > ¢ [E (X, | Fr)] = o(Xy).

2) Sis>t E[o(Xs) | F] > ¢ (B[Xs | Fi]) > ¢(X;) car X est une sous-martingale et ¢ est

croissante.

2.2 Inégalités importantes

2.2.1 Lemme Maximal

Théoréme 2.4 ( Inégalité maximale) : Soit (M;) une F;-martingale réelle et continue (
ie & trajectoires continues). Pour tout p > 1 tel que : My € LP(Q) ( i.e. B|ME| < +00), on

a !

1) M;:= sup |My| est dans LP(Q) (i.e B|MZ|" < +00).

0<t<T

1 1

*p . p D
2) {BMy}P < = AR (M )}V
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Lemme 2.1 : Si (M) est une Fi-martingale, alors (|My]) est une Fi-sous-martingale.

Preuve. Soit s < ¢ :

B0 | F] =1y, BIMIF]+ Lo B0 | 7]
= 1{M520}E [Mt | fs] - 1{Ms<o}E [Mt | fS]
B 1{M520}M8 — Logocoy M

= ’MS‘
| ]

Lemme 2.2 : Si (M,) est une Fi-martingale continue, alors pour toute constante o > 0 :
ol (M7 2 ) < <E [| M7 ]] 1{M;2a}> :

Preuve. Du théoréme ( Inégalité maximale) :

On ne sait pas a priori que E [(M7)?] est fini, mais pour k& > 0 fixé,
E[(M; N k)P < kP < oo.

y
On remarque ensuite que y? = / paP~1dx. Donc :
0

M Ak
E[(M;AE)Y] =E { pa:p_ldx]

J
E {/Okpl{xgm}mplda:}

B / P B Ly | do

La derniére égalité s’obtient par le théoréeme de Fubini, la double intégrable étant finie. Or

d’aprés le lemme précedent,

) [1{%%}] = aP (M 2 2) < B |[Mr| 1]
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d’ou,

E[(M:A k)] < /Okpxp—zE [|MT|1 {M;Zm}] dr,

cette double intégrale est finie car E |My| < +oo, (M;) étant une martingale.

k k
2 _ -2
/0 pIp E [‘MT| 1{M§i2m}} dr = pE |:|MT| /0 P 1{M;Zz}dx:|

Mk
= pE {\MT]/ xp_de}
0

= 22 [|My| (M7 AR
On applique I'inégalité de Holder a E UMT| (M7 A k:)pil} : pour ¢ tel que i + é =1,

* 4 p p
B{(Mz A )] < p— (B [|Mz[")

hSA

(E (Mg A k)“}"); .

Il faut maintenant remarquer que (p — 1)¢ = p et que 1 — % = Il). Par simplification, on

obtient :

p .
SpTl(EUMﬂ e

Q=

(B(MF AR

Comme le terme de droite ne dépend pas de k, la limite &k — +oo donne les points 1) et 2).

2.2.2 Inégalité du nombre de montées

Définition 2.5 : 5i f =1 — R ou I C Ry, on définit le nombre de montées de X de a a b
ol a < b comme le plus grand k > 1 tel qu’il existe s1 < t1 < §o < tg < ... < 8 < t tous
dans I et tel que X, < a et Xy, > b pour tout i € {1,...,k} (le nombre de montées est égal

a 0 s’il n’existe pas de tel que k). On le note Uz (I).

Proposition 2.3 ( Inégalité du nombre de montées) : Soit (X;), une sur-martingale

continue a droite et soit a < b, t > 0. Alors :
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Preuve. Fixons t > 0 et soit D un sous-ensemble dénombrable dense de [0, ] tel que 0 € D,
t € D. On écrit D = UD,, avec D,, fini et D,, C D,,,;. Par exemple card D,, = m + 1 et

D,, = Aty ...,t7"} avec t7' = 0 et t" = t. Par I'inégalité du nombre de montées discréte,
0 m m g

1

E Uz (Dm)] < 7—

E[(X;—a)].

UX (D,,) converge en croissant vers Uz (D) quand m — +oo.

On conclut par continuité a droite. m

2.2.3 Inégalité de Doob

Proposition 2.4 : Soit (M,;) une martingale ( par rapport a une filtration (F;)) continue,

de carré intégrable et telle que My = 0 p.s.. Alors :

E[| M,
a) P(sup |Ms|2)\)§M,Vt>O,/\>O.

0<s<t

b) E ( sup ]MS|2> < 4E [|M,|*], vt > 0.

0<s<t

Preuve.

a) Par 'inégalité de Jensen, le processus (|M;|,t € Ry) est une sous-martingale. On définit

Ty =inf{s>0: M > A} At, Ty=t.

On voit alors que 0 < T} < Ty = t. En appliquant le théoréme d’arrét (2.5) ci-dessus a

la sous-martingale (|M;|), on trouve donc que :

[ My, | < B{[M| | Fr,].
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En multipliant par 1 {|pr, |22} OB trouve encore
AE=

M g 1) < B [V Ly oy | 7

car 1 ey est Fr,-mesurable. De la, on déduit que :

NP ({IMn] > AD) =B Mg, o]
< |V 1 o0y

S

Soit maintenant M* = sup |M,| : il importe de remarquer que
0<s<t

{IMp,| = A} = {M" > A}

( Effctivement, chacun des deux événements ci-dessus correspond a ’événement “le

processus |M;| a dépassé la valeur A dans I'intervalle [0,¢]”). Ceci implique que
NP ({M* 2 ) S B [IMil 1 |ay, oy ] S BIML (2.1)

et donc l'inégalité a).

b) Pour simplifier, supposons que I’on sait que E [(M*)?] < oo. Alors du fait que :
g = [ g @) Lo,
0
on a par I'inégalité de gauche dans ([2.1)),

B0 = [ 2P (M 2 a))ds
S/OOOQE (M| Lgare0y] dae

= 9B [|M;| M] .
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I'inégalité de Cauchy-Schwarz permet finalement de conclure que :

B [(M*)%] < 2/B [|Mf2] /B [(0r)7]
autrement dit,
E[(M*)] <2VE[M7] ie E[(M")"] <4E[M7],

ce que termine la preuve.

2.3 Martingale et temps d’arrét

Théoréme 2.5 (Théoréme d’arrét) : Si (M;);>, est une martingale continue par rapport
a une filtration (Fy)i>o, €t st 11 et 7o sont deux temps d’arrét tels que 11 < 7o < K, K étant

une constante réelle finie, alors M., est intégrable et :

E[M,, | Fr,] = M, P-p.s..

Théoréme 2.6 ( Théoréme d’arrét pour des temps d’arrét bornés) : Soit (X;)icr,

une martingale continue & droite par rapport & une filtration (F)icr, -

1) Pour tout temps d’arrét borné S, la v.a. Xg est intégrable et Fg-mesurable.

2) Si S et T sont deuz temps d’arrét bornés et si S < T, alors :
Xs =E[Xr | Fs].

Preuve. Il suffit de montrer que pour tout temps d’arrét borné S par ¢ (i.e. S(w) < ¢,Vw €
Q),ona:XgelL'et

XS =E [XC | fs] y P—p.s.
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En effet, si S et T sont deux temps d’arrét avec S < T bornés par ¢, alors :

Xs=E[X.|Fs], P-p.s.

et

XT = E [XC | fT] y P—p.S,

et par conséquent, comme Fg C Fr,

E[Xp | Fs] =EB[E[X.|Fr] | Fs] =E[X. | Fs] = Xs.

Corollaire 2.1 : Soit (X;);cr, un processus stochastique réel adapté et continu a droite.

Alors, (Xt)ier, est une martingale ssi pour tout T € T borné, Xt est intégrable et

E[X7] = E[X].

Remarque 2.3 : On note T la famille des temps d’arrét.

Preuve.

=) Si (Xi)ier, est une martingale alors, d’aprés le théoréme d’arrét (2,6), Xr est intégrable

et Xo=E[Xr|Fo| (S=0<T), donc :

E[X7] =B [Xo].

<)
i) Adaptation : dans les hypothéses.
ii) Intégrabilité : Vi € R, , X; € L' (Prendre T = t).

iii) Soit s, t € R, tels que s < t. On veut montrer que P-p.s,

X =E[X; | F,
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1.e.

E [XslA] =E [thA} , VA e F,.

Soit A € F, on pose :

T281A+t1Ac

T est un temps d’arrét borné. Donc, X1 € L' et

E[X,] = E[Xr] = B[X,14] + E[X,14],

et en prenant T' = ¢, on obtient que i.e :
E[Xo] =E[X{]

ce qui entraine que

E[X14] = E[X14],

donc :

X, =E[X; | F.

Définition 2.6 : Soit (Fi)wcr, une filtration sur (2, F,P). Si (X;)icr, est un processus
stochastique réel adapté et continu o droite et si 'l est un temps d’arrét, on note (XtT)teR+ le

processus stochastique réel défini par :

XtT — Xt/\T-

Le processus (X[)ier . s’appelle le processus arrété o T'.

Corollaire 2.2 : Si (X;)er, est une martingale continue & droite et si T est un temps

d’arrét, alors (X[ )ier, est une martingale continue a droite.
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Preuve. (X/)cr, est continue & droite ( evident). Pour montrer que c’est une martingale,

il suffit de prouver que pour tout temps d’arrét borné S, on a : X € L! et
B X1 =B[X{],
d’aprés le corollaire précédent. Or,
Xg = XS/\T7

et S AT est un temps d’arrét borné, donc, par le théoréme d’arrét (2,6), on obtient que
XS/\T S Ll et

E [Xsar] = E[Xo] .

Lemme 2.3 : Soit (Yy)ren une martingale relativement a une filtration (Gi)gen-

a) Pour tout temps d’arrét borné S, Ys € L.

b) Pour tous temps d’arrét bornés S, T vérifiant S < T,

Ys =E[Yr|Gs], P-ps.

Théoréme 2.7 : Soit X = (X;);>0 une sur-martingale continue a droite et fermée par X,
variable aléatoire Fo,-mesurable. Soient S et T deux temps d’arrét avec S <T. Alors Xg et
Xr sont dans L' et

Xs > E[Xr | Fsl,
avec la convention X1t = Xo sur {T = +o0}.

Corollaire 2.3 : Soit X une sur-martingale ( resp. une martingale) continue a droite et

sotent S < T deux temps d’arrét ( déterministiquement) bornés. Alors :

Xs > E[Xr | Fs], (resp.Xs=E[Xr|Fs]).
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Corollaire 2.4 ( Martingale arrétée) : Si X est une martingale et T un temps d’arrét, XT
définie bien une martingale appelée martingale arrétée. Elle est uniformément intégrable si

X Uest ou si T est ( déterministiquement) borné.

Théoréme 2.8 ( Echantillonnage optionnel des martingales réguliéres) : Soit (X;)
une martingale continue a droite fermée par une v.a. X,. Soient o et 7 deux temps d’arrét,

tels que o < 1 presque sirement. Alors X, et X, sont intégrables et

E[X, | F)] = X,.

Définition 2.7 : Soit X un processus et T un temps d’arrét. On note X7 le processus définit

par X' = Xp = Xilg<ry + Xrlys>ry appelé processus arrété a 1.

Théoréme 2.9 : Soit X une martingale uniformément intégrable continue & droite et T' un
temps d’arrét. Alors X1 est aussi une martingale uniformément intégrable continue & droite.

1l s’agit également d’une G;-martingale ot Gy = Fyap .

Preuve. X7 est continue & droite. Par le théoréme d’échantillonnage des martingale régu-

liéres, on a :

Xrae =E[Xr | Finr]
=E [Xrlir<yy + Xolirsey | Finr]
=E [XTl{T<t} | ]:MT} +E [XTl{TZt} | Ft/\T]
=E [Xrlgrey | Fi] +E[Xrlirsg | Firr]
= Xrlypey + E [XTl{th} | ft/\T] )

or comme E [ X7 | 7] est F-mesurable on a que E [Xp | F| 17> est Fr-mesurable donc :

Xone = Xolppey + B[ Xy | B Ly
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et

X! =E[Xr|F].
Alors X7 est une Fr martingale uniformément intégrable. m

Corollaire 2.5 : Soit Y une v.a. intégrable et soient S et T des temps d’arréts. Alors
BEY | Fs]|Frl =E[E[Y | Fr] | Fs] = B[Y | Fonr].

Théoréme d’arrét pour une martingale uniformément intégrable :

Théoréme 2.10 [ Théoréme d’arrét modifié] : Soit (X;);cr+ une martingale continue a

droite par rapport a une filtration (F)ier+ uniformément intégrable.

1) Pour tout temps d’arrét S, la v.a. Xg est intégrable (et Fs-mesurable).

2) Si S et T sont deuz temps d’arrét tels que S < T, alors :

XS =E [XT | fs] s P-p.s..

2.4 Convergence des martingales en temps continu

Théoréme 2.11 : Une martingale continue & droite (M,), telle que :

sup [E [Mf] < +00,

t>0
converge p.s. et dans L? lorsque t — +00.

Preuve. Puisque M2 est une sous-martingale, & [M?] est une fonction croissante. Par hypo-

these, elle est bornée. Donc elle converge lorsque t — +o00. On en déduit que, pour tout
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e > 0, il existe N tel que, si s, t> N :
B[(M; — M,)?] =B[M?]+E[M?] — 2B [M,M,]
=E[M7] +E[M]] - 2B [E [MM,] | 7
= B [M7?] + E[M7] — 2K [M]]
=E[M} -E[M?] <e¢,

lorsque s, t — +o00. La suite M, est donc de Cauchy dans L2, elle converge vers une v.a.

M. En faisant tendre ¢ — 400 suivant les entiers on voit, par Fatou, que :

E[(Ms — M,)?] =E |liminf(M, — M,)?

t—+o0

< liminf B[(M, — M)

<e,

alors :

E [(Ms — M,)*] <e.

Donc M, — M., dans L?. Si on applique I'inégalité de Doob & la martingale : N, = M, ,— M,,

on obtient, pour s > N :

E {sup(MHs — Ms)ﬂ <A4E [(Mrys — M,)?] < 4e.

t<T
Pour tout T' > 0, donc :

t>0

E [sup(Mt+s - MS)Q] < 4e.

Il en résulte en écrivant que :

(Mt+s - ono)2 S Q(Mt-i-s - M5)2 + Q(Ms - MOO)Qa
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que

E [sup(Mys — My)?| < 16e.

>0

Il existe donc une sous suite n; telle que, p.s., sup(M;1n, — Ms) — 0, ce qui entraine que
>0

M, — My, p.s. &

Théoréme 2.12 : Soit (X;),cr+ une sous-martingale continue o droite bornée dans L* ( i.e.

supE [|X¢|] < 4+00), alors (X})ier+ converge P-p.s. quand t — 400 vers une limite intégrable.
teR+

Théoréme 2.13 : Soit p > 1. Si (X;)er+ est une martingale continue & droite bornée dans
LP (i.e. supB[|Xy|"] < +00), alors (X;)ier+ converge P-p.s. quand t — +oo vers une limite

teR*
LP-intégrable.

Preuve. Soit p > 1. D’apres le théoreme (2.12), lorsque ¢ — +o0,

X, — Xy € LY, P-ps..
Montrons que X, € LP. D’aprés le lemme de Fatou, on a :
< lim infE [| X;|"]

t——+00

< supE [|X,["]

teRt

< 400,

( puisque | X;|” — | Xo|” P-p.s. quand t — +00 ). =

Remarque 2.4 : Lorsque (X;)icr+ est une sous-martingale continue & droite, il suffit pour

que (Xy)ier+ soit bornée dans L' que :

sup B [X'] < +o0.
teR+

(iexzt =xVD0).
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Corollaire 2.6 : Si (Y})icr+ est une sur-martingale positive continue o droite, alors Y;

converge P-p.s. quand t — 400 et la limite est intégrable.

Preuve. On pose X; = —Y;. Soit (X;);cp+ une sous-martingale continue & droite et X," =
(=Y;)" =0, Vt € RT. Le théoréme combiné a la remarque précédente nous donne le résultat.
n

Théoréme 2.14 (Théoréme de convergence en moyenne d’ordre 1 ou p.) :

1) Soit (Xi)ier+ une martingale continue & droite. Les trois conditions suivantes sont équi-

valentes :
i) (X;)ier+ converge dans L' quand t — +oc.

ii) 1l existe une v.a.réelle X, intégrable, telle que :

X, =E[Xo | F], VteR*.

iii) (X})ier+ est uniformément intégrable.

2) De plus, sip > 1 et si (Xi)ier+ est bornée dans LP (i.e. supE[|X7|] < +o00) alors la
teR+

convergence a aussi liew dans LP avec X, € LP.

Preuve.

i)=-ii) ] Notons X, une v.a.réelle intégrable telle que X; converge vers X, dans L' lorsque

t— 4o00. Soit 0<s<t.0Ona:

P-p.s., E[X,;|F] = X..

En faisant tendre ¢ vers I'infini, et d’aprés le théoréme de convergense dominée condi-

38



Chapitre 2. Martingale en temps continu

tionnelle, on obtient :

lim E[X; | F] =E { lim X; |~7'-s}
t—-+o00 t—-+o0
—E[X. | F]
= X, P-p.s.,

donc :

E[Xw | Fs] = X5, P-p.s.

ii)=-iii) | Posons pour a > 0 et t € RT,

Ay(a) = / X, | dP.
{IX¢[>a}

Afa) = / 1X,| dP
{|Xt|>a}

- EHXt' |~7:t] dP
{|Xt>al}

< E[[ Xl | Fi] dP
{|X¢t>al}

= | X oo dP
{IX¢[>a}

tel que | X | etant uniformément intégrable, elle est aussi équicontinue c’est a dire que

pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que si A € F avec P(A) < n, alors :

/ | Xoo| dP < e.
A

Or, par I'inégalité de Markov,

P(X > a) < B[X]

1
< SE[[Xu]] = 0, @ — +oc,
a
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Alors

P(| Xy >a) =0 a— +o0.

On en déduit que :

sup;ep+ Ai(a) — 0, a — +o0.

iii)=ii) | (X;)ser+ est uniformément intégrable, donc elle est bornée dans L'. Donc, par le
théoreme de convergence presque sire, X; — X, P-p.s. lorsque t tend vers +oo. En
utilisant I'uniforme intégrabilité, on obtient que X, converge, dans L', vers X, lorsque

t tend vers +oo0.

2) Sip > 1 et sisup,cp+ B[|Xi]"] < +o0, alors sup,cp+ | Xi| € LP. (| Xi["),cp+ est uniformé-

ment intégrable car elle est majorée par (sup |X;|”) € L.
teR+

On en déduit que X, € LP car | X|" < (sup | X;|") € L' et que X; converge vers X dans
teRT

L? lorsque t — +o00.

2.5 Variation quadratique d’une martingale continue

Théoréme 2.15 : ( Théoréme de décomposition de Doob) : Soit (X;,t € RT) une
sous-martingale continue (par rapport o une filtration ((F;),t € RT)). Alors il existe un
unique processus (A, t € RT) croissant, continu et adapté a (Fy,t € RT) tel que Ag = 0 et

(X — Ay, t € RT) est une martingale.

Définition 2.8 : Soit (M;) une martingale continue de carré intégrable ( par rapport a une
filtration (F;)). Alors (M?) est une sous-martingale et donc, d’aprés le théoréme ci-dessus, il
existe un unique processus (A;) croissant, continu et adapté o (F;) tel que Ag = 0 et (M?—Ay)

est une martingale. On note A, = (M), et on appelle ce processus la variation quadratique

de (My).

40



Chapitre 2. Martingale en temps continu

Remarque 2.5 :

e Noter qu’on a toujours par définition :
B((M),) = B [M?] - B [MF].

o Du fait que le processus ((M),) est croissant, c’est un processus & variation bornée ( i.e.

la variation quadratique d’une martingale est un processus a variation bornée).

o Si (M,) est une martingale continue & variation bornée, alors My = My pour tout t > 0 (

i.e. M, est constante).

Proposition 2.5 : Si (M;) est une martingale continue de carré intégrable, alors on a :

(M>§”):§:<M (%)—M<@;—nl)t)>2 Loy, vi>o.

Remarque 2.6 :

e A priori, la convergence n'a lieu qu’en probabilité ( alors qu’elle a lieu presque strement

dans le cas ot (M) est un mouvement Brownien standard).

e Bien que la variation quadratique soit une quantité aléatoire, la proposition ci-dessus
illustre le fait qu’elle est une généralisation de la notion de variance pour des processus

aléatoires.

Définition 2.9 : Soient (M;), (N;) deuz martingales continues de carré intégrable. On définit

la covariation quadratique de (M) et (Ny) par

<M7N>t: (<M+N>t_<M_N>t)-

=

Proposition 2.6 : Le processus (MyN, — (M, N),) est une martingale.

Proposition 2.7 : Si (M,;) et (N;) sont deuzx martingales continues de carré intégrable, alors
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on a :

o - o (£) - (45)) (5(£) > (45) . e

Remarque 2.7 : De la méme maniére que ci-dessus, on voit que la covariation quadratique
est en quelque sorte une généralisation de la covariance pour des processus aléatoires.

En particulier, elle est bilinéaire et on a également la proposition suivante.

Proposition 2.8 : Soient (M;), (N;) deuxr martingales continues de carré intégrable indé-

pendantes et soit ¢ € R. Alors
(M,N), =0 et (cM+ N),=c(M),+(N),.
La premiére égalité vient du fait que si (M;) et (NV;) sont deux martingales indépendantes de

carré intégrable, alors (M;V;) est une martingale.

Théoréme 2.16 : Une martingale continue et bornée M admet une variation quadratique
finie < M, M >. De plus, < M, M > est l'unique processus croissant, continu, nul en 0 tel

que M?*— < M, M > soit une martingale.

Proposition 2.9 : Soit M une martingale continue et bornée, T" un temps d’arrét. On note

M7 la martingale arrétée en T. Alors, < MT, MT >=< M, M >T.

Preuve. Soit < M7, MT > est I'unique processus croissant, nul en 0, continu telle que :
(M?)" — < M" MT >,
soit une martingale.
(M~ < M,M >)" = (M*)" — < M, M >7,

est une martingale et < M, M >T est un processus croissant, nul en 0, continu donc <

MT MT >=<M,M > . =

42



Chapitre 2. Martingale en temps continu

Théoréme 2.17 ( Théoréme de Lévy (seconde version)) : Soit (M) une martingale

continue de carré intégrable par rapport o une filtration (F;) telle que :

(M), =t, Vte R+.

Alors (M;) est un mouvement Brownien standard par rapport a (F).

Proposition 2.10 : Soit (M) une martingale continue de carré intégrable ( par rapport

une filtration (F;)) et telle que :

lim (M), =00 p.s.

t—o00
Soit T'(s) =inf{t > 0: (M), > s}. On pose :
gs = FT(S) et BS = MT(5)> S € R+.
Alors le processus (Bs) est un mouvement Brownien standard par rapport & (Gs).

Corollaire 2.7 : Toute martingale continue de carré intégrable telle que tlim (M), = o0

p.s. s’écrit My = B({M),), ou (B;) est un mouvement Brownien standard.
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Annexe A : Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées

ci-dessous.
v.a : Variable aléatoire.
Filtration.
T . Intervalle de temps, ou ensemble d’indices.
Br :  La tribu borélienne de X.
P(A) :  La probabilité d’événement A.
P . Une mesure de probabilité sur €.
o (M) :  La tribu engendrée par M.
14 :  Fonction indicatrice de A : vaut 1 si w € A et 0 sinon.
E (X) :  Espérance de la variable aléatoire X.
Cov(X,Y) : Covariance des variables aléatoires X et Y.
Var (X) : Variance de la variable aléatoire X.
exp . Exponentiel.
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(Xt)teT
N (m,0?)
(ff)nEN
E[X | F]
L2

LY. LP

Un ensemble fondamentale.

Ensemble des nombres naturelles réels respectivement.
Ensemble des nombres entiers rationneles respectivement.
presque slirement.

Espérance mathématique ou moyenne du v.a. X.

La tribu (ou o-algebre) sur €2, ie une trés grande famille de sous-ensembles.
Processus stochastique.

Loi normale de paramétre m et o2.

Filtration canonique de processus stochastique.

temps d’arrét.

Espérance mathématique de X sachant la tribu F.
Ensemble des fonctions mesurables de carré intégrables.

L’espace des fonctions intégrables (respectivement p-intégrables).
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Annexe B : Rappels

« Inégalité de Jensen conditionnelle

Définition 2.10 :Soient X une v.a., G une sous-tribu de F et p : R — R conveze telle que
E(|e (X)] < co. Alors
p(EX]G) <Elp(X]|g).

telle que B sous tribu de F.

4 Lemme de Fatou conditionnel

Lemme 2.4 : Soit (X;),.,une suite des variables aléatoires de M™ (Q, F,P), on a :

E {lim inf X; | B] < PminfE (X | B].

t—+o00

Rappelle : M* (Q, F,P) est 'ensemble des variables aléatoires & valeurs dans R, U {+o0}

et F-mesurables.

Remarque 2.8 : Les théorémes de convergence et le lemme de Fatou est vrai dans le cas
non coditionnel.

<« Inégalité de Holder

Pour tous réels p et ¢ telsquep > 1,q > 1 et %+% = 1 et toutes v.a. X et Y respectivement

dans LP(Q A; P) et LI(Q, A, P), ona: || XY i< X [,] Y Il,.

Théoréme 2.18 L’espace L1(S2, A, P) est un espace vectoriel sur R, normé par || X ||1,=

E(|X )= []X]|dP.
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<« Théoréme de la convergence monotone conditionnelle

Théoréme 2.19 : Soit (X;),,une suite des variables aléatoires p.s croissante dans M™ (Q, F,P)

de limite X . Pour toute sous tribu B de F, (E (X; | B)),5, est p.s croissante et converge vers
E (X | B) alors :
lim E[X, | B] :E{ lim Xt|15’]
t—Foo oo
=E[X | B], P-p.s..
« Inégalité de Cauchy-Schwartz

Soient X, Y deux v.a. de carré intégrable. Alors

i) XY est intégrable,

[N

il) B[XY] < (B[X2)? (B[Y?])?.
4 Théoréme de Fubini

Soit f : E; X E5 — R une fonction mesurable. Alors, pour tout x € Ey, la fonction

y € By — /f(a:,y)dml(x),

est mesurable et

(] s gpam@ndmaty) = [( [ e pydmaty)m )

« Inégalité de Markov

pour tout v.a. X presque stirement positive et toute constante a strictement positive :

E (X)

P(X >a)<
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