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Introduction

Les problémes de contrôle optimal stochastique ont un grand nombre d’applica-

tions dans les domaines de l’économie et à la finance. Il existe deux approches de

résolution du probléme de contrôle optimal, bien connues, qui sont le principe du maxi-

mum et la méthode de la programmation dynamique. Un probléme de contrôle optimal

stochastique défini comme suit :

On considère l’équation différentielle stochastique suivante :

 dxt = b(t, xt, ut)dt +σ(t, xt, ut)dBt t ∈ [0, T ]

x0 = x
,

avec (Bt)t≥0 unmouvement Brownien défini sur un espace probabilisé filtré
(
Ω,F , (Ft)t≥0 ,P

)
.

On note U l’ensemble de tous les processus (ut)t≥0 progressivement mesurable à valeurs

dans Rn, et les éléments de U sont appelés processus de contrôle.

L’objet du contrôle optimal est de minimiser (ou maximiser) la fonction de coût J (.) sur

l’ensemble des contrôles admissibles, généralement cette fonction coût est donné par :

J (u) = E
[∫ T
0
f (t, xt, ut) dt+ g (xT )

]
.

Si en partant d’un état x à l’instant t on définit pour tout processus de contrôle ut, le coût

est donné par :

J (t, x, u) = E
[∫ T

t
f (s, xs, us) ds+ g (xT )

]
,
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Introduction

où g et f sont donnés et xt est la trajectoire contrôlée par u.

Pour chaque x ∈ Rn, s’il existe un contrôle u∗ ∈ U qui vérifie :

v (t, x) = J (t, x, u∗) = inf
u∈U

J (t, x, u) ,

il est appelé contrôle optimal et v est appelée la fonction de valeur.

Dans ce mémoire nous intéressons d’étudier la relation entre deux approches de réso-

lution du problème de contrôle optimal, qui sont le principe du maximum stochastique, et

la méthode de la programmation dynamique dans le contexet de solutions de viscosité.

Ce mémoire est structuré de trois chapitres :

Dans le premier chapitre, on va expliquer la théorie du calcul stochastique, en donnant

les définitions et les propriétés des processus continue ainsi que leurs résultats principaux

qui nous permettre de définir l’intégrale stochastique. On parle aussi sur les théorèmes

d’existence et d’unicité pour EDS.

Dans le deuxième chapitre on va étudier le problème du contrôle optimal par le principe

du maximum stochastique (condition nécessaire ).

Dans le dernière chapitre on va expliquer deuxieme approche, la progrmmation dy-

namique et de la notion de solution de viscosité, puis on donne la relation entre les deux

approches.
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Chapitre 1

Le calcul stochastique

1.1 Généralités sur les processus stochastiques

Définition 1.1.1 (Processus stochastique) : Un processus stochastique est une famille

de variables aléatoires X = {Xt, t ∈ I} définies sur un espace de probabilité (Ω,F ,P). Pour

tout t ∈ I, X est une variable aléatoire.

Remarque 1.1.1 : les fonctions t 7−→ Xt(ω) sont appelées trajectoires du processus sto-

chastique Xt.

Définition 1.1.2 (Processus a trajectoire continue) : On dit que le processus est à

trajectoires continues (ou est continu) si les applications t 7−→ Xt(ω) sont continues pour

presque tout ω.

Définition 1.1.3 (càdlàg et càglàd) :

- Un processus est dit càdlàg (continu à droite, pourvu de limites à gauche) si ses trajec-

toires sont continues à droite et pourvues de limites à gauche.

- Un processus est dit càglàd (continu à gauche, pourvu de limites à droite ) si ses trajec-

toires sont continues à gauche et pourvues de limites à droite.
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Chapitre 1. Le calcul stochastique

Définition 1.1.4 (Filtration) : Une filtration sur (Ω,F ,P) est une famille croissante

(Ft)t≥0 de sous-tribus de F , c’est à dire : Fs ⊂ Ft ⊂ F pour tous s ≤ t.

- On dit que
(
Ω,F , (Ft)t≥0 ,P

)
est un espace de probabilite filtré.

- On appelle filtration naturelle du processus X = (Xt)t≥0 si :

FXt = σ (Xs, 0 ≤ s ≤ t)

c’est la plus petite σ-algébre par rapport à laquelle Xs est mesurable pour tous

0 ≤ s ≤ t.

Définition 1.1.5 (Processus mesurable) : Soit X = (Xt, t ≥ 0) un processus défini

sur
(
Ω,F , (Ft)t≥0 ,P

)
. Le processus X est dit mesurable si l’applicaion :

X : [0,∞[× Ω → Rd

(t, ω) → Xt (ω)
,

est mesurable par rapport à B ([0,∞[)⊗Ft et B
(
Rd
)
.

Définition 1.1.6 (processus adapté) : Un processus (Xt)t≥0 est dit adapté à la filtration

(Ft)t≥0 si pour tout t ≥ 0, Xt est Ft-mesurable.

Définition 1.1.7 (Processus progressivement mesurable) : Un processus (Xt)t≥0 est

dit progressivement mesurable par rapport à (Ft)t≥0 si l’application

X : [0, t]× Ω → Rd

(s, ω) → Xs (ω)
,

est mesurable par rapport à B ([0, t])⊗Ft et B
(
Rd
)
.

Définition 1.1.8 (Processus de Markov) : Soit (Xt)t≥0 un processus stochastique.(Xt)t≥0

4



Chapitre 1. Le calcul stochastique

est appelé Processus de Markov si pour tout s ≤ t, tout f fonction meurable bornée on a :

E [f (Xt) | Fs] = E [f (Xt) | Xs] .

Proposition 1.1.1 : Soit x ∈ Rn, soient 0 ≤ r ≤ s ≤ t, on a :

Xr,x
s = Xs,Xr,x

s
t P− p.s .

Définition 1.1.9 (Mouvement Brownien) : Soit
(
Ω,F , (Ft)t≥0 ,P

)
un espace probabi-

lisé filtré. Un mouvement Brownien (Bt)t≥0 est un processus adapté à trajectoires continues

tel que :

- ∀ s ≤ t, Bt −Bs est indépendante de Fs.

- Bt −Bs est une variable aléatoire gaussienne de moyenne nulle et de variance t− s.

Définition 1.1.10 : On dit que (Bt)t≥0 est un mouvement Brownien standard si :

B0 = 0, P−p.s E[Bt] = 0 et E[B2
t ] = t .

Proposition 1.1.2 : Soit (Bt)t≥0 un mouvement Brownien, alors :

i) Pour tout s > 0, Wt = Bt+s −Bs est un mouvement Brownien indépendant de Fs.

ii) Soit c réel positive, Wt = cB t

c2
est un mouvement Brownien.

Proposition 1.1.3 : Soit (Bt)t≥0 un mouvemet Brownien alors presque sûrement on a :

i) Bt n’est pas différentiable en aucun point t.

ii) Bt n’est pas à variation finie en aucun point t.

5



Chapitre 1. Le calcul stochastique

Définition 1.1.11 (Temp d’arrêt) : Un temps d’arrét par rapport à la filtration (Ft)t≥0
est une variable aléatoire τ a valeur dans R ∪ {∞} telle que :

{τ ≤ t} = {ω ∈ Ω�τ (ω) ≤ t} ∈ Ft t ≥ 0 .

Définition 1.1.12 (Martingale) : Un processus (Xt)t≥0 adapte par rapport une filtration

(Ft)t≥0 et tel que pour tout t ≥ 0, Xt ∈ L1 (Ω) est appelé :

- martingale si pour s ≤ t : E[Xt | Fs] = Xs ;

- surmartingale si pour s ≤ t : E[Xt | Fs] ≤ Xs ;

- sous-martingale si pour s ≤ t : E[Xt | Fs] ≥ Xs ;

Théorème 1.1.1 (Propriété de martingale du mouvement Brownien) : Le mouve-

ment Brownien (Bt)t≥0 est une martingale par rapport à la filtration canonique σ (Xu, 0 ≤ u ≤ t).

Proposition 1.1.4 : Soit (Bt)t≥0 un mouvemet Brownien, alors :

i) B2
t − t est une martingale.

ii) Pour tout γ ∈ R, exp(γBt −
γ2

2
t) est une martingale.

Théorème 1.1.2 : Soit (Bt)t≥0 un mouvement Brownien sur un espace de probabilité

filtréet
(
Ω,F , (Ft)t≥0 ,P

)
. Mt une martingale Ft-adapté, alors il existe un processus adapté

Us tel que :

Mt = M0 +

t∫
0

UsdBs P− p.s .

Définition 1.1.13 (Variation totale et Variation quadratique) : On définit la va-

riation infinitésimale d’ordre p d’un processusX sur [0, T ] associée à une subdivision Πn = (tn1 , ..., t
n
n)

de [0, T ] par :

V p
T ( Πn) :=

n∑
i=1

∣∣∣Xtni
−Xtni−1

∣∣∣p .
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Chapitre 1. Le calcul stochastique

Si V p
T ( Πn) a une limite dans un certain sens (convergence LP ,convergence p.s.) lorsque

Πn := ‖Πn‖∞ = max
i≤n

∣∣tni+1 − tni ∣∣→ 0 ,

la limite ne dépend pas de la subdivision choisie et nous l’appellerons variation d’ordre p

de X sur [0, T ]. En particulier :

- si p = 1, la limite s’appelle variation totale de X sur [0, T ] ;

a) pour tout T , V 1
T est fini on dit que X est à variation finie.

b) pour tout T , V 1
T est borné on dit que X est à variation finie.

- si p = 2, la limite s’appelle variation quadratique de X sur [0, T ] notée 〈X〉T .

1.2 Calcul d’Itô

1.2.1 Intégrale stochastique

On définit l’intégrale stochastique par rapport au mouvement Brownien de la forme

suivant : ∫ T

0

X (t) dB (t) ,

où (Bt)t≥0 est un mouvement Brownien, et (Xt)t≥0 un processus stochastique répondant à

certains critères d’intégrabilité. La manipulation de cette forme d’intégrale est facilitée par

l’utilisation de la formule d’Itô, faisant référence à son auteur, le mathématicien Kiyoshi

Itô.

1.2.2 Propriétés d’intégrale stochastique

1-

t∫
0

θsdBs est linéaire.

2-

t∫
0

θsdBs est continue p.s.

7



Chapitre 1. Le calcul stochastique

3- .

 t∫
0

θsdBs


0≤t≤T

est un processus Ft-adapté.

4- E

 t∫
0

θsdBs

 = 0 et var

 t∫
0

θsdBs

 = E

 t∫
0

θ2sds

 .

5- Propriétés disométrie : E

 t∫
0

θsdBs

2 = E

 t∫
0

θ2sds

 .
6- Additivité : pour 0 ≤ s ≤ u ≤ t ≤ T

t∫
s

θvdBv =

u∫
s

θvdBv +

t∫
u

θvdBv .

7-

t∫
0

θsdBs est une F-martingale.

8- La variation quadratique de l’intégrale stochastique est donnée par :

〈 t∫
0

θsdBs

〉
=

t∫
0

θ2sds .

9- La covariation quadratique entre deux intégrales stochastiques est donnée par :

〈 t∫
0

θsdBs,

u∫
0

φsdBs

〉
=

t∧u∫
0

θsφsds .

1.2.3 Processus d’Itô

Définition 1.2.1 : Un processus d’Ito est un processus de la forme :

Xt = X0 +

t∫
0

ϕsds+

t∫
0

δsdBs P− p.s ,

8



Chapitre 1. Le calcul stochastique

avec X0 est F0−mesurable, δ et ϕ sont deux processus progressivement mesurable vérifiant

les conditions, P− p.s :

t∫
0

|ϕs| ds < +∞ et

t∫
0

|δs|2 ds < +∞ .

Le coeffi cient ϕ s’appelle la dérivée (ou le drift ) et δ son coeffi cient de diffusion.

1.2.4 Formule d’Itô

Théorème 1.2.1 (Première formule d’Itô) : Supposons f de classe C2,alors :

f(X) = f(X0) +

t∫
0

f
′
(Xs) dXs +

1

2

∫ t

0

f
′′

(Xs) d 〈X,X〉s

= f(X0) +

∫ t

0

f
′
(Xs) dXs +

1

2

∫ t

0

f
′′

(Xs) δ
2
sds

.

Théorème 1.2.2 (Deuxième formule d’Itô) : Soient X un Processus d’Itô et f une

fonction définie sur R+ × R de classe C1 par rapport à t et de classe C2 par rapport à x,

on a :

f(t,X) = f(0, X0) +

t∫
0

f
′
t (s,Xs) ds +

t∫
0

f
′
x (s,Xs) dXs +

1

2

∫ t

0

f
′′
xx (s,Xs) d 〈X,X〉s

= f(0, X0) +

∫ t

0

f
′
t (s,Xs) ds +

∫ t

0

f
′
x (s,Xs) dXs +

1

2

∫ t

0

f
′′
xx (s,Xs) δ

2
sds

.

On peut écrire cette formule sous forme différentielle :

df(t,X) =

[
f
′
t (t,Xt) +

1

2
f
′′
xx (t,Xt) δ

2
t

]
dt+ f

′
x (t,Xt) dXt .

9



Chapitre 1. Le calcul stochastique

Proposition 1.2.1 : soient X et Y deux processus d’Itô on a :

XtYt = X0Y0 +

∫ t

0

XsdYs +

∫ t

0

Ys dXS
+ 〈X, Y 〉t .

Cette formule est connue sous le nom d’intégration par parties.

1.3 Equations différentielles stochastiques(EDS)

Définition 1.3.1 : Une équation différentielle stochastique (EDS) est une équation de

la forme :  dXt = b(t,Xt)dt+ σ(t,Xt)dBt

X0 = Z
. (1.1)

Où sous forme intégral

Xt = Z +

∫ t

0

b(s,Xs)ds+

∫ t

0

σ(s,Xs)dBs ∀t ≥ 0 ,

où Z ∈ Rn, Bt un mouvement Brownien et b(s,Xs) et σ (s,Xs) sont des fonctions conti-

nues.

Définition 1.3.2 : Une solution forte à l’équation (1.1) est un processnsnX = {Xt, t ∈ [0, T ]}

continu qui est Ft-adapté tel que :

-
∫ t

0

|b(s,Xs)|2 ds+

∫ t

0

|σ(s,Xs)|2 dBs < +∞.

- X vérifie (1.1).

Théorème 1.3.1 (Condition d’existence et unicité d’une solution forte) : Soit

b et σ deux fonctionss continues, on suppose qu’il existe une constante K telle que pour

tout t ∈ [0, T ], x, y dans Rn :

• |b(t, x)− b(t, y)|+ |σ(t, x)− σ(t, y)| ≤ K|x− y| (b et σ lipschitziennes).

• |b(t, x)|+ |σ(t, x)| ≤ K|1 + |x|| (condition de croissance linéaire).

10



Chapitre 1. Le calcul stochastique

• E(Z2) < +∞ .

Alors pour tout t ≥ 0, l’équation (1.1) admet une solution unique dans l’intervalle [0, T ]

De plus cette solution vérifie :

E
[

sup
0≤t≤T

|Xt|2
]
< +∞

11



Chapitre 2

Principe du maximum stochastique

cas convexe

Dans ce chapiter, on s’intéresse au principe du maximum stochastique. Il spécifie que

tout contrôle optimal et la trajectoire associée vérifient un systéme d’équations différen-

tielles de type Hamiltonien. Nous allons aborder le principe maximum stochastique dans

les quelles le coeffi cient de diffusion dépend explicitement de la variable de contrôle u sur

l’ensemble des contrôle admissible Uad.

2.1 Formulation du problème

Soient
(

Ω,F , (Ft)t∈[0,T ] ,P
)
un espace probabilisé filtré, B = (Bt)t∈[0,T ] un mouvement

Brownien d-dimentionel, T un réel strictement positif, et U un sous ensemble convexe

de Rn. On suppose que : (Ft)t∈[0,T ] = σ (Bs, 0 ≤ s ≤ t) est la filtration naturelle du

mouvement Brownien.

Définition 2.1.1 (contrôle ) : On appelle contrôle tout processus u = (ut)t∈[0,T ] adapté

par rapport à une filtration, de carré intégrable et prend ses valeurs dans un borélien A de

Rn.

12



Chapitre 2.Principe du maximum stochastique cas convexe

Définition 2.1.2 ( contrôle admissible) : On appelle contrôle admissible tout processus

u = (ut)t∈[0,T ] mesurable et Ft- adapté à valeur dans un borélien A de Rn. On note par

Uad l’ensemble de tous les contrôles admissibles .

Uad = {u : [0, T ]× Ω→ A, tel que u est mesurable et Ft-adapté} .

Considérons maintenant l’équation différentielle stochastique contrôlée suivante :

 dxt = b(t, xt, ut)dt +σ(t, xt, ut)dBt t ∈ [0, T ]

x0 = x
, (2.1)

où

b(t, xt, ut) : [0, T ]× Rn × U → Rn

σ(t, xt, ut) : [0, T ]× Rn × U → Rn×d
.

2.2 fonction de coût

Soient f et g deux fonctions définies comme suit : f : [0, T ]×Rn×U → R, g : Rn → R

et soit xt la solution forte de l’EDS contrôlée (2.1), on définie la fonction coût par :

J (u) = E

 T∫
0

f (t, xt, ut) dt+ g (xT )

 (2.2)

où g (xT ) représente le coût final et f (t, xt, ut) le coût courant.

Le but de contrôle optimal est de minimiser la fonction de coût J (u), sur un ensemble de

contrôles admissibles Uad . Alors un contrôle u∗ est optimal si :

J (u∗) = inf
u∈U

J (u) . (2.3)

13



Chapitre 2.Principe du maximum stochastique cas convexe

Hypothèses

(H1) Les fonctions b, σ et f, g sont continument dérivables en leurs variables.

(H2) Les dérivées bx,bu,σx,σu,fx,fu et gx sont continues en (x, u) et uniformement bornée.

(H3) b, σ et f sont bornées par M(1 + |x| + |u|) et g est bornée par K(1 + |x|) tel que :

M > 0 et K > 0.

2.2.1 L’Hamiltonien

L’Hamiltonien associé à notre problème de contrôle :

H : [0, T ]× Rn × U × L(Rn)× L(Rn×n)→ R

est défini par :

H (t, xt, ut, pt, qt) := f (t, xt, ut) + ptb(t, xt, ut) + qtσ(t, xt, ut)

2.3 Equation adjoint

Soit u∗t un contrôle optimal et soit x
∗
t la trajectoire optimal correspondant. Ensuite,

nous considérons un couple (pt, qt) des processus adaptés de carrés intégrables acossiés à

(x∗, u∗).

L’équation adjointe est une équation différentielle stochastique rétrograde linéaire donner

sous la forme : dpt = −[fx(t, x
∗
t , u
∗
t ) + ptbx(t, x

∗
t , u
∗
t ) + qtσx(t, x

∗
t , u
∗
t )]dt+ qtdBt

pT = gx(x
∗
T )

.

En utilisant la définition du Hamiltonien, nous obtenons l’équation adjoint suivante :

14
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 dpt = −Hx(t, x
∗
t , u
∗
t , pt, qt)dt+ qtdBt

pT = gx(x
∗
T )

. (2.4)

2.4 Condition nécessaire d’optimalité

Le but du Principe du maximum stochastique est de trouver des Conditions nécessaire

d’optimalité vérifiées par un contrôle optimal et pour cela, on se donne contrôle optimal

u∗minimisant le coût J sur Uad et soit x∗t la trajectoire optimale. c’est à dire la solution

de l’équation d’état associée à u∗t .

Théorème 2.4.1 : Soit u∗ un contrôle optimal avec procrssus d’état correspondant x∗t ,

ensuite il existe un processus adapté (pt,qt) qui est la solution unique de l’EDSR (2.4) telle

que :

Hu (t, x∗t , u
∗
t , pt, qt) (vt − u∗t ) ≥ 0 P− p.s ∀vt ∈ U

2.4.1 Estimation de solution

Soit x∗t la trajectoire optimale, c’est à dire la solution de l’équation (2.1) associée à

u∗t .On perturbe le contrôle u
∗
t à l’aide du contrôle u

ε
t défini comme suit :

uεt = u∗t + εvt ε ∈ [0, 1]

Par définition uεt est un processus mesurable etFt- adapté à valeurs dansA, donc uεt∈ Uad.On

note par xεt la solution de (2.1)et par J (uεt) la fonction coût associée au u
ε
t . Notre objectif

est l’estimation des solutions x∗t et x
ε
t , on se base sur le lemme suivant :

Lemme 2.4.1 : Soient x∗t et x
ε
t les solutions de (2.1) associées respectivement à u∗t et u

ε
t

alors on a :

E

[
sup
t∈[0,T ]

|xεt − x∗t |
2

]
≤ C.ε2

15
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Preuve. : Par hypothèse on a :

x∗t = x+

t∫
0

b(s, x∗s, u
∗
s)ds +

t∫
0

σ(s, x∗s, u
∗
s)dBs

xεt = x+

t∫
0

b(s, xεs, u
ε
s)ds +

t∫
0

σ(s, xεs, u
ε
s)dBs

On obtient :

xεt − x∗t =

t∫
0

[ b(s, xεs, u
ε
s)− b(s, x∗s, u∗s)] ds+

t∫
0

[σ(s, xεs, u
ε
s)− σ(s, x∗s, u

∗
s)] dBs

En ajoutant et en retranchant le terme
∫ t
0
b(s, x∗s, u

ε
s)ds et

∫ t
0
σ(s, x∗s, u

ε
s)dBs, on trouve :

xεt − x∗t =

t∫
0

[b(s, xεs, u
ε
s)− b(s, x∗s, uεs)] ds+

t∫
0

[b(s, x∗s, u
ε
s)− b(s, x∗s, u∗s)] ds

+

t∫
0

[σ(s, xεs, u
ε
s)− σ(s, x∗s, u

ε
s)] dBs +

t∫
0

[σ(s, x∗s, u
ε
s)− σ(s, x∗s, u

∗
s)] dBs

En passant aux ésperances, on a :

E |xεt − x∗t |
2 ≤

t∫
0

E |b(s, xεs, uεs)− b(s, x∗s, uεs)|
2 ds+

t∫
0

E |b(s, x∗s, uεs)− b(s, x∗s, u∗s)|
2 ds

+

t∫
0

E |σ(s, xεs, u
ε
s)− σ (s, x∗s, u

ε
s)|

2 ds+

t∫
0

E |σ (s, x∗s, u
ε
s)− σ(s, x∗s, u

∗
s)|

2 ds

16



Chapitre 2.Principe du maximum stochastique cas convexe

et comme (a+ b+ c)2 ≤ 3 (a2 + b2 + c2) alors :

E |xεt − x∗t |
2 ≤ 3

t∫
0

E |b(s, xεs, uεs)− b(s, x∗s, uεs)|
2 ds+ 3

t∫
0

E |b(s, x∗s, uεs)− b(s, x∗s, u∗s)|
2 ds

+3

t∫
0

E |σ(s, xεs, u
ε
s)− σ (s, x∗s, u

ε
s)|

2 ds+ 3

t∫
0

E |σ (s, x∗s, u
ε
s)− σ(s, x∗s, u

∗
s)|

2 ds

Puisque b et σ sont lipschitzienne en x et en u, on a :

E |xεt − x∗t |
2 ≤ 6

t∫
0

E |xεt − x∗t |
2 ds+ 6

t∫
0

E |uεs − u∗s|
2 ds

et par passage au sup sur [0, T ], on obtient :

E

[
sup
t∈[0,T ]

|xεt − x∗t |
2

]
≤ 6

t∫
0

E

[
sup
t∈[0,T ]

|xεt − x∗t |
2

]
ds+ 6

t∫
0

E

[
sup
t∈[0,T ]

|uεs − u∗s|
2

]
ds

Puisque uεs = u∗s + εvs, alors on obtient :

E

[
sup
t∈[0,T ]

|xεt − x∗t |
2

]
≤ 6

t∫
0

E

[
sup
t∈[0,T ]

|xεt − x∗t |
2

]
ds+M ε

t

où

M ε
t = 6ε2

t∫
0

E

[
sup
t∈[0,T ]

|vs|2
]
ds

Comme E

 t∫
0

sup
t∈[0,T ]

|vs|2 ds

 ≤ ∞ alors on a :

M ε
t ≤ N.ε2

17



Chapitre 2.Principe du maximum stochastique cas convexe

Ceci implique que :

E

[
sup
t∈[0,T ]

|xεt − x∗t |
2

]
≤ 6

t∫
0

E

[
sup
t∈[0,T ]

|xεs − x∗s|
2 ds

]
+N.ε2

En appliquant le lemme de Gronwall on obtient :

E

[
sup
t∈[0,T ]

|xεt − x∗t |
2

]
≤ C.ε2

2.4.2 Linéairisation de l’équation d’état

On introduit l’équation variationelle suivante :

 dyt = [bx(t, x
∗
t , u
∗
t )yt + bu(t, x

∗
t , u
∗
t )vt] dt+ [σx(t, x

∗
t , u
∗
t )yt + σu(t, x

∗
t , u
∗
t )vt] dBt

y0 = 0
,

(2.5)

avec y est la solution unique de l’équation (2.5) .

Posons :

Γεt =
xεt − x∗t

ε
− yt (2.6)

On veut approcher Γεt par une forme linéairisée de l’équation (2.1), nous avons le lemme

suivant :

Lemme 2.4.2 : On considère x∗t et x
ε
t les trajéctoires associées respectivement à u

∗
t et

uεt . On a :

lim
ε→0
E
∣∣∣∣xεt − x∗tε

− yt
∣∣∣∣2 = 0

Preuve. : En dérive (2.6), on obtient

dΓεt =
1

ε
[dxεt − dx∗t ]− dyt

18
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En remplaçant dxεt , dx
∗
t et dyt par leurs valeurs on obtient :

dΓεt =
1

ε
[b(t, xεt , u

ε
t)dt+ σ(t, xεt , u

ε
t)dBt]

−1

ε
[b(t, x∗t , u

∗
t )dt+ σ(t, x∗t , u

∗
t )dBt]

− [bx(t, x
∗
t , u
∗
t )yt + bu(t, x

∗
t , u
∗
t )vt] dt

− [σx(t, x
∗
t , u
∗
t )yt + σu(t, x

∗
t , u
∗
t )vt] dBt

Ceci qui nous donne :

dΓεt =
1

ε
[b(t, xεt , u

ε
t)− b(t, x∗t , u∗t )] dt+

1

ε
[σ(t, xεt , u

ε
t)− σ(t, x∗t , u

∗
t )] dBt

− [bx(t, x
∗
t , u
∗
t )yt + bu(t, x

∗
t , u
∗
t )vt] dt− [σx(t, x

∗
t , u
∗
t )yt + σu(t, x

∗
t , u
∗
t )vs] dBt

(2.7)

Par le développement de Taylor avec rèste intégrale aux points (x, u) et l’ordre 1 des

fonctions b(t, xt, ut) et σ(t, xt, ut), on a :

b(t, xεt , u
ε
t)− b(t, x∗t , u∗t ) =

1∫
0

[bx (t, x∗t + θ (xεt − x∗t ) , u∗t + θ (uεt − u∗t )) (xεt − x∗t )] dθ

+

1∫
0

[bu (t, x∗t + θ (xεt − x∗t ) , u∗t + θ (uεt − u∗t )) (uεt − u∗t )] dθ

et

σ(t, xεt , u
ε
t)− σ(t, x∗t , u

∗
t ) =

1∫
0

[σx (t, x∗t + θ (xεt − x∗t ) , u∗t + θ (uεt − u∗t )) (xεt − x∗t )] dθ

+

1∫
0

[σu (t, x∗t + θ (xεt − x∗t ) , u∗t + θ (uεt − u∗t )) (uεt − u∗t )] dθ

19
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En remplaçant ces deux dans (2.7),on obtient :

dΓεt =
1

ε

 1∫
0

[bx (t, x∗t + θ (xεt − x∗t ) , u∗t + θ (uεt − u∗t )) (xεt − x∗t )] dθ

 dt
+

1

ε

 1∫
0

[bu (t, x∗t + θ (xεt − x∗t ) , u∗t + θ (uεt − u∗t )) (uεt − u∗t )] dθ

 dt
+

1

ε

 1∫
0

[σx (t, x∗t + θ (xεt − x∗t ) , u∗t + θ (uεt − u∗t )) (xεt − x∗t )] dθ

 dBt

+
1

ε

 1∫
0

[σu (t, x∗t + θ (xεt − x∗t ) , u∗t + θ (uεt − u∗t )) (uεt − u∗t )] dθ

 dBt

− [bx(t, x
∗
t , u
∗
t )yt + bu(t, x

∗
t , u
∗
t )vt] dt− [σx(t, x

∗
t , u
∗
t )yt + σu(t, x

∗
t , u
∗
t )vt] dBt

En remplaçant xεt − x∗t = ε (Γεt + yt) et uεt − u∗t = εvt et en passat aux l’espérance car-

rées on a :

E |Γεt |
2 ≤M

t∫
0

E

∣∣∣∣∣∣
1∫
0

bx (s, x∗s + θ (xεs − x∗s) , u∗s + θεvs) Γεsdθ

∣∣∣∣∣∣
2

ds

+M

t∫
0

E

∣∣∣∣∣∣
1∫
0

σx (s, x∗s + θ (xεs − x∗s) , u∗s + θεvs) Γεsdθ

∣∣∣∣∣∣
2

ds+ lε

,

où lε est donne par :

lε = M

t∫
0

E

∣∣∣∣∣∣
1∫
0

[bx (s, x∗s + θ (xεs − x∗s) , u∗s + θεvs)− bx(s, x∗s, u∗s)] ysdθ

∣∣∣∣∣∣
2

ds

+M

t∫
0

E

∣∣∣∣∣∣
1∫
0

[bu (t, x∗t + θ (xεt − x∗t ) , u∗t + θεvt)− bu(t, x∗t , u∗t )] vsdθ

∣∣∣∣∣∣
2

ds

+M

t∫
0

E

∣∣∣∣∣∣
1∫
0

[σx (s, x∗s + θ (xεs − x∗s) , u∗s + θεvs)− σx(s, x∗s, u∗s)] ysdθ

∣∣∣∣∣∣
2

ds

+M

t∫
0

E

∣∣∣∣∣∣
1∫
0

[σu (s, x∗s + θ (xεs − x∗s) , u∗s + θεvs)− σu(s, x∗s, u∗s)] vsdθ

∣∣∣∣∣∣
2

ds
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Puisque bx et σx sont continue et avec passage à la limite quand ε tend vres 0 on obtient :

lim l
ε→0

ε = 0

Comme bx et σxsont bornées, alors on a :

E |Γεt |
2 ≤ 2MC

t∫
0

E |Γεs|
2 ds+ lε

En appliquant l’inégalité de Gronwall on obtient :

lim
ε→0
E
∣∣∣∣xεt − x∗tε

− yt
∣∣∣∣2 = 0

Lemme 2.4.3 : Sous l’hypothèse (H1), on a :

lim
ε→0

J (uεt)− J (u∗t )

ε
= E

 T∫
0

(fx (t, x∗t , u
∗
t ) yt + fu (t, x∗t , u

∗
t ) vt) dt+ gx

(
x∗
T

)
y
T



Preuve. : Comme g, f est de classe C1,alors pour presque tout ε il existe ε (ω) ∈ [0, 1]

tel que :

lim
ε→0

J (uεt)− J (u∗t )

ε
= lim

ε→0

1

ε
E

 T∫
0

(f (t, xεt , u
ε
t)− f (t, x∗t , u

∗
t )) dt+ g (xεT )− g (x∗T )


(2.8)
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En remplaçant xεt − x∗t = ε (Γεt + yt) et uεt − u∗t = εvt on a :

lim
ε→0

J (uεt)− J (u∗t )

ε
= lim

ε→0

1

ε
E

 T∫
0

 1∫
0

[fx (t, x∗t + θε (Γεt + yt) , u
∗
t + θεvt) ε (Γεt + yt)] dθ

 dt


+

1

ε
E

 T∫
0

 1∫
0

[fu (t, x∗t + θε (Γεt + yt) , u
∗
t + θεvt) εvt] dθ

 dt


+

1

ε
E

 1∫
0

[gx (x∗T + θε (ΓεT + yT )) ε (ΓεT + yT )] dθ


Finalement

lim
ε→0

J (uεt)− J (u∗t )

ε
= E

 T∫
0

(fx (t, x∗t , u
∗
t ) yt + fu (t, x∗t , u

∗
t ) vt) dt+ gx

(
x∗
T

)
y
T



Preuve. (Condition nécessaire d’optimalité) : Comme u∗t est optimal alors :

J (uεt)− J (u∗t )

ε
≥ 0

d’aprés cette inégalité et lemme (2.4.3), on obtient :

 T∫
0

(fx (t, x∗t , u
∗
t ) yt + fu (t, x∗t , u

∗
t ) vt) dt+ gx

(
x∗
T

)
y
T

 ≥ 0
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En appliquant la Formule d’intégration par parties sur ptyt on obtient :

d (ptyt) = ptdyt + ytdpt + d〈p, y〉t

= pt [(bx(t, x
∗
t , u
∗
t )yt + bu(t, x

∗
t , u
∗
t )vt) dt+ (σx(t, x

∗
t , u
∗
t )yt + σu(t, x

∗
t , u
∗
t )vt) dBt]

+yt [− (fx(t, x
∗
t , u
∗
t ) + bx(t, x

∗
t , u
∗
t )pt + σx(t, x

∗
t , u
∗
t )qt) dt+ qtdBt]

+qt [σx(t, x
∗
t , u
∗
t )yt + σu(t, x

∗
t , u
∗
t )vt] dt

= bx(t, x
∗
t , u
∗
t )ptytdt+ bu(t, x

∗
t , u
∗
t )ptvtdt+ σx(t, x

∗
t , u
∗
t )ptytdBt + σu(t, x

∗
t , u
∗
t )ptvtdBt

−fx(t, x∗t , u∗t )ytdt− bx(t, x∗t , u∗t )ptytdt− σx(t, x∗t , u∗t )qtytdt+ qtytdBt

+σx(t, x
∗
t , u
∗
t )qtytdt+ σu(t, x

∗
t , u
∗
t )qtvtdt

alors :

d (ptyt) = −fx(t, x∗t , u∗t )ytdt+ bu(t, x
∗
t , u
∗
t )ptvtdt+ σu(t, x

∗
t , u
∗
t )qtvtdt+ qtytdBt

+σx(t, x
∗
t , u
∗
t )ptytdBt + σu(t, x

∗
t , u
∗
t )ptvtdBt

D’où

ptyt = p0y0 −
T∫
0

fx(t, x
∗
t , u
∗
t )ytdt+

T∫
0

bu(t, x
∗
t , u
∗
t )ptvtdt+

T∫
0

σu(t, x
∗
t , u
∗
t )qtvtdt

+

T∫
0

qtytdBt +

T∫
0

σx(t, x
∗
t , u
∗
t )ptytdBt +

T∫
0

σu(t, x
∗
t , u
∗
t )ptvtdBt

En passat aux l’espérance

E [ptyt ] = E

− T∫
0

fx(t, x
∗
t , u
∗
t )ytdt+

T∫
0

bu(t, x
∗
t , u
∗
t )ptvtdt+

T∫
0

σu(t, x
∗
t , u
∗
t )qtvtdt


Avec le condition p

T
= gx(x

∗
T ), on trouve :

E [gx(x
∗
T )y

T
] = E

− T∫
0

fx(t, x
∗
t , u
∗
t )ytdt+

T∫
0

bu(t, x
∗
t , u
∗
t )ptvtdt+

T∫
0

σu(t, x
∗
t , u
∗
t )qtvtdt


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Donc

0 ≤ E

 T∫
0

fu(t, x
∗
t , u
∗
t )vtdt+

T∫
0

bu(t, x
∗
t , u
∗
t )ptvtdt+

T∫
0

σu(t, x
∗
t , u
∗
t )qtvtdt


0 ≤ E

[∫ T
0
Hu (t, x∗t , u

∗
t , pt, qt) (vt − u∗t ) dt

]
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Chapitre 3

Lien entre PMS et PPD aux sens de

viscosité

Dans ce chapitre, nous étudions le principe de la programmation dynamique pour

résoudre un probléme de contrôle stochastique, puis on donne la relation entre les deux

approches (PMS et PPD) aux sens de viscosité.

3.1 Formulation du probléme

Soit
(

Ω,F , (Ft)t∈[0,T ] ,P
)
un espace probabilisé filtré avec une filtration (Ft) satisfai-

sant aux condition habituelles.soit (Bt)t∈[0,T ] un mouvement Brownien dans Rd définie

sur
(

Ω,F , (Ft)t∈[0,T ] ,P
)
. On note U l’ensemble de tous les processus (ut)t≥0 progressi-

vement mesurable à valeurs dans A ⊂ Rk. Les éléments de U sont appelés processus de

contrôle.

Nous considérons l’équation différentielle stochastique d’état, pour chaque contrôle ut : dxt = b(t, xt, ut)dt +σ(t, xt, ut)dBt t ∈ [0, T ]

x0 = x
, (3.1)
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où b : [0, T ]×Rn×U → Rn et σ : [0, T ]×Rn×U → Rn×d, sont deux fonction qui satisfont

pour une constant C

|b(t, x, u)− b(t, y, u)|+ |σ(t, x, u)− σ(t, y, u)| ≤ C |x− y| . (3.2)

|b(t, x, u)|+ |σ(t, x, u)| ≤ C (1 + |x|) . (3.3)

Sous les conditions (3.2) et (3.3) l’équation (3.1) admet une solution unique.

Et soit la fonction de coût :

J (t, x, u) = Et,x
 T∫
t

f (s, xs, us) ds+ g (xT )

 , (3.4)

où Et,x est l’espérance conditionnelle sachant xt = x et f : [0, T ] × Rn × U → R et

g : Rn → R des fonctions mesurables. On suppose que :

|f (t, xt, ut)|+ |g (xT )| ≤M
(
1 + |x|2

)
, (3.5)

pour une constante M . La condition de croissance quadratique (3.5), implique que J (.)

est bien définie.

Définition 3.1.1 : On définit la fonction valeur du probléme (3.1) et (3.4) par :

v (t, x) = inf
u∈U
Et,x

 T∫
t

f (s, xs, us) ds+ g (xT )

 ∀ (t, x) ∈ [0, T ]× Rn (3.6)

v (T, x) = g (x) x ∈ Rn

f, b, σ et g sont uniformément continues.

26



Chapitre 3. Lien entre PMS et PPD aux sens de viscosité

3.2 Le Principe de la programmation dynamique

Le principe de la programmatrion dynamique appelé aussi principe de Bellman est

basé sur l’observation fondamentale suivante : Si une trajectoire est optimal alors elle est

optimal à chaque instant, c’est à dire si on commence par un autre point on ne peut faire

mieux que de suivre la trajectoire optimale.

Considérons le contrôle

ūs =

 us t ≤ s ≤ t+ h

u∗s t+ h ≤ s ≤ T
. (3.7)

Le principe d’optimalité de Bellman dit que si l’on choit us sur [t, t+h] de façon à minimiser

l’expression J (t, x, ūs), on obtient ainsi le contrôle u∗s optimal.

Théorème 3.2.1 : Soit (t, x) ∈ [0, T ]× Rn.pour tout h ∈ [0, T − t] , on a :

v (t, x) = inf
u∈U
Et,x

 t+h∫
t

f (s, xs, us) ds+ v (t+ h, xt+h)

 (3.8)

Preuve. : Soit 0 < h < T − t. Supposon que u∗s = u∗(s, x) est un contrôle optimal pour

(3.1) et (3.4) sur l’intervalle [t, T ] à partire du point xt+h. ie.

v (t+ h, xt+h) = J
(
t+ h, xt+h, u

∗
t+h

)
P− p.s (3.9)

Par l’unicité de la solution pour l’EDS (3.1) , x
t+h,xt,xt+h
s = xt,xs pour s ∈ [t+ h, T ] , et d’après
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(3.7) , on trouve :

J (t, x, ūs) = E

 t+h∫
t

f (s, xt,xs , us) ds+

T∫
t+h

f

(
s, x

t+h,xt,xt+h
s , u∗s

)
ds+ g

(
x
t+h,xt,xt+h
T

)
= E

 t+h∫
t

f (s, xt,xs , us) ds+ E

 T∫
t+h

f (s, xs, u
∗
s) ds+ g (xT ) | xt,xt+h


= E

 t+h∫
t

f (s, xt,xs , us) ds+ v
(
t+ h, xt,xt+h

)
donc on obtient :

v (t, x) ≤ E

 t+h∫
t

f (s, xt,xs , us) ds+ v
(
t+ h, xt,xt+h

) . (3.10)

et l’égalité tient si ūs = u∗s qui prouve (3.8) .

3.3 Equation de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB)

L’équation HJB est la version infinitésimale de la programmation dynamique principe.

Il est formellement dérivé en supposant que la fonction valeur v est de classe C2. L’équation

classique HJB associé au problème de contrôle stochastique (3.6) est

−∂v
∂t

(t, x) + sup
u∈U

[−$uv (t, xs)− f (t, x, u)] = 0 ∀ (t, x) ∈ [0, T ]× Rn , (3.11)

où $u est le générateur infinitésimal de second-ordre à la diffusion x avec un contrôle u :

$uv (t, x) = b(t, x, u)TOxv (t, x) +
1

2
Tr
[
σσT (t, x, u)D2

x (v (t, x))
]
,

où Ox, D2
x désignent le gradient et l’opérateur hessien par rapport à la variable x.
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D’autre part, on peut avoir cette équation (3.11) de la façon suivante :

−∂v
∂t

(t, x) +H (t, x,5xv (t, x) , D2
xv (t, x)) = 0 ∀ (t, x) ∈ [0, T ]× Rn , (3.12)

où pour (t, x, p,W ) ∈ [0, T ]×Rn×Rn×Sn(Snest l’ensemble des matrices n×n symétrique)

tel que :

H (t, x, p,W ) = sup
u∈U

[
−b(t, x, u)Tp− 1

2
Tr
[
σσT (t, x, u)W

]
− f (t, x, u)

]
,

cette fonction H est appelée Hamiltonien du probléme de contrôle considéré. Cette équa-

tion (3.12) est appelée équation de la programmation dynamique ou équation de Hamilton-

Jacobi-Bellman (HJB). A l’EDP (3.11)on ajoute la condition terminale :

v (T, x) = g (x) x ∈ Rn

3.4 solutions de Viscosité

L’équation HJB n’admet en général pas de solutions régulières, c-à-d qui ne sont pas

dans C1,2([0, T ] × Rn). Les solutions de viscosité introduite par Crandall et Lions (1983)

viennent palier à cette lacune.

Définition 3.4.1 (solution de viscosité) : Soit v ∈ C0 ([0, T ]× Rn)

- On dit que v est une sous-solution de viscosité de(3.11) si v (T, x) ≤ g (x) ∀x ∈ Rn et

pour toute fonction ψ ∈ C1,2([0, T ],Rn), lorsque v−ψ atteint un maximum local en

(t, x) ∈ [0, T ]× Rn , nous avons

−∂ψ
∂t

(t, x) + sup
u∈U

[−$uψ (t, xs)− f (t, x, u)] ≤ 0 (3.13)

- On dit que v est une sur-solution de viscosité de(3.11) si v (T, x) ≥ g (x) ∀x ∈ Rn et
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pour toute fonction ψ ∈ C1,2([0, T ],Rn), lorsque v − ψ atteint un minimum local en

(t, x) ∈ [0, T ]× Rn ,nous avons

−∂ψ
∂t

(t, x) + sup
u∈U

[−$uψ (t, xs)− f (t, x, u)] ≥ 0 (3.14)

En outre, v ∈ C0 ([0, T ]× Rn) est à la fois une sous-solution de viscosité et la viscosité de

sur-solution (3.11) , elle est alors appelée une solution de viscosité de (3.11) .

Théorème 3.4.1 : Sous les condition (3.4) et (3.5) , la fonction de valeur est une solution

de viscosité de l’équation d’HJB (3.11) .

Preuve. : Pour tout ψ ∈ C1,2 ([0, T ]× Rn) , soit v − ψ atteint un maximum local en

(s, y) ∈ [0, T ]× Rn , soit xr la trajectoire de l’état avec un contrôle ur = u. Ensuite, par

le principe de la programmation dynamique, et la formule d’Itô nous avons, avec t > s on

a :

v (s, y) = inf
u∈U
Et,x

 t∫
s

f (r, xr, ur) dr + v (t, xt)

 ,

aussi

ψ (t, xt)− ψ (s, y) =

t∫
s

(
∂ψ

∂r
+$uψ

)
(r, xs,yr ) dr +

t∫
s

Oxψ (r, xs,yr )T σ(r, xs,yr , ur)dBr .

Donc

0 ≤ E [v (s, y)− ψ (s, y)− v (t, xt) + ψ (t, xt)]

≤ E

 t∫
s

f (r, xr, ur) dr + v (t, xt)

+ E [−ψ (s, y)− v (t, xt) + ψ (t, xt)]

≤ E

 t∫
s

f (r, xr, ur) dr + ψ (t, xt)− ψ (s, y)


≤ E

 t∫
s

f (r, xr, ur) dr +

t∫
s

(
∂ψ

∂r
+$uψ

)
(r, xs,yr ) dr


.
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En divisant par t− s et en faisant tender t− s vers 0, on obtient :

0 ≤ lim
t→s

1

t− sE

 t∫
s

f (r, xr, ur) dr +

t∫
s

(
∂ψ

∂r
+$uψ

)
(r, xs,yr ) dr


=
∂ψ

∂t
(s, y)− [−$uψ (s, y)− f (s, y, u)] .

.

Donc

−∂ψ
∂t

(s, y) + [−$uψ (s, y)− f (s, y, u)] ≤ 0 ∀u ∈ U . (3.15)

D’autre part, si v − ψ atteint un minimum local en (s, y) ∈ [0, T ] × Rn, alors pour tout

ε > 0 et t− s > 0 assez petit, on peut trouver un contrôle ur = uεs ∈ U, on a :

v (s, y) + ε (t− s) ≥ E

 t∫
s

f (r, xr, ur) dr + v (t, xt)

 .

Donc

0 ≥ E [v (s, y)− ψ (s, y)− v (t, xt) + ψ (t, xt)]

≥ −ε (t− s) + E

 t∫
s

f (r, xr, ur) dr + v (t, xt)

+ E (−ψ (s, y)− v (t, xt) + ψ (t, xt))

≥ −ε (t− s) + E

 t∫
s

f (r, xr, ur) dr + ψ (t, xt)− ψ (s, y)


.

En devisant par (t− s) , et par l’application de la formule d’Itô sur le processus ψ (r, xr)

nous obtenons

−ε ≤ − 1

t− sE

 t∫
s

f (r, xr, ur) dr +

t∫
s

(
∂ψ

∂r
+$uψ

)
(r, xs,yr ) dr


≤ 1

t− sE

 t∫
s

(
−∂ψ
∂r

(r, xs,yr ) + [−$uψ (r, xs,yr )− f (r, xr, ur)]

)
dr


≤ lim

t→s

1

t− sE

 t∫
s

(
−∂ψ
∂r

(r, xs,yr ) + sup
u∈U

[−$uψ (r, xr)− f (r, xr, ur)]

)
dr


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= −∂ψ
∂t

(s, y) + sup
u∈U

[−$uψ (s, y)− f (s, y, u)] . (3.16)

Par coordination entre (3.15) et (3.16) , nous conluons que v est une solution de viscosité

de l’équation d’HJB (3.11) .

3.4.1 unicité de solution de viscosité

Théorème 3.4.2 : Soit v, ω C1,2 ([0, T ]× Rn) .Nous supposons que v est une sur-solution

de (3.11) , et ω est une sous-solutionde (3.11) , avec v (T, x) ≤ ω (T, x) pour tout x ∈ Rn,

alors v (t, x) ≤ ω (t, x), ∀ (t, x) ∈ [0, T ]× Rn.

Preuve. : pour (u,M,N) ∈ R∗+ × Rn×n × Rn×n, nous définissons

G (x,M) = −Tr
(
A (x)A (x)T M

)
,

alors

G (y,N)−G (x,M) = Tr
(
A (x)A (x)T M

)
− Tr

(
A (y)A (y)T N

)
= Tr

(
A (x)A (x)T M − A (y)A (y)T N

)
≤ 3k |A (x)− A (y)|

parce que le matrice

B =

 A (y)A (y)T A (y)A (x)T

A (x)A (y)T A (x)A (x)T


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est une matrice non négative, nous avons :

Tr
(
A (x)A (x)T M − A (y)A (y)T N

)
= Tr

B
 M 0

0 −N




≤ 3kTr

B
 In −In

−In In




≤ 3kTr
(

(A (x)− A (y)) (A (x)− A (y))T
)

≤ 3kTr |A (x)− A (y)|2

(3.17)

maintenant, nous considérons la fonction

F : [0, T ]× Rn × Rn → F (t, x, y) = v (t, x)− ω (t, y)− 1

2ε
|x− y|2

avec ε > 0, supposons qu’il existe un point (t̄, x̄, ȳ) tel que F atteint un maximum à (t̄, x̄, ȳ)

alors F (t̄, x, ȳ) atteint un maximum à x̄, d’où

x→ v (t̄, x)− 1

2ε
|x− ȳ|2

atteint maximum à x̄.De plus, −F (t̄, x̄, y) atteint un minimum à ȳ, puis nous avons

x→ ω (t̄, y)− 1

2ε
|x̄− y|2 ,

atteint un minimum à ȳ, par la définition de la sous -solution de viscosité au point x̄, on

obtient pour v avec

ψ (x) =
1

2ε
|x− ȳ|2 ∂ (v − ψ)

∂t
(t̄, x̄) < 0 (= 0 si t̄ > 0)

et

Oxv (t̄, x̄) = Oxψ (x̄) et D2
xv (t̄, x̄) ≥ D2

xψ (x̄)
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nous obtenons

∂v

∂t
(t̄, x̄) + sup

u∈U

[
−b(t̄, x̄, u)T

(
1

ε
|x̄− ȳ|

)
− 1

2
Tr

(
σσT (t̄, x̄, u)

(
−1

ε

))
− f (t̄, x̄, u)

]
≤ 0 .

Par la définition de la sous-solution de viscosité au point ȳ, on obtient pour ω avec

ψ (y) =
1

2ε
|x̄− y|2 ,

nous obtenons

∂ω

∂t
(t̄, ȳ) + sup

u∈U

[
−b(t̄, ȳ, u)T

(
1

ε
|x̄− ȳ|

)
− 1

2
Tr

(
σσT (t̄, ȳ, u)

(
−1

ε

))
− f (t̄, ȳ, u)

]
≥ 0

D’où

∂ (v (t̄, x̄)− ω (t̄, ȳ))

∂t
≤ sup

u∈U

[
〈|b(t̄, x̄, u)− b(t̄, ȳ, u)| ,

∣∣∣∣ x̄− ȳε
∣∣∣∣〉+ |f (t̄, x̄, u)− f (t̄, ȳ, u)|

+
1

2

∣∣∣∣Tr(σσT (t̄, x̄, u)

(
−1

ε

))
− Tr

(
σσT (t̄, ȳ, u)

(
−1

ε

))∣∣∣∣] .

Les fonctions b, σσT , f sont lipchitz en x uniformément sur u puis par (3.17) , nous

obtenons

∂ (v (t̄, x̄)− ω (t̄, ȳ))

∂t
≤ c

ε
|x̄− ȳ|2 + c̀ |x̄− ȳ|+ 3k |x̄− ȳ|2 .

D’autre part F (t, x, x) ≤ F (t̄, x̄, ȳ) , ∀x ∈ Rn, alors :

v (t, x)− ω (t, x) ≤ v (t̄, x̄)− ω (t̄, ȳ)− 1

2ε
|x̄− ȳ|2

≤ v (t̄, x̄)− ω (t̄, ȳ)

parce que F (t̄, x̄, x̄) ≤ F (t̄, x̄, ȳ) , nous obtenons :

v (t̄, x̄)− ω (t̄, x̄) ≤ v (t̄, x̄)− ω (t̄, ȳ)− 1

2ε
|x̄− ȳ|2 ,
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alors :

0 ≤ ω (t̄, x̄)− ω (t̄, ȳ)− 1

2ε
|x̄− ȳ|2 .

De plus F (t̄, ȳ, ȳ) ≤ F (t̄, x̄, ȳ) , donc :

v (t̄, ȳ)− ω (t̄, ȳ) ≤ v (t̄, x̄)− ω (t̄, ȳ)− 1

2ε
|x̄− ȳ|2

0 ≤ v (t̄, x̄)− v (t̄, ȳ)− 1

2ε
|x̄− ȳ|2

, (3.18)

Cela prouve que

(v + ω) (t̄, x̄)− (v + ω) (t̄, ȳ) ≥ 1

ε
|x̄− ȳ|2 (3.19)

Comme v, ω sont bornées, alors
1

ε
|x̄− ȳ|2 ≤ c, ce qui signifie que

m (η) = sup
u∈U
{|(v + ω) (t, x)− (v + ω) (t, y)| , |x− y| ≤ η} : m (η)→ 0 , qund η tend vers 0

par (3.19) , nous obtenons

1

ε
|x̄− ȳ|2 ≤ m (|x̄− ȳ|) (3.20)

par(3.18) , on a :
1

ε
|x̄− ȳ|2 ≤ m (c

√
ε) (3.21)

combiniaisons (3.19) , (3.20) et (3.21)

∂ (v (t̄, x̄)− ω (t̄, ȳ))

∂t
≤ c
√
ε+ c̀ε+m (c

√
ε)

Enifin

v (t, x)− ω (t, y) ≤ v (t̄, x̄)− ω (t̄, ȳ)→ 0, qund ε tend vers 0 ∀x ∈ Rn
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donc

v (t, x) ≤ ω (t, y)

3.4.2 théoreme de vérification au sens de viscosité

Définition 3.4.2 : Soit v ∈ C0 ([0, T ]× Rn), et (t, x) ∈ [0, T ]× Rn. On défini :

- Le sur-différentielle parabolique du second ordre de v au point (t, x) par :

D1,2+
t,x v (t, x) =

{
(p, q,Q) ,∈ R× Rn × Rn×n� lim sup

y→x,t→s,s∈[0,T ]

{
R (s, y)

|s− t| |y − x|2
}
≤ 0

}

- Le sous différentielle parabolique du second ordre de v au point (t, x) par :

D1,2+
t,x v (t, x) =

{
(p, q,Q) ,∈ R× Rn × Rn×n� lim inf

y→x,t→s,s∈[0,T ]

{
R (s, y)

|s− t| |y − x|2
}
≥ 0

}

Où

R (s, y) = v (s, y)− v (t, x)− 〈p, y − x〉 − 1

2
(y − x)T Q (y − x) .

- Le sur-différentielle en un point x est défini par :

D1,+
x v (t, x) =

{
p ∈ Rn�lim sup

y→x

{
v (t, y)− v (t, x)− 〈p, y − x〉

|y − x|

}
≤ 0

}

De même, le sous-différentiel en x est :

D1,−
x v (t, x) =

{
p ∈ Rn�lim inf

y→x

{
v (t, y)− v (t, x)− 〈p, y − x〉

|y − x|

}
≥ 0

}

Lemme 3.4.1 : Soit ω ∈ C ([0, T ]× Rn), et (t0, x0) ∈ [0, T ]× Rn. Alors :

1. (p, q,Q) ∈ D1,2+
t,x v (t0, x0) si seulement si il existe une fonction ψ ∈ C1,2 ([0, T ]× Rn)
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tel que v − ψ atteint un maximum strict dans (t0, x0) et

(v (t0, x0) , p, q, Q) = (ψ (t0, x0) , ψt (t0, x0) , ψx (t0, x0) , ψxx (t0, x0)) .

2. (p, q,Q) ∈ D1,2−
t,x v (t0, x0) si seulement si il existe une fonction ψ ∈ C1,2 ([0, T ]× Rn)

tel que v − ψ atteint un minimum strict dans (t0, x0) et

(v (t0, x0) , p, q, Q) = (ψ (t0, x0) , ψt (t0, x0) , ψx (t0, x0) , ψxx (t0, x0)) .

Preuve. : voir Yong et Zhou,1999

Théorème 3.4.3 : Soit (x∗, u∗) une solution optimale pour notre problème de contrôle,

alors il existe un processus F st−adapté défini par :

pt = E

 T∫
t

fx(s, x
∗
s, u
∗
s)φ (s, t) ds+ gx(x

∗
T )φ (T, t) | F st

 ∀ t ≥ s , (3.22)

où φ est la solution de l’équation linéaire suivant :

 dφ (s, t) = bx(t, x
∗
t , u
∗
t )φ (s, t) dt+ σx(t, x

∗
t , u
∗
t )φ (s, t) dBt ∀ t ≥ s

φ (t, t) = In

. (3.23)

Lemme 3.4.2 : Soit (x∗, u∗) une solution optimale pour (3.1), et t ∈ [s, T ] . Soit ξ une

Variable aléatoire F st -mesurable à valeur dans Rn Puis la solution du EDS suivant :

ỹr = ξ +

r∫
t

bx(α, x
∗
α, u

∗
α)ỹαdα +

r∫
t

σx(α, x
∗
α, u

∗
α)ỹαdBα r ≥ t

peut être représenté par

ỹr = φ (r, t) ξ

où φ est une solution de (3.23) .
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3.5 Relation entre PMS et PPD aux sens de viscosité

Théorème 3.5.1 : Soit v une solution de viscosité de l’équation (3.11) avec la condition

terminal v (T, x) = g (x). Supposons que (x∗, u∗) une solution optimale pour le problème

(3.1), alors pour tout t ∈ [s, T ] on a :

D1,−
x v (t, x∗) ⊂ {pt} ⊂ D1,+

x v (t, x∗) (3.24)

où pt est le processus adjoint.

Preuve. : Fixer un t ∈ [s, T ]. Pour tout z ∈ Rn, notez xz (.) la solution du suivant EDS

sur [t, T ] définie par :

xzr = z +

r∫
t

b(α, xzα, u
∗
α)dα +

r∫
t

σ(α, xzα, u
∗
α)dBα r ≥ t . (3.25)

Il est clair que (3.25) peut être considéré comme une EDS sur
(
Ω,F , (F sr )r≥t ,P (.�F st )

)
(ω)

P-p.s. Où P (.�F st ) (ω) est une probabilité conditionnelle régulière donne par F st définie

sur (Ω,F). Ainsi, l’estimation suivante valable pour tout t ≤ r ≤ T (voir Chapitre 1,

Théorème 6.3, Yong and Zhou)

E
[

sup
t≤r≤T

|xzr − x∗r|
4 | F st

]
≤ C |z − x∗t |

4 P.p.s . (3.26)
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Maintenant on peut écrire :

xzr − x∗r = z − x∗t +

r∫
t

[b(α, xzα, u
∗
α)− b(α, x∗α, u∗α)] dα +

r∫
t

[σ(α, xzα, u
∗
α)− σ(α, x∗α, u

∗
α)] dBα

= z − x∗t +

r∫
t

bx(α, x
∗
α, u

∗
α)(xzα − x∗α)dα +

r∫
t

σx(α, x
∗
α, u

∗
α)(xzα − x∗α)dBα

+

r∫
t

1∫
0

[bx(α, x
∗
α + θ(xzα − x∗α), u∗α)− bx(α, x∗α, u∗α)] (xzα − x∗α)dθdα

+

r∫
t

1∫
0

[σx(α, x
∗
α + θ(xzα − x∗α), u∗α)− σx(α, x∗α, u∗α)] (xzα − x∗α)dθdBα

.

(3.27)

On pose :

ε1 (α, z) =

1∫
0

[bx(α, x
∗
α + θ(xzα − x∗α), u∗α)− bx(α, x∗α, u∗α)] dθ

ε2 (α, z) =

1∫
0

[σx(α, x
∗
α + θ(xzα − x∗α), u∗α)− σx(α, x∗α, u∗α)] dθ

.

Soit ỹz (.) satisfaire le EDS suivant dans [t, T ] :

ỹzr = z − x∗t +

r∫
t

bx(α, x
∗
α, u

∗
α)ỹzαdα +

r∫
t

σx(α, x
∗
α, u

∗
α)ỹzαdBα .

Par hypothèses (3.2), (3.3),(3.26) et théorème de convegence dominé, nous avons

P
{
ω : E

(
|εi (α, z)|4 | F st

)
(ω)→ 0 comme z → x∗t (ω) ,∀α ∈ [t, T ]

}
= 1 i = 1, 2 .

(3.28)

sup
α,z,ω

E
(
|εi (α, z)|4 | F st

)
(ω) ≤ const i = 1, 2 . (3.29)
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Supposons que :

W z
r = xzr − x∗r − ỹzr . (3.30)

A l’aide de(3.26) on a :

E
[

sup
t≤r≤T

|W z
r |
2 | F st

]
≤ const


T∫
t

E
[

sup
t≤r≤α

|W z
r |
2 | F st

]
dα


+const


T∫
t

E
(
|ε1 (α, z)|2 | F st

)
dα

+

 T∫
t

E
(
|ε2 (α, z)|4 | F st

)
dα

1/2
 |z − x∗t |2

,

d’après (3.28),(3.29) et utilisant le lemme de Gronwall on obtient :

P
{
ω : E

[
sup
t≤r≤T

|W z
r |
2 | F st

]
(ω) = 0

(
|z − x∗t |

2)} = 1 . (3.31)

Maintenant nous choisissons un sous-ensemble Ω0 ⊂ Ω avec P(Ω0) = 1 tel que pour tout

ω0 ∈ Ω0 on a :

v (t, x∗t (ω0)) = E
[∫ T

t

f (r, x∗r, u
∗
r) dr + g (x∗T )�F st

]
(ω0) ,

cette égalité est due au principe optimal de Bellman. On fixe ω0 ∈ Ω0, ensuite pour tout

z ∈ Rn nous avons :

v (t, z)− v (t, x∗t (ω0)) ≤ Et


T∫
t

[f (r, xzr, u
∗
r)− f (r, x∗r, u

∗
r)] dr + g (xzT ) + g (x∗T )


(3.32)
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En utilisant un calcul similaire comme dans (3.27) nous pouvons réécrire(3.32) que

v (t, z)− v (t, x∗t (ω0)) ≤ Et
 T∫
t

fx(r, x
∗
r, u
∗
r) (xzr − x∗r) dr + gx(x

∗
T ) (xzT − x∗T )


+0 (|z − x∗t (ω0)|)

D’après (3.30) on a :

v (t, z)− v (t, x∗t (ω0)) ≤ Et
 T∫
t

fx(r, x
∗
r, u
∗
r) [W z

r + ỹzr ] dr + gx(x
∗
T ) (xzT − x∗T )


+0 (|z − x∗t (ω0)|)

Par lemme[3.4.2] on a :

v (t, z)− v (t, x∗t (ω0)) ≤ Et


T∫
t

fx(r, x
∗
r, u
∗
r) [W z

r + φ (r, t) (z − x∗t (ω0))] dr

+ gx(x
∗
T ) [W z

T + φ (T, t) (z − x∗t (ω0))]}+ 0 (|z − x∗t (ω0)|)

En utilisant (3.31) on obtient :

v (t, z)− v (t, x∗t (ω0)) ≤ Et


T∫
t

fx(r, x
∗
r, u
∗
r)φ (r, t) (z − x∗t (ω0)) dr

+ gx(x
∗
T )φ (T, t) (z − x∗t (ω0))}+ 0 (|z − x∗t (ω0)|)

= Et


T∫
t

fx(r, x
∗
r, u
∗
r)φ (r, t) dr + gx(x

∗
T )φ (T, t)

 (z − x∗t (ω0))

+0 (|z − x∗t (ω0)|)

D’après (3.22) on a :

v (t, z)− v (t, x∗t (ω0)) ≤ pt (ω0) (z − x∗t (ω0)) + 0 (|z − x∗t (ω0)|) . (3.33)
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Par la continuité de v (t, z), on voit que (3.33) vaut pour tout z ∈ Rn, ce qui prouve

pt ∈ D1,+
x v (t, x∗t ) .

D’autre part, suppose ς ∈ D1,−
x v (t, x∗t ) et par la définition de sous différentiel du 1er ordre

0 ≤ lim
z→x∗t

{
v (t, z)− v (t, x∗t )− p (z − x∗t )

|z − x∗t |

}
≤ lim

z→x∗t

{
[pt − ς] (z − x∗t )
|z − x∗t |

}
(par (3.33))

d’où pt = ς. La preuve est maintenant terminée.

Remarque 3.5.1 : Il est en tressant de noter que si v est différentielle par rapport x

alors (3.24) devient

pt = vx (t, x∗)
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Annexe A : Résultats utiles

Lemme 3.5.1 (Lemme de Gronwall) Soit f : [0;T ] → R une fonction continue, telle

que pour tout 0 ≤ t ≤ T,

f (t) ≤ a+ b

∫ t

0

f (s) ds

où a et b sont constant, alors :

f (t) ≤ a. exp (bt)

Théorème 3.5.2 (Formule de Taylor avec reste intégral) Soit f une fonction définie

sur un ouvert U de Rn à valeurs dans Rp et soit a un point de U . Si f est classe Ck+1 sur

U et si le segment [a, a+ h] est contenu dans U,on a :

f (a+ h) = f (a) +Df (a) (h) + ...+
1

k!
Dkf (a) (h)k +

∫ 1

0

(1− t)k

k!
Dk+1f (a) (h)k+1 dt

Avec

Dkf (a) (h)k =

n∑
i1....ik

∂kf

∂xi1 ...∂xik
(a)hi1 ...hik

Théorème 3.5.3 (Inégalité de Doob)Si (Mt)0≤t≤T est une martingale continue, on a :

E
[
sup
t≤T
|Mt|2

]
≤ 4E

[
|Mt|2

]
Théorème 3.5.4 (Inégalité de Hölder) soient p et q des nombers positifs tel que
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Annexe A : Résultats utiles

1

p
+

1

q
= 1 Si f ∈ Lp et g ∈Lq ; linégalité de Hölder affi rme que

∣∣∣∣∫ f g dµ

∣∣∣∣ ≤ ‖f‖p ‖g‖q
Théorème 3.5.5 (théorème de convegence dominé) Soit (Xn, n ≥ 0) une suite crois-

sante de variables aléatoire réel intégrables qui converge en probabilité vers X, et on suppose

qu’il existe M intégrable telle que ∀n ≥ 0,|Xn| ≤M Alors

lim
n→∞

E [Xn] = E [X]
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Annexe B : Abréviations et

Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expli-

quées ci-dessous :

(Ω,F ,P) : Espace de probabilité(
Ω,F , (Ft)t≥0 ,P

)
: Espace de probabilité filtré

EDS : Equation différentielle stochastique

EDSR : Equation différentielle stochastique rétrograd

J(.) : Fonction de coût

u : Contrôle admissible

u∗ : Contrôle optimal.

uε : Contrôle perturbé

H(t, x, u, p, q; ) : Hamiltonien

(pt, qt) : Les processus adjoints.

v(s, x) : Fonction de valeur.

5xv (t, x) : Le gradiant de la fonction valeur.

Dxv (t, x) : La hesienne de fonction valeur

HJB : Equation Hamilton-Jacobi-Bellman

PMS : Principe du maximum stochastique

PPD : Principe de la programmation dynamique.
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