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Introduction

Les premiéres équations intégrales furent obtenues par Daniel Bernoulli vers 1730 dans
I’étude des oscillations d’une corde tendue. Dans ce mémoire on étude I’existence et I'unicité
de la solution d’une équation intégrale stochastique de Volterra, donc pour ce type d’équa-
tions il suffit d’étudier les équations différentielles stochastiques d’une part, et les équations

intégrales de Volterra d’autre part.

Ce travail se décompose en trois chapitres :

> Le but du premier chapitre est d’étudier I'existence et 'unicité de ’équation intégrale de
Volterra et de montrer quelles sont les méthodes analytiques et numériques utilisées
dans cette étude et la relation entre les équations intégrales de Volterra et les équations

différentielles.

> Dans le deuxiéme chapitre nous étudions les équations intégrales stochastiques et les équa-
tions intégrales stochastiques rétrogrades et montrons quelle est la différence entre ces
deux types d’équations stochastiques, puis on étudiera l'existence et I'unicité de la

solution.

> Finalement, le dernier chapitre montre quelle est la relation entre le premier et le deuxiéme
chapitre c’est-a-dire nous étudions les équations intégrales stochastiques de Volterra
et les équations intégrales stochastiques rétrogrades de Volterra, on commence par
des définitions et généralités puis on étudie 'existence et 1'unicité pour chaque type

d’équation.



Chapitre 1

Généralités sur les équations

intégrales de Volterra

Les équations intégrales prennent généralement la forme :

v(z)
®(2) f(x)=p(2)+a ” K(z,t)f (t)dt,

ol ¢ et k sont des fonctions connues, f est une fonction inconnue et 5 (z) et v (x) sont des
limites de I'intégration. Les équations intégrales sont classées en différents types concernant

les limites de 'intégration et la fonction k, par exemple :

e Equation intégrale de Fredholm : Elle prend la forme générale :
b
B(2) (@) =0 (o) +a [ Kb (O

si ® = 0 alors ’équation intégrale de Fredholm est dite du premiere espéce. Elle est dite du

deuxiéme espéce si & =1

e Equation intégrale de Volterra : Elle prend la forme générale :

® @) f () = pa)+a K (e, 0)f (¢) dr,



Chapitre 1. Généralités sur les équations intégrales de Volterra

de méme que 'équation intégrale de Fredholm Si ® = 0 (® = 1) alors I’équation inté-

grale de Volterra est dite du premiére espéce (du deuxiéme espéce) respectivement.

On remarque que les limites de l'intégration dans I’équation intégrale de Fredholm sont
constantes par contre de Volterra sont variées, donc 1’équation intégrale de Volterra est un

cas particulier de I’équation intégrale de Fredholm
e Equation intégrale de Volterra-Fredholm.

Le but de ce chapitre et de représenter I’équation intégrale de Volterra dans la premiere
section, et dans la deuxiéme section on étudie la relation entre les équations intégrales de
Volterra et les ED, puis on étudie 'existence et 1'unicité de la solution avec une méthode
analytique (Approximation successive) et une méthode numérique (la méthode du trapeése)

dans la derniére section.

1.1 Préliminaires

Définition 1.1.1 : L’équation intégrale linéaire de Volterra de seconde espéce s’écrit sous la

forme :

f(x)=p(x) —i—a/xk (t,x) f (t)dt, (1.1)
tel que :

1. a € R et f est la fonction inconnue ;
2. ¢ est une fonction connue Vr < b;

3. k s’appelle le noyau de Volterra connue et continue sur [’ensemble

{(t,z)|la <t <z;a<z<b}.



Chapitre 1. Généralités sur les équations intégrales de Volterra

Exemple 1.1.1 :

1/ f@) =2+ [ @ fo
tel que :

o a=1cety(x)=2a"

o k(t,x)=o—t;

o f(x) est la fonction inconnue.
2/ f(z) = exp () + 1002 /0 "o (1) dt,

tel que :

e a=1002 et ¢ (z) = exp (x);

o k(t,x) =u;

o f(x) estla fonction inconnue.

Définition 1.1.2 : Une équation intégrale non linéaire de Volterra de la deuriéme espéce est

donnée sous la forme :
f@) =@+ [ k@0g( @i Vo< (12

tel que :

1. k(z,t) s’appelle le noyau de Volterra continue sur [a, b] X [a,z] et nul si t > x;
2. k(z,t) et ¢ (x) sont des fonctions continues;

3. g(f(t)) et f(t) sont continues.

Exemple 1.1.2 :

1/ Pour l’équation intégrale suivante :

fi() = 20 + 25 + /xxf?’ (t) dt.
0

est une équation intégrale non linéaire de Volterra de la seconde espéce tel que :

4



Chapitre 1. Généralités sur les équations intégrales de Volterra

o o(r) =225
o k(x,t)=u;
o g(f(1)=r(1).

2/ Pour l’équation intégrale non linéaire de Volterra de la seconde espéce suivante :

f2($)=x+sin(x)+/Ox(x—t)fQ(t)dt,

o ¢(x)=1x+sin(z);
o k(x,t)=u1x—t;
o g(f(t)=r(t).
1 x
3/ fg(x):cosh(x)—l—?exp(Zx)jL/o (x—t+1)f2(t)dt,
o cp(x):cosh(x)%—%exp@x);
o k(z,t)=0—1t+1;

e g(f (1) =r*@).

1.2 Liaison entre les ED linéaires et les équations inté-

grales de Volterra

Dans cette partie, nous étudions les formules et les étapes nécessaires pour lier entre les
ED linéaires et les équations intégrales de Volterra. Les équations intégrales de Volterra se

raménent & une ED linéaire, cette transformation basée sur la formule de Leibniz donnée par :

||
Q
2
™
&

|

|
Q
Q
8
o
5
S~—

|

8) 8)
d ap da+/ 9G . (1.3)

—-— G (x,t)dt
dx o(x) (z) O

G
tel que : G (x,t) et o sont continues sur D = {(z,t) e R?: a <z < bjtg <t < t1} et a(z),
x

S (x) sont des fonctions dérivables, continues sur a < z < b.



Chapitre 1. Généralités sur les équations intégrales de Volterra

Exemple 1.2.1 :

1/ f(z) :2x+/0xf(t)dt, ona:f(x)=uz a(x)=0, a%;x) =let G(x,0(z)) = f(x).

Pour calculer f’(x), il suffit d’appliquer la formule (1.3)) sur / f (t) dt, on obtient :
0

o fi(x)=2+f(z)[f (x) - f(z) =2];

e La condition initiale : f(0) =0

Alors 'ED linéaire associé est :

2/
f(x) = 62° + /0 (t —x)” f () dt, (1.4)

T

f(x) =182%— 2/95 (t—x) f(t)dt;
f"(z) =36z + 2/ f(t)dt;

fO(z) =36+2f(x).

Les conditions initiales : f(0) =1;f "(0) = f ”(0) = 0. Alors est transformée a 'ED
linéaire suivante :
fO (x) = 2f (x) = 36,
f(0) =1,
f(0) = f"(0) =0.

Inversement, cette méthode est basée sur la formule suivante :

/Ot /Ot.../otG(s) ds...dsds = ﬁ/ﬂt (t—s)"""G(s)ds. (1.5)



Chapitre 1. Généralités sur les équations intégrales de Volterra

Le role de cette méthode est transformer une intégrale multiple vers une intégrale simple.

Maintenant considérons I'ED linéaire suivante :

y® (2) + Ay® (z) + ByW (z) + Cy (z) = g (),
y (0) = a,y™M (0) = b,y (0) = c.

(1.6)

On prend f (z) = y® () tel que f est une fonction continue. On a :

xT

y@ (z) —c= (t) dt,

On applique la formule (1.5)) pour transformée / / f (t) dtdt & une intégrale simple, alors :
0o Jo

y(l)(x):b—|-c;p—|—/$(x—t)f(t)dt

De méme facon, on obtient :

y(z) =a+br+ :1:~|—///f t) dtdtdt

—a+bx+2x +2/0 (z —t)* f (t)dt,

remplacant y (z) , 5 () et y® (z) dans I'ED linéaire (1.6)) , on obtient :

f(x)+A(c+/:f(t)dt) —I—B(b—l—cx—l—/ox(m—t)f(t)dt)

+C (a+b:c+§x2+%/0x(:c—t)2f(t)dt> = g(z),

on a :

f@)=g@) = [Ac+ B(b+cx) +C (a+br+5a?)]

_/Ox <A+B($_t)+%c(x_t)2)f(t)dt.

7



Chapitre 1. Généralités sur les équations intégrales de Volterra

Donc :

tel que :

° o(x)=g(x)- [AC‘FB(Z)—i-Cx)—I—C(a—i-bx—l—gxzﬂ;

) k(x,t):—(A—i-B(x—t)—i-%C’(x—t)Q).

1.3 Existence et unicité de la solution d’une équation

intégrale de Volterra de deuxiéme espéce

Dans cette partie du chapitre, on étudie I’existence et 'unicité de la solution de I’équation

intégrale de Volterra de deuxiéme espece.

Si I’équation intégrale de Volterra admet une solution alors il existe plusieurs méthodes

pour chercher la formule explicite de cette solution par exemple :

Méthodes analytiques :

e La décomposition d’Adomain.
e Approximation successives (Itération de Picard).

e Méthode des séries.
Méthodes numériques :

e Méthode de trapéze.
e Runge Kutta d’ordre 2 et d’ordre 4.

e Méthode de Simpson.



Chapitre 1. Généralités sur les équations intégrales de Volterra

1.3.1 Existence de la solution d’une équation intégrale linéaire de

Volterra de deuxiéme espéce
Approximation successive

Pour la solution analytique on applique la méthode d’ Approximation successive, qui s’ap-
pelle aussi itération de Picard. L’idée de cette méthode est d’introduire I’équation intégrale

linéaire de Volterra par la relation de récurrence suivante :

fart () = o () + / k@) fu(B)dt im0, o

fo(2) donnée,

alors la solution f (x) = lir}rq frt1 (z). Généralement f; prend la valeur 0,1,z ou f (0).

On remarque que f (x) ne dépende pas de la valeur initiale fj (7).

Théoréme 1.3.1 : Si ¢ dans (1.1)) est continue sur lintervalle [a,b] et le noyau k (z,t) est

continue sur [a,b] X [a, z] alors la suite (fy11(2)),>, dans (L.7) converge vers la solution f (z)

de (T1).

Exemple 1.3.1 :

1/ f(x)=2x+ / (x —t) f (t) dt. La relation de récurrence est :
0

fn+1(x):a:+/0x(x—t)fn(t)dt Vn > 0;

Jo (:L’) =0,

on a :



Chapitre 1. Généralités sur les équations intégrales de Volterra

x> 2b

BT

ﬁ@>:x+lax—wﬁaMt

3 ab a8

=Tt e e

fi (@) :x+47m—wﬁth

2 2 Al

Zl‘—i-g—}‘a‘i‘ﬁ-i—....

Passant a la limite, on trouve :

2/ f(x)==xcosh(z)+ / tf (t)dt. La relation de récurrence est :
0

fot1 (x) =z cosh (z) + [ tf, (t)dt;¥n >0
Jo(z) =0

fi(x) =zcosh(x)+ /Oxtfo (t)dt

= x cosh ()
_ (1 z? ot
=T -l-g‘f—z-i-... .

10



Chapitre 1. Généralités sur les équations intégrales de Volterra

fa(x) = xcosh(x)+ /Oxtfl (t)dt

132 I4 x t2
= 14+ =+ =4 .. 1+ —=|dt
x<+2!+4!+ )+/0 (+2>

ot 14
=xr+ = - —=x°.

6 240

fs(x) =xcosh(x)+ Axtfg (t)dt

A +/It ML
=z . - —
ol Tl ; 6~ 240

— + 1 3+ 1 5+

fa(z) = xcosh(x)+ /Oxtfg (t)dt

2t z 1 1
= 14+ =+ =+ .. tlt+ =23+ —t2+ ... ) dt
w<+2!+4!+ )+/0 <+6 +24 + )

3 .’135

. x
—x—l-g—l—g%-....

Donc :

Méthode de trapéze :

Pour chercher une solution analytique par la méthode d’Approximation successive (ou-

bien n’importe quelle méthode analytique) on trouve quelques difficultés pour obtenir le

développement de Taylor de la solution (Il suffit de passer au moins sur 4 intégrations) et

on trouve quelques fonctions compliquées pour les développer en série de Taylor. Pour cela il

est obligatoire de chercher une approximation de cette solution exacte a 1’aide des méthodes

numériques.

Dans cette partie, on applique la méthode du trapéze, si ’équation intégrale linéaire de

11



Chapitre 1. Généralités sur les équations intégrales de Volterra

Volterra de deuxiéme espéce :

vérifier ces trois conditions :
1. ¢ continue sur a < x < b;
2. k continue sur {(z,t):a <z <bja <t <ux};

3. k(z,t,z) est lipschitzienne : |k (z,t,21) — k (z,t,22)] < B|z21 — 22],Va <t < x < bet

pour tout z; et 29,

alors I’équation admet une solution unique et continue.

b
Pour calculer / g (t) dt il suffit de diviser [a, b] en des segments de la méme longueur [t;, t;11],

puis remplacer la courbe de g sur [t;, t;11] par le segment qui joint (¢;, g(¢;)) & (tir1, g(tiv1))-

[otoe =3 [ ottar = 180T AD S g0,

b—a

tel que : h = ; n: le nombre des subdivisions, t; = a + th. On applique cette méthode

sur/ k(x,t) f(t)dt pour a <t <x <b. Pour z =ux;, ona:

[ w0 g @ a0 ML) Sy ) 1),

De ([1.1]), on trouve : f(ac)—a/ k(xz,t) f(t)dt = ¢ (x), on a pour :

e 1 <i<n+1:21=a.

o =2 gkz (g, x1) f (21) + (1 - gk (xg,x2)> f(z2) = p(xs).

h

e i=3: —§k (x3,21) f (21) — gk (x3,22) f (z2) + (1 — gk (xg,x3)> f(x3) = p(x3).

12



Chapitre 1. Généralités sur les équations intégrales de Volterra

e ;. —=4:

G o) £ o)~ (o) f )= o) £ (o) (1= 3 (o)) ) = g (o)

jusqu’a i = n + 1, donc on obtient le systéme : Af = B ou

B = (gO (361) , (56'2) y o P ($n+1))T7
et

et _ )
1 0 0
as azp 0 0
A= ,
0
| On+1,1 Ant12 - - Op41n+1 |
tel que :
(
aij = —hk (2, 7;) ;2<j<i<n+1,
h
W 1—-= )k iy i)
a ( 2) (i, ;)
a1 = 1,
h .
L Qi1 :—ik(l'“ml) ,Vl SZSTL—Fl

1.3.2 Existence de la solution d’une équation intégrale non linéaire

de Volterra de deuxiéme espéce

Premiérement, on réécrit ’équation intégrale non linéaire de Volterra :

£ (2) =p (2) + / "G ety £ (1)) dt.

13



Chapitre 1. Généralités sur les équations intégrales de Volterra

Si les quatre conditions suivantes sont satisfaites :

La fonction ¢ est intégrable et bornée sur z € [a, b].

La fonction ¢ est Lipschitziénne sur [a,b] : Vz,y € [a,b] : |p(z) — ¢ (y)| < Az —y].

La fonction G (z, t, f (t)) est intégrable est bornée : |G (x,¢t, f (t))| < K poura <t <z <b.

La fonction G (x,t, f (t)) Lipschitziénne : |G (t,z,2) — G (t,z,2')| < M |z — 2| pour tout

a<t<xz<bettout z et 2/,

alors I’équation intégrale non linéaire de Volterra admet une solution.

Pour chercher la formule explicite de cette solution on applique la méthode d’Approximation

successive.

Approximation successive

La méme idée que le cas linéaire, la relation de récurrence donnée par :

far (8) = (@) + / k(@) g (fa (£)) dt; Vi > 0,

fo (x) donnée,
alors la solution f (z) = 111}_1 fni1 () . Généralement fy prend la valeur 0,1, z, ou f (0). On

remarque que f () ne dépend pas de la valeur initiale fo ().

La limite de f,,11 () quand n — o0 existe en utilisant le méme théoréme précédent. Ce

théoréme montre encore 'unicité de la solution (Si lim f,41 (z) existe alors elle est unique).

n—+
Exemple 1.3.2 :
Lo 3 3.4 ‘ 2
l/f(x):1+3x—§x — ot =t (x —1t) f(¢t)dt.
0
f()(x) =1
1 T
fox1 (z) :1+3x—§x2—x3—§x4+/ (x—1t) f2(t)dt; ¥Yn > 0.
0

14



Chapitre 1. Généralités sur les équations intégrales de Volterra

ona,

fi(z) :1—1—3:70—%xz—x?’—Zz4+/0$(x—t)f§(t)dt

1 3 *
:1+3:c——:c2—x3——:c4—|—/(:c—t)dt
2 4 ;

:1+3x—x3—2x4;

1 3 v
fa () :1+3x—§x2—x3—l—lx4+/ (x—1t) f2(t)dt
0
1 2 3 3 4 v 3 342
=14+3rv— -2 —2° — —2* + (x—1t) (143t —t° — —t*)dt
2 4 0 4
1 1 3 3 1 1
=143+ (Zx - §x2) + (2® — 23) + (Zx4 — 1:134) - Ex“r’ - Zxﬁ
3 Los Lo 1o
——2'+ =+ =2+ —=z
28 56 48 160"
1 2 3 3 4 ’ 2
f3 () :1+3m—§m —at - + (x —1t) f5 (t)dt
0
1 3
:1+3x—§x2—x3—1x4
@ 1 1 3 1 1 1 2
— )| 1+3t— —t>— =t — —a%+ ——z!%) dt
+/0 (@ )< A T TR Rt T 160” )
1 3 1 161 38721 1 661
=1 3__2_ 3 __Z,4 2 3 _4__7 o 8
TorT T T Ty (2x 160" T 512000 210" 336000

1, 1 1 321 1 1 1
— 143 _ 12 B B L5t 5 L6 _ L

o <2I 2" ) 160" “ 52000 T \10° " 107 ) T\&"
1. 661
210" ~ 33600°

15



Chapitre 1. Généralités sur les équations intégrales de Volterra

1 3 *
f1(z) :1+3m—§x2—x3—1x4+/ (x—1) f2(t)dt
0
1
=1+3x—§x2—$3—1x4+

v 1 321 1 661 .\’
/ (=) ([ 1+3t+ —=t3 — ——t" — — T — ——1% | dt
0 160 51200 210 33600

1 1 3 3 1
=143z + <§$2 — 5332) + (23— 23) + (Zx‘l — Zw“) + m:ﬁ + .
Lo 3 3.4 ‘ 2
f5 (x) :1—1—3x—§x —o - + [ (x—1t)fi(t)dt
0

1 & 1 2
=143z —=22—23— -2 / —t)(1+3t+—t°) dt
+3r— -z*—=x a:+0(x {1+ +160()

1, 1 3. 3 1 1
— 143 Lo2_ 1o 3_ .3 2.4 _9 4 5_ 5
- ”H(zx 2x>+(x x”(ﬁ 4x)+(1600x 1600x)+ ’

alors :

16



Chapitre 2

Equations différentielles stochastiques
(EDS) et équations différentielles

stochastiques réctogrades (EDSR)

L’objectif de ce chapitre est d’introduire la forme des EDS et montrer la relation entre
les différents types d’existence et d’unicité de la solution dans la premiére section, et la méme

étude se fait pour les EDSR dans la deuxiéme section.

Dans toute la suite on fixe I'espace de probabilité (€2, F,P). Soient B = (B),-, un mou-
vement Brownien de dimension m et (F;),., la filtration naturelle du mouvement Brownien

{Fi=0(Bs,s <t)}.

2.1 Equations Différentielles Stochastiques (EDS)

Généralement, les EDS se présentent sous forme intégrale :

t ¢
X, = x—l—/ b(s, Xs) ds—i—/ o (s, Xs)dBs; (2.1)
0 0
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stochastiques réctogrades (EDSR)

ou sous la forme :

dXt =b (t, Xt) dt + 0o (t7 Xt) dBt, (22)

XOILIZ'.

Telle que : X est un processus inconnu et : Vd,m € N :

x est la condition initiale & valeur dans R,

b: R, x R — R? s’appelle la dérive,

o: Ry x R — R™ est un coefficient de diffusion,

oot est dite matrice de diffusion, et :

N[
[ SIS

d
b| = (Z bf) et |lo|| = (trace (oot))?.
i=1
Exemple 2.1.1 :
1/ Processus d’Ornstien Uhlenbeck :

dXt = —CXtdt + O'dBt;
Xo = L,

ou : c et o sont constantes.

2/ Brownien Géometrique :

dXt = thtdt + XtO'tdBt;
Xo =,

ou : b et o sont des processus adaptés bornés.

3/ Modéle de Cox-Ingersoll-Ross :

dry = a(b—ry)dt + o/ridBy;

7“020,
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Chapitre 2. Equations différentielles stochastiques (EDS) et équations différentielles
stochastiques réctogrades (EDSR)

telle que : a,b >0 et o > 0.

2.1.1 Solutions fortes et solutions faibles

e Une solution forte de ({2.2)) consiste & trouver un processus stochastique X dans 'espace

(Q,f, (Ft)i=0 ,IP’) vérifié I’équation (2.1)).
e On dit que X = (Xt) 1~ st une solution faible de I'équation (2.2) si on peut donner :

> Un espace probabilisé filtré (Q, F, (]j" t) >0 ,I@) ,

> un <Q,.7:_ (F t)tzo aP)'mOuVement Brownien standard (Bt)tz()?

> Un processus stochastique X = ()_(t) o dans l'espace (Q,JE ) (ft) t>0,IP’) vérifie
I'équation (2.1).
e [’unicité faible : Si toutes les solutions ont la méme loi.

e Unicité trajectorielle : Si ’espace de probabilité (Q, F, (Ft)tzo ,]P’) et le mouvement Brow-

nien (By),-, sont fixés et toutes deux solutions X et Y sont indistinguables.

Théoréme 2.1.1 (Yamade - Watanabe) : Si l’équation (2.2) admette une solution faible
et que toutes ses solutions sont indistinguables alors 'EDS (2.2) admet une unique solution

forte.

Théoréme 2.1.2 (Cauchy-Lipschitz) : Si les hypothéses suivantes sont satisfaites pour

l’équation (2.2)) :

i) Soit T > 0, b(t,x) : [0,T] x R — R0 (t,z) : [0,T] x R — R¥™>™ sont des fonctions
continues;

i) Ik e R: |b(t,2)| + ||lo(t,2)| <k (1+ |z]);Vt € [0,T);

i) deeR:[b(t,2) —b(ty)| + ot 2) —o @yl < cle—yl;

iv) Xo variable aléatoire carrée intégrable indépendante de B = (By),5¢;
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alors ’équation (2.2) admet une unique solution forte X = (Xt)tzo adaptée par la filtraion
Fo = F, No(Xy) et vérifice :

T
E V |Xt|2dt] < 00.
0

Preuve.
I) L’existence et I'unicité de ’EDS dans I’espace M? :

e M2 ([0,T]) est 'espace des classes de processus progressivement mesurables et vérifi¢ :

T
B {/ |‘Pt|2dt} < 00,
0

o M? = ﬂM2 ([0, T]). Maintenant, on définit ’application :
T>0

¢+ [M]" — [M?]",
pour tout 7' > 0,
Y), = b(s,Y,)d Ys)dB.: t € 0,7,
b(Y), 5+/0 (s >s+/oa<s $)dBy; t€[0,7]

on remarque que la solution de 1’équation (2.1)) est un point fixe de ¢. On

veut montrer que I'application ¢ est contractante munie de la norme :

T
Y|P =E [ [ e wdt] |

Soit Y7,Ys € M? et on définit : Y = Y, — Yo b, = b(t, Y1) —b(t,Y2); 6, =

o (Y1)~ 0 (1.Y2) ot 6 = 6 (1), — 6 (¥a),
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On applique la formule d’Tto & f (t,z) = exp (—=5t) |z|*; VB € R, on trouve :

_ : Tof . - Yof v+ 0
Fre) =100+ [ Dsyas [ es)bas [ 5 a)aan

0 0 oz
1 [1o? _
5 0L (.6 tr (2.50)
on a :
0f (t &) = —Bexp(—5t)|a|’;
0 _
ai (t gzﬁt) = 2exp (—ft) ‘(bt :
Pf -

@ (t, ¢t) = 26Xp (—Bt) .

exp (=) o’ =—6/ exp (—B1) |6 dt+2/ exp (1) (v, but)

T

T
+2/ exp (—ft) (¢r, 5:dBy) + / exp (—pt) tr (5,5%) dt.
0 0

On a supposé que Y;, Y, € M2, alors on peut dire que ¢y, b, et &, sont dans M2, passant

a l'espérance :

T oy T o
B |exp (-81) |6r[*] = 5B /0 exp (—Bt) |6|" dt + 2B /0 exp (—Bt) (1, bidt)

T

T
+2E / exp (—Bt) (¢r,5:dB;) + E / exp (=) tr (5,0%) dt;
0 0
et d’aprés les propriétés des intégrales stochastiques, on trouve :

T
E/ €Xp (—6t) <ét, 5’tdBt> =0.
0
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Si le terme E [exp (—pt) ‘éTﬂ <0, alors :
. T o T
B ||¢tH < QE/ exp (—ft) (¢, bidt) + E/ exp (—ft) tr (5,}) dt,
0 0
et comme 2 (a,b) < |a]®> + |b]*
<12 T <12 T =12 T 2
8’ < ]E/ exp (—61) |3 dt+E/ exp (—61) B dt+E/ exp (—Bt) a2 dt,
0 0 0
et sous ’hypotheése iii), on trouve :
4 T2 4 =2
]E/ exp (~61) (] + 120 e < 2021@/ exp (—81) |Vi[ dt,
0 0
alors :
- 112 r - 12 2 T — |2 2
Bllé|” <E [ exp(=Bt) || dt +2°E | exp(—pt) |V, dt; B =1+ 4,
0 0

1
on obtient : [|¢ (Y1) — ¢ (Y2)||> = 5 |Y: — Ya||*>. Alors ¢ admet une unique point fixe Y*,

vérifiee ¢ (Y*) = Y.
IT) L’existence et I'unicité de ’EDS dans ’espace S? :

e S? est lespace de Banach constitué des processus (X;),, progressivement mesurable, tel

que : E [ sup | X,|°

0<t<T

< 0o muni de la norme : || X||* = E [ sup |Xt|2}
0<t<T

e 52 le sous espace de 8? formé des processus continus.

Pour X € 8? et Vt € [0, 7], on définit I'application :

t t
CIJ(X)t:x—{—/b(s,XS)ds—i-/a(s,Xs)st.
0 0

Le processus @ (X) est bien définie et continu si X € S2.

Soit X et Y deux éléments de S? et on utilise la majoration (a +b)*> < 2a% 4 2b° et
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stochastiques réctogrades (EDSR)

pour tout 0 <t <wu <7T,ona:

@ (X), — @ (Y),["

i

/O(b(s,Xs)—b(s,YS))ds
/0 (0—(37X5)_0(5,Y;))d35

<2 SUPp<t<uy
2

Y

+2 SUDg<t<y

d’aprés les propriétés de l'intégrale stochastique et passant & 1’ésperance, on trouve :

oz </ b (s, Xo) = b(s, Yo)l ds) ]

18E [ up [l (5. %) - a(s,mws] ,
0

0<t<u

E [SUPogtgu | (X)t - (Y)tﬂ < 2B

d’aprés I'inégalité de Holder :

E [supp<;<, | (X), — @ (Y),[’] SQTE[SUP /Ou!b(s,Xs)—b(S%)\QdS]

0<t<u

18E [ p [ (5. %,) - a(s,mws] ,
0

0<t<u

et comme b et o sont lipschitzienne, on obtient :

Vu e [0,7]: E | sup |<1>(X)t—q>(y)t|2] < CE VOU sup th—Yths}, (2.3)

0<t<u 0<t<s

oit C' = 2K (T + 4).
Notant 0 le processus nul et utilisant la majoration (a + b + ¢)* < 3a2 + 3b% + 3¢2, on

obtient :

2

+ 3 sup
0<t<T

2

1@ (0),]> < 32% +3 sup
0<t<T

Y

t
/ o (s,0) dB,
0

/Otb (s,0)ds

on utilise 'inégalité de Doob et la croissance linéaire de b et o :

E { sup | (0)t|2} <3(E[2%] + K’T* +4K°T) ,

0<t<T
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donc on peut déduire que le processus ® (X) € S? dés que X € S>.

On définit une suite de processus comme suit :

onoa
Xy =®(X,) ,VneN,

a laide de la formule (2.3), on obtient :

E { sup |X£1+1 - Xtﬂﬂ < CnTnE { sup |XH2] ,

0<t<T n! 0<t<T
soit encore D = 3 (B [2%] + K?T? + 4K*T) :

crrm
nl

E [ sup ‘X[‘H — Xt"ﬂ <D

0<t<T -

Alors :

D

n>0

sup |XgHl — Xt”’

0<t<T

55

Lt n>0

sup ’X[”“ — Xf‘

0<t<T

<vpy T o

L n>0

Ainsi, la série g sup ‘Xt”“ — Xt"} converge en P-p.s donc X" converge uniformément
" t
sur [0, 7] ves un processus X € S? puisque la convergence a lieu dans S2. On a X une

solution de I'EDS (2.2)) en passant a la limite dans X" = & (X™).
Soit X et Y deus solutions de 'EDS (2.2]) , alors :

X=0(X)etY =a(Y),
et d’aprés l'inégalite (2.3)) et Yu € (0,77 :

E [ sup |X: —Yﬂ <ok +4) B [sup X, —th] s,
0

0<t<u 0<t<s

D’aprés le lemme de Gronwall : E { sup |X; — Yf] = 0, alors X et Y sont indistin-
0<t<T
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guables.
Pour montrer I"unicité des solutions de 'EDS (2.2)) , on doit montrer que toute solutions
appartient & espace S2.

On considere le temps d’arrét 7, = inf {t € [0,7],|X;| > n}, pour v € [0,7], on a :
UNTh, 2
/ b(s,Xs)ds| + sup
0

0<u<t

2
[2|* + sup

0<u<t

|Xu/\’rn |2 S 3

Y

UNTn,
/ o (s, Xs)dBs
0

alors :

2

E [ sup |Xu|2} <3 (E|w|2+E

0<u<tAtry

([ o)

la croissance linéaire de b et o donne :

tATh
4B U ||a(s,Xs)||2dsD ,
0

t
E[ sup \Xﬂ <3 {E|x|2+2K2T2+8K2T+ (2K2T—|—8K2)/E{ sup \Xuﬂ ds}
0

0<u<tAty 0<u<sAtp

D’aprés le lemme de Gronwall, on obtient :

E { sup \Xu\2] <3 (Blz* + 2K°T? + 8K*T) exp {3 (2K*T + 8K*) T},

0<u<T ATy

et le lemme de Fatou donne :

E { sup ]XUF} <3 (Blz> + 2K*T? + 8K°T) exp {3 (2K*T +8K*) T} .

0<u<T

Ceci implique I'unicité des solutions de 'EDS ([2.2)).
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2.2 Equations différentielles stochastiques rétrograde

(EDSR)

Les équations différentielle stochastiques rétrogrades jouent un role trés important dans
les jeux différentiels stochastiques de somme nulle, en mathématiques financiers et en controle
optimale stochastique des diffusions. La différence entre les EDS et les EDSR est que les EDS
sont définies par une condition initiale par contre les EDSR sont définies par une condition

finale.

2.2.1 Préliminaires

On travaillera sur les espaces suivants :

o L2 (R™) = {Z:Q — R™, Z est Fr-mesurable, | Z||* = E (|Z]*) < oo} .

T
o HZ (R™) = {fb : Q2 % [0,7] — R™, ® est un processus prévisible et [|®]|* = E/ |<I>t|2dt} :
0
T
o H7 (R™) = {\IJ € H2 (R™) tel que Vy > 0 : H\I!Hi = E/ exp (t) |\Ift|2dt} :
0
Définition 2.2.1 : Une EDSR est donnée sous la forme :

—dY, = f(t,Y;, Z)) dt — Z,dB,,t € 0, T];

Yr = 57
ou sous forme intégrale :

T
Y, =&+ / f(s,Ys, Zy)ds — ZsdBs, (2.5)
¢

tel que :

1. & (condition finale) est une variable aléatoire mesurable par rapport a Fr, vérifiée :

E [¢]* < oo
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2. f est une application aléatoire s’appelle le générateur de ’EDSR :

f Qx[0,T] x R™ x Rm*d  — R™
(w7t7}/;7Zt) = f(w7t7}/;72t)7

est mesurable par rapport auz tribu F @ B ([0,T]) @B (R™) @ B (R™*?) et B (R™*4) ;

8. (Zt)=o est le processus qui garde (Y;),, adapté a la filtration (F),, et le théoréme de

représentation des martingales Browniens montre le 1ole de (Z;),~ :

Théoréme 2.2.1 (de représentation des martingales) : Soit Y une martingale carrée

intégrable par rapport a la filtration (F), <i<s alors il existe un processus Z tel que :

T
]E(/ Zfds)<oo
0

etVt € [0,7] on a :

t
Y, = y+/ ZdBg, P-p.s.
0

Soit I’équation différentielle :
dY;
= f(Y0);
dt (2.6)
YT = 57
tel que Y; est Fi-adapté; Vi € [0, 7.
Si on prend f = 0 alors la solution de I'équation (2.6) est : YV, = &Vt € [0,7], donc la
solution est une variable aléatoire ( n’est pas adapté par rapport a la filtration (F;),5, ), et

par le théoreme de représentation des martingales Browniens on peut construire une solution

adaptée a la filtration (F;),,, et vérifier la condition finale :

T
Y, = E[¢ | 7] = B[] + / Z.dB.,
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T
ou EJ / ZydBs] = 0 et Z est un processus carré intégrable, donc la solution de (12.6]) est :
t

Y, =E[V|F]

= E[¢|F] = B[¢ - /t ZsdBs|F].

T
Implique que la solution Y est adapté et égale & : ¥V; = & — / ZsdB;.
t
Définition 2.2.2 : On dit que le couple {(Yi, Zt) },cp0.1 est une solution de Uéquation (2.4)
81 :

1. Le processus (Yt>t6[0 ) est a trajectoires continues en P-p.s et adapté, et (Zt>te[0 7 est

un processus prévisible ;
T
2. / (£ (s,Ys, Z)| + 11 Z:]1P)ds < oo;
0

3. Le couple {(Y;, Zt)}te[o,T] vérifié 'équation (2.5) en P-p.s.

2.2.2 Existence et unicité de la solution

Jean-Michel Bismut a été introduit les EDSR dans le cas ot le générateur est une fonction
linéaire, puis E.Pardoux et S.Peng sont les premiers qui démontrent I’existence et 1'unicité

des solutions pour les EDSR dans le cas ot le générateur est non linéaire.

Définition 2.2.3 : Le couple (f,§) est appelé paramétres standards pour I'équation (2.4)) si :

1. & est une variable aléatoire Fr-mesurable vérifiée : E (|§|2) < 005
T
2. f(-,0,0) est un processus prévisible vérifié : & (/ |f (t,0, 0)|2 dt) < 00;
0

3. le générateur est lipschitzien par rapport y et z, ¢ a4 d : 3¢ > 0 : YV (y1,21), (y2, 22) €

R™ x R™*4 telle que :

If (ty1,21) — f(ty2, 22)] < c(lyr — g2l + (|21 — 22]]) -
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Théoréme 2.2.2 (Pardouz-Peng 1990) : Si (f,£) sont des paramétres standards de

léquation (2.4), alors cette équation posséde une unique solution (Y, Z) € Hy (R™)xHy (R’”Xd) )

Proposition 2.2.1 : Soient (f1, &) et (f?,£?) deux paramétres standards pour l’équation
@.4) et (Y, ZY), (Y2, Z?) deux solutions carrés intégrables. Soit ¢ la constante de lipschitz

pour fl et :
AY; = Y? - Y?a

et
Nofy = fH (6, Y2 Z27) = f2 (Y2, Z7),

alors pour tout (a,3,7) : B>0,a2 >cety>c(2+a®)+ (% ona :

( 1
|AY |2 < Tlexp (YT) E (JAY7|*) + 7 1A f1I2],
et

1
[exp (VI) E (|AY7[*) + 7 122 f15].

2

2
| 18z} <

a2 —c

Preuve. (de le théoréme 2.1) : On utilise la méthode du point fixe pour démontrer
I'existence et l'unicité de la solution de 'EDSR (2.4]). Soit lapplication ¥ définit comme

suit :

U o H%ﬁ (R™) x H?M (]Rde) — H%ﬂ (R™) x ]H[QT77 (Rde)
(U, V) — U (U, V) =(X)Y),
ou :
dXy = —f (t, U, Vi) dt + Y,dBy;
Xr = 57
tel que (€, f) sont des paramétres standards, on remarque que (f (¢t,U;,V;); t € [0,T]) ap-
partient a HZ (R™). Donc pour chercher une solution unique de ’équation équivaut a trouver

un point fixe a 'application ¥. D’une maniére équivalente Y; est donné par :

T
n—EU [ (s, U V) ds + €17 |
t
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soit (U, V1), (U?,V?) e HZ_ (R™) x H3, (R™*9) | telle que :

(W vy =2,

et

| (U2 1?) = (v2, 22).

On applique les résultats de la proposition précédente avec : ¢ = 0 et v = 52, on obtient :

T T
laY s < ;E {/ exp (vs) [f (s, Ug, Vi) = [ (s, Us27‘/s2)|2d8:| ;
0

et
2 1 g 1 y/1 2 1/2)2
||AZ||7§;]E exp (vs) [f (s, Us, Vi) — f(s,Us, V) ds|
0

et comme c est la constante de lipschitz de f :

2(1+T)c[

IAY[]% +[|AZ]] < 1T + IIAVII?Y]-

Si on choisit v > 2 (1 + T') ¢ alors 'application ¥ est contractante donc posséde un point fixe

unique. =
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Chapitre 3

Equation intégrale stochastique de
Volterra (EISV) et équation intégrale

stochastique rétrograde de Volterra

(EISRV)

La théorie des équations intégrales stochastiques de Volterra a été étudie de deux co-
tés principaux, I'un de ces deux cotés est la théorie d’Itd6 pour les équations différentielles
stochastiques. Cette théorie a été introduite dans le chapitre précédent, et 'autre coté est
d’étudier les équations intégrales stochastiques de Volterra comme une version de probabilité

pour les équations intégrales de Volterra déterministe.

3.1 Equation intégrale stochastique de Volterra (EISV)

Le but de cette section est d’introduire I’'EISV et d’étudier Pexistence et 'unicité de ses

solutions.

Soient (2, F,P) un espace de probabilité et B = (B;),, un mouvement Brownien de dimen-

sion 1, notons F;= o (Bs, s < t) la filtration naturelle du B.
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[’équation intégrale stochastique de Volterra est donnée sous la forme suivante :

X (t)=¢(t)+ /Otg (t,s,X (s))ds+ /Otf (t,s,X (s))dBs,Vt € [0,T] (3.1)

tel que :

1. ¢ (t) est un processus Fi-adapté et & trajetoire continue,

2. g(t,s,x) et f(t,s,x) sont des fonctions aléatoires définies pour tout 0 < s <t < T et

reR,

3. le processus stochastique X (t) est une solution de I’équation (3.1)) s’il est F;-adapté et

a trajetoire continue pour tout ¢ € [0, T].

Pour étudier I'existence et 'unicité de I’équation (3.1)) il suffit d’étudier le cas ou 'intégrale

/tf (t,s, X (s)) dB., vt € [0,T]

est bien définie.

3.1.1 Hypotheéses

i) f(t,s,z) est continue en (t, s, x) pour tout w,

ii) f(t,s,x) est Fy-mesurable pour tout (¢, s, x),

iii) IK e R : |f (¢, s,2)| < K (14 |z]), ps,

iv) AK e R:|f (t,s,21) — f(t,8,22)| < K |z — 22|, D-S,

V) JK eR: |f(t1,8,37) —f(t2,8,$)| S K|t1 _t2| y P.S.

Soit X (t) un processus Fi-adaptée avec sup E[X?2(t)] < oo, alors d’aprés les hypotheses
t€[0,T]

présédentes, on a :

E[/0t|f(t,s,X(s))|2ds < oo.

t
Par conséquent, 'intégrale / f(t,s,X (s))dBs,Vt € [0,T] est bien définie, et sous les hy-
0
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¢
potheéses i) et iv) 'intégrale /f (t,s,X (s))ds,Vt € [0,T] est Fr-adaptée et continue en
0
t.
¢
Lemme 3.1.1 : Si sup E[X*(t)] < oo, alors l'intégrale / f(t,s,X (s))dBs,Vt € [0,T] a
0

t€[0,T]
une version continue.

Lemme 3.1.2 : Si X, (t),Vi = 1,2 vérifies sup E[X} (t)] < oo, alors :
t€[0,T]

Ko T?*C,
AL

/0 (f (1,5, X1 () — f (1,5, X (5))) dB,

t€[0,T]

P[sup 2)\]§

ou : Ko € Ry et

Cy = 288K* (16T2 sup E[|X; (1) = Xo (0)°] + sup B[|X: () — X» (t)|4}> :

te[0,T] t€[0,T]

Lemme 3.1.3 : Si X (t) vérifies sup E[X*(t)] < oo, alors :
te[0,7

K T?Cy
A

/Tf (t,5, X (s)) dBs| > A] <

P[sup

te[0,7]

ot : Cy = 288K* <T4+8+8 sup E[X* (s)]) :

s€[0,T

3.1.2 Existence et unicité des solutions

Théoréme 3.1.1 : Supposons que f (t, s, x) satisfait les hypothéses i) et v) et g (t, s, x) satis-
fait les hypothéses i) et w). Si ¢ (t) est un processus Fy-adapté et continue avec sup B[p* (t)] <

t€[0,T]

0o, alors UEISV (3.1) admet une unique solution X (t) satisfait sup E[X?(t)] < oo.
te[0,7)

Preuve. D’abord démontrons l'existence de la solution X (¢) en utilisant la méthode d’ap-
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proximation successive, on définit une suit (X,,) comme suit :

neN?

Xo(t) = (1),
X, (t)=p(t)+ /0 g(t,s, X 1(8))ds+ /0 f(t,s,Xn1(s))dBs.

On obtient :

Xpr = X, = / [9.(t,5, X, (5)) — 9 (£, 5, X1 ()] ds
9 (3.2)

" / F (8,5, X (5)) — £ (£,5, Xy ()] dB..

On utilise la majoration (a + b)2 < 2a? + 2b? puis passant a ’esperance, on obtient :

2

B [| X, (1) — X, (7] < 2B / F (65, X, (8)) — f (£, 5, X1 ()] dB

2
+2E

Y

/0 (98,5, X0 (5)) — g (6,5, Xos ()] ds

en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz et 'hypothése iv) :

B [|Xosr (8) — X, (2] < 2K Vot X, (5) = X1 (5)]° ds} +OKE M X, (5) — X1 (s)[2ds

< [ B[, (5) = Xoa (9] ds.
0
(3.3)
et comme ¢ € [0, 7] on peut prendre M = 2K?* (T + 1).

D’autre part, on utilise 'hypothése iii) on obtient :

E[X:(t) - Xo(t)))] =E

/0f(t,s,SO(S))stvL/Og(t,&w(S))dS ]

<2M | E[1+4 ¢*(s)]ds
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tel que : 6 = sup E[1+ ¢?(t)] < oo. En utilisant le résultat de (3.3)), on obtient :
te[0,7]

20, (M)

B [[Xon () = X (O] < =07y,

(3.4)

De la méme maniére pour majorer E [| X,, (¢) — X, (t)|4] , on utilise la majoration (a + b)* <

8a* 4 8b*, on obtient :

4

E[| X, () — X, (0)F] <8E / F (£,5, X0 (5)) — f (1,5, X1 ()] dB.

4
+8E

Y

/0 (9.(t,5, X0 () — g (.5, X ()] ds

utilisant I'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy, on obtient :

E[| X1 (t) — X, (1)]'] < 8 x 36K

/U |f (85, X0 () = £t 5, X (S)>|2 s ]

i

d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwartz la majoration de E [| X,41 (t) — X, (t)\4] soit :

1 8E / 19.(t,5, X, (5)) — g (£ 5, X1 ()] ds

E[| X1 (8) — X, (8)'] < 8 x 36E {t/o 1f (t,s, X (5)) — f(t,s, Xy (s))|4ds]

+8E [ﬂ/ﬂt 19 (15, X (5)) — g (£ 5, X1 (s))|4ds} ,

et sous ’hypothese iv), on obtient :

E[| X1 (6) — X (1)]'] < 8K* (36 + %) /0 E [|1X, (s) = X1 (s)['] ds

t (3.5)
< N/O B [| X, () — Xy (s)|'] ds,
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ot : N = 8K*T (36 + T?). D’autre part, on obtient :

t

BII% (- Xo 0] <8 B+ (s)]ds

< 8NO,t,

oufy = sup E[1+ ¢*(s)] < oo, on déduit :
te[0,7

86, (Nt)"

E [| X1 (1) — Xa (t)lﬂ < (n+1)!

(3.6)

Donc tous les X, (t) définis successivement sont bien définis, de plus sont des processus F;-
adaptés et continues en raison de la continuité de ¢ (%).
Maintenant, prenant le sup de | X, 41 — X,,|%, la majoration (a 4 b)* < a2 + b2, 'inégalité de

Cauchy-Schwartz et ’hypotheése iv) pour la fonction g, on trouve :

2

sup |Xn+1 (t) - Xn (t)|2 <2 sSup
te[0,T] t€[0,T]

/U F (825 X0 (3)) — £ (£, X1 ()] B

2

w2 0w | [0 (65, X (5)) — g (£ 5 X1 (5))] ds
tef0,7] |Jo

<2 sup / F (15, X0 () — f (8,5, X1 (5))] dB
t€[0,7] 1J0

T
LT / X, (5) — Xy ()] ds,
0

alors,

te[0,T] t€[0,T)

P | sup anH(t)—Xn(t)Fm] splsup

T A
2
+P {/o | X, (8) — Xpoq (8)] ds > 4TK2} ,
(3.7)
t 2 )\
on applique le lemme 3.1.2 au terme P [ sup / [f (t,s, X0 (s)) — f(t,s,Xn1(5))]dBs| > 1
tel0,7] |J0
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de l'inégalité (3.7)) et utilisant les inégalités (3.4)) et (3.6]), on obtient :

2

/0 F (85, X (5)) — £ (t.5, Xos (5))] B

A
P | sup > = (3.8)
te[0,7) 4

te[0,T) t€[0,7]

“c (16T2 x 2 (MT)" | 80, (NT)”) |

<C (16T2 sup E [|X,, (t) — X,_1 (t)ﬂ) + sup B [|X, () — Xoos (8)]"]

n! n!

16

tel que : C' = EK0T2288K4.
Et on applique I'inégalité de Chebychev au terme P {/OT | X, (s) — X1 (5)|2 ds > F/EKQ
de l'inégalité , on trouve :
r 2 A
P [ /0 X, () = X1 (s) ds > W} (3.9)
< TR, l/T|Xn( )= X, 1 (s)] ds}
Ly

< ANTIT?K? x 20,

n!

Prenant A = 47" et utilisant les résultats de (3.9) et (3.8]) dans 'inégalité (3.7 on obtient :

16MT)" 16NT)" AMT)"
P | sup |Xp1(t) — X, (t)| >27"| < const x (6MT)" + const X U6NT)" + const x u
t€[0,T) n! n: n!
(3.10)

Puisque le coté droit de I'inégalité (3.10) est un terme général d’une série convergente, on

applique le lemme de Borel-Cantelli, on trouve :

P|sup |[Xp1(t) — X, ()| <2",n+—o00| =1
te[0,T

n—1
Alors les sommes partielles suivantes Z (Xgt1 (t) — Xk (1)) + ¢ (t) = X, (t) sont uniforme-
k=0
ment convergentes sur [0, 7] avec probabilité égale 1. Puisque tous les X, (¢) sont Fi-adaptés
et continues donc on peut indiquer que X (t) est la limite uniforme de X, (¢). On remarque

que X (t) vérifie 'équation (3.1]), alors on a prouvé l'existence de la solution de I’équation
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BD.

Unicité : On suppose qu'il existe deux solutions pour I'équation (3.1)), X (¢) et Y (¢) alors :

X()-Y () = / F (65, X (5)) — f (£, Y ()] dB,
" / 915, X () — g (1,5, Y ()] ds,

on utilise la méme estimation de (3.3, on trouve :
t
BIY (0 - Y (O] <2K*(T+1) [ BIX ()~ Y (9] ds.
0
On applique I'inégalité de Gronwall, on trouve :

E[IX (1) -V (t)]

0,

alors :

P[X (t) =Y (t)] =1; Vt € [0,T],

puisque X (t) et Y (¢) sont deux processus continus, on déduit que :

PX (t)=Y (t),Vt€[0,T]] = 1.

3.2 Equation intégrale stochastique rétrograde de Vol-

terra (EISRV)

Le but de cette section est d’introduire la forme de 'EISRV et étudier 'existence et
I'unicité de la solution de cette équation en utilisant les résultats obtenus dans la section

précédente.
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3.2.1 Préliminaires

Soient (€2, F, P) un espace de probabilité complet et B = (B;),,,un mouvement Brownien
de dimension m et notons ()5, ou F; = o (By, s < t) la filtration naturelle du mouvement

Brownien.

On travaillera sur ces espaces :

o L2(Q) = {¢:Q — R: € est Fr-mesurable et E [|¢[°] < oo} .
T
o L7 ([0,7T] x Q) = {gp ([0, T] x Q@ — R, p(-) est B([0,T]) ® Fr mesurable et E/ lo (D)) dt < oo} .
0

o Liz, (0,7]) = {X () el ([0,T] x Q),X () est (F),-adaptée} .

o 2 ([O,T} s, ([O,T])) ={Y [0, TP x Q - R™Y (t,-) est (F,),-adaptée, p.s t € [0,T] :

T T
E/ / |Y(t,s)]2dsdt<oo}.
o Jo

Pour T" un réel positive fixé et Vs, t € [0,7] on note :

A=A0,T]) ={(s,t) €[0,T]: 0< s <t <T},
et

A= A([0,T]) ={(s,t) € [0, 7] : 0<t <s<T}.
Définition 3.2.1 : Une EDSRV est donnée sous la forme :

X (t) :gp(t)—I—/tTf(t,s,X(s),Y(t,s),Y(s,t))ds—/tTY(t,s)dBS;VtE[O,T] (3.11)

ou :

L f tA°XRXR"XR"xQ—R; et ¢:[0,T]xQ2—R

sont deux fonctions données et f est appellé le générateur,

2. (X (-),Y (-,-)) est le processus inconnu.

Définition 3.2.2 : Le couple (X (-),Y (-,)) € L% ([0,T],R) x L2 ([0,7],L%, ([0, T],R™))
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est appellé une solution adaptée de (3.11)) si I’équation (3.11) est satisfaite au sens d’Ité pour

la mesure de Lebesgue, pour presque tout t € [0,T].

Définition 3.2.3 : Le couple (X (-),Y (-,-)) € L%, ((0,7],R) x L2 ([0,7],L%, ([0,T],R™))
est appellé M-solution adapté de 'EISRV (3.11)) si (3.11)) est satisfaite au sens d’Itoé pour la

mesure de Lebesgue, et pour presque tout t € [0,T] :

X () = B(X (1)) + /O 'Y (t.5)dB.. (3.12)

3.2.2 Existence et unicité de la solution d’EISRV

Hypotheéses :

i) Soit f un B(A° x R x R™ x R™) ® Fr-mesurable tel que s — f (¢, s, x,y, z) est adapté

par rapport a la filtration (F;),-,,

2

T T
E/ (/ yf<t,s,o,o,0)|ds> dt < oo
0 t

i) V(x1,y1,21), (@2, Y2, 22) € R X R™ x R™, il existent h, (¢,s), hy (t,5) et h, (t,s) des fonc-

tions déterministes définies sur A¢ & valeurs dans R, tel que :

T
sup / (h2 (t,s) + hZ(t,s))ds < oo, (3.13)
1Jt

tel0,T

on a :

|f (t,s, 21,91, 21) — f (L, 5,22, y2, 22)| < e (t,8) |21 — 22| +Dy (t,5) |y — ya|+h. (t,5) |21 — 22| .

Théoréme 3.2.1 : Sous les hypothéses précédentes alors pour tout ¢ () € IL?ET ([0,7] x ),

l’équation (3.11) admet une unique M-solution :

(X () Y ('7 )) = IL‘.Q?’-'T ([OvT] 7R) x L2 ([07T] 7L.2¢T ([07T] 7Rm)) .
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Preuve. De (3.13)), on sait qu’il existe une partition 0 =Ty < T} < --- < T, 1 <T, =T et

e € [0, 1], tel que :

T
sup / (B2 (t,s) 4+ h%(t,s)]ds <1—e, 1<i<n.
tG[Tifl,Ti} t

3.14
. (3.1
sup / h2 (t,s)ds < 1.

te[0,17]J ¢t

La preuve est divisée en trois étapes.

e Etape 1. L’existence et I'unicité de M-solution pour 'EISRV (3.11)) sur [T},—1,7T].

Soit M2 ([T,,_1, T]) le sous-espace de (x(-), y(+,-)) € ]L%_-T ([T-1, T); R)xIL2 ([Tn_l, T) ;JL%_-T ([T,_1, T); R™)
tel que :

t
o (t) =Bz (1) + / y(ts)dB,, 1€ [Ty 1, T].
0
De plus, pour tout (z(-),y(-,")) € M?[T},_1,T], (t,r) € Aett € [T, 1,T],ona:

t t
E/Wy@ﬁ»%w SE/‘w@@nﬂm
r 0

<Elz(t) — Bx (t)? (3.15)

=Elz (1) - (Bz (1))”

<Elz ).

Pour chaque (z(-),y(-,-)) € M?[T,,_1,T] et t € [T},_1,T], on note :

@@z¢®+[f@aﬂﬁw@$w@ﬁﬂ&
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Et par suite, comme (a + b)? < 2a® + 2b* et pour tout ¢ € [T;,_1,T], on trouve :

2]
T

| s )y 5.0) - £ (£5.0,0,0)ds
t

+2 (/tTf (t,5,0,0,0) ds>2].

Comme (a+ b+ ¢)? < 3(a® +b* + ¢?) et f est Lipschitzienne, on a :

/tf(t,s,m),y(t,s),y<s,t>>ds

Imm2s2hwﬁ+

2 (I +2

B < 2]p @) +2 (/tTf (t,5,0,0,0) d8)2

+2/t o (1, 5) 2 (5) + oy (£, 5) (£, 5) + By (£, 5) y (s5,1)] ds

/t h (t,s)x (s)ds

2
+

2

2 (D)% + 2 </tTf(t,s,O,0,0)ds)2+6( /tThy (t,5) y (£ 5) ds

2

)l

/t hy (t,s)y (s, t)ds

+

D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a donc :

|go(t)]2+2(/tTf(t,s,O,O,O)ds)Q+6(/tT|h$(t,s)|2ds/tT|x(s)|2ds
[ e [l ass [ noras [P
d’apres (3.14)), on obtient :
5 ()2 <C’[|<p |+(/ft5000 ) /|x |ds]
ra-a ([ weorass [ weoras).

PO <2
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Prenant Iespérance, on utilise la condition (3.15]) et pour tout r € [T,,_1,T], on a :

[ﬁ (|ﬁ+/i(/ft3000 >d4
+CE UT (/tT|$(s)]2ds> dt] +(1—e)E UTT@(t)\?dH/TT/tT\y(t,s)Edsdt},

ce qui implique que @ (-) € L% ([T—1,T];R). Alors, pour tout ¢ € [T),_1, T}, par le théoréme

T
E/ F0Pdt <CE

de représentation des martingales, il existe un unique processus (-, ) € ? ([0, T];L%, ([0, 7];R™))

@(t)zE[wwH/o Y (t,5)dB

tels que :

Et soit :

on obtient, alors :

I
=
|
9\’%
».<
=
VA

+/t f(t,s,x(s),y(t,s),y(s,t))ds—/t Y (t,5)dB,.

Afin d’établir Pexistence et 1'unicité de la solution de (3.11)), on étudie d’abord 'uniciteé.

Unicité. Soit (X(-),Y(-,-)) et (X(),Y(,-)) deux M-solutions adaptées & 'EISRV (3.11)) sur

[Tn_l,T]Z
X0 =o®+ [ Fts()y(ts).yls0)ds— [ V(ts)ap
et
X =oO+ [ 150055500 ds— [ V(t.s)ap
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Pour tout t € [T,,_1,T], on a :
" T = 2
E|X(t)-XO)| +E [ |Y(ts)—Y(ts)| ds
¢

2

=FE |:/t (f(t,s,x(S)ay(t,S),y(s,t))—f(t,s,j:(s),g(t’s)737(3775)))(18

o E [(X(t) ~X(0)) /t C(Y(ts) - Tit, ) dBS} ~0

et

/t (Y (ts) — V(t,5)) dB.

2

T
B —E/ Y(t,s) — V(t.5)| ds.
t

D’apres la propriété (3.14) et 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a alors :
=2 r — 2
E|X(t) - X(t)] +E/ [Y(t,s) = Y(t,s)| ds
t

T

T T

< (JE/ X(s) — X(s)|*ds + (1 - ) B U Y(t,s) — V(. s)|2ds+/ Y (s,8) — V(s ) ds| .
t t t

D’apres ([3.15]), on en déduit que :

t
E/ Y(t,s)~ V(t, ) ds <E|X(t) - X, (t,r) € A.
Ainsi, pour r € [1,,_1,T], on a :

E[ X (1)~ () dt + E/TT/tT Y (t,5) — V(t,5)| dsdt
< C’E/TT/tT X (s) — X(s)|" dsdt
+(1—¢) {E/TT X (t) — X ()| dt + E/TT/tT Y (t,5) = Y(t,s)|" dsdt| .
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Alors :

E/TT X (t) — X (1)] dt +E/TT/tT Y (t,5) = Y(t,s)|" dsdt
< gm/rT/tT X (s) — X(s)|” dsdt.

On utilise 'inégalité de Gronwall, on obtient :
T I T T o )
E/ | X (t) — X(¢t)| dt +]E/ / Y(t,s) = Y(t,s)| dsdt =0, t € [T,,_1,T],
r T t

ce qui donne I'unicité de la solution.

Existence. Pour obtenir ’existence, on utilise la méthode des itérations de Picard comme
suit : Soit

(Xo (), Yo () = (0,0) € M* [T, T],
et soit (X, 11 (*), Yny1 (-, +)) est une suite dans M? [T;,_1, T] définie récursivement par :
T
Xt (0) =0+ [ (05,5, (5. Y, (09, Y, (5.0) ds
t
T
—/ Yn+1 (t, S) dBS
¢

Puis, avec quelques calculs et estimations, on obtient :

T T prT
lim [/ E|Xn(s)—X(s)|2ds+/ / BV, (t,s) — Y (t ) dsdt| = 0,
T r t

n——aoo

pour certains (X (-),Y (+,)). De plus, puisque on a :

X, (t)=E[X, (t)] + /OtYn (t,s)dBs, te[T,-1,T], p.s,
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alors :

T t T
/ /E|Yn(t,s)—Y(t,s)|2dsdt§/ E|X, (£) — X (8)2dt — 0, n —> o0,
Th-1J0

Tn—l

Par conséquent, on obtient M-solution (X (-),Y (+,+)) de PEISRV (3.11) sur [T,,_1,T].
e Etape 2. Solvabilité d’une équation intégrale stochastique sur [T,,_1, 7.

Pour (t,s) € [T,,—2,Th-1] X [T5—1,T], par I'étape 1, on sait que les valeurs X (s) et Y(s,1)
sont déja déterminées. Par conséquent, pour (¢, s,y) € [T,_2, Tr_1] X [Tn—_1,T] X R™, on peut
définir :

fro(t s, y) = f(t,s, X (s),,Y (s,1)).

On considére maintenant I’équation intégrale stochastique de Volterra suivante :

T T
"L (t) = (t) +/T [Pt s, Y (t,5))ds — / Y (t,8)dBs, t€ [Ty o, Th 1].

Th-1

Par les hypothéses précédentes, I'équation ci-dessus admet une solution unique (¢! (+), Y (-, -))

tel que "1 (t) étant Fr, ,-adaptée. Ceci détermine uniquement les valeurs Y (¢, s) pour

(t,5) € [Tps, To1] X [Tor, T).

e Etape 3. Complete la preuve par induction. Par les deux étapes précédentes, on a déter-
miné les valeurs X (t) pour t € [T},_1, 7], et les valeurs Y (¢, s) pour (¢, s) € ([T,—1, 7] x [0, T])U
([T—2, Tr_1] X [T,—1,T]). De la définition de f™~* (¢, s,y), on peut voir que ("1 (-), Y (-, -))

satisfait, pour tout ¢t € [T}, 2,7,,_1], on a :

") = (t) + /T ft, s, X (s),Y (t,s),Y (s,t))ds — / Y (t,s) dBs.

Th—1

Pour ¢ € [0,7T,,_1], on considére I’équation suivante :

X(t) = " (1) + / T s X ()Y (.5),Y (5,8))ds — / Y (ts)dB.  (3.16)
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Chapitre 3. Equation Intégrale Stochastique de Volterra (EISV) et Equation Intégrale
Stochastique Réctograde de Volterra (EISRV)

Noter que "' (t) est Fr,_,-adapté. De 'étape 1, nous sommes en mesure de prouver que
est résoluble sur [T}, 5, T,_1], puis les valeurs X (t) pour ¢t € [T,,_5,T,_1] et les valeurs
Y(t,s) pour (t,s) € [Th—2,T—1] x [0,T,,—1] sont déterminées. Par conséquent, on obtient les
valeurs X (t) pour t € [T}, 5, T}, et les valeurs Y (¢, s) pour (¢, s) € [T,,_o, T] x [0, T], d’ailleurs,

pour t € [T,,_2,T,,_1], nous avons :

X(t) = g2 (t)+/ s X (), Y (£5),Y (s,))ds — | Y (ts)dB,

t

:go(t)—i—/ f(t,s,X(s),Y(t,s),Y(s,t))ds—/ Y (£, 5) dB,.

Ainsi, 'équation est résoluble sur [T,,_2,T]. On compléte alors la preuve par induction.
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Annexe : Rappel

> Filtration : est une famille croissante de sous tribus de F, c’est-a-dire F;, C F, pour tout

t <s.

> Mouvement Brownien : : Un mouvement Brownien standard (B;),., par rapport &
la filtration (F;);>0 est un processus stochastique indéxées par le temps a trajetoires

continues et vérifiée :
o By =0, P-p.s B; est (F;):>0-adapté a trajectoire continue,

e Les accroissement de mouvement Brownien sont indépendants de F; i.e: VO < s < ¢,

B; — B, sont indépendants de F,

e V0 < s <t, By — B, est de distribution normale centrée de variance t — s.

> processus adapté : Un processus stochastique (X;),., est dit adapté ar rapport & une

filtration (F;);>0 si X; est Fi-mesurable pour tout ¢.

> processus progressivement mesurable : On dit qu'un processus (X;):>o est progres-

sivement mesurable si V¢ > 0 I'application

X : ([0,1] x Q,B(]0,]) ® F,) — (E, €)

(w,s) — Xs(w)
est (&, B([0,t]) ® F)-mesurable.

> Inégalité de Cauchy-Shwartz : Soient f € L?(E) et g € L*(E) alors fg € L'(E) et

/ Faldu < 1 ll2llgllo
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Annexe : Abréviations et Notations

> Inégalité de Burkholder-Davis-Gundy : Pour tout p > 0, il existe des constantes c,

et C, telle que pour toutes martingale locale M continue issue de 0 on a :
& [(M, M)2?] < B((MZ)") < G [(M, M)

ou M} = sup |M,|.
0<s<t

> Lemme de Gronwall : Soient f et g [a,b] — R, deux fonctions continues vérifiant :

dc>0:Vx € [a,b] f(m)gc—l—/mf(t)g(t)dt.

Alors,
vrelabl,  f(z)<cexp (/:g(t)dt>.

> Théoréme de Borel-Cantelli : Soit (A,),., une suite d’événements aléatoires, on dé-

finit :

limsup A,, = ﬂ U A,,

p n2p
o sila série ZIP’ (A) < oo, alors P (lim sup (An)) =0,

e si de plus la suite (A4,), est indépendante, alors

> P(A,) =00 =P (lim Sup (An)) —

n
n

> Inégalité de Chebychev : Soit Y une variable aléatoire positive définit sur un espace
E(Y)

de probabilité (2, F,P), alors pour tout @ > 0 : P(Y > a) <
a

> Inégalité de Doob : Soit (M,,), -, une martingale (ou sous-martingale positive), Vp, ¢ > 1

1 1
tel que — 4+ — =1, alors :
p q

sup [M,[|| < q.sup || M,]],.
n<N n<N

p
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Annexe : Abréviations et Notations

> Lemme de Fatou : Soit f, une suite positive, alors :

/ lim inf f,du < lim inf/ fndpt.
X oo X

n—oo

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées

ci-dessous :

EDS
EDSR
EIV
EISV
EISRV

L’espace réel euclidien de dimension n.

Espérance mathématique du variable aléatoire X.

Espérance conditionnelle de variable aléatoire X par rapport a F;.
Presque stirement pour la mesure de probabilité IP.

Equation différentielle.

Equation différentielle stochastique.

Equation différentielle stochastique rétrograde.

Equation intégrale de Volterra.

Equation intégrale stochastique de Volterra. :

Equation intégrale stochastique rétrograde de Volterra.
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