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Introduction

ans ce mémoire, on s’intéresse aux équations différentielles stochastiques rétro-

D grades, notées EDSR ou en englais BSDE (backward stochastic differential equa-
tions), ont été introduites pour la premiére fois en 1973 par J. M. Bismut dans le cas
linéaire lorsqu’il étudie I’équation adjointe associée au principe du maximum stochastique
en controle optimal. Cingq ans plus tard, (Bismut, 1978) prolonge sa théorie et montre
I’existence d’une solution unique bornée de 'EDSR de Riccati. Le premier résultat dans
le cas général a été publié en 1990 par S. Peng et E. Pardoux.

Maintenant, la question qui se pose est quelle est la signification d’une équation diffé-
rentielle stochastique rétrograde ? Dans un espace de probabilité (Q, F,P), sur lequel on
définit un mouvement Brownien d-dimensionnel W. On note F = (7)., la filtration na-
turelle du mouvement Brownien i.e F; = o(W,, s <t). Une EDSR a horizon déterministe

T est définie par une équation dont la forme suivante :

_d}/;f = f<t7w7}/;f7 Zt)dt - thWt7
Yr  =¢

ol sous forme intégrale :
T T
Vgt [ flowYiZ)ds— [ Zaw., 0<i<T,
t t

et dont les parameétres sont :
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e La condition terminale Y = £, qui est une variable aléatoire, 7 -mesurable et de carré

intégrable.

e Le générateur f = f (t,w,y, z), qui est une fonction progressivement mesurable donnée.

Résoudre cette EDSR, c’est trouver un couple de processus (Y, Zt)t20 qui vérifie I’équa-
tion et qui est F-adapté c’est-a-dire ne dépend que de 'information connu jusqu’a l'instant
t. On peut dire que les EDSR sont des équations différentielles stochastiques ot 1'on se
donne une condition terminale (c’est pourquoi on dit rétrograde). Dans le cas déterministe,
par exemple les équations différentielles ordinaire ( EDO en abrégg) il y’a équivalence entre
la donnée d’une condition terminale et la donnée d’une condition initial par inversion du
temps, finalement on résoudre le méme probléme. Dans le cas aléatoire, les choses sont
totalement différentes lorsqu’on cherche des solutions qui reste adapté par rapport a une
filtration donnée. Par exemple, si on inverse le temps pour se ramener au probléme avec
condition initial et donc & revenir & la théorie des équations différentielles stochastiques
"EDS en abrégé", on trouve une solution qui anticipe , c’est-a-dire a 'instant t elle dépend
du futur, c’est exactement 1a ou se présente la difficulté.

La théorie des équations différentielles stochastiques rétrogrades a connu un formidable
développement & partir des années 1990, griace notamment & ses diverses applications
dans plusieurs domaines (la théorie du controle stochastique, économie, et les problémes
des mathématiques financiéres...). A partir du Particle de E. Pardoux et S. Peng, beaucoup
chercheurs ont essayé d’étudier comment affaiblir les hypothéses concernant la régularité
du générateur par rapport a (y, z). L'un de ces résultats est de S. Hamadeéne, qui a étudie
des EDSR dont le générateur est seulement localement Lipschitzien.

Ce mémoire se compose de trois chapitres, et a pour but essentiel d’exposer deux ré-
sultats d’existence et d’unicité d’une solution de EDSR : Celui de E. Pardoux et S. Peng
[10] et celui de S. Hamadeéne [7].

Chapitre 1 (Outils fondamentaux) : Ce chapitre est essentiellement une sorte d’in-

troduction, ayant pour but de mettre en relief les outils de notre étude, on va présenter
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une foule de définitions, propositions, théorémes faits sans démonstration et des résultats
de bases du calcul stochastique tels que les processus stochastiques, espérance condition-
nelle...ect.

Chapitre 2 (EDSR globalement Lipschitziennes) : L’objectif de ce chapitre est
de présenter briévement le résultat d’existence et d’unicité de la solution d’une EDSR dont
les coefficients sont globalement Lipschitziens. Ce résultat a été obtenu par Pardoux et
Peng en 1990 avec le générateur f non linéaire et une donné terminale de carré intégrable.

Chapitre 3 (EDSR localement Lipschitziennes) : Dans ce chapitre, on démontre
I’existence et I'unicité de la solution pour ’EDSR unidimensionnelle telle que le générateur
est localement Lipschitzien en (y,z) et la condition terminale est bornée, I'idée de la
preuve du résultat principal est basé sur un argument d’approximation et le théoreme de

comparaison. Ce résultat a été obtenu par S. Hamadéne en 1996.



Chapitre 1

Outils fondamentaux

e chapitre est essentiellement une sorte d’introduction, ayant pour but de mettre
Cen relief les outils de notre étude, on donne quelques rappels de base concernant

le calcul stochastique.
Dans la suite (£2, F,P) un espace probabilisé et (F,E) un espace mesurable. Pour plus

de détails sur le calcul stochastique voir [4], [6], [8] et [9].

1.1 Processus stochastique

Définition 1.1.1 (Variable aléatoire) : On appelle variable aléatoire (réelle)
X (Q,F) = (R,B(R)),
tout application mesurable, c’est-a-dire :
{weQ: X (w)eB}={XeB}e F,vBeB(R),

ot B(R) est la tribu borélienne.

Définition 1.1.2 (Tribu engendrée) : La tribu engendrée par une v.a X définie sur
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(Q,F) est l’ensemble
o(X)={X""A): A&}

ou X 1A) ={w e Q: X(w) € A}, c’est la plus petite tribu de Q "rendant X mesurable.

Définition 1.1.3 (Processus stochastique) : Un processus stochastique X = (Xi),cr
est une famille de variables aléatoires X; indexée par un ensemble T. En général T = R*

et on considére que le processus est indexé par le temps t.
1. Si T est un ensemble fini, le processus est un vecteur aléatoire.
2. Si' T =N, le processus est une suite de variables aléatoires.
3. 51T C7Z, le processus est dit discret.

4. Si T CR?, on parle de champ aléatoire.

Remarque 1.1.1 i. Pourt € T fizé, w € Q — X, (w) est une variable aléatoire sur

Uespace de probabilité (), F,P).

ii. Pourw € Q fizé, t € T — X, (w) est une fonction & valeurs réelles, appelée trajectoire

du processus.

Définition 1.1.4 (Filtration) : Une filtration (F;) sur un espace de probabilité (Q, F,P)

est une famille croissante de sous tribus de F i.e Fs C Fy, Vs < t.
1. L’espace (0, F,(F;),P) s’appelle espace filtré.

2. Une filtration est P-compléte pour une mesure de probabilité P si Fy contient tous

les événements de mesure nulle, i.e N'={N € F tel que P(N) =0} C Fy.

3. On dit que un espace filtré (Q, F, (F;),P) satisfait les conditions habituelles si :

e Les ensembles négligeables sont contenus dans Fo i.e N C Fy,

e La filtration est continue & droite i.e F; = ﬂfs Vt.

s>t
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Définition 1.1.5 (Processus continu) : Soit X = (X;),5, un processus stochastique, le
processus X est dit continu si pour presque tout w € €2, la fonctiont — X, (w) est continue

(i.e les trajectoires sont continues).

Définition 1.1.6 (Adapté-Mesurable-Progressivement mesurable) :

1. Un processus X est mesurable si, Uapplication (t,w) — X, (w) de Ry x  dans R?

est mesurable par rapport aux tribus B(R,)®F et B (Rd).

2. Un processus X est adapté par rapport a la filtration {Fi},~, si, pour tout t > 0 X,

est F;-mesurable.

3. Un processus X est progressivement mesurable par rapport a {.7-}},20 st pour tout
t >0, Uapplication (s,w) — X, (w) de [0,] x Q dans R? est mesurable par rapport
a B([0,t]) ® F et B(R?).

Remarque 1.1.2 : Un processus progressivement mesurable est mesurable et adapté.

Proposition 1.1.1 : Si X est un processus stochastique dont les trajectoires sont conti-
nues & droite ( ou continues & gauche ) alors X est mesurable et X est progressivement

mesurable s’il est de plus adapté.

1.2 Espérance conditionnelle

Définition 1.2.1 (Espérance conditionnelle par rapport a une tribu) : Soit X une
v.a.réelle (intégrable i.e X € L) définie sur (0, F,P) et G une sous tribu de F.

L’espérance conditionnelle B [X | G] de X quand G est l'unique variable aléatoire :

1. G-mesurable.
2 /E[X | g]dIP:/XdIP, VAEG.
A A

C’est aussi l'unique (& une égalité p.s prés) variable G-mesurable telle que :

E[YE[X | G|]|=E[XY],

6
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pour toute variable Y, G-mesurable bornée.

Définition 1.2.2 (Espérance conditionnelle par rapport a une variable ) : On
définit ’espérance conditionnelle d’une variable X (intégrable) par rapport 4 Y comme
étant l’espérance conditionnelle de X par rapport & la tribu o(Y'). On la note B[ X | Y] est

caractérisée par :

1. c’est une variable o(Y')-mesurable.

2 /E[X|Y]dIED:/XdIP> VA € o(Y),

Propriété 1.2.1 (Propriétés de l’espérance conditionnelle) :

Linéarité : soit a et b deuz constantes, E(aX +b0Y | G) =aE(X | G) +bE (Y | G).

Croissance : soit X etY deuz v.a telles que X <Y alors : E(X | G) <E(Y | G).

Si X est G-mesurable, B(X | G) = X.

SiY est G-mesurable, E(XY | G) =YE (X | G).

Si X est indépendante de G, E(X | G) = E[X].

St H et G sont deux tribus telles que H C G alors :

EX|H=E[EX|H)|G=BEX][G)|H].

EEX [G)]=B(X).

1.3 Martingale

Définition 1.3.1 (Martingale en temps continue) : Un processus (X;)i>o adapté par

rapport une filtration {}—t}tzo et tel que pour toutt > 0, X, € L' est appelé :
1. Une martingale si pour s <t : B[X, | Fy| = X,
2. Une surmartingale si pour s <t : B[X, | F5] < X,

7
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3. Une sous-martingale si pour s <t : E[X; | Fs] > X.

Propriété 1.3.1 e Si X est une martingale E[X,] = E [X,], Vt.

o Si(Xy,t <T) est une martingale, le processus est complétement déterminé par sa valeur
terminale : X; = E[Xr | Fi]. Cette derniére propriété est d’un usage trés fréquent

en finance.

Définition 1.3.2 (Martingale locale) : Un processus adapté a trajectoires continues
M = (M) tel que My = 0 p.s est une martingale locale (continue) s’il existe une suite
croissante (T),), .y de temps d’arrét telle que T, / oo et pour tout n le processus arrété

M7™r est une martingale uniformément intégrable.

Théoréme 1.3.1 : Soit X une (sous, resp. sur) martingale locale telle que B (sup,, | X|) <
oo pour tout t > 0. Alors X est une (sous, resp. sur) martingale. Si de plus E (sup, | X;|) <

oo alors : X est une (sous, resp. sur) martingale uniformément intégrable.

1.4 Mouvement Brownien

Définition 1.4.1 (Mouvement Brownien) : Le processus (W;, t > 0) est un mouve-

ment Brownien (standard) si :

1. P(Wy =0) =1 ( le mouvement Brownien est issue de l’origine).

2. Vs <t, W, — Wy est une variable réelle de loi gaussienne, centré de variance (t — s)
i.e Wy — Wy ~ N(0,t — s).
3.VYn, VO < tg < t; < ... < t,, les variables (th — Wi, s Wey — WtO,WtO) sont

mdépendantes.

Remarque 1.4.1 : On dit que W est un mouvement Brownien par rapport a x st Wy = x.
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1.5 Processus d’It6 et les EDS

On se donne un espace de probabilité (§2, F,P) et un mouvement Brownien W sur cet

espace. On désigne par F; = o (W, s < t) la filtration naturelle du mouvement Brownien.

Définition 1.5.1 (Processus d’It6) : On appelle processus d’Ité6 un processus X a va-

leurs réelles tel que :
t t
Pps ,VO<t<T |, Xt:x+/bsds+/ade5,
0 0

ol x est Fo-mesurable, b et o sont deux processus progressivement mesurables vérifiant les

T T
/ bs| ds < oo et / |o” ds < oo.
0 0

On utilise la notation plus concise suivante :

conditions P-p.s :

dXt = btdt + O-ttha
XO =T,

le coefficient b est le drift ou la dérive, o est le coefficient de diffusion.
Remarque 1.5.1 : La décomposition d’un processus d’Ito est unique.

Théoréme 1.5.1 ( Formule d’It6) :

a. Premaiére formule d’Ito : Soient X un processus d’Ito et f : R — R une fonction

de classe C? & dérivées bornée, alors :
t 1 t
A0 = F00) + [ 1 () X+ 5 [ pxatas
0 0

b. Deuxiéme formule d’Ité : Soient (t,x) — f(t,x) une fonction réelle deux fois
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différentiable en x et une fois différentiable en t et X un processus d’Ito :
t t 1 t
f(t7Xt) = f(O,X()) +/ f:;: (SJXS) dXS+/ fél; (57XS> d8+ 5/ fglv/:c (SvXS)d<X7X>s .
0 0 0

Proposition 1.5.1 (Intégration par parties) : Si X etY sont deuzx processus d’Ito,

alors :

t ¢
XtY;t:Xon—i-/Xde;+/Y;dXS+(X,Y>S.
0 0

Définition 1.5.2 (Equation différentielle stochastique) : Une équation différentielle

stochastique (EDS) est une équation de la forme :

dXt = b(t, Xt)dt + U(t, Xt)th,
Xo =,

ou sous forme intégrale :

¢ ¢
Xt:x+/b(s,Xs)ds+/U(S,XS)dWS, (1.1)
0 0

ou :
o Soient n,d € N, z € R™ (condition initiale), et (W;),~, est un mouvement Brownien
d-dimensionnel.

o Les fonctions b: [0,T] x R" — R" et o : [0,T] x R® — R"™% sont mesurables et bornées.

L’inconnue est le processus X . Le probléme est, comme pour une équation différentielle
o . . . ,
ordinaire, de montrer que sous certaines conditions sur les coefficients b et o, ’EDS (1.1])

a une unique solution.
Définition 1.5.3 (Solution forte de EDS) : Une solution de I’EDS (1.1)), est un pro-
cessus continu X tel que :

1. X est progressivement mesurable.

10
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2. Ona :
B [ [ 16X+ o 5, X1 ] < 4o

ot ||o||* = trace (o0*).

3. P-p.s on a:
t t
X, = x—i—/ b(s,Xs)ds—l—/ o(s,Xs)dWs, 0<t<T.
0 0

Théoréme 1.5.2 (Existence et unicité) : Soient b et o deux fonctions boréliennes. On

suppose qu’il existe une constante A telle que, pour tout t € [0,T], x,y € R™,

a. Condition de Lipschitz en espace, uniforme en temps :
[b(t, ) = b(t, )| + llo (8, 2) — ot y)l| < Az —yl,
b. Croissance linéaire :
[b(t, )| + llo(t, )| < A(1+ [x]),

et de plus, la condition initiale Xy = x est indépendante de (Wt>t20 et est de carré intégrable
i.e. & Uxﬂ < 00.

Alors, il existe une unique solution de I’EDS (L.1)) a trajectoire continues pour tout t.

1.6 Reésultats utiles

Lemme 1.6.1 (Lemme de Gronwall) : Soit T > 0 et soit g une fonction positive
mesurable bornée sur lintervalle [0,T]. Supposons qu’il existe deux constantes a > 0,

b >0 telles que pour tout t € [0,T] :

g(t) < a-+ b/otg(s)ds,

11
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Alors, on a pour tout t € [0,T] :
g(t) < aexp(bt).

Théoréme 1.6.1 (Théoréme de représentation des martingales Browniennes ) :
Soit (Ft) o<y la filtration naturelle du mouvement Brownien (Wy)o,<p- Soit M une mar-
tingale continue de carré intégrable par rapport a U:t)ogth' Alors il existe un unique

processus prévisible H vérifiant

T
E (/ Hfds> < +00,
t

tel que ¥t € [0, 7] :
t
M, — M0—|—/ H.dW,, P-p.s.
0

Théoréme 1.6.2 (Inégalité de Burkholder-Davis-Gundy "BDG") : Pour tout p >
0, il existe des constantes positives c, et C,, telles que, pour toute martingale locale continue

X = (Xt)y, nul en 0 :

Remarque 1.6.1 : En particulier, st T > 0

B (X, X)}] <E { sup |Xt|p] <GB |(X,X)7|.

0<t<T

Théoréme 1.6.3 (Théoréme du point fixe) : Soient (E, d) un espace métrique complet
et o : E — FE une application contractante, i.e. Lipschitzienne de rapport k < 1. Alors,

¢ admet un unique point fize a € E tel que : ¢ (a) = a.

Définition 1.6.1 (Probabilités équivalentes) : Soit P et () deux mesures de probabilités

définies sur le méme espace (2, F). On dit que Q) est absolument continue par rapport &

12
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P si:

P(A) =0 = Q(A) =0, YA€ F.

Les mesures P et () sont dites équivalentes si et seulement si elles ont les mémes ensembles
négligéables c’est a dire :

P(A) = 0 <= Q(A) = 0.

Théoréme 1.6.4 (Girsanov) : Soit (W), un mouvement Brownien et (0;),., un pro-

cessus adapté a (F;)gepeq qui vérifie :
t
/Gﬁds < +4oo , Pp.s.
0

tel que le processus (Ly)o<,<p défini par :

t 1 t
L; := exp {/ O, dW, — —/ |0|2d3] .
0 2Jo

Soit une martingale. Soit Q) la probabilité définie par dQ) = LpdP sur Fr, alors le processus
(Wt> défini par :
t<T

t
Wt = Wt - / est,
0

est un QQ-mouvement Brownien. Notons que la condition dite de Novikov,

1 /7T
Ep [exp (5/ Hgds)] < +00,
0

est suffisante pour que Ly soit une martingale sous P.

Théoréme 1.6.5 (Théoréme de convergence dominée de Lebesgue) : Soit (X,,),,~,
une suite de variables aléatoires convergeant p.s vers X . Supposons qu’il existe une variable

aléatoire Y intégrable telle que | X,| <Y, alors E (X,,) converge vers B (X).

13
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Proposition 1.6.1 (Inégalité de Young) : Soient a,b > 0 et 1 < p,q < +o0 deux
exposants conjugués i.e.% + % = 1. Alors :
al? b

ab < —+ —.
p q

Proposition 1.6.2 (Inégalité de Holder) : Soient p,q € [1,+00| des exposants conju-

qués .i.e % + % = 1. 8i f, g sont des applications mesurables, alors :

1fglly < IA11, gl -

En particulier, 'inégalité de Hélder (dans le cas p = 2) donne linégalité de Cauchy-

Schwarz :

(STl <[ fll2 gl -

Définition 1.6.2 (Espace de Wiener) : On note W et on appelle espace de Wiener
Uensemble C ([0.1],R) muni de la norme ||.||.,, qui en fait un espace de Banach, et de la
tribu des boréliens associée, notée F. On note X, l'application continue : w € W — w (t) €
R, et on associe au processus (X;) la filtration (F;). On rappelle qu’il existe une unique
mesure sur (W, F;) sous laquelle le processus des coordonnées (X;) soit un (F;)-mouvement

Brownien : c’est la mesure de Wiener.

Définition 1.6.3 (Dérivé de Mailliavin de solution de EDSR) : Tout d’abord rap-
pelons brievement la notation de dérivation sur l’espace de Wiener, Cf (Rk, Rq) désignera
I’ensemble des fonctions de classe C* de R* en R? dont les dérivées partielles d’ordre
inférieur ou égal a k sont bornées.

Soit S 'ensemble des variables aléatoires € de la forme :

= W(h), ... W (hi)),

14
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ot ¢ € C° (R, R), hy, ha, ..., hy € L2([0,T] ,R") :

Si & € S est de la forme ci-dessus, nous définissons sa dérivée comme étant le processus

n-dimensionnel

k
D= 22 (W (hy), o W (hi)) By (1), O<E<T.

J=1

Pour £ € S, p > 1, nous définissons la norme :

E{|§|”+ (/UTthth)g}r,

On peut montre que D a une extension fermée a DY la fermeture de S par rapport a la

||§||17p =

norme .||, ,. Observez que, si & est Fy-mesurable, D& =0 pour s € (¢,T].
Nous allons désigner par DI, 1 < i <n le iéme composant de D;E.
Soit LY, (Rk) désigner l’ensemble des processus progressivement mesurables a valeurs dans

R* u(t,w), 0 <t < T, w e N telle que :
i/ Pourt € [0,T], u(t,.) € (Dy,)%,

ii/ (t,w)— Du(t,w) € (L2 ([0,T])"" admet une version progressivement mesurable et

(/OT| Idt) <//|D9u |d9dt>]<oo,

Proposition 1.6.3 : Supposons que £ € D' et

lully, = B

f:Qx[0,T] x R x R — R?

est continuellement différentiable en (y, z), avec des dérivés uniformément bornés et Lip-
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schitz et tels que pour chaque (y,z), f est adapté et est dans Lf, (Rd). Soit (Y,Z) la
solution de I’EDSR associé, aussi supposons que :
— f(t,0,0) € HY et € € L*,

T T
- / E (\D9£]4) df < ¢ et/ IDof (t,Y, Z)||;d0 < oo et pour chaque t € [0,T) et pour
0 0

chaque y', 2',y?, 22,
}DQf (t,w,yl,zl) - DGf <t7w7y27 22)‘ < Ky (taw) (‘yl - yQ‘ + |Z1 - 22}) )
ot pour 0, Kq (t,w), 0 <t <T est un processus adapté a valeur dans R satisfaisant :

T
/ || Kol df < oc.
0

Puis (Y, Z) € L? <[O,T] (DY) x (]]3)1’2)md>, et pour chaque 1 < i < n, une version de
{(DyY;, DjZy), 0<0, t <T} est donné par :

() DiY, =0, DiZ, =0,0<t<0<T,

(i)
T
DY = Dig+ [ 10,0(5. Yo ZODYY, + 0. (.Y, Z)DYZ,
t

T
Dy (Y Z))ds — [ DyZaw.o<t<T
t
De plus, {D,Y;, 0 <t < T} défini par (ii) est une version de {Z;, 0 <t <T}.

Preuve. Pages (61-63) de [5]. m
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Chapitre 2

EDSR globalement Lipschitziennes

l ‘objectif de ce chapitre est de présenter briévement le résultat d’existence et d’uni-
cité de la solution d’'une EDSR dont les coefficients sont globalement Lipschitziens.
Ce résultat a été obtenu par Pardoux et Peng en 1990 avec le générateur f non linéaire et

une donné terminale de carré intégrable.

2.1 Motivations

Les EDSR ont été introduites dans le cas linéaire par Bismut [I] comme ’équation
adjointe associée a la version stochastique du principe du maximum de Pontryagin (connu
aussi sous le nom de conditions nécessaires d’optimalité) en théorie du controle.

Nous supposons (€2, F, IP) est un espace de probabilité équipé d’une filtration (F;, ¢ > 0)
qui satisfait aux conditions habituelles et (W;, ¢ > 0) un mouvement Brownien d-dimensionnel
défini sur cet espace. Nous considérons le probléme de contréle optimal suivant dans lequel

la dynamique évolue selon 1’équation différentielle stochastique controélée :

17



Chapitre 2.EDSR globalement Lipschitziennes

ou u, est un controle admissible c-a-d u est un processus mesurable et F;-adapté a va-
leurs dans un sous-ensemble compact A de R”, on note U,; ’ensemble de tous controles

admissibles, b, o sont deux fonctions boréliennes satisfaisant :

b:[0,T] x RYx A — RY,

0:[0,T] x R — R? x RY,

de plus, vérifiant les conditions de théoréme ([1.5.2)) .

Pour tout controle admissible u, on introduit une fonction de cout J(u) :

J(u) =E [/OTl(t,xt,ut)dt +g(zr)| ,

ol g est une fonction de cott final, x est la solution de (E). De plus, [ et g sont deux

fonctions boréliennes bornées telles que :

1:[0,T] xR¥x A—R
g:RT =R

Remarque 2.1.1 : Les fonctions b, 0,1 et g sont dérivables en x et a dérivées continues

et bornées.

Définition 2.1.1 : Un contréle optimal est un controle admissible qui satisfait :
J(u) =min{J(u) : u € Up} .

L’objectif du controle optimal est de minimiser la fonction de cott J (ou de maximiser)
sur I’ensemble de tous les controles admissibles.

Avant d’énoncer le théoréme de principe de maximum, nous définissons I’équation dif-

18
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férentielle stochastique linéaire suivante :

d(bt = b.’r <t7 j:h 'llt) d)tdt + 0z (t7 i‘t) ¢tth7
éo = Id.

Cette équation étant linéaire & coefficients bornés, alors elle admet une solution forte
unique. De plus la solution ¢ est inversible et son inverse v vérifie ’équation différentielle

stochastique linéaire suivante :

diy = Wt% (t» i"t) Oz (t> jft) — Piby (ta Ty, '&t)] dt — o, (t, i"t) AWy,
¢0 - Id?

pour vérifier que v est bien l'inverse de ¢ on vérifie que : ¢1p = ¢ = Id et ceci en

appliquant la formule d’Ito.

Théoréme 2.1.1 (Le principe de maximum) : Soit 4 un contréle optimal et T la
solution de (E) correspondant & 4. Il existe alors un processus mesurable et F;-adapté

Y(t), tel que :

T
a. Y(t) = B[ $hg (51) | Fi] + 6 / Bl (5,5, ) ds,

b. H (24,v,Y;) < H (2,0,Y;), Yv € A, P-p.s, ou le hamiltonien H est défini par :
H (t, &0, Vi) = Uty ) + Vib(t, &, ).

Remarque 2.1.2 : Le processus Y (t) est appelé le processus adjoint associé au controle

optimal 1.

Corollaire 2.1.1 : Si F; = 0 (W, s <) la filtration naturelle du mouvement Brownien,

alors le processus adjoint Y (t) est la solution unique de [’équation différentielle stochastique
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rétrograde :

_d}/t - [bfb (t7 ',i‘ta ﬁ’t) }/t + 0-;: (ta jt) 'Qt + Z:B (ta i‘h ﬁt)] dt - Qttha

Y<T) = Gz (:%T) )

(E")

ot * représente la transposition et () est un processus donné par :
* * A
Qt = wt Gt — 0y (twrt) }/;fa
et G vérifie I’équation suivante :

t T
/@M@:EM%@ﬂ+/@@@@mMMﬂ}
0 0

T
—Epw@ﬂ+£¢w@@um$]

Pour plus de détails voir [2].

Finalement on trouve un nouveau type d’équations différentielles stochastiques (E'),
qui s’appelle équation adjointe, la question qui se pose est comment prouver ’existence
d’un solution pour cette EDSR, E. Pardoux et S. Peng en 1990 qui ont établi le premier
résultat d’existence et d’unicité de la solution d’'une EDSR dans le cas non linéaire, c’est

ce que nous allons présenter dans ce chapitre.

2.2 Notations et définitions

Soient (2, F,P) un espace de probabilité complet et W un mouvement Brownien de d-
dimensionnel (dans R?) sur cet espace, W = {W/, t > 0,1 <i < d}. On notera {F;},5,la
filtration augmentée du mouvement Brownien, qui vérifie les hypothéses usuelles : F; =
o (0 {Ws,0<s<t}UN), on se donne T un temps déterministe fini fixé (appelé aussi
’horizon ).

On travaillera avec deux espaces de processus :
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< S8%(R¥) : L’espace vectoriel formé des processus progressifs Y, a valeurs dans R* tels

que :

V% —E [ sup W] < o0,
0<t<T

< M? (RkXd) : L’espace vectoriel formé des processus progressifs Z, a valeurs dans R¥*¢

tels que :

< 00,

T
121 —E [ [ 1zpar

ou pour z € RF¥4_||z||> = tr(zz*), pour simplifie, on note |z|*.
< B?: L’espace vectoriel formé des couples de processus (Y, Z) € §% x M?2.

On consideére I'équation différentielle stochastique rétrograde (EDSR) :

dY, = (6., Z)dt — ZdW;, 0<t<T,
YT = 57

ou de fagon équivalente, sous forme intégrale,

T T
K = 5 +/ f(ra}/;"a Zr)dr - / ZrdWT, O S t § T (21)
t t

Dans EDSR ({2.1)), les éléments de base sont les parameétres f et & appelés respectivement
le générateur (ou parfois coefficient ) et la condition terminale, on dit souvent que '’EDSR

est associées aux paramétres (f,£) qui vérifiant :
1. f:]0,T] x 2 x RF x RF>4 — R tel que :
f (s, t,y,2) noté pour simplifier f(¢,y, z) est progressif pour tout y, z.

2. ¢ € LA(Q, Fr, P, RF).

Notre objectif est de trouver une solution de I’équation (2.1)) c’est-a-dire les inconnues

Y et Z.
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Définition 2.2.1 : Une solution de ’'EDSR (2.1)) est un couple de processus {(Yz, Zt) }o<1<r
vérifiant :
1. Y et Z sont progressivement mesurables ¢ valeurs dans R et R¥*4 (resp),

2. Ona :

< 00,

o[ [ ey 2o+ 120

3. P-p.s, ona:
T T
Y, :§+/ f('r’,Y},Zr)dr—/ ZdW,, 0 <t <T.
t t

Remarque 2.2.1 :
i. Les intégrales de l’équation (2.1)) étant bien définies.

ii. On a :

t t
Y :E/O_/f(TaY;wZ'r)dr—i_/ZrdWr, 0<t<T,
0

0

t

t
telle que : /f(r,YT,ZT)dT est o wvariation finie et /ZTdWT est une martingale,
0

0
alors : 'Y est une semi-martingale continue.

iii. Yy est une quantité déterministe car, Yy est Fo-mesurable.

2.3 Cas Lipschitz

2.3.1 Résultat de Pardoux-Peng

Voici les hypothéses sous lesquelles nous allons travailler.

A) Condition d’intégrabilité :
T
B+ [ 1500.0far| <o
0
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B) Condition de Lipschitz en (y,z) : pour tout ¢,y,y’, z, 2/,

[f(ty,2) = [ty 20 < Ay =yl +llz = 2[]),

A est une constante indépendante de t,y,y’, z et 2’

Théoréme 2.3.1 (PARDOUX-PENG 90) : Etant donné un couple (f,§) vérifiant A)
et B), il existe une solution unique (Y, Z) a ’EDSR (12.1]).

Preuve. L’idée de la démonstration est basée sur un argument de point fixe (|1.6.3]) sur
I'espace de Banach B? des solutions (Y, Z).

La preuve se fait en deux étapes. On construit une application ¥ sur B?, qui a tout

(U, V) € B? associe (Y, Z) = ¥ (U, V) définie par :
T T
Vimer [ gotavir - [ zaw, 0<esT
t t

i) Premiére étape : Nous vérifions que I'application ¥ est bien définie de B? dans lui

meéme.

ii) Deuxiéme étape : Pour montrer 'existence et 'unicité d’une solution de 'EDSR
(2.1)), il nous suffit de montrer lexistence et 'unicité d’un point fixe pour ¥ ce qui

revient par le théoréme de point fixe & montrer que ¥ est contractante.

Pour plus de détails voir [3] la page (19-20). =

2.4 EDSR linéaires

Dans ce partie, nous étudions le cas particulier des EDSR linéaires pour lesquelles nous

allons donner une formule plus ou moins explicite.

Définition 2.4.1 : On suppose que k =1 ce qui implique que Y est un réel et Z est une

matrice de taille 1 X d (vecteur de dimension d).
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Soit {(ar, be) }yepo.r) un processus G valeurs dans R x R?, progressivement mesurable et borné
et soient {Ct}te[o,T] un élément de M? (R) et £ une variable aléatoire, Fp-mesurable, de

carré intégrable, a valeurs réelles.

T T
Y =§+/ {a,Y, + Z,b, + ¢, } dr —/ Z,dWr. (2.2)
t t

L’EDSR (2.2) s’appelle EDSR linéaire.

Proposition 2.4.1 : L’EDSR (2.2)) posséde une solution unique qui vérifie,
T
vt e [0,T], Y, =T;'E (@TT—i—/ e Ldr | }"t) ,
t

avec, pour tout t € [0,T7];

t 1 t t
Ft:exp{/deWT——/ |br|2dr—|—/aTdr}.
0 2 0 0

Remarque 2.4.1 : Notons que si £ > 0 et si ¢; > 0 alors la solution de I’EDSR linéaire

vérifie Y; > 0.

Théoréme 2.4.1 (Théoréme de comparaison ) : Ce théoréme permet de comparer
les solutions de deux EDSR dans R dés que l'on sait comparer les conditions terminales
et les générateurs.

Supposons que k =1 et que (&, f), (&, f') vérifient A) et B). On note (Y, Z) et (Y',Z')
les solutions des EDSR correspondantes. On suppose également que P-p.s & < & et que

f&, Y, Z) < f'(t,Y,, Zy) m @ P—p.p (m mesure de Lebesque). Alors :
P-p.s, Vt€[0,T], Y; <Y/.

Preuve. La preuve s’effectue par linéarisation ce qui permet de se ramener aux EDSR

linéaires. On cherche une équation satisfaite par U =Y’ — Y, on a notant V = Z' — 7 et
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(=& -¢
T T
Ut = C + / (f,(’f’, Y;la Z7/") - f(ra Y;”a Zr»dr - / ‘/TdWT‘

On découpe l'accroissement des f en trois morceaux en écrivant

'YL 20) = f(r, Y, Ze) = f/(n YL 20 = f'(n Yo, Z0) + (Y, Z7)

Y T T

'Y, Z0) + [/ Y, Zy) = f(r, Yo, Z2).

On introduit deux processus a et b : a est & valeurs réelles et b est un vecteur (colonne)

de dimension d. On pose :

f/<7,., Y;’I’ Zrl‘) - f,(ra Y;“a Z7/")

a, = i , siU. #0,

a, =0, sinon.

Pour définir b, on doit introduire une autre notation : pour 1 < < d, A%

est la ligne
dont les d — i derniéres composantes sont celles de Z!. et les ¢ premiéres celles de Z,.. Pour

1 <i<d, on pose :

£, Y, 280 = £, Y, 27)

b:ﬂ = ‘/;} s si ‘/;,’L 7£ O7
bl =0, sinon.

r

Remarquons que, puisque f’ est Lipschitz, ces deux processus sont progressivement

mesurables et bornés. Avec ces notations, on a :
T T
U =(+ / (a, U, + Vb, + ¢,)dr — / V,.dW,,
t t

ouc, = f'(r,Y,, Z.)— f(r,Y,, Z.). Par hypothese, on a { > 0 et ¢, > 0. Utilisant la formule

"explicite" pour les EDSR linéaires proposition ({2.4.1]), on a, pour ¢ € [0, 7],

T
U =T;'E (gFT + / e Tpdr | J—"t) :
t
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avec, pour 0 <r < T :

T 1 ' T
I, =exp {/ b, dW, — —/ |bu]2 du —l—/ audu} )
0 2 Jo 0

Comme déja mentionné lors de la remarque ([2.4.1)), cette formule montre que U; > 0, dés

que ( >0etc,>0. m
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EDSR localement Lipschitziennes

Dans ce chapitre, on montre 'existence et 'unicité de solution aux équations
différentielles stochastiques rétrogrades unidimensionnelles dans le cas ou le gé-
nérateur est localement Lipschitzien. Notons que ce résultat a été établi par S.Hamadéne

en 1996 [7].

3.1 Introduction

Ce chapitre est composé de deux parties.

Dans la premiére, nous montrons en toute généralité que si £ est bornée, f est loca-
lement Lipschitzienne en (y, z) et vérifiant une condition de croissance raisonnable (plus
faible que la croissance linéaire) alors I’équation rétrograde associée a (f,£) admet une
solution. L’idée étant d’approximer f par une suite double (™™ n,m > 0) d’applications
Lipschitziennes et de montrer que la limite (en un certain sens) de la suite (Y™ Z"™)
de solutions associées a (¢™™, &) est la solution de I’équation associée a (f, &) .

Dans la deuxiéme, nous montrons que si f et f; sont de croissances faibles alors la

solution est unique.
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3.2 Présentation du probléme

On se donne 7" un temps déterministe fini fixé (appelé aussi I'horizon). Soit (€2, F,P)
un espace de probabilité, W, = (W;,t <T') un P-mouvement Brownien p-dimensionnel,
(]:t)ogth la filtration naturelle de W, et P la tribu des processus Fp-progressivement
mesurables sur € x [0, 7.

On voudrait résoudre 1’équation différentielle suivante :

_d}/;t = f(ta Yta Zt)dt - thWt7 0 S 13 S T7

Yy = €.

ou sous forme intégrale :

T T
Yt=§+/ f(r,Yr,Zr)dr—/ Z dW,, 0<t<T. (3.1)
t t

Hypothéses
Voici les hypothéses sous lesquelles nous allons travailler :
Soit & une variable aléatoire bornée et Fr-mesurable, f une application de [0, 7] x © x

R x R? dans R, P®B(RP!)-mesurable satisfaisant  :

(H1) Condition de croissance raisonnable : 3¢ > 0,«a € |0,2[ et h une application

de R dans R finie sur les compacts tels que pour tout ¢,w,y et z on ait,
|f(tw,y,2)| < e(1+ |y[+ h(y) [2]7).

(H2) Condition de localement Lipschitz :VN € N,3Cy > 0 tel que :V(t,w) €
0.7 %, (5, 2) et (¢, ) € [-N, NJ"*" on ait,

[f(tw,y,2) = f(tw, ¢, 2] < On(ly =y + [z = 2)).
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(H3) f est une application définie sur [0,7] x R x R? telle que :
a) Vt € [0,T], f(t,.,.) € C* (R x R?).

b) V(t,y,2) € [0,T] x R x RP,

[f(t,y,2)] < e(1+ |yl +[2]),

et

{f; (t,y,z)‘ <c(1+In(1+In(l+y|+|2])).

ou f, est la dérivée partielle de f par rapport & y et ¢ une constante.

(H4) La variable aléatoire & est un élément de 1’espace de Wiener D2, De plus, il existe
une constante M telle que |Di¢| < MVt < T, i =1,p. ou (D€)<t est la dérivée de

Wiener d’ordre 7 de €.

3.3 Résultat d’existence et d’unicité

Nous allons montrer que 1’équation rétrograde (3.1) admet une solution unique.

3.3.1 Existence de la solution

Nous allons maintenant montrer que si le couple (f, ) vérifiant les conditions (H1) et
(H2) avec ¢ variable aléatoire bornée et Fr-mesurable alors, ’équation rétrograde ({3.1)

admet une solution, nous aurons besoin pour cela les lemmes suivants :

Lemme 3.3.1 : Soit ¢ une application de [0,T] x Q@ x R x R? dans Rt (resp. R™)
PQRB(RP™)-mesurable vérifiant la condition (H2) ci-dessus.

1l existe une suite croissante (resp. décroissante) (Y, k > 0) d’applications définies sur

0,7] x Q@ x R x R? dans RT (resp. R~) PRB(R"™)-mesurables, de limite v vérifiant :
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Vk > 0,3¢, > 0 tel que Vt,w,y,y, z et 2/

|Z/}k <t7w7y7z) - d}k <t7w7y/72/)| S Ek(’y - y/| + |Z - Z/|)

Preuve. Supposons que 1) est a valeur dans R*. Nous ferons la preuve pour p = 1 et
si p > 2 le principe en est le méme. Soit £ > 0 et w; 'application Lipschitzienne réelle

vérifiant :
wi (y) =1 si |yl <k,

wr (y) =0 si |yl > k+1, Yy €R
O0<wr(y) <1 si yelkk+1U[-k—-1,—k],
de méme pour z € R.
Soit 1y, k > 0, 'application qui a (t,w, y, z) € [0, T|xQ2xRxR associe ¥ (t,w, y, z) wi, (y) wg (2) .
La suite (wk)kzo est croissante car wy < wii1, Yk > 0 et de limite v. Par ailleurs ¢, k > 0,
est Lipschitzienne car elle est localement Lipschitzienne & support compact.
Si 1) est a valeurs dans R~ alors — est a valeurs dans R* et le résultat découle de ce

qui vient d’étre prouvé précédemment. m

Remarque 3.3.1 : Pour tout (t,w) € [0, T]xQ fivé, la convergence de la suite (P, (t,w, +,+)) >0

vers ¥ (t,w, ) est uniforme sur les compacts de R x RP.

Par le lemme les applications f1js>0 et f1l{sq satisfont la condition (H2) ci-dessus
vérifiée par f, donc il existe une suite (¢™,n > 0) (resp. (™, m > 0)) croissante (resp.
décroissante) d’applications Lipschitziennes de limite simple f1j;>o (resp.flis<q))-

Considérons alors pour m > 0 et n > 0 la suite d’applications ™™ telle que ™™ =
T

Aussi, pour tout m et n, ™™ est Lipschitzienne. De plus, |¢"™(t,w,y, 2)| < c(1+ |y| +
h(y)|z|”) pour tout ¢, w, y et z. Il s’ensuit que le couple (™™, &) posséde les propriétés de
(f,€) du théoréme (2.3.1). Par conséquent il existe un couple de processus (Y™, Z"™)

P-mesurable tel que,
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T
E [/ ([y2m? 4 | Zmm %) ds| < oc.
0

QY™ = g (1 Y] 20 b 27 dW, ¢ < T,
(3.2)
ypmo=¢

Lemme 3.3.2 : [l existe deux constantes Cy et Cy telles que, pour tout n,m € N, on a :
T
""" <Cy et B U IZQ’m|2ds} < Oy,
0
ou Cy et Cy sont indépendantes de n et m, de plus,
Y™ = sup {[Y""™ ()], (t,w) € [0,T] x Q} < oc.
Preuve. Vt € [0,T], Vn,m € N et Vs € [t,T] on a,

T T
vem =g oy zpmydu— [ zgmaw,
ST T S
=¢ +/ "™ (u, Y0 0) du +/ (™™ (u, Yo, Z)
S T S
o (4, Y 0) ) — / Zrmdw,
Soit alors d¢p™™ la suite de processus définis comme suit :
Son,m (U, Y, Z) B Son,m (U, Y, 0)

o™ (u,y, 2) = 2
0, sinon.

, siz#0,

Il existe une constante C,, ,,, telle que [00™™ (u,y, 2)| < Cym, ¥ (u,w,y, z) . Considérons

alors P™™ la probabilité sur (§2, F) équivalente a [P (1.6.1)) définie comme suite

dI[_DTL,m
dp

T 1 T
= Ly™ = exp { | serme v zemaw, - 3 [ ey zm du} .
0 0
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Le processus W™ = W, — /5@”’m(u, ypm o Zm™du est un (Fp, P™™)-mouvement
0
Brownien d’apres ((1.6.4) et pour tout s € [0,7] on a :

T T
vem =g [ ypmoydu— [ zpmawy,
Si B, ,,, désigne I'espérance sous P™™ alors :
1

T 3 T 3
([ 1zmeas) e ([izeead) |
0 0

et d’apres l'inégalité de Cauchy-Schwartz (1.6.2)), on a :

T 3 T 3
" (/ ]ij’m|2du> g(E [(L;vm)Q]EU ]Z;"m|2du]) .
0 0

Or le second membre de cette derniére inégalité est fini car Z"™ est un élément de

En,m - E

E

L*([0,T) x Q, dt @ dP) et L™ est de carré intégrable puisque dp™™ est uniformément

borné en (t,w). Il s’ensuit que le processus / 2 dW ™ est une (Fy, P™™)-martingale
0
car :

t
/ Zm AW

Enm {sup
0

t<T

| <o

(d’apres (1.6.2))). Par conséquent pour tout s € [0,7] :
T
VI = B (V2| £ =B [€| )+ [ B [0 (0, Y, 0) | £ du

Comme £ est bornée alors :

T
|Y‘Sn,m| S é + / En,m HQOn’m (U, Yun,m’ 0)| | fs] du? 5 € [O’T] ’
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Par ailleurs pour tout n, m appartenant a N et pour tout ¢,w,y et z, on a :

l™™ (t,w,y, 2)| < c(1+ |y| + h(y)[2]%).

Il s’ensuit que,

n,m
Y

T
</ (1 +/ B [ Y™ | F] du) . s€10,1],

et ¢ est une constante indépendante de n, m. Aussi, si ¢ et s appartenant a [0, 7] tels que

s >t alors :

T
B V7] | Fi] < 2 (1 + [ B Y2 | 7 du) .

Grace a l'inégalité de Gronwall ([1.6.1)), on a :

B [V

| Fi] < dexp{d(T —s)}.
En prenant s = ¢ on obtient :
V"™ < dexp{dT}, Vte[0,T].

Ceci pour la premiére majoration. Montrons la deuxiéme.
Pour tout n,m € N et s € [0,7] on a, grace a la formule de It6 (1.5.1) appliquée de s
AT,
T T
(Y;n,m)Q +/ |Z3’m|2 du — 52 + 2/ Yun,m(pn,m (u7 Yun,m, Z;L,m) du
S T S
2 / ym Znm i,

En prenant ’espérance dans chaque membre on obtient,

T T
B [z fa] <[] v2 [ Bl e 2
0 0
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car / ymznmdw, est une (Fi, P)-martingale. Le fait que ¢™™ vérifie la condition (H1)
0

et la bornitude de Y™ impliquent que,

T T
EU |Z3’m|2du1§E[§2}+cE U \Zﬁ’m|“du1,
0 0

ol ¢, jusqu’a la fin de cette épreuve, est une constante pouvant changer d’une ligne a une

autre.

Gréace a l'inégalité de Young (1.6.1) on a :

T T

2 —

EU IZZZ’m|2du} SE[€2]+%E [/ |Z$’m|2du]+¥Tc?Ea.
0 0

Par suite il existe une constante C'; indépendante de n et m telle que,

T
E [/ |ngm|2du} < Cy.
0

Théoréme 3.3.1 : [l existe un processus (Y., Z,) P-mesurable & valeurs dans R x RP tel

que :
T

(i) EU (IVal? +12,%) ds| < o0,
0

d}/t = _f(ta }/tu Zt)dt + thWt7 t S T7

Yr =¢&.
De plus, [[Y.||" = sup {|Y; (@)] (t,w) € [0,T] x 2} < .

(ii)

Preuve. On a d’apres le lemme (3.3.2)) la solution unique de I’équation (3.2)) vérifie
T
< ey en| [ lzmfas) <
0

Vu que "™ > @onm et o™ > oML et le théoréme de comparaison ([2.4.1) nous

permettent de déduire que V""" > Y e YO > Y
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Nous allons maintenant construire le processus (Y., Z,) qui sera la solution recherchée.

Pour tout m fixé (Y™, n > 0) est une suite croissante bornée, elle est donc convergente.
Appelons Y™ sa limite. Comme pour tout m et n € N on a, Y™™ > Y™™+ alors : la suite
(Y, m > 0) est décroissante et bornée, elle est donc convergente. Notons Y, sa limite.

Il reste & construire 2.

Gréace a la formule de It6 (1.5.1]) on a, pour tout n, m, p et k € N,

2 T
nﬂ@@m—wﬂ}+EL/y@m—%ﬂ%4
0

T
=92E |:/ (Yumm _ qu,k:) ((pn,m (u’ ymm Zg,m) _ @p’k (u7 Yf’k, Zg,k)) du]
0

T
<e(][ om vz ez vz a) ).
0

car (Y"™), . est bornée et pour tout n,m,

™™ (t,y, 2)| < (14 |y|) + h(y) [2]7).

T T s .
SC<E [/ IYu"’m—Yfﬁ’fldu}H(E U !Yu"’m—Yf”“\”duD (02)2)
0 0

, cela est dii a l'inégalité de Holder ((1.6.2) et au fait que :

avec y = g

T
E {/ |Z£"m|2du} <Oy, Vn,m.
0

Or il existe une sous-suite <Y,km’m,m > 0) de (Y™ n,m > 0) de limite Y, dans L" ([0, 7] x 2, dt ® dP).
Par conséquent la suite (Z_km”", m > 0> est de Cauchy dans L? ([0,T] x Q, dt @ dP) et est
donc convergente dans ce méme espace, vers un processus Z..

Montrons enfin que (Y., Z,) est solution de I’équation rétrograde . Naturellement

cela se fera par passage a la limite.
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. . km m km m A 1
Il existe une sous-suite de ((Y mZ )) , que 'on représentera toujours par
m>0

((Yk, Zk)> , et un processus Z, élément de L2 ([0, 7] x Q, P, dt ® dP) et a va-
m>0

leurs positives tel que :

(i) La sous-suite <<}/:km’7”, Z_km’m>) converge dt @ dP-p.s vers (Y., 7).
m>0

(ii) Ym >0, ‘Z.km’m < Z.dt ® dP-p.s. Aussi pour tout m > 0 et t € [0,7] on a :

T T
Ytkm,'m — 5 +/ Spkm,m (U/7 Yukm,m7 ng,'m) du o / ZSm,deu
t

t

Or,
T T
E [sup / Zhmmaw, — / Zuqu]
t<T |Jt t
T t
<E { / (Z{fmm _ Zu> AW, ] +E {Sup / Zkmm _ 7 L aw, 1
0 t<T 0

k
Zum,'m, _ Zu

T 9 3

gc(E{/ du}) — 0 quand m — oo.
0
La derniére majoration est due a l'inégalité de BDG ((1.6.2). Par ailleurs,
T
/ (so’“m”"(u, Yoz f(u,Yu,Zu)> du]
t

du}
T
’ [/ [, Vi 25— flu Vi 20| 1{\z;;m,m1<zu}du]

0 <

du} ,

et par application du théoréme de la convergence dominée ([1.6.5)) on obtient la convergence

E {sup

t<T

IN

T
. |:/ ‘wkmym (U, Yukmvm’ Z’l]jmym) - f(u) Y'Lu Zu)
0

IN

T
+8 | [ |yt 2 = i 2
0

vers 0, quand m — 00, des deux derniers termes de la derniére inégalité. En effet, cela est
possible grace a la convergence uniforme sur les compactes de (gpkmvm (t,w, ., .))m>0 vers

f(t,w,. ) (Remarque (3.3.1))), au fait que f et (== m > 0), satisfont la condition (H1),

a la bornitude de (Y_km’m> et aux points (i) et (ii) ci-dessus.
m>0
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Par conséquent si on pose, pour t < T,
~ T T
Y, :§+/ f(u,Yu,Zu)du—/ ZydW,,
t t

km, Y
}/;mm—}/t

alors : & {sup } tend vers 0 quand m tend vers co. Par suite Vi < T, Y; = Y,

t<T
et donc Vi < T

T T
Y, =&+ / fu, Yy, Z,)du — / ZydW,,.
t t

3.3.2 Unicité de la solution

Nous allons maintenant étudier la question de 'unicité de la solution de EDSR (3.1]).
Pour cela nous aurons besoin de plus d’hypothéses de régularité sur f et .

On supposons que les conditions (H3) et (H4) ci-dessus sont satisfaites.

Proposition 3.3.1 : [l existe une constante n > 0 etY., Z. deux processus P-mesurables,

a valeurs respectives dans R et RP tel que :

SUP{|Yt| + ‘Zt‘ , 1< T} <.

dY, = —f(t,Ys, Z)dt + ZdW,, t < T,

Yy =€

Preuve. Soit # (resp. 6) une application indéfiniment différentiable sur R (resp. R?) vé-
rifiant 6 (y) =1 sily| <1,0<0<1letf(y)=0silyl >2 (resp. O(z) =1 si|z| <1,

0<O<1leth(z)=0 si|z|>2). Pour n > 1, on définit Papplication 6, (resp 6,) par :
en(y) :9(g>7 yERa
n
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(resp. 0, (z) = 0 (%) ,z € RP). Aussi, application f" telle que :

[y, 2) = f(ty,2)0 (y) 0n (2), (t,y,2) €[0,T] x R x R,

est différentiable en (y, z) et de différentielle bornée.

Soit o = sup {0 (v), |y| <2}, (0 est la dérivée de #) et N un entier > 1. Il existe
deux processus Y, et Z, (2.3.1)) P-mesurables a valeurs respectives dans R et R? tels que
vt <T,

T T
Y, :§+/ I (S,YS,ZS)dS—/ ZsdWs.
t t

De plus les points a) et b) suivants sont satisfaits (d’apres (1.6.3)) :

a) Pour tout t < T, Y; et Z; sont les éléments de D2 et pour tout u € [0,7], le couple

(DuYs, DuZt),oq vérifie,

T
DY, :Du§+/ (fN (5,5, Z) DY) ds
T ! T (3.3)
+/ (fN(s,Ys, Zy) Dy Zy) ds—/ D, Z,dW,, t <T.
t t

b) Vt € [O,T] 5 Dt}/;f = Zt'

Le fait que f> soit uniformément borné implique que (comme dans la preuve du théo-
réme (3.3.1)) en considérant I’équation rétrograde du point a) ci-dessus) pour tout ¢ € [0, 7.
Il existe donc P la probabilité sur (€2, F) équivalente & P ((1.6.1]) définie comme suite :

AP’ Ty (" 5 2
— =Ly =exp (s, Y Z)dWs — = | |fN (s,Ys, Z)| ds ¢,
dP o 2 /o

t
Le processus W) = W, — / N (s,Ys, Z,) ds est un (F;,P’)-mouvement Brownien et
0

pour tout t € [0,77], on a,

T T
D,Y, = Du§+/ fY(s,Ys, Z,) D, Yids —/ Dy, Z,dW!.
t t
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Si B désigne I'espérance sous P alors :

T 2
(/ \DUZSEds)
0

E' =E

Lr (/OT|DUZS|2ds)é]
< (E (Lr)?] E UOT |Duzs|2’dsDé |

Or le second membre de cette derniére inégalité est fini car D,Z, est un élément de

L% ([0,T] x Q,dt ® dP) et Lz est de carré intégrable puisque [ (s, Y, Zs) est uniformé-
t

ment borné en (¢,w). Il s’ensuit que le processus / D, ZsdW! est une (F;,P’)-martingale
0

car

t
/ Dy Z. AW
0

E {sup 1 < o0.

t<T

Par conséquent pour tout ¢ € [0, 7],

T T
BID.¢ | 7]+ [ Bl V.2 DY ) ds- 8| [ D.zaw;| 7],
t t
T
Comme E { / D, Z,dW, | Ft} =0 car :
t

T !

/ D, Z,dW,,

t
est une martingale. On a donc :
T
[DYi| <E[IDyg] | 7] +/ E (| £ (s,Ys, Zs) DJYS| | 7] ds.
t
Comme D, ¢ est bornée alors :

T
DY < M+ (sup) EA (t,y,z)‘/ E[|D.Y;| | F] ds. (3.4)
t,y,2 t
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On prenant 'espérance conditionnelle sachant F,, dans (3.4]) avec u <t :

T
BIDLY| ] <M+ sup [ <t,y,z>\/ E(D.Y| | . ds.
t

(ty,z

d’aprés le lemme de Gronwall (1.6.1)) et uw =t :

|DtY;f| S Mexp{(T—t) sup ‘fé\ﬂ (tvyv Z)}}

(ty,2)

< M exp {T sup |ny (t,y,z)]}-

(t,y,2)

OrVi(ty,z),

50w 2)] < 18 (g, )|+ 5 1y )],

et que fV (t,y,2) =0si |y| > 2N ou |z| > 2N. Par suite pour tout ¢ < T,

|D,Y;| < M exp (T|f;

« T .
N + Na ’f|N) )
ol pour toute application g définie sur [0, 7] x RPT!,
9y = sup {lg(t,y,2)[, (£, 9], |2]) € [0,T] x [0,2N]"} .
Aussi grace a ’hypothese (H3) :

|D,Y;| < Mexp(cT(1+1In(l+1In(l+4N))))expLca(l+4N)

< d(1+1In(1+4N))7 exp Lca(l +4N).

Par ailleurs soit (37, Z) et (Y, Z_) les solutions des équations rétrogrades suivantes :
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Vi < T,

Y| + | Z,

Y, :§+/ c(1+ )ds—/ Z,dW,,
tT tT

Voo—¢- [ e i+ |z])ds - [ Zaw.
t t

Aussi, comme dans la preuve du lemme (3.3.2)) "il suffit de prendre ™™ (s, Y™ Zm") =

c(1+|Y;|+|Z,|) de méme pour ¢ (1 +

s ) " on montre qu’il existe deux constantes

Y;

M et M positives telles que pour tout t < T, < M et ‘Yt‘ < M. De plus comme fV

est de croissance linéaire alors le théoréme de comparaison (2.4.1)) nous permet de déduire
que pour tout ¢t € [0,7], on a ¥; <Y; <Y} et donc |Y;| est borné par max(M, M). Par

conséquent si N est plus grand que max(M , M) ainsi que
/ cT T
d(1+1In(1+4N)) expﬁca(l—l—élN),

alors : fN (t,Y;, Z,) = f(t,Y;, Z;), Vt € [0,T]. 1l S’ensuit que le processus (Y, Z,) vérifie :
(i) sup{|Ye| +|Z|, t<T} <2N =n.
T T
() Y, =€+ | f(s,Ys Z,)ds — / ZdW,, t <T.
t t

Théoréme 3.3.2 : Si le couple (f,§) vérifie les conditions (H3) et (H4) ci-dessus, alors

la solution de l’équation rétrograde (3.1)) est unique.

Preuve. Soit (Y, Z’) une autre solution de cette équation. Comme & est bornée et f est

de croissance linéaire alors Y, est bornée. Par ailleurs pour tout t € [0,7] on a :

T
Y, =&+ st;,Z)ds—/ZdWS,
t

T
Y/ —5—1—/ f(s, Y], Z0) ds—/ ZdW.
¢

On approxime f par une suite double (¢™™,n,m > 0) d’applications Lipschitziennes telle
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que ™™ — f. De plus :

7,1M—00

l ™™ (t,w,y, 2)| < c(14 |yl + h(y). |z]")

pour tout t,w,y et z. Il s’ensuit que le couple (™™ &) posséde les propriétés de (f, &)
du théoreme (2.3.1) . Par conséquent il existe un couple de processus (Y™, Z""™) qui

vérifient :

T T
=gt / P (s, YO 23 ) ds — / Zymdws,
, t T K T
Y/ = ¢ 4 / @ (s, Y, 2 ) ds — / ZmdW.
t t

Il s’ensuit que,

T T
Y;n’m B Y;n’m — / (Spn,m(s’ st,m7 Z;z,m) _ @n’m(s, Y;,/n’m, Z;n,m))ds o / (Z;z,m o Z;n’m) dWS,
t t
T
= / (™™ (s, Yo, Z5m) — @™ (s, Y, Z0™) ) ds
tT T
‘l‘/ sDn,m(s’ Y;n,m’ Z;L,m) _ Son,m(s,y;n,m’ an,m)ds _ / (Zg,m _ an,m) dWs,
t t
Aussi, appelons ™™ = ((0¢™™);)i<r le processus tel que pour tout t < T,
(Y 20T — ot (Y, 20)

5S0n,m (t, nn,m) ZZ’L,TI’L) — ZZl,m _ Zt’I'L,m

0, sinon.

c on,m 'n,m
y Sl Zt - Zt % 07

La bornitude de Y, ™™ et Z™™ implique que §o™™ est un processus uniformément borné.

Il existe donc une probabilité P™™ sur () équivalente a P ((1.6.1)) telle que :

t
th,m — Wt _ / 5S0n,m<8’}/;n,m7zg7m)d8’
0
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est un (F;, P™™)-mouvement Brownien (|1.6.4)) . Par suite pour tout ¢ € [0,7] on a,

T
Y;n,m . }/t’n,m — / ((,Dn’m(s, Y;n’m, Z;z,m) o wn,m(s’ Y;’n,m7 Z;L,m))ds
'r (3.5)
= / (Zpm — Zm) dwrm,
t

Prenant ’espérance conditionnelle sachant F; dans (3.5) : comme Z™"™ et Z_/”’m €

t
L*([0,T) x Q,dt ® dP) alors : </ (zpm — Z ) de"m> est une (F;)-martingale
0 0<t<T
nulle en 0 et donc on a nécessairement :

T
Y;n,m . Y;,mm _ / E [(’On,m<87 Y;n,m7 Z:,,m) _ (,On,m<s’ Y;/n,m’ Z;’L,m) | :/‘E‘t} ds.
t

Comme ™™ est Lipschitzienne alors,

T

Y;n,m o Y;n,m‘ S C/ E [ }/;n,m o }/S/n,m‘ | ft:| dS, (36)
t

Prenant maintenant I’espérance dans ({3.6]) :

, T
t

Y*Sn,m - Y;/n,mH ds.

Aussi grace a le lemme de Gronwall (1.6.1) on déduire que, P-p.s. [Y;*™ — Y,™™| = 0,

vVt < T, et d’apres (3.3.1) on trouve que :

On déduire que Y; =Y/, Vt < T. Cela entraine aussi que Z; = Zj, Vt < T et donc l'unicité

de la solution de I’équation (3.1)). m

43



Conclusion

ans ce modeste travail, nous avons essayé d’exposer deux résultats d’existence

Det d’unicité de la solution d’une EDSR.

Le premier résultat est fondamental établi par E. Pardoux et S. Peng en 1990 qui étudier
le cas ot le générateur f est globalement Lipschitzien avec une condition terminale &, Fr-
mesurable et de carré intégrable. La preuve de ce résultat est basée sur le théoreme de
représentation des martingales Browniennes et un argument de point fixe.

Le deuxiéme résultat, traite le probléeme de 'existence et 'unicité des solutions pour
I’EDSR dont le générateur f est localement Lipschitzien et la condition terminale £ est
borné. Ce résultat a été établi par S. Hamadéne en 1996 dans le cadre d’affaiblir la
condition Lipschitzienne, I'idée de la preuve est d’approximer f par une suite double
(™™ n,m > 0) d’applications Lipschitziennes ou le couple (™™ &) possede le résultat
de Pardoux-Peng, par conséquent il existe un couple de processus (Y., Z™™) de limite
est (Y., Z.) qui est la solution de I’équation associée a (f,&) .

Ce dernier résultat peut étre s’étendue dans le cas ot le générateur f n’est pas loca-
lement Lipschitzien . Plus précisément, si f est seulement continue en (y, z), de la méme
maniére que la preuve du théoréeme d’existence ([3.3.1) on montre que 1’équation associée

a (f,€&) admet une solution (non unique en général).
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Annexe : Abréviations et Notations

Les abréviations et notations souvent utilisées dans ce mémoire sont expliquées ci-dessous :

Ensemble des fonctions une fois dérivable et dont

1
¢ la premiere dérivée est continue.
- Ensemble des fonctions deux fois dérivable et dont
la dérivée seconde est continue.
. Ensemble des fonctions indéfiniment dérivables dont
“ les dérivées de tous ordre sont bornées.
Lt Espace des processus intégrables.

Ensemble des variables aléatoires , & valeurs dans R¥,
L? (Q,]—"T,]P’, ]Rk)
Fr-mesurable et de carré intégrables.

Mesure produit de mesure de Lebesgue sur [0,7] avec

dt @ dP
la mesure de dP.

o* (ou z*%) Transposée de la matrice o (ou z).
B(RPH) Tribu borélienne sur RPF.
m ®Q P-p.p Presque partout par rapport la mesure m ® P.
P-p.s Presque stirement pour la mesure de probabilité P.

1 ,xz€eA
14 Indicatrice de A est noté : 14 (z) =

0 ,xz¢A
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Annexe : Abréviations et Notations

RF Espace réel euclidien de dimension k.
RFxd Ensemble des matrices réelles k& x d.
ie C’est-a-dire.

resp Respectivement.

v.a Variable aléatoire -

Espace vectoriel formé des processus progressifs f;, tel que :
2

T
H 4 2
1flls =B [fil7dt ] | < oo
0
Lt Espace des variables aléatoires X, tel que, || X||; =E (|x |4) < 00.

tr(M) Trace de la matrice M.

N Ensemble négligeable.

N Ensemble des négligeables N.

(.].) Produit scalaire.

max Maximum.

Ep Espérance par rapport a la probabilité P.
Id Matrice identité.

1flloo | sup{lf(2)I}-

EDSR Equation différentielle stochastique rétrograde.

EDS Equation différentielle stochastique.
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