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Introduction

es martingales sont un outil clé de la théorie de probabilité modern, en particulier

Len ce qui concerne assertion de convergence et théorémes limite connexes. Les
orientations de technique martingales peuvent étre retracées a des articles d’analyse par :
Kac, MarcinKiewicz, Palé, Steinhaus, Wiener et Zygumund début des années 1930.

En théorie des probabilités, la premieére apparition du mot martingale (et nom du
concept) se trouve dans la these de Jean Ville en 1939. Il précise que ce terme est em-
prunté du vocabulaire des joueurs. Notons que la dénomination anglaise a été reprise de
la francaise par Joseph Leo Doob. Dans le langage des jeux, le terme martingale apparait
pour la premiére fois en 1611 dans le dictionnaire franco-anglais de Randle Cotograve.
L’expression a la martingale est définie avec le terme : « absurdly », « foolishly ».

Le nom martingale est synonyme de jeu équitable, c’est-a-dire d’un jeu ou le gain que
I’on peut espérer faire en tout temps ultérieure est égal a la somme gagnée au moment
présent. En probabilités, On appelle donc martingale un processus stochastique (X,,), tel
que I’ espérance conditionnelle F[X,, /X, ] est égale & X,, pour tout m > n. Les martingales,
ainsi que leurs variantes les sous martingales et les sur martingales jouissent de nombreuses
propriétés qui les rendent trés utiles dans I’étude de processus stochastique plus généraux.
L’étude des martingales qui est proposée ci-dessous repose trés fortement sur I’algebre des
espérances conditionnelles.

Les semi martingales continues constituent la classe générale de processus a trajectoires

continues pour laquelle on peut développer un théorie de l'intégrale stochastique, par



Introduction

définition une semi martingale est la somme d’une martingale (locale) et d’un processus a
variation finie.

Dans ce mémoire, qui ce compose de trois chapitre :
Chapitre 1 (Notions générale) : Dans ce chapitre nous exposons les notions générale de
base utilisées le long de ce mémoire on d’écrit d’abord la définition d’une tribu et filtration
et son propriétés, puis on s’intéresser a les processus stochastiques.
Chapitre 2 (Martingales et Semi martingales) : Dans ce chapitre on donne quelque
définitions, propositions, des théorémes fait avec démonstrations et des résultats sur la
martingale et semi martingale.
Chapitre 3 (Intégrale Stochastique) : Dans ce chapitre nous nous soucions pour la
définition de l'intégrale stochastique et quelque propriétés, puis l'intégrale stochastique
par rapport la martingale de carré intégrable, le cas d’une martingale locale, et semi

martingale.



Chapitre 1

Notions générales

l ‘objet de la théorie des processus stochastiques (ou aléatoire) est I’étude des phé-
nomeénes aléatoires qui dépendant du temps. Ce chapitre présente les notions

générales de base sur les processus stochastiques.

1.1 Généralités sur les processus stochastiques

1.1.1 Tribus et Filtrations

Tribu

Définition 1.1.1 On appelle "tribu d’événements sur Q" tout partie F C P(Q) telle que :
i) Qe F

ii) Aec F = AC € F( stabilité par passage complémentaire).

iii) (An)n>1 CF = Up>1A4, € F (stabilité par réunion dénombrable).

Le couple (Q0,F) s’appelle "espace probabilisable” ou "espace mesurable”.

Remarque 1.1.1 On dit F C P(Q) est une algébre sur Q si elle vérifie i), ii) et iii) A,

B e F = AU B € F( stabilité par réunion fini).

Propriété 1.1.1 1. ¢ € F.
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2. ABeF — A\B=ANB°cF.
3. AABEF — AAB€ F.
4. (An)n21 CF = nglAn e F.

5. lZ?TLlIIfAn = UnZl ﬂan Ak, limsupAn = ngl Uan Ak
n n

Définition 1.1.2 Soit Fune famille non vide de partie de 2. On appelle "tribu engen-
drée par F" la plus petit tribu o(F), contenant F.

o(F) est lintersection de toutes les tribus contenant F.
Remarque 1.1.2 La rénion de deux tribus n’est en générale pas une tribu.

Filtration :

Définition 1.1.3 Soit (2, F,P) un espace probabilisé. Une filtration de (2, F,P) est une
suite croissante de sous-tribu Fo C Fy C ... C F, C ... C F. On dit alors que (Q, F, (Fp)nen, P)

est une espace probabilité filtré.

Remarque 1.1.3 1. La filtration est continue & droite au sens o :
-,'E;‘/ = ms>t-"t.s

2. Une filtration G est dite plus grand que F si : Fy C Gy, Vt > 0.

Définition 1.1.4 On appelle tribu prévisible, la plus petite tribu sur |0, 4+00[Xx €2, notée P

engendrée par tous les ensembles de la forme :

Js,t[xA, 0<s<t,AecF



Chapitre 1. Notions générales

1.1.2 Processus stochastiques

Définition 1.1.5 Un processus stochastique X = (Xy)ier est une famille des variables
aléatoires définies sur un méme espace de probabilité (0, F,P) tel que l'indice t est souve-
ment interprété comme le temps.

- ST CN on dit que le processus est temp discret.

- Si T C R, on dit que le processus est temp continue.

Remarque 1.1.4 — Pourt € T fizé, w — X, (w) est une variable aléatoire.

— Pour w € Q fizé, t — X, (w) est une trajectoire du processus.

Remarque 1.1.5 La filtration (F;) définie par :

Fi=0(Xgs<t), t>0.

S’appelle la filtration naturelle du processus (X;),., et on la note par (.EX ) . L’interpré-

tation de la filtration naturelle (.7-"tX ) est que F;X contient toutes informations sur les

teT

variables aléatoires (X),., -

Définition 1.1.6 Un processus X = (X;)ier est dit a trajectoires continues si, les

applications t — X, (w) sont continues pour presque tout w.

Définition 1.1.7 Un processus X = (X, )ier est dit mesurable si, l'application définie

sur (Ry x QB (Ry) ® F) par (t,w) — X (w) est mesurable.

Définition 1.1.8 Un processus X = (Xy)ier est dit adapté si pour tout t > 0, X, est

Fi-mesurable.

Remarque 1.1.6 Un processus X = (X;)ier est toujours adapté par rapport & sa filtration
naturelle

Ff=0(Xss<t).
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Définition 1.1.9 Un processus X = (X;)ier est dit progressif (ou progressivemment

mesurable) si, pour tout t > 0, (s,w) — X (w) est mesurable sur [0,t] x Q muni de

B ([0,7]) ® Fi.
Remarque 1.1.7 Un processus progressif est un processus adapté et mesurable.

Proposition 1.1.1 Soit X = (X;)ier un processus adapté et a trajectoires continues a

droite, alors X est progressif.

Définition 1.1.10 Soit (F,), o une filtration. Un processus X = (Xy,), oy est dit prévi-

swble si, X,, C F,_1, pourn > 1.

Définition 1.1.11 Un processus X = (X;)ier est dit gaussien si, toutes ses lois fini-
dimentielles (Xy,,X4,,-.,Xy, ) sont gaussiennes pour tout n € N et 0 <t <ty < .. <t, €

T.

Autrement dit X = (X;)ser est un processus gaussien si et seulement si, toute combinaison
linéaire de ses marginales

alth + a2Xt2 + ...+ anth
suit une loi gaussienne, Vn € N /11, t5,....t, € T, a € R™.

Définition 1.1.12 Un processus est dit caglad (continue & gauche, et limité a droite) si

ses trajectoires sont continue a gauche, pourvues de limites a droite.

Définition 1.1.13 Un processus est dit cadlag (continue a droite, et limité o gauche) si

ses trajectoires sont continue & droite, pourvues de limites a gauche.

Définition 1.1.14 Soit X = (Xy)ier et Y = (Yy)ier deux processus stochastiques sont

indistinguable si et seulement si,

P(X,=Y,:teT)=1.
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Définition 1.1.15 Soit X = (X;)ier un processus stochastique Fi-adapté, on dit que

i) X est a accroissements indépendants si, pour tout s < t la variable aléatoire X; — X
est indépendant de F.

i1) X est a accroissement stastionaire si, la loi de variable aléatoire Xy — X pour s < t,

ne dépend que de t — s i.e)
Xt—XSNXt_S—XQ VOSSSt

Définition 1.1.16 Soit X = (X)) un processus stochastique, on appelle variation infi-

nitésimal associé a une subdivision m, = (17,15, ...,t") de Uintervalle [0,T] par
n
V() o= 30 | Xop = X | [P
i=1

Si V£ (m,) a une limite dans un certain sens lorsque

H T Hoo:: mﬁtx | t?—s—l =t |72)o 0

la limite ne dépend pas de la subdivision choisie, on I'appelle variation d’ordre p de X sur
[0,77.
e Si p = 1, la limite s’appelle variation totale de X sur [0, 7] .

e Sip = 2, la limite s’appelle variation quadratique de X sur [0, 7] noteé¢ (X, X); = (X),.

1.1.3 Processus de Markov

Définition 1.1.17 Soit (2, F,P, (F,)ier) une base stochastique, et soit X = (Xi)ier,
X; : Q — R un processus stochastique on dit que X est un processus de Markov si X est

adapté et pour tout s,t >0 et B € B (R) on a que :

P (Xt € B/F,) =P (Xt € B/o (Xy)) . Presque stre.
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1.1.4 Mouvement Brownien

Définition 1.1.18 Soit (Q, F,P, (F;)er) une base stochastique et w=(w;),.p un processus
stochastique, on appelle w est un mouvement brownien si et seulement si :

i) w est (Fy),ep —adapté a trajectoire continue P.p.s.

1) w est & accroissements indépendants i.e) V0 < 51 < 59 < ... <5, < s <t < 00, la
variable aléatoire wy — wy indépendante de F¥ = o (wy,u < §).

i11) w est & accroissements stationnaire i.e) Y0 < s <t <00, on a :wi—ws ~ N (0, — ).
Remarque 1.1.8 Siwy = 0 P.p.s. dans ce cas le mouvement brownien est dit mouvement
brownien standard (w; ~ N (0,1)) .

1

Définition 1.1.19 On appelle mouvement brownien dans R?, un vecteur (w w2, ...,wd)

ot les w' sont des mouvements browniens réels indépendants.

Remarque 1.1.9 La variation quadratique d’un mouvement brownien existe dans L? (£2),

(w,w)p =T.

1.1.5 Processus de Poisson

Définition 1.1.20 Soit (Q, F,P, (F;)ier) une base stochastique et N = (Ny),o un pro-

cessus stochastique, on appelle N est un processus de poisson avec intensité \ si vérifier :

i) N est un processus cadlag ( continue & droite et limité a gauche).
ii) N est a accroissement indépendante de FY := o (N,,u < s).

iii) N; — N, ont des loi de poisson avec paramétre A (t — s) i.e)

()"
P(Nt — Ns = k) = TG_M

ot jp=A(t—s).

Propriété 1.1.2 1. Un processus de poisson est a accroiossements stationnaires.

8
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2. Un processus de poisson est localement continu en probabilité.

Le mouvement brownien et le processus de Poisson sont deux représentant d’une classe
plus vaste de processus dit de Lévy (processus cadlag a accroissements indépendants et

stationnaires).

1.1.6 Espérance conditionnelle

Définition 1.1.21 Soit X est une variable aléatoire réelle sur (2, F,P) , intégrable (E[| X|] < 00)
et soit G une sous tribu de F, on appelle espérance conditionnelle de X sachant G et on

note B [X /G|, qui satisfait les deuz conditions suivants :
i) B[X/G] est G-mesurable.
i) VAe G, ona [, XdP= [, E[X/G]dP.

Propriété 1.1.3 1. E[X/{2,Q}] =E[X].
2. E[E[X/F]] =E[X].
3. Si X est F-mesurable, alors E[X/F| = X.
4. Si X est indépendante de F, alors E[X/F] =E[X].
5. Linéarité : pour tout N € R, EANX +Y/F] = \E[X/F|+E[Y/F].
6. positwvité : si X > 0, alors E[X/F] > 0.
7. Monotonie : si X <Y, alorsE [X/F| <E[Y/F].
8. Si 'Y wariable aléatoire F-mesurable, alors B[XY/F|] =YE[X/F].
9. Soient G,’H deux sous tribus de F siH C G, alors B [E [X/G] /H] = E[E[X/H] /G] =
E[X/H].
10. Lemme de Fatou : Si les (X,,), intégrable et positives, alors :E [lirrlan/ .’F} <
liTanE (X, F].
11. ( Inégalité de Jensen conditionnelle ) : Si une ¢ fonction convexe alors :

P[EXF)] < Blop(X)/F].
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1.1.7 Notions de convergence

Définition 1.1.22 Soient X et (X,,), .y des variables aléatoires réelles définies sur un

méme espace probabilisé (2, F,P),

1. On dit que X, converge presque sirement vers X si,

P ({w €Q: lim X, (w) =X (w)}) ~1.

2. Sip >0, on dénote par L* (Q, F,IP) ’ensemble des variables aléatoires X telle que

E(|X|P) < 400, si X,, X € LP, on dit que X,, converge dans L* vers X si,

lim E(|X, — X|") = 0.

n—-+o00

3. On dit que X,, converge en probabilité vers X si,

lim P ({|X, — X| >¢}) =0,Ve > 0.

n—-+o00

Proposition 1.1.2 - La convergence presque sire implique la convergence en probabilité.
— La convergence dans LP implique la convergence en probabilité.
— La convergence dans LP implique la convergence dans L? pour tout q < p.

- Si X,, — X presque stirement et | X,, |<Y Vn avec Y € LP, alors X, — X dans LP.

Théoréme 1.1.1 (Fatou)

n

P (lim iann) < liminfP (A,) < limsupP (4,) <P (lim supAn) .

Théoréme 1.1.2 (Borel-contelli)

n

YP(A,) <oco=P <lim supAn> = 0.

10
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1.1.8 Théorémes de passage a la limite

Proposition 1.1.3 (Convergance monotone)Si X,, > 0 est une suite croissante de

v.a. réelles qui converce p.s vers X, alors
B[X,/6] — B[X,/G].

Théoréme 1.1.3 (Convergance dominée)Si X,, — X et si A7 intégrable tel que pour

tout n on a |X,| < Z alors :

E[X,/¢] — E[X g].

1.1.9 Temps d’arrét

Définition 1.1.23 Un temps d’arrét T est une variable aléatoire & valeurs dans NU{+oo0}
telle que pour tout n > 0

{w/T (w) <n}eF,.

Proposition 1.1.4 soient S et T des temps d’arrét, alors S+ T, sup{S,T} etinf{S, T}
sont temps d’arrét.

En particulier : T + k, sup{T, k} et inf {T,k} sont temps d’arrét, Vk € N.

- 81 S <T alors, Fs C Fr.

~ Soit (T},),,cn » une suite de temps d’arrét alors, supT, et infT,, sont deux temps d’arrét.

Définition 1.1.24 FEtant donné un processus (X, ), oy de variables aléatoires adaptées et

T un T.A.on appelle processus arrété a l'instant T la suite définie par : Yw € §2
Xg; (w) = XT(w)/\n = an{n<T(w)} + XTl{nZT(w)}-

Remarque 1.1.10 L’application T : Q — R est appelée temps optionnel par rapport
a la filtration F st {w /T (w) < n} € F,, Vn € N.

11
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Définition 1.1.25 On appelle tribu des évenements interieur T et on note Fr la tribu :

Fr={AeFVn>0,ANn{T <n} e F,}.

1.2 Intégrabilité uniforme

Définition 1.2.1 Une famille (X;),de variables aléatoires est dite uniformément inté-
grable si,

lim( supEHXi\ Lyx,>a3]) = 0.
M—+oo i

une telle famille est nécessairement bornée dans L'.
Théoréme 1.2.1 Si X,, — X en probabilité, alors les trois conditions suivantes sont
équivalentes :

i) La famille (X,),, est uniformément intégrable.
ii) X,, — X dans L'

iii) B{[X,[] — BX]].

12



Chapitre 2

Martingales et Semi martingale

I ]n calcul stochastique, une martingale designe un type de processus stochastique,
ce type de processus X, est telque sa valeur espéré connaissant l'information
disponible & une certaine date s, dénotée F; est la valeur & cette méme date : E [X;/F,| =

.Xs Dans cet chapitre on étude les différents types des martingales.

2.1 Martingale

Définition 2.1.1 Soit (2, F,P) un espace de probabilité muni d’une filtration F = (F;)se;-
Un processus & valeurs réelles X = (Xy)er est une F-matingale si :

— Il est adapté a la filtration (F;) ce qui veut dire que pour tout t € I, X; est F;-

tel

mesurable.

— Chaque variable X, est intégrable, et pour tout (s,t) € I x I avec s <t alors,
X =E[X;/F.

On dit que X est une F-surmartingale (resp une F-sousmartingale) si ’égalité ci dessus

est remplacée par : Xg > E[X,/Fs] (resp Xs < E[X;/F)).

*) Si I CN  on dit que la martingale au temp discret.

13



Chapitre 2. Martingale et Semi-martingale

*) Si I C R, on dit que la martingale au temp continue.

Remarque 2.1.1 La condition ii) est équivalente & B[ X; — Xs/Fs] = 0 car résultat X
est connu, ou bien

VA€ F, E[X14=E[X,14].

Exemple 2.1.1 (Martingale fermée) Si X € L' (Q,F,P) on pose : X,, = E[X/F,]
alors (Xn),>, est une martingale.

En effet : le processus est adapté et intégrable, et on a ¥Vn >0

E [Xn—&-l/FH] =E [E [X/fn—&-l] /fn]
- B[X/F,

= X,.

Exemple 2.1.2 (Marche aléatoire sur R) Soit z € R et soit (Yy,),-, une suite des
variables aléatoires réelles indépendantes et de méme loi u, telle que B[|Y1]] < 4+o00. On
pose : Xo=zxetX,=x+Y+Yo+..4+Y, si,n>1.
On définit aussi la filtration (F,), ey par{Fo = {¢,Q} et F, = 0 (Y1,Y2,...,Y,) si, n > 1}
alors, (Xn),5 est
une martingale si B[Y;] = 0.
une sur-martingale si E[Y;] < 0.

une sous-martingale si E[Y;] > 0.

Exemple 2.1.3 Soit (N;),squne processus de poisson de paramétre A ,alors (N;),, est
une sous-martingale par rapport & la filtration naturelle de N et le processus (Ny — At) est
une martingale par rapport & la filtration naturelle.

les deux processus sont bien évidement adaptés et intégrables et on a V0 < s <t
E [N, — Ng/Fs] =E[N; — Ng] = A(t —s) > 0.

14



Chapitre 2. Martingale et Semi-martingale

eton a :

E[(Ny = At) /F] = B[((N: — Ny + N,) = At) [ Fy]
=E[(N: — N,) [Fs] + Ny — At
=A(t—5)+ N, — N\

= N, — A\t

2.1.1 Propriétés

1. Le processus X est une martingale si et seulement si, elle a la fois une sous-martingale
et une sur-martingale.

2. Vn,m € N tel que n <m, B[X,,/F.] = X,.

En effet :

E [ X/ Fp] = B[EB(Xp/Fro1)/ Fo]
= B[ Xy 1/Fn]
= B[EB(Xn1/Fm2)/Fn]

=K [Xm—Q/fn]

= B[X01/F] = X,

Sim <n,B[X,/F.] = Xn.
3. Si (X,),cy €st une F-martingale (resp F-surmartingale, F-sous martingale) alors, la

suite (B (X)), cy est constante (resp décroissante, croissante). En effet : Vn € N,

E[X,1/Fl =X, = E[EX,./F]=E[X,]
—  E[X,.]=E[X,].

15



Chapitre 2. Martingale et Semi-martingale

2.1.2 Transformées de martingales

Proposition 2.1.1 Soit f : R — R une fonction convexe et (X,,), une suite de variables
aléatoires adaptée telles que B[] f(X,)|] < oc.
o Si (X,), est une martingale, alors f(X,,) est une sous-martingale.

o Si (X,), est une sous-martingale et f croissante, alors f(X,) est une sous-martingale.

Preuve. On a par Jensen

E [f(XnJrlu:n)] > f(]E’ [Xn+1’-7:n]) = f(Xn)

si (X,)n est une martingale. De méme,

FE[XonlF]) > f(Xn).

Proposition 2.1.2 Soit (X,,) une suite adaptée de variables L* (Q) et (H,), une suite

prévisible bornée. On définit (H.X)o = 0 et pour tout n > 0,

(HX), = H(X; — Xo) + Ho(Xo — X4) + . + Ho (X — Xim1)

(On peut voir H comme une mise et X,, — X,,_1 comme un gain.) Alors :
o Si (X,), est une martingale, (H.X), aussi.
e Si (H,), est positive, et (X,,), une sur/sous-martingale alors (H.X,,), est une sur/sous-

martingale.

Preuve. Comme (H,,), est bornée, (H.X), est L? (). Elle est aussi bien adaptée. On a :

E [(H'X)n+1 - (H-X)n’}—n] =E [Hn+1(Xn+1 - Xn))’}-n]

= Hy 1B [X,0 — Xo|Fo] = 0.

16
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Proposition 2.1.3 (Décomposition de Doob)toutes F-sous martingales (Xy,), o 8 écrit

de fagcon unique se la forme :

X, =M, + A,.

Ou : (M,),cy est une F-martingale et (A,), .y est un processus croissante et prévisible
t.q: AU =0.

Preuve. Soit X = (X,,), .y une F-sous martingale, on définit Ay = 0 et ¥n € N*,

An+1 = A, +E [(Xn+1 - Xn) /Fn] :

Par construction, (A,),yest un processus croissante et prévisible car Vn € N, A, est

F,—mesurable et

de plus,

E [Mni1/Fa] = B[(Xns1 — Ans1) /Pl
=B [Xn1/Fn] — Anta
=E [ X1 /F] — Ap — EB[(Xpi1 — X0) [ Fl
= B[ Xos1/Fo] — An — B [Xoi1/Fo] + Xa
~ X, — A,

= M,.

On va montrer I'unicité : La décomposition est unique car : si, X,, = M,,+A, = M)+ A} on

17



Chapitre 2. Martingale et Semi-martingale

a:Ag=A;=0c¢et

A;1+1 - A;L = (Xn+1 - M;LH) - (Xn - Mrlz)

= (Xn—l—l - Xn) - (M1,1+1 - M/) .

n

Et
An+1 - An = (XnJrl - Xn) - (Mn+1 - Mn) .

D’ou, en conditionnant par F,

E A, — AL/ F)] =B [Xot1 — Xo/F] =E[Ani1 — A/ F).

Donc A, ., — A, = A1 — A, dou 4, = A, Vn € N* et par suite M), = M, ¥n € N

M, =X, — A, , M. =X, — A,.

n

Proposition 2.1.4 Soit (X;)i~o une sous-martingale ou une surmartingale. Alors pour
toutt > 0,

sup B[| X;|] < o0.
0<s<t

Preuve. Il suffit bien str de traiter le cas ou (X;);~0 est une sous-martingale. Puisque

(X})i>0 est une sous-martingale (X;)Taussi , on a pour tout s € [0, ],

E[(X,)"] < B[(Xo)].

D’autre part, puisque X est une sous-martingale on a aussi pour s € [0, ¢],

18
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En combinant ces deux inégalités, et en remarquant que || = 22" — z, on trouve

sup E | X,[] < 2E [(Xy)"] — E[X] < 0.

s€[0,t]

d’ou le résultat voulu. m

2.2 Théorémes d’arréts

Théoréme 2.2.1 (Théoréme d’arrét pour un temps d’arrét borné) Soient X = (X,,), oy

une martingale(resp sous martingale, sur martingale) par rapport (F,) et T un temps

neN?

d’arrét borné alors,
E [XT] =FE [Xo] (’I"GSp E [XT] 2 E [Xo] ,E [XT] S E [Xo]) .

Preuve. comme T est borné, il existe M >1 tel que 0 <T < M d'ouv Xpapy = Xp

M-1

Xp = Xoanr = Xo+ > Lpery (Xes1 — Xi) .
k=0

Or,pour chaque k =0,1,.... M — 1, on a :

E [1tkery (Xis1 — Xi)] = B [E [1pery (X1 — Xi) /Fi] ]

= B [Lpery B (X1 — X)) /Fi]] -
Maintenant, si X est une martingale (resp sous-martingale, sur-martingale), on a
E[(Xk41 — Xi) /Fi] =0 (resp=0,resp <0).

d’ot

E [1ikery (Xips1 — Xp)] =0 (resp > 0,resp < 0).
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par suite,
M-1
E[Xr] = E[Xo] + B [Lkery (Xps1 — Xi)]
k=0
=E[Xo] (resp>E[Xo],resp <E[Xp)).
[ |

Théoréme 2.2.2 (Théoréme d’arrét pour les martingales dominées) Soient X =
(Xn)nen une F-martingale, et T un temps d’arrét on suppose, de plus que

a) P{T < +o0}) = 1.

b) E {sup | X7 An|

n>0

Alors BE[| Xr|] < +o00 et B[ X7] = E[X,].

< +00.

Preuve. Comme T' A n est un temps d’arrét borné, d’aprés la théoréme précédente le
processus arrété (Xra,) implique E [ X7, = E[Xo] . Pour démontrer le théoréme, il suffit
de prover que  E[X7n,] — E[X7] et que X7 est intégrable.

La condition (a) implique que 'on a : X7, — X7 quand n — +o0.En générale,ce résul-
tat n’implique pas nécessairement que 'on a :E [X7n,] — E[X7].Ceci est pourtant vrai
ici, mais pour des raisons bien préciser que ’on détaille ci-aprés. posons 7 := sg%) | X7 An-

n>

D’aprés la condition (b), cette variable aléatoire, évidemment positive, est intégrable et
naturellement, pour tout n > 0, on a : | Xra,| < Z. Les conditions d’aplication du théo-

réme de convergence dominée de Lebesgue sont satisfaites. On peut donc conclure que Xr

est intégrable et que E [X7,] — E [X7], lorsque n tend vers l'infini. m

Théoréme 2.2.3 Soit (X;),., une sous-martingale positive indéxée par I C Ry.. Et on
note par J l'ensemble des T.A. prenant leurs valeurs dans un sous-ensemble fini de I.

Alors la famille {X,,7 € J} est uniformement intégrable.

20



Chapitre 2. Martingale et Semi-martingale

2.3 Théoréme de convergence des martingales réelles
dans L?(p > 1)

Théoréme 2.3.1 (La convergence dans L') Soit (X,,), . une (F,)-martingale, alors

les propriétés suivantes sont équivalentes :
i) (X,) est uniformément intégrable.
ii) Il eziste v.a.r.intégrable X telle que X, = E[X /F,| p.s pour tout n € N.

iii) (Xn),cy converge dans L (Q, Foo, P) vers une v.a. Xoo.

Théoréme 2.3.2 Soient p €]1,00[ et (X,,), oy une sous-martingale positive, possédant la
propriété suivante :

(i) supE [| X,|"] < co. Alors supX,, € Lk (2, Foo,P) et on a :

p p
Xl < 21Xl < Xl .
sup S [ Xooll, < 7SuP [ Xnll,

p
Preuve. On a supE [|X,|] < sup (E[\Xn]p})% < oo. (Holder). Alors la sous-martingale

(X,,) converge p.s. vers une v.a. X, et le lemme de Fatou en trouve que :

B [[Xool|”] < liminfE [| X, "] < supE [| X,["] = sup HXan

= ([ Xooll,, < sup [|Xal],-
n

La propriété (i) entraine l'uniforme intégrabilité de (X,,), (car supE[|X,|] < oo ), par
suite on a la convergence dans L' et (X,,), 5 est une sous-martingale.
On pose X* = sup X, et on désigne par psaloi (u (A) =P ({X* € A}) probabilitéportéepar R*) .D’aprés

une des inégalités de Doob on a :

oP({X* > a}) < / XodP Vo >0 (2.1)

{X*>a}
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On a aussi,

BV = [ty = [ ( / ypcpldc) 1 (dy)

= {)fpé“p’ldCu (dy).

OuD ={(¢,y),0 < (¢ <y < oo}.Enutilissant le théoréme de Fubini et I'inégalité (2.1) ,on

obtient :

E[(X")"] = /Ooo (/Coopcp‘lu(dy)) dg¢

_ / " P (1€, ool) d¢

0

_ / TP (X7 > () de

< / pCP? ( / XoodIP’) d¢ =1.
0 {X*>(}

D’aoprés Fubini, on obtient :

I= /QXOO (/UX pCp_ldC) dP

o p p—1 X*
_/QXOOp_l[C ]0 dP

=L Rmix,(xpY.

D’ou :

En utilisant I'inégalité de Holder (% =1- % = p%l) on obtient :

1

B [Xoo (X)) < 1 Xaoll, (B (X7 7)"

p—1

= [|Xooll,, (BL(X*)T]) 7.
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-1
Et en multipliant le premier et le dernier membre par (E [(X™*)? DPT on obtient :

Sy < P
(B[(X™)") Sp_lHXooHp-

2.4 Processus a variations bornées

2.4.1 Fonctions a variation fnie

Définition 2.4.1 Soit T' > 0. Une fonction continue F' : [0,T] — R telle que F'(0) =0
est dite a variation finie s’il existe une mesure signée. (ie : diférence de deur mesures
positives finies) v telle que F(t) = p([0,t]) pour tout t € [0,T]. La mesure est alors
déterminée de fagon unique : l'expression p(]s,t]) = F(t) — F(s) la détermine uniquement
sur la famille des intervalles |s,t| puis, par un argument de classe monotone, sur B([0,T1]).

De plus, F étant continue, j1 est sans atome. (ie : u ({t}) = 0 pour tout t€ [0,T1]).

Proposition 2.4.1 Il existe une seule décomposition pu=p, — p— minimale dans le sens
ou 1y et p_ sont deux mesures positives finies portées par des boréliens disjoints. 1l s’agit

de la décomposition canonique de .

Proposition 2.4.2 Une fonction F' est a variation finie ssi F' est diférence de deux fonc-

tions croissantes continues nulles en 0.

Preuve. Si F' est a variation finie, F'(t) = ([0, ¢]) et avec la décomposition canonique de p
de la Proposition , F est diférence de deux fonctions croissantes continues et nulles
en0: F(t) = u([0,t]) — pn_([0,t]) (si s et u_ ont des atomes, ils doivent nécessairement
coincider pour s’annuler ( g n’en ayant pas). Mais comme py et p_ sont censés avoir
des supports disjoints, c’est que de tels atomes n’existent pas : p, et p_ sont bien sans

atome. Réciproquement, si F' = F} — Fy avec Fi, I3 fonctions croissantes continues et
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nulles en 0 alors on associe p; et us des mesures positives finies a Fy, Iy et F' s’écrit alors

F(t) = (]0,t]) pour la mesure signée p = p1; — pio. M

Proposition 2.4.3 (Variation finie ou bornée) Pour tout t€[0,T], on a :

1 (0.) = sup {

titi<i<n

17 (0) ~ F (o)}

1=

ol le supremum porte sur toutes les subdivisions 0 = tq < t; < ... <t, =t de [0, 1].

2.4.2 Processus a variation finie

Définition 2.4.2 Un processus a variation finie V = (V;);>¢ est un processus adapté dont

toutes les trajectoires sont a variation finie au sens de la Définition (2.4.1)).

2.5 Martingales de carré intégrables et variations qua-
dratiques

Définition 2.5.1 La martingale continue M est dite de carré intégrable (ou martingale

L?) si pour chaque t, M; € L.

propriétés des martingale L? :
1. (M?),cn €st une sous-martingale.

2. Les accroissements AM,, = M,,— M,,_; de toute martingales de carré intégrable (Mn>neN

sont non corrélés, c-a-d orthogonaux dans L2
Théoréme 2.5.1 (Inégalité de Kolmogorov pour les martingales L?) Soit (M), .-
une martingale L?, on a : chaque n > 1

E [M2]

n

P (max (M, [Ma],.o [Ma]) 20) < =5
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Preuve. Soit T = inf {k € N*, |Mg| > 0} c’est un temps d’arrét, et par linégalité de
Markov

P<maX(‘M1’7 ’MQ‘ AR ’MnD > 9) = P({’MT/\n| > 9}) S 02

OrT An estun T.A. et T ANn < n. Et donc par le théoréeme d’arrét de Doob, Mry, =

E M,/ Fraa] et comme (M,,), _n. est une martingale L?, Mrg,, l'est aussi et donc :

neN
BM2,] < B[B [M2/Frp]] = B[M2] < +oc.

D’ot0 on obtient le résultat chercher

E[M},,) _ B[M)

P (max (|My|, |Msf,..., [My,]) >0) < 02 = f2

2.6 Martingales locales continues

Définition 2.6.1 Un processus adapté a trajectoires continues M = (M,), -tel que My =
0 p.s. est une martingale locale (continue), s’il existe une suite croissante (Tp,)nen de
temps d’arrét telle que T), T oo et pour tout n, le processus arrété M™ est une martingale
uniformément intégrable.

Plus généralement, lorsque My # 0, on dit que M est une martingale locale si M, =
My + N, ot le processus N est une martingale locale issue de 0.

Dans tous les cas, on dit que la suite de temps d’arrét T, T oo réduit M si, pour tout n, le

processus arrété M™ est une martingale uniformément intégrable.

Propriété 2.6.1 (Propriétés des martingales locales) a) Une martingale a trajec-

toires continues est une martingale locale (et la suite T, = n réduit M ).
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b) Dans la définition d’une martingale locale issue de 0 on peut remplacer “martingale
uniformément intégrable” par “martingale” (en effet on peut ensuite remplacer T,

par T, An).

c) Si M est une martingale locale, pour tout temps d’arrét T, MT est une martingale

locale.

d) Si(T,) réduit M et si S, est une suite de temps d’arrét telle que S, T 0o, alors la suite

(T, A Sy,) réduit aussi M.

e) L’espace des martingales locales est un espace vectoriel.

Proposition 2.6.1 i) Une martingale locale positive M telle que My € L' est une sur-

martingale.

ii) Une martingale locale M bornée, ou plus généralement telle qu’il existe une variable
Z € L' telle que, pour tout t > 0, |My| < Z, est une martingale (automatiquement

uniformément intégrable).

Preuve. (i) Ecrivons M; = My + N;. Par définition, il existe une suite (7},),en de temps

d’arrét qui réduit N. Alors, si s < ¢, on a pour tout n,

Ns/\Tn - E[Nt/\Tn/fs]'

En ajoutant des deux cotés la variable M, (qui est Fo-mesurable et dans L'),on trouve

Mg, = B[M,pr, /F.

Puisque M est a valeurs positives, on peut faire tendre n vers oo et appliquer le lemme de

Fatou (pour les espérances conditionnelles) qui donne :

M, > E[M,/ Fy].
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En prenant s = 0, on voit que B[M;] < E[M;] < oo, donc M; € L' pour tout ¢ > 0.
L’inégalité précédente montre alors que M est une sur-martingale.
i1) Si M est bornée (ou plus généralement dominée par une variable intégrable), le méme

raisonnement que ci-dessus donne pour s < ¢
A4;ATQ:Z]ELAQATh//]§}

Or par convergence dominée la suite M . converge dans L' vers M,, et donc on peut
tN\1n )

passer a la limite n — oo pour trouver :

A4; ::HEUMQ//jiJ‘

Lemme 2.6.1 La somme de deux martingales locales est une martingale locale.

Preuve. Si (7,,) réduit la martingale locale M et (.S,,) réduit la martingale locale N, alors
(T, A Sp,) réduit la somme M + N. Car (T, A S,,) suite croissante de T.A. tendant vers
Vinfini et (M + N)T"5) = (M T")S" + (N S")T" est une martingale (puisque (M T")S" et

(N S“)Tn sont des martingales). =

Théoréme 2.6.1 Soit M une martingale locale. Alors si M est un processus & variation

finie, M est indistinguable de 0.

2.6.1 Variation quadratique d’une martingale locale

Théoréme 2.6.2 Soit M = (M;):>o une martingale locale. Il existe un processus crois-

san continu et adapté noté ((M,M),) unique (& indistingabilité prés) tel que M? —

t>0’

(M, M), ,soit une martingale locale. De plus, pour tout T > 0, si 0 =t <t} < ... < ty, =
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T, est une suite de subdivisions emboitées de [0,T] de pas tendant vers 0, on a :

(M, M)y = Tim 35 (Myy — My 1>2

au sens de la convergence en probabilité. Le processus (M, M) est appelé la variation

quadratique de M.

Propriété 2.6.2 Si T est un temps d’arrét on a p.s. pour tout t > 0,

(M", MT>t = (M, M)

tA\T

Cela découle du fait que M2, — (M, M), est une martingale locale comme martingale

locale arrétée.

2.6.2 Crochet de deux martingales locales

Si M et N sont deux martingales locales, on pose

<M,N>t: (<M+N,M+N>t—<M,M>t—(N,N)t)

(M+N,M+N),—(M—N,M—N),).

=~ — N -

En particulier, (M, M) = (M) .

Proposition 2.6.2 i) (M, N) est l'unique (a indistinguabilité prés) processus a variation
fini tel que MyN; — (M, N), soit une martingale locale.

ii) L’application (M, N) — (M, N) est bilinéaire symétrique.

iii) Si 0=ty <ty <..<ty =t est une suite de subdivisions emboitées de [0,t], de pas

tendant vers 0, on a :

Pn

<M, N>t = lim Z (Mt? — Mt;L1> <Nt? — Nt?—l)
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en probabilité.
iv) Pour tout temps d’arrét T,

(MT,NT), = (M, N), = (M, N)

tAT *

Preuve. (i)découle de la caractérisation analogue dans le Théoréme (et l'unicité
découle du Théoréme (2.6.1)). (iiz) est de méme une conséquence de Passertion analogue
dans le Théoreme ([2.6.2)). (ii) découle de (iii). Ensuite, on peut voir (iv) comme une
conséquence de la propriété (iiz), en remarquant que cette propriété entraine, pour tous
0<s<

p.s.(M",N") =(M" N) = (M,N), sur{T >t}.

(MT",NT), —(M",N") =(M",N), —(M",N) =0 sur{T <s<t}.

Définition 2.6.2 Deux martingales locales M et N sont dites orthogonales si (M, N) = 0,

ce qui équivaut a dire que le produit M N est une martingale locale.

2.7 Semimartingales continues

Définition 2.7.1 Un processus X = (X;)i>0 est une semimartingale continue s’il s’écrit
sous la forme :

Xt:Mt+‘/lg.

Ou M est une martingale locale et V' est un processus a variation finie.
La décomposition ci-dessus est unique & indistinguabilité prés, toujours a cause du Théo-

réme ([2.6.1)).
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Si Y, = M; + V] est une autre semimartingale continue on pose par définition :
(X,Y), = (M, M/>t'

En particulier,

<X7X>t = <M’M>t'

Proposition 2.7.1 Soit 0 =tj <t} < ... <1} =1 une suite de subdivisions emboitées de

[0,t]de pas tendant vers 0. Alors,

lim > (X = X, ) (Yoo = Vi, ) = (X,Y),. Bn probabilité.

n00i=]

Preuve. Pour simplifier, traitons seulement le cas ou X =Y. Alors,

On sait déja Théoréme(2.6.2)) que :

n 2
lim (Mty - Mty_1> — (M, M), = (X, X),.

En probabilité. D’autre part :

n 2 n
> (V%;l - V;f?_1> < ( sup (Vi — V;t?_l’) > \Vip = Vin |
= 1<i<pn i=1
t
g(/ \dv;\) sup Vi — Vi |.
0 1<i<pn, | .

qui tend vers 0 p.s. quand n — oo par continuité de la fonction s — Vs et fot |dV| est

bornée (processus a variation bornée) Le méme raisonnement montre que :

Pn t
> (Mt? — Mt?_l) (V;f? - V%y_l>‘ < (/ |st|> sup
i=1 ' 0 1<i<pn
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tend vers 0 p.s. m

Proposition 2.7.2 (Inégalité de Kunita-Watanabe) Soient X, Y deuz semimartin-
gales et H, K deuz processus localement bornés (pour tout t, sup |Hg| < oo, idem pour

s<t

K). Alors p.s pourt >0

/Om I (/om |1 Id<4><,X>J>é </0+oo K2 (Y Y>s|)2 .

-
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Chapitre 3

Intégrale Stochastique

B eaucoup de phénomeénes en finance sont aléatoires et peuvent étre caractérisé par
les outils de calcul stochastique qui est une extension de calcul différentiel et inté-
grale classique dans laquelle les processus & temps continue remplacent les fonctions et les
martingales jouent le role des constantes. Il sert a la fois a construire de nouveau proces-
sus ; indispensable notament pour les modéles financiers et certains modeéles de ’assurance
et & determiner leurs propriétés. Ce chapitre est constitué de deux sections, premiérement
en commence par l'intégrale stochastique par rapport ¢ une martingale, deuxiement le cas

d’un semimartingale.

3.1 Intégrale stochastique

Définition 3.1.1 On veut généraliser l'intégrale de Wiener et définir fg 0sdBs pour des

processus stochastiques 6.

Cas de processus étagés On dit qu'un processus 0 est étagé (ou élémentaire) s’il existe
une suite de réels ¢;, 0 < t; < t; < ... < t, et une suite de variables aléatoires 0; telles
que 6; soit F;, -mesurable, appartienne a L*(Q2) et que 6, = 0; pour tout ¢ €]t;, t;,1], soit

08 (w) = Z;L;(} 0]' (Ld) l]tj,tj+1] (S)
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On définie alors
n—1

/Oooesst = ZQJ- (B (t;41) — B (t;))

=0

Onal[[70,dB,] =0et Var [[;°0,dB,] =E [~ 62ds] . On obtient :
t n—1
/ 0.dB, = 0; (B (tia At)— B(t; At)).

ce qui établit la continuité de ’application ¢t — f(f 0,dBs. SiT;, 0 <Ty <T) <...<T, est
une suite croissante de temps d’arrét, et si 6, = Z}:& 0; (W) 1jt,.1,4,) (8) ot 0; est une suite

de variables aléatoires telles que 0; soit Fr, -mesurable, appartienne a L3(£2), on définit

alors

t n—1
/ 0B, = 30, (B (Tya At) — B (T; A1),
0 par

Cas général On peut prolonger la définition de 'intégrale de Wiener & une classe plus
grande de processus. On perd le caractére gaussien de l'intégrale, ce qui est déja le cas pour
le cas de processus étagé. On définit les processus caglad de carré intégrable (appartenant
a L?(Q x R, ) ) comme I'ensemble I' des processus § adaptés continus a gauche limités &

droite, (F;)-adaptés tels que
< Q0.

16> = E UO 0%dt

Les processus étagés appartiennent a I'. On dit que 6,, converge vers 6 dans L*(Q2 x R,)

si||6 — 60,)> — 0 quand n — co.

L’application § — ||@]|| définit une norme qui fait de I un espace complet.

On a alors B [[;°0,4B,] = 0 et B | ([ 0,dB,)°| =B [[;0%ds] .

On note [ 0,dB, = [ 0,110 (s) dB,. Si 0 est étagé [ 0,dB, = 3, 0; (Bt,,iae — Bunt)-

33



Chapitre 3. Intégrale Stochastique

Plus généralement, si 7 est un temps d’arrét, le processus 1y () est adapté et on définit

TAL t
/ 0,dB, — / 0,10, () dB,.
0 0

Propriétés de L’intégrale stochastique On note A l'ensemble L2,

(Q x R,) des
processus 6 adaptés caglad vérifiant E [ fot Hgds} < oo, Vt.
1) Linéarité

Soit a et b des constantes et (6;;7 = 1,2) deux processus de A. On a

t t t
/ (ab; + b6?2) dB :a/ egster/ 02dB,.
0 0 0

2) Propriétés de martingale

Proposition 3.1.1 Soit M, = fot 0,dB, ot 0 € A.
a) Le processus M est une martingale & trajectoires continues.

2
b) Soit N; = (fot QSdBS) — fot 02ds. Le processus (Ny, t > 0) est une martingale.

Preuve. La propriété de martingale s’écrit

E K/Ot QudBu) /]—“s] = /O 0,dB,, Vt>s
E [(/t HudBu) /]—"5] =0

et implique en particulier que E [ fst GHdBu] = 0.

ou

La propriété b) équivaut a

( / t Gud8u>2 JF,

E

o[(f o)

Si Pon veut définir M; pour ¢t < T, il suffit de demander que 6 € L*(Q x [0,T1]), c’est &
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dire E [ fOT Hfdt} < o0 et que 6 soit adapté. Sous cette condition, (M;,t < T') est encore

une martingale. m

Corollaire 3.1.1 L’espérance de M, est nulle et sa variance est égale a E [fot szs] :

() ([ )] [ 050]

Si My (0) = fg 0sdBy et My (¢) = fot ¢sdBy, le processus

Soit ¢ € A.

M, (6) M, (¢) — /0 6,65ds.

est une martingale.

3.1.1 Intégration pour les martingales dans >

Définition 3.1.2 (Espace H?) On note H? ’espace des martingales M continues bor-

nées dans L? (Q) et telles que My = 0.

On définit alors un produit scalaire sur H? par (M, N)y2 := E[(M, N)_] et on note ||.||

la norme sur H? associée & ce produit scalaire :

L 1
Définition 3.1.3 (Espace L?*(M)) Pour M € H?, on note
L*(M) = L* (Ry x Q, Prog,dP ® d (M, M)) .

L’espace des processus progressifs H = (Hy)s>o tels que

+oo
E { H%d (M, M)s} < +00.
0
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L’espace L?(M) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

+o0
(H, K) 20y = B l H K d (M, M)_| .
0

Définition 3.1.4 (Processus simple) On note S le sous-espace vectoriel de L?(M) formé

des processus H (dits simples) de la forme

Hs(w) = ZZ::H(i)(w)l]tmi_‘_l](s). (31)

Ou0 <ty <t <ty <..<t, et pour chaque 0 < i < p, H;y est une variable aléatoire

F1,-mesurable et bornée.

Définition 3.1.5 Soient Me H? et HE S de la forme (3.1). On définit H.M par

p—1
(HM>t - ZH(i)(Mti.t,_l/\t - Mti/\t)-

i=0
Proposition 3.1.2 Soient M € H? et H € S. On a H.M € H? et pour tout N € H? :
t
(.M, N, = / Hod (M, N, = H. (M, N),.
0

Remarque 3.1.1 En général, on utilise la notation intégrale :

t
(HM)t:/ thMs-
0

pzl .

Preuve. On écrit H.M = Y M; ou M; := H; (M, ae— M, o) On commence par observer
i=0

que, pour chaque 1 <1 < p: (M}),5,est une martingale, En effet : pour s < ¢.
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B [Hay (M oni = Mine) /Fs] = HayB [(My,, 00 — Mipi) /]

— H(i)<Mti+1/\S - Mti/\s) — M;‘
puis si s < t;

E [H(i)<Mti+1/\t - Mti/\t)/]:s] - E [E [H(Z) (Mti+1/\t - Mti/\t)/‘?t,} /fs]

E [H(i)E [(Mipe — Myne) /F,] /]‘_s} =0= M.

. . P .
On a donc E[M/ /F| = M pour tout t > s et H.M = ) M" est bien une martingale.
i=0
De plus, comme H est bornée et M € H?, on a aussi H.M € H?.

Pour la deuxiéme partie, d’abord, si H = H;1y,4,,,, comme MN — (M,N) est une

martingale (car martingale locale bornée dans L? d’aprés la Proposition(2.6.2), alors
MU N — (M, N+ et MYN — (M, N)"
Sont des martingales. Par conséquent la diférence
(M = MY N = (M, N = (LN
Est aussi une martingale. Comme cette martingale est nulle en ¢ < ¢i et comme H;) € F,
Hey (M — M%) N — Hyy ((M, N)'™' — (M, N)").

Est encore une martingale puis en sommant sur 1 < i < p, (H.M)N — [; Hyd (M, N), reste
aussi une martingale. D’aprés la Proposition (2.6.2), on identife le crochet de (H.M) et
de N :

(HM),N)y=H.(M,N).
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Noter en particulier que :

(H.M,H.M) = H* (M, M).

Théoréme 3.1.1 (Existence de l’intégrale stochastique L?) Soit M € H?. L’ appli-
cation H € S — H.M s’étend en une isométrie de L*(M) dans H?. De plus,

1. La martingale H.M est caractérisée par la relation

(H.M,N)=H.(M,N), VN € H? (3.2)

2. Puis, si'T' est un temps d’arrét, on a une propriété d’arrét
(1pnH).M = (HM)" = HM". (3.3)
Avec des notations intégrales, cette derniére propriété s’écrit de facon naturelle :

t tA\T t
/ Lo H dM = / H dM = / HdM".
0 0 0

Proposition 3.1.3 (Associativité de I’intégrale stochastique L?) Soit M € H?. Si
K e L*(M) et He€ L*(K.M) alors HK € L*(M) et

(HK).M = H.(K.M).
Preuve. D’aprés le Théoréme précédante, on a :

(K.M,K.M) =K. (M,K.M) =K (M,M).
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Et donc

“+o00 “+o00
E { H2K?%d (M, M)s} =E { H2d(K.M,K.M)_| < +oo.
0 0

Ce qui garantit HK € L*(M). On montre la propriété caractéristique (3.2)) : si N € H?

on a :

(HK).M,N) = HK.(M,N) = H.(K.(M,N)) = H.(K.M, N) = (H.(K.M), N) .

3.1.2 Cas d’une martingale locale

Définition 3.1.6 (Espaces L2 _(M)) On note L2, .(M) l’espace des processus progressifs

loc

H tels que pour tout t > 0,
t
/ HZ?d (M, M), < +oo p.s.
0

On rappelle que, pour M wune martingale locale, on note toujours L*(M) [’espace des

processus progressifs H tels que :
+o00o
E { H2d (M, M)S} < +00.
0

Théoréme 3.1.2 (Existence de ’intégrale stochastique générale) Soit M une mar-

2
loc

tingale locale issue de 0. Pour tout H € L (M), il existe une unique martingale locale

1ssue de 0, notée H.M, telle que pour toute martingale locale N,

(H.M,N)=H.(M,N).
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De plus, la propriété d’arrét (3.3) reste vraie : Si T est un temps d’arrét, on a :
(LomH).M = (HM)" = HM". (3.4)

Proposition 3.1.4 Soit M une martingale locale, et soit H € L2 (M). Alors, pour tout

loc
t 2
([ )
0

Remarque 3.1.2 Le mouvement brownien B est une martingale locale pour laquelle le

t>0

E <E Uot H%d (M, M>S] (3.5)

Théoréme(??) définit donc Uintégrale (H.B); = fot H,dBs pour H € L} (B). Les intégrales

loc

stochastiques par rapport au mouvement brownien B s’appellent les intégrales d’Ité.

3.1.3 Par rapport a une semi-martingale

On achéve dans cette section la construction de 'intégrale stochastique en intégrant fi-
nalement par rapport aux semi-martingales continues. Pour cela, on dit qu'un processus

progressif H est localement borné si,

sup |Hy| < 400, p.s.,Vt>0

s<t

En particulier, tout processus continu adapté est localement borné. De plus, si H est

localement borné, pour tout processus V' & variation finie on a :
t
/ |Hy| |[dVy] < +00, p.s.,VE>0
0

De méme, pour toute martingale locale M, on a fot H2d(M,M), < +oo,ie) H € L} (M).

loc

Définition 3.1.7 Soit X = M + V une semimartingale continue, et soit H un processus

(progressif ) localement borné. L’intégrale stochastique H.X est alors définie par :

HX=HM+H.V.
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Et on note :
(HX); = /t H,dX,.
0
Propriété 3.1.1 i) L’application (H, X) — H.X est bilinéaire.
il) H(K.X)=(HK).X, si H et K sont localement bornés.
iii) Pour tout temps d’arrét T, (H.X)" = Hlpq. X = H X"
iv) Si X est une martingale locale, resp. si X est un processus a variation finie, alors il

en va de méme pour H.X.

v) Si H est un processus progressif de la forme :
p—1
Hy(w) = ;)H(i)(w)l]tiyti+l](s>‘
Ou, pour chaque i, Hy est Fy -mesurable, alors :
p—1
(H.X)e = > Hei(Xepyine — Xiine)-
i=0

Proposition 3.1.5 Soit X une semimartingale continue et soit H un processus adapté a
trajectoires continues. Alors, pour tout t > 0, pour toute suite 0 =t < ... < ty, =1 de

subdivisions de [0,t] de pas tendant vers 0, on a

pn_l t
lim ;) Hy (Xt;ul - th> = /0 HydX,

au sens de la convergence en probabilité.

Preuve. On peut traiter séparément les parties martingale et & variation finie de X. On
peut donc supposer que X = M est une martingale locale issue de 0. Pour chaque n,
définissons un processus H™ par

n 10 < s < P
HS(”): Hy sity < s <ty

0 st s>tous=0.
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Posons enfin, pour tout p > 1,
T, =1inf{s >t :|H,| + (M, M), > p}

et remarquons que H, H™ et (M, M) sont bornés par p sur U'intervalle |0, T})].

D’apres (3.5)) , pour tout p fixé,

B [((H0.2%), ~ (H27))"] =B [(H105,.00), ~ (H1o5,.0),)]

) :(((H(") — H) 11, M)ﬂ

_E / (O — H) 1y (5)d (O, M>s}

—E /OMTP (H™ = H)?d (M, M)S] .

converge vers 0 quand n — oo par convergence dominée. En utilisant (3.4]), on en déduit
que

lim (H™.M)

n—oo

= (H'M)t/\Tp

tAT,

dans L?. puisque que P[T), > t] T 1 quand p T oo, on obtient que

lim (H™.M), = (H.M),

n—oo

en probabilité. Cela termine la preuve puisque d’aprés la propriété (v) ci-dessus on a

pn—1
(X = iy (X, = Xi),

=0
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Conclusion

Dans ce travail, nous présentons martingale comme un jeu équitable. Elle a des
définitions trés précises, donc elle n’est pas facile & comprendre.

Dans ce travail, nous expliquons les caractéristiques importantes de semi-martingale, et
leur différence, ainsi que l'intégrale stochastique par rapport a une martingale et une
semi-martingale.

Nous proposons dans des travaux ultérieurs ’application de ce processus aléatoire a la
recherche ’existence et 1'unicité des solutions pour Equations Différentielles Stochastiques

« EDS ».
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Annexe : Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expli-

quées ci-dessous :

14 Fonction indicatrice de A.

Ensemble des enties naturels.

Q Ensemble fondamentale.
F Tribu d’événements sur ).
FX Tribu engendrée par la famille {X,;0 < u <t}.
(Q,F) Espace probabilisable.
(Q,F,P) Espace probabilité.
<Q, F, (E)t€R+ ,]P’) Espace de probabilité filtré.
T.A temps d’arrét.
B = (Bi),5¢ Mouvement Brownien.
v.a variable aléatoire.
P.p.s Presque stirement pour la mesure de probabilité P.
M7T Processus arrété.
(M, N) Crochet de deux martingales.
fot H,dB, Intégrale stochastique.
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