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Introduction

L’estimation paramétrique est une méthode statistique qui permet d’estimet les valeurs
des paramétres basés sur des données empiriques mesurées et elle est utilisé pour estimer
les paramétres de la société, l'objectif est de déterminer la valeur du paramétre inconnu.
La procédure d’utilisation des informations obtenues o partir d’un échantillon qui permet
de déduire des résultats concernant l’ensemble de la population est appelée estimation.
La valeur inconnue d’une population a estimer a partir d’un échantillon est appelée un
paramétre qui peut étre une moyenne, un total, un pourcentage, un écart-type ou une
variance. Le paramétre de la population est estimé a partir d’une statistique calculée sur
la base d’un échantillon. Soit X un certain caractére de distribution f(x,0) connue et
qui dépend d’un paramétre inconnue 6, on cherche a estimer 6. Pour cela, on tire un
échantillon aléatoire de taille n dans la population, et on essaie a partir de ['information
obtenue, de déterminer une wvaleur numérique précise qui sera prise comme valeur du
paramétre 6 inconnu.

L’objectif de notre travail est d’étudier [’estimation par la méthode du mazximum de
vraisemblance qui est une méthode pour inférer les paramétres de la loi de probabilité
d’un échantillon donnée pour chercher [’estimateur inconnu, dont nous allons donner les
propriétés essentielles puis nous étudierons principalement les statistiques exhaustives, la
quantité d’information apporté par un échantillon de taille n. Pour cela on divise ce mé-
moire en trois chapitres :

Chapitre 1 : Dans ce chapitre, on va présenté des généralités sur les statistiques, en
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donnant la définition d’une statistique, fonction de vraisemblance, statistique erhaustive
et linformation de Fisher et leurs caractéristiques.

Chapitre 2 : Ce chapitre présente la qualité d’un estimateur qui étudie quelques es-
timateurs, en donnant la définition d’un estimateur, estimateur sans biais, estimateur
convergent, estimateur asymptotiquement normale et estimateur efficace.

Chapitre 3 : Nous sommes intéressés dans le dernier chapitre a présenter l’estimation
par la méthode du maximum de vraisemblance. On a étudié la méthode pour estimer le
parameétre inconnu 0 et 'on a quelques propriétés. En donnant les sections : Définition du
maximum de vraisemblance ; Méthode du mazximum de vraisemblance ; Exemple de 'EMYV,
Mazimum de vraisemblance et exhaustivité ; Estimateurs obtenus par la méthode du MV ;

EMV et efficacité et EMV et asymptotiquement normale.



Chapitre 1
Généralité

L’estimation consiste & donner des valeurs approchées aux parameétres d’une population

(m; o, ete.) al’aide d’un échantillon de n observation issues de cette population.

1.1 Définition d’une statistique

Soit X une variable aléatoire dont la loi Py dépent du paramétre § € ©

Une statistique est une fonction mesurable T des variables aléatoires X; :
T (X, Xo, ..., X3)

A un échantillon, on peut associer différentes statistique.
La théorie de ’estimation consiste a définir des statistiques particuliéres, appellées estima-
teurs. Une fois I’échantillon effectivement réalisé, I’estimateur prend une valeur numérique

appelée estimation de parameétre ¢ . On netra 0 Destimateur du parameétre 6.

Exemple 1.1.1 Soit X la statistique :

_ 1 —
X =T(Xy,...X,) = EZXZ-

i=n
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C’est-a-dire la fonction moyenne arithmétique des observation d’un échantillon. Cette

statistique peut étre considérée comme un estimateur, a priori raisonnable, de l’espérence

mathématique.

Exemple 1.1.2 La variace de [’échantillon aléatoire est une statistique, qui est défini

comme !
n

S? = 112()( X)?

n—1~4
=1

[Z)@ —nX ]
et un estimateur de la variance théorique o>.

Caractéristique de la statistique X

- Espérence mathématique

L’espérence mathématique de X est égale a la moyenne m de la population, et est défini

comme suit :

M)
%E (X1 + o+ X))
% (E(Xy) + ... + E(X,)) (n fois)
:L [m+ ...+ m] (n fois)

- Variance de X

La variance de X est égale & la variance o2 de la population divisée par la taille n de
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I’échantillon et est définit comme suit :

— 1
Var (X) = Var - (X1 4+ ...+ X,)
1
= S Var[X; + .. + X,)]
n
1
= — [Var (X1) + ... + Var (X,,)]

[0 + ...+ 07 (n fois)

SEETER I

Caractéristique de la statistique de S?
- Espérence mathématique de

L’espérence mathématique de S? est égale & la variance o2 de la population. En effet :

B (5?) = B(— (sz - n72>
=1
L g > X2 ax?
i=1

_ B
= - i 1 ZE (X2) — nE (72)]

n —

- - ! 0B (x3) — o (X°)]
e o (%)
b

:0’2

1.2 Fonction vraisemblance

Comme un échantillon aléatoire simple (X, Xs, ..., X,,) est une variable aléatoire a n di-

mensions, on peut parler de la distribution de probabilité jointe de (X7, Xs, ..., X,,) Cette
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distribution est appellée vraisemblance de I’échantillon et elle est notée par L (x1, ..., 2,; 0)

Vo € ©.
Soit

L(xy,...,zp;0) = Hf (x;0)

i=1
s’il s’agit des variables continues ou f (z;;0) est la densité de probabilité de X;.

s’il s’agit des variables discrétes alors la vraisemblance devient :

L (xh ,ZL'n,Q) = HP9 (X = x’b)
i=1

1.3 Statistique exhaustive

Une statistique T apporte des informations du parameétre 6 si sa loi de probabilité Py dé-
pend de ce parameétre. Si la loi conditionnelle de ’échantillon, on suppose que la statistique
T = t est connue, mais elle ne dépend pas du parameétre 6, et cet échantillon ne donne
plus information sur . Donc T apporte tout informations possible du paramétre. Cette

statistique s’appelle statistique exhaustive du parametre 6.

Définition 1.3.1 (une statistique exhaustive) Les variables aléatoires (X;) étant in-

dépendantes, la densité de [’échantillon X est :
L(x,0) (Fonction vraisemblance)

ot x = (21, ...,x,) est une réalisation de l’échantillon X.

Cette densité L (x;0) est une fonction de 0 appellée vraisemblence de I’échantillon peut se
mettre sou la forme :

Cas discréte

L(z,0)=g(t;0).Pp (X =2/T =1)

g (t;0) est la probabilité de la statistique T
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Py (X =x/T =1t) est la probabilité conditionnelle de I’échantillon sachant T = t.
Cas continue

L(x,0)=g(t;0).h(x;0/T =1)

g (t;0) est la densité de la statistique T
h(x;0/T =t) est la densité conditionnelle de I’échantillon sachant T = t.
La statistique T est une statistique exhaustive si la densité conditionnelle (resp probabilité

conditionnelle) de l’échantillon sachant T' ne dépend pas de 0. C’est-a-dire :
L(2,0) = g (t:0) 1 (x), (resp L (2,0) = g (1;0) .P (X = 2/T = 1))

Quand la valeur t de la statistique est connue, [’échantillon n’apporte plus aucune infor-

mation sur le parameétre 6.

1.3.1 Propriétés d’une statistique exhaustive

1. La propriété d’exhaustivité pour une statistique est intérissante si elle ne dépend pas

de la taille de 1’échantillon.

2. Soit T une statistique exhaustive pour le parameétre 6 et ¢ une fonction strictement
monotone de 7T'. Alors :

la statistique S = ¢ (T) est une statistique exhaustive pour le parameétre 6.

1.3.2 Exemple sur la statistique exhaustive
Cas discrétes

Exemple 1.3.1 Soit X est une v.a suivant une loi de Poisson d’un paramétre A € © = R

inconnu, T =YX, est une statistique exaustive pour \.
i=1
la probabilité de X est :
)\k:
P(X=Fk) = yexp(—)\)
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En effet T suit la loi de Poisson de paramétre nA donc la loi de la statistique T :

n
D i

g (t;0) = exp (—nA) (nt)l\> = exp (—n\) mii
| ()
et
L(z; M) = IEIIP (X =) 15[1 j: exp (— )
= exp (—n/\) nAt
donc
 L(xzn) ot
h(x) = g(z;N) ot T

ne dépend pas de \.

Exemple 1.3.2 Soit X une variable aléatoire de la loi de Bernoulli de paramétre p. Alors

n
T = > "X, est une statistique exaustive pour p
i=1

la probabilité de X est :

P(X=0)=1-
,p€[0,1]
P(X=1)=p
On a:
L) =[P =) = [T 0 -p'"



Chapitre 1. Généralité

et T suit la loi Binomiale de paramétre (n,p) :

g(x,p) = P(T = t) — C;;pt (1 _p)n—t

alors :
C%% si Ea:z =1
P(X=x/T=t)= i=1
0 sinon

donc P (X =xz/T =t) ne dépend pas de p.

Cas continues

Exemple 1.3.3 Soit X une v.a suivant une loi uniforme sur [0,0],V80 > 0. Elle a pour

densité :
5 sixz e [0;0]
f(z;0) =
0 swnon
La statistique :
T =sup{X;} ie{l,..,n}

est résumé exhaustif de l’échantillon X = (X, ..., X,,) pour le paramétre 0. En effet :

Viraisemblence de l’échantillon :

= stz € [0;0]
L(z;0) =
0 sinon
Loi de statistique T' :
Fonction de répartition :
0 sit <0
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la densité

i si0<t<0
g(t;0) =
0 sinon

D’ot  la vraisemblance :
1 nt"1 1

Lt =Ga =g

on trouve h(t) = # ne dépond pas de 6. alors la factorisation set une statistique

exhaustive.

Exemple 1.3.4 Soient X1, ..., X,, des variables aléatoires i.i.d de loi exponentielle de pa-
rameétre 0 . Alors T =Y X; est une statistique exhaustive.

=1

La densité de X; :
1 i i
o= {5} - e ()
Alors La fonction vraisemblance :

L(x;0) = ﬁfa (z:) = ﬁ91 xp {_%}

n

.Z Li "
= 0" exp —Zzle =0"exp {—5}

et ona L (x;0) =g (x;0).h(z;0/T =t) owg(x;0) =0 "exp{—%} Alors h(z;0/T =t) =

h(x) = 1 mais n’est pas toujours.

Remarque 1.3.1 Le principe de factorisation nous donne donc un moyen de reconnaitre
st une statistique est exhaustive, mais permet difficilement ou méme de savoir s’il en existe

une.

Le théoréeme suivant répond a ces deux préoccupactions :

10
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1.4 Loi permettant une statistique exhaustive

Théoréme 1.4.1 (de Darmois) Soit X une variable aléatoire dont le domaine de dé-
finition ne dépend pas de 0 une condition nécessaire et suffisante pour que [’échantillon

(X1, ..., Xp) admette une statistique exhaustive est que la forme de la densité soit
f(x;0) =expla(z).a(d)+b(x)+ B(0)] (famille exponentielle)

n
Si la densité est de cette forme et, si de plus Uapplication x — > a(x;) et bijective et
i=1

contintiement différentiable pour le paramétre 0,alors

est une statistique exhaustive.

Exemple 1.4.1 Soit Xy,..., X,, un échantillon i.i.d et on a f (z;0) une famille exponen-

tielle.

L(z;0) = Zﬁlf (x:;0)

=[] expla(x;).a(0)+b(x;)+ 5(0)]

- e::p [é (a(z:).a(0) +b(x;) + B (9)>}
— exp {éa (1) (0) +nB (9)} exp [éb (mi)}
— g (@:0) 1 (2)

n
a partir de ce résultat, on trouve que T = > a (x;) est une statistique exhaustive pour 0.
i=1

11
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1.5 Information de Fisher

Définition 1.5.1 On appelle quantité d’information de Fisher I, (0) apportée par un

échantillon sur le paramétre 0 la quantité suivante positive ou nulle il est de la forme :

(8(ln(159(96;9))))2] (1.1)

Théoréme 1.5.1 Si le domaine de définition de X ne dépend pas de 0 et si la vraisem-

L,(O)=E

blance est deux fois dérivable, alors :

L(6) - —E Ka? (In (8%2(:5;9))))]

si cette quantité existe.

Démonstration

L est une densité de probabilité donc :

JL(z;0)dx =1

Rn

En dérivant les deux fois par rapport & 6 et en remarquant que :

O(L(x0)) . 0(n(L(x;0)))
— = L (x;0) 50 (1.2)
il vient :
(L) 2L E0)

2, 90

9(In(L(z;0)))
00

Ce qui prouve que la variable aléatoire est centrée et que :

1,(6) = Var (M)

06

12
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Dérivons une deuxiéme fois :

L0 ZOEE) 2L Sy,

D’aprés (1.2

Lo EOEE)

R

=0

[P éx;emr =

R

0

. [02 (In (a[égx;e)))] .

E

(8 (In (Iée(:v; 9))))2

ce qui démontre le théoréme.

Propriété 1.5.1 Si le domaine de définition ne dépend pas de paramétre 0, on a les
propriétés suivantes :

- Additivité :Si le domaine de définition ne dépend pas de paramétre 6, on a

L, (0) = nly ()

En effet les operateurs espérence et dérivée seconde sont linéaires.

Ceci veut dire que chaque observation a la méme importence, ce qui n’est pas le cas pour
la loi uniforme sur [0, 0] ot la plus grande observation est la plus intéressante.
-Dégradation de linformation : Montrons que linformation portés par une statis-
tique est inférieure ou égale a celle apportée par l'echantillon. Soit T de densité g (x;0) la

statistique que [’on substitue a [’échantillon, on a :

L(x;0) =g (x;0).h(x;0/T =1t)

ot h(z;0/T =t) est la densité conditionnelle de ’échantillon. On a donc , en prenant

13
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l’espérence des dérivées secondes :

1,(0) = Iy (0) B [(3 (In (h <x;9>>>>]

062

le dernier terme est la quantité d’information conditionnelle I,,;p (0) (ou information sup-

plémentaire) ; elle est positive ou nulle, donc :
Ir (0) < I, ()

on voit donc que si T est exhaustive Iy (0) = 1, (0) et que la réciproque est vraie si le

domaine de X est indépendante de 6.

Exemple 1.5.1 Soit X une v.a de loi exponentielle de paramétre «, et dispose d’un échan-
tillon indépendant (x1, ..., ;)

Calculer I, (o) .

f(z) = aexp(-axr)

L(x;a) = Zl_lla exp (—aux;)

n
= a" exp (—aZx,)
i=1

In(L(z;a)) =nln(a) — aiilxi

O(In(L(z;a))) n &
Ja T a 22215171

(07

0* (In (L (7;))) :£<8(IH(L(:U;04))))
da? Oa oo

14
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Calculons I, («)

I(0) = <_a (In g;ff;a))))
d’ot
I () = — et]l(a)zé

15



Chapitre 2

Qualité d’un estimateur

Dans ce chapitre, on a étudié quelque estimateurs qui fournis la puisse des bonnes estima-

teurs parmis toutes les statistiques possibles, il doit posséder le meilleur estimateur.

2.1 Définition d’un estimateur

Soit X une variable aléatoire dont la loi de probabilité Py dépond d’un seul paramétre 6.

Soit (X1, ..., X,,) un échantillon aléatoire.

Définition 2.1.1 Un estimateur est une statistique qui a des propriétés bien définies.

T, =T(Xi,...,X,) est une suite de statistique définie :
T, = (X1,...,X,)

est appelée estimateur du paramétre 6. Si T, tend vers 0 quand n tend vers linfini, la
convergence étant une convergence en probabilité, presque sire ou moyenne quadratique.
En général, on note 0 (X1,..., Xp) ou én, ou plus stmplement, 0 Uestimateur du parameétre

6.

16



Chapitre 2. Qualité d’estimateur

2.2 Estimateur sans biais

Un estimateur 7' est une variable aléatoire dont on suppose connue. la loi de probabilité
pour une valeur de € © est fixé. L’erreur d’estimateur est la variable aléatoire 7}, — 6

que ’on peut décomposer en

T,—0=T,—E(T,) +E(T,) — 0

ou [E (T') est 'espérence de T.
Le premier terme T,, — E (7},) représente les fluctuations aléatoires de 7T}, par rapport a sa
valeur moyenne, tendis que deuxiéme terme E (7,,) — 6 représente un erreur systématique

due au fait que T, varie autour de sa valeur E (7},) et non autour de 6, sauf si E (7,,) = 0.

Définition 2.2.1 Nous appellons biais d’un estimateur T, au point 6 la fonction

0 — by, (0)=E(T,) -0 VY0ecO

On dit que l’estimateur est :

- Un estimateur sans biais si

V0eO by (0)=0=E(T,) =0

- Un estimateur asymptotiquement sans biais (a.s.b) si

lim by, () =0 V0 e€©

Exemple 2.2.1 1. Soit (X, ..., X,) des variables aléatoires i.i.d ie

Vi=1,...,nE(X;)=met Var (X;) = o*

17



Chapitre 2. Qualité d’estimateur

On a Uestimateur X est un estimateur sans biais de m.On obtient l'espérence et la

variance de X

qui est vérifié.

2. L’estimateur de S?

s2=15(x,- %)

" n;=1 n

on va calculer 'espérence de S? :

2\ _ 13 2 _ w2
E(S2) =E {n; (x2-X )}
122 —2
)-8 (7)
= 35 [Var (X0) + B (X) = (Var (%) + B2 (X))
i=1
2 2
=02+ m?— <0—+m) 2
n n
_ n—la2
n
Calculons le biais de S?
o2
bsz (0°) = ——

18



Chapitre 2. Qualité d’estimateur

alors S? est un estimateur biaisé mais quand n tend vers linfini dans ce cas S? est

dit un estimateur a.s.b.

2.3 Estimateur convergent

Dans cette paragraphe, nous considérons un estimateur 7;, dont la loi dépond de parameétre
0 qu’on s’intéresse un bon estimateur 7,,. S’il est proche de la vraie valeur de 6. Pour savoir
la derniére, on peut 'interpréter, par exemple : la convergence en probabilité de T;, vers

la vraie valeur du parameétre 6.

Définition 2.3.1 L’estimateur est dit convergent (ou consistant) si la suite T, converge

en probabilité vers 6 (Tn EiR 9)
Ve>0, V0 €©, lim P(|T,,— 0| >¢)=0

- On dit que [’estimateur est fortement convergent lorsqu’on a la convergence presque

stire (p.s).

Propriété 2.3.1 Pour valider la convergence d’un estimateur, il suffit de montrer que :

Ve O, limE(T,)=60 e lim Var(T,) =0

n—oo n—oo

Pour vérifier ce critére, il faut connaitre la loi de X et celle de 'T,, pour calculer [’espérence

et la variance.

Exemple 2.3.1 Nous avons montrer que X est un estimateur sans biais (voir I’exemple

partie 1). On a :

2
E(Y):m et Var(Y):J— — 0

n n—oo

Alors X est un estimateur convergent.

19
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Exemple 2.3.2 Lorsque m est connu, l’expression de S est :

52 =

S|

z (X, — m)’

Son espérence est

E(S2) =E Fi (X; — m)ﬂ _ %iil‘/ar (X;) = o

=1

Par ailleurs, les variables (X; —m) sont indépendantes :

Var (SfL) = %i‘/ar ((XZ — m)2)

= L (B[x —m)"] - [B[(X ~m)]]°)
1
T (M4 - 04)

avec p, = [(X — m)k} . Alors S? est un estimateur sans biais et convergent.

2.4 Estimateur asymptotiquement normale

Définition 2.4.1 Soit T, un estimateur du paramétre de la loi Py d’une variable aléatoire

observée X. Nous supposons qu’il existe deux fonction a = a (6,n) et b =b(0,n) telle que :

lim £ <T" _a> —N(0,1)

n—oo b
Nous disons alors que T,, est un estimateur asymptotiquement normale (a.n).

Remarque 2.4.1 La loi asymptotique sera d’autant plus utile que les fonctions a et b ont

une expression simple.

20



Chapitre 2. Qualité d’estimateur

Exemple 2.4.1 Soit une v.a centrée et possédant un moment d’ordre 4 :
B (X*) = s < oo
Dans ces conditions, nous avons
E(X)=p=0eto’=E(X?) <0

2

Soit n-échantillions (X1, ..., X,,) pour estimer o*, nous considérons l’estimateur suivant :

]_ n
T, =-S5 X2
nlzzl !

1l est facile de montrer que :

On calcule la variance

Var (T,,) =E (T7) — (E (T,))*

1 n o\’
_ } : X’Z 4

= E zx:*+zzxfx;] ot i#]
i=1 i

E lz){;‘} +E
=1

1
n?

ZZXEXJ?” —ot, Q4
i

1
:ﬁ[nu4+n(n—1)a4] —o*

_M4—<74

n

Ainsi T,, est un estimateur convergent ( d’aprés propriété et sans biais de o®. De
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Chapitre 2. Qualité d’estimateur

plus, il satisfait au condition du théoréme centrale limite (T.C.L). Nous pouvons écrire :

_ v (T, — o?)
lm £ | V—% | = N y
n—oo ( /,u4 _ 0-4 ) (0 1)

etona:a=0c’eth= \/“4;”04. En déduirant que T,, est un estimateur a.N.

Exemple 2.4.2 Soit X une v.a de loi uniforme U ([0,0]) avec 0 > 0.Nous savons alors

que :
0 sit<0
0 sité]|0,0]
fx (t) = et Fx(t)=4 L si0<t<0
1 .
5 sitel0,0]
1 sit>10

Soit (X1, ..., X,) n-échantillons, et on a l’estimateur

T, = X, n = max X;

1<i<n
des propriétés de la statistique d’ordre :
0 sit <0
. 0 sit ¢ 0,0]
Fx,,t) =9 (£)" sio<t<6 etfx, O)={
ne— site 0,6
1 sit>0

- Calculons l’espérence

0
E(T,) = [tfx,, (t)dt = — [t"dt
R ’ 0y

n tn+1 0

et la variance



Chapitre 2. Qualité d’estimateur

0
Ona:EB(T?) = [t fx,, (t)dt = 5= [t"Tdt = g—i alors
R 0

Var (T,) = n” ( nd )2

n+2_ n—+1

_ n(n+1)7°—n(n+2) 42
(n+1)*(n+2)
nb?

— —>O

(n+41)%(n + 2) n—o

A partir des fonctions de répartition, avec un calcul sur les probabilités, nous pouvons

montrer que :
lim £(n (T, —0))=GA (1; %)

En déduirant que T, est un estimateur convergent et a.s.b, mais n’est pas asymptotiquement

Normale. On sait que les paramétres de loi gamma dans le cas général sont («, \) et son

espérence est : B (X) = $. Dans cette exemple, on obtient a = 25 — 1 et A =

n+l n—oo

1
0

2.5 Estimateur efficace

2.5.1 Erreur quadratique moyenne

On mesure la précision d’un estimateur 7' du parameétre 6 par I’erreur quadratique moyenne
définie par :

EQM (T) =E [(T - 0)*]

Théoréme 2.5.1 SiT est un estimateur du paramétre 6 alors :

EQM (T) = Var (T) + (br (0))

23



Chapitre 2. Qualité d’estimateur

Proof. On a :

EQM (T) =E [(T - 0)°]

E
E[(T-E(T)+E(T) - 6)]
E

(T —E(T))* +2[(T — E(1)) (B(T) - 0)] + (B(T) — 6)’]
Comme E (T") — 6 est une constante et que E[T'— E (T)] = 0, il vient :
EQM (T)=E (T~ E(T))*] + [E(T) - 6]’

Donc

EQM (T) = Var (T) + (br (9))?

[ ]

Pour rendre 'erreur quadratique moyenne la plus petite possible, il faut que :

- E(T,,) = 6, donc choisir un estimateur sans biais.

- Var (T,) soit petite.

Parmi les estimateurs sans biais, on choisira donc celui qui la variance la plus petite, cette

propriété traduit Defficacité de ’estimateur.

2.5.2 Inégalité de Fréchet-Darmois-Cramer-Rao(FDCR)

En statistique, I’inégalité de Fréchet-Darmois-Cramer-Rao (ou borne FDCR)
exprime une borne inférieure sur la variance d’un estimateur sans biais, basée sur 1'infor-
mation de Fisher. Elle est aussi appelée la borne de Cramér-Rao.

Si X prend ses valeurs dans un ensemble ne dépend pas de 6, si la densité f (z;60) est eux

fois continument dérivable par rapport a 6, et sous certaines condition de réguliarité tout
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Chapitre 2. Qualité d’estimateur

estimateur 7,, sans biais de 6 dont la variance existe vérifier la borne Cramer-Rao

)2
ae”] VO € ©

Var (T,) > ! {8E(T

Ou I, (#) est la quantité d’information de Fisher apportée par I’échantillon sur 6.

Cas particulier

-Si T,, est un estimateur sans biais d’une fonction h (0), c-a-d E (7},) = h (). L’inégalité
de FDCR s’écrit :

&
—

BN
SN—

Définition 2.5.1 Un estimateur T,, sans biais de 0 est dit efficace si sa variance est

égale a la borne de FDCR :

Var(T,) = Vo € ©

L, (6)

Exemple 2.5.1 Soit X = (X, ..., X,,) des v.a #d suit la loi normale (ie X; ~ N (m,c?))

. <5 2
et on a la variance Var (X) = %

la fonction de vraisemblance est :

L@;m):ﬁ (—%i( m?)

In(L(x;m)) =—nln (0\/_> 3y (z; —m)?

2
20' =1
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Chapitre 2. Qualité d’estimateur

On va calculer la premiére dérivée de la fonction In (L (z;m)) par rapport & m

Oln(L(z;m)) 1 $° (1 — m)

3m 0%;=1

La deuxieme dérivée est :
9*In (L (z;m)) n

om? o2

On a la quantité d’information est :

I (m) = B <821n(aLﬂ$:;M))) _ (_%) _n

d’ot

Var (7) = ]

c’est o dire que X est un estimateur efficace.
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Chapitre 3

Estimation par la méthode du

maximum de vraisemblance

Dans ce chapitre, on a étudier I’estimation par la méthode du maximum de vraisemblance

de paramétre 6 qui consiste a associer a un échantillon et en donnant quelque propriété.

3.1 Définition du maximum de vraisemblance

Définition 3.1.1 Soit L (z;0) la fonction de vraisemblance au point 0 € ©, © quelconque.

On appelle estimateur du maximum de vraisemblance (emv) pour la statistique :

oMV . £ .0
éMV/\

(xla T '7xn) _)HMV (xla o '7:En)

Telle que :
L (x;éMv) > L(z;0) VYOO p.s.
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Chapitre 3. Estimation par la méthode de maximum vraisemblance

3.2 Méthode du maximum de vraisemblance

Le principe de I'estimation par maximum de vraisemblance est de dire que plus la proba-
bilité d’avoir obtenu les observations est forte, plus le modeéle est proche de réalité.
Ainsi, on retient le modeéle pour le quel la vraisemblance de notre échantillon est la plus
élevée :

oMV = arg m{;ome (1, -, Tp; 0) (3.1)

En pratique, On va savoir un probléme de résoudre directement en raison de la présence

du produit mais il suffit de prendre le logarithme de la vraisemblance :

oMV — argmgxl (21, xn; 0)
ou l(xy, -+ xy;0) =log (L (x1,- -, x,;0))
Pour trouver le maximum, on résoud ’équation du premier ordre :

ol (Ih B 7'177179)

=0
o0 0=0MV

La théorie nous dit que la solution de cette équation nous donne toujours le maximum.On

éMV

obtient 6" sous la forme =g(r1, " Tyn) -

Propriété 3.2.1 (Invariance fonctionnelle) Si 6™V est Uestimateur de 0 par la mé-
thode du mazimum de vraisemblance, f (éM V) est Uestimateur de f (0) par la méthode du

maximum de vraisemblance.
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3.3 Exemple de PEMV

Exemple 3.3.1 (variable aléatoire de loi Bernoulli) On suppose que X « B(p) (p

est la vrai paramétre inconnu). La probabilité de X est :
PX=x)=p"(1-p)" " owzxpecl01]

On tire un échantillon X, - - -, X,, iid de taille n.

La vraisemblance de cette échantillon est donnée par :

L(fﬂl,' : ';%?p) = HP(Xz‘ = $i;p)
i=1

so1t

L(xy,--xpp) = [Ip" (1—p) "
i=1

n
Z‘Ti lezi

=pi=l (1—p) i=l

S 1—s
=p°(1-p)
L’EMV p mazimise L (xq,- - -, T,;p) par rapport & p.
Une condition nécessiare pour obtenir le mazimum de L (x1,- -+, x,;p) est que la dérivée

par rapport a p est nulle.

puisque
OL (z1,- -+, Tn; p)
dp

= (1=p) T = () (L)

Cette condition implique :

sp P 1 —=p)" = p*(n—s) (1 — p)”_s_l =0
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Chapitre 3. Estimation par la méthode de maximum vraisemblance

>n—s—1

En dérivant par p>~t (1 —p , on obtient

s(1—p)—pn—s)=0

et alors
. .S
s—pn=0=p=—
n
ou encore
n
" 2T
Sai—pn=0=—=p="— =X
i=1 n
On peut facilement vérifier (dérivée seconde de L (xy,- - -, x,;p) par rapport & p est néga-
tive) donc p = X est le mazimum unique de L (21, - -, Tn; D).

Exemple 3.3.2 (Variable aléatoire de loi normale) On suppose que X «~ N (m,c?)

Fo) = e (—% (”C;mf)

2

et sa densité est :

Ot la vraie moyenne m et la vraie variance o sont des inconnues, On tire un échantillon

X1, -+, X, 1id de taille n. Les valeurs observées sont x,- - -, .

On essaye de trouver les estimateurs du maximum de vraisemblance de la moyenne m*V

et de la variance 62V .
- Considérons d’abord l’estimation de m :
Puisque X est une v.a continue,la fonction de vraisemblance doit étre définit a partir de

la densité.

Soit

L(l‘l,- : '7$n;m) = f(xlvm) e f (xmm)

= lfllf (aji’ m)

La vraisemblance qu’une population de la moyenne m et de la variance o* généré I’échan-
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Chapitre 3. Estimation par la méthode de maximum vraisemblance

tillon observé s’avére étre :

L(xb...,xn;m):iﬁl [\/2;76}(1) (—% (:Ez;m 2)]
1 Lo (ai=m\
e 2 (2)

Puis, on a le logarithme de la vraisemblance :

1 n P 2
InL(X;m)=—-nln <a\/ ) 52( m>
On a l’équation de vraisemblance :

OlnL(X;m) max;—m
om >

i=1 o?

MV

Ainsi, m est déterminé par l’équation suivante :

n . —m n
2102 :O:}Z(gjl—m>:
i=1 =1
:mMV:iﬁ:X
=17

- Considérons maintenant UEMYV de o2 :

Soit toujours

lnL(:pl,---,mn, ):—nln<0\/_> 1n($_—m)2

5121 02
N o (e L i m)
= — ln(a)—ln( 2#)—52 g

L’équation de la vraisemblance est :

OlnL(X,m,0%) —-n & (z; —m)®
do? 202 o 20t
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Chapitre 3. Estimation par la méthode de maximum vraisemblance

L’EMYV 62,., est déterminé, ainsi, par l’équation suivante :
MV ) g

n (z; —m)? —no® + 3 (x; —m)”
4

—n i=1
— —=0= =0
202 + = 20 204

— —no® + 3 (#;—m)> =0
=1

Alors

Donc on remplace par sa valeur devient

oMV 1 —\2
g

— 23 (- %)

n;=1

3.4 Maximum de vraisemblance et exhaustivité

Soit T" une statistique exhaustive :
L(mlv o axna0> = g(tve) h(xlv T 'axn)

Toute fonction de (z1,- - -, x,) solution de I’équation de la vraisemblance :

OlnL (xq,- -, x,;0)

=0
00
est solution de 1’équation :
dlng(t,0)
a0 N
Pour réaliser un maximum de L (xy, - - -, z,;0), il suffit de réaliser un maximum de g (¢,0) .

Donc, toute estimation de 6 par la méthode du maximum de vraisemble est une fonction

de T' mais n’est pas nécessairement une statistique exhaustive.
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Chapitre 3. Estimation par la méthode de maximum vraisemblance

Distribution Parmeétre & estimer Estimateur
Loi uniforme sur [0, 6] 6 0 = sup (z;)
Loi de binomiale P p= %
k nombre de succés en épreuves
A n —
Loi de poisson A A= %lez =X
1=
n —
Loi normale m m = %zjlscl =X
1=
2 2 1v 2
o 6% =15 (z; - X)
i=1

TAB. 3.1 — Estimateurs obtenus par la méthode du MV

3.5 Estimateurs obtenus par la méthode du MV

Dans cette paragraphe, on a obtenu quelque loi avec leurs estimateurs

3.6 EMYV et efficacité

Théoréme 3.6.1 (Sur Pefficacité) S’il existe un réel a,(0) dépendant de 0 tels que l’emv

OMV de 0 vérifie la factorisation

OlnL (xy,- -+, x,;0)
00

— a,(0) (éMV - 9)

est un estimateur sans biais : E(§MV) = 6.
1% (éMV> _
ar o0
- On a I,(#) une quantité d’information :

)

En particulier, le premier et le troisiéme points entrainent que 0V est un estimateur
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Chapitre 3. Estimation par la méthode de maximum vraisemblance

efficace de 6.

Corollaire 3.6.1 S’il existe un estimateur efficace de 0, alors ¢’est U'emv 0™V de 0 (en

revanche, un emv n’est pas nécessairement efficace).

3.7 EMYV et asymptotiquement normale

Proposition 3.7.1 On posséde un échantillon indépendant (X1, - -+, X,,) et on note oMV
l’emuv de 6.

l’emv é,ﬂf Vi de 0 est asymptotiquement normale ; la suite de variable :
T, (6) (é;yv - 9) L N(0,1)

converge en loi normale centré réduite quand n tend vers l’infini.
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons étudié la méthode du maximum de vraisemblance. Elle
est I'une des méthodes la plus utilisée en statistique. L’estimateur obtenue par la mé-
thode du maximum de vraisemblance posséde des propriétés intéressantes, notamment :

la convergence, lefficacité, la normalité asymptotique.
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Annexe B : Abréviations et

Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expli-

quées ci-dessous.

e Ensemble des paramétres

E[T] Espérance mathématique ou moyenne du v.a. 7.
Var [T Variance du v.a.

exp Exponentiel.

Py Loi de parameétre 6

F (x;0) Fonction de répartition.

f(z;0) Densité de probabilité de Xj.

1.4.d Indépendantes et identiquement distribuées.
v.a Variable aléatoire.

L (x;0) Fonction de vraisemblance.

I, Information de Fisher.

X La moyenne empirique.

S? La variance empirique

EQM Erreur quadratique moyenne.

a.s.b Asymptotiquement sans biais

a.n Asymptotiquement normale
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Annexe B : Abréviations et Notations

Fréchet-Darmois-Cramer-Rao

loi Gamma de parameétre (o, )

loi normale centré réduite

loi

loi normale

estimateur

loi Bernoulli de parameétre p.

Le logarithme néparien

Estimateur du maximum de vraisemblance
Estimateur du maximum de vraisemblance

presque sfire
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