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Introduction

De nombreuses situations pratiques peuvent étre modélisées a ’aide de variables
aléatoires qui sont toujours régies par les lois spécifiques (continues ou discrétes).
Ces lois permettent de modéliser ces incertitudes et décrire des phénomeénes économiques,

physiques, biologique, etc. Donc, il nécessaire d’étudier ces modeles probabilistes.

Pour cela dans ce mémoire on présente la loi la plus utilisé et la plus adaptées pour
modéliser des phénomeénes naturels, "la loi normale", qui est popularisé par son courbe,
"la courbe de Gauss".

Plus formellement, c’est une loi de probabilité absolument continue qui dépend de deux
paramétres(l’espérance et la variance). Elle est spéciale par rapport a d’autres lois proba-

bilistes car un grand nombre de méthodes statistiques reposent sur elle.

Cette loi joue un grand role dans différents domaines.

Notre mémoire comporte trois chapitres :

Dans le premier chapitrdl] nous avons étudié en détail la loi normale, en commencant par
retracer ses origines historiques ainsi que son développement au cours des deux derniers
siecles. Cette excursion aux temps passé permet de mieux comprendre le réle qu’occupe
actuellement la loi normale. Puis je vais m’atteler a ses caractéristiques

(loi normale générale et standard).

Au deuxiéme chapitrd2, on va aborder quelques propriétés de la loi normale et le théoréme
central limite, puis nous présentons l’estimation des paramétres par plusieurs méthodes,

comme nous parlons de l'intervalle de confiance pour ces parameétres.



Introduction

Le dernier chapitrd3| présente le domaine d’utilisation de la loi normale et les tests de
normalité.
Nous terminerons ce mémoire avec une conclusion générale résumons le contexte de notre

travail.



Chapitre 1

Lol normale

Dans ce premier chapitre nous énoncgons 'historique de la loi normale et leur caractéris-

tiques fondamentales, ainsi que les loi dérivées de cette loi.

1.1 Historique de la loi normale

En probabilité et en statistique, la loi plus connue et la plus populaire est la loi normale-
Elle est née au 18°™¢ siécle, il tire son origine des travaux des mathématiciens sur la
recherche de <loi du hasard>, sur cette époque la loi normale a traversé par des étapes

importantes :

1.1.1 Jacque Bernoulli

Le point de départ de ’historique de la loi normale présenter par Jacque Bernouli qui ne
s’écarte pas de plus d’une quantité donnée, donc que la probabilité que la fréquence de
succes tend vers 1 lorsque n est grand. Bernoulli voir que le tirage d’une boule dans une
urne contenant ¢ boules (r : blanches et s : noires tel que, r + s = t), répété nt fois avec
remise que la probabilité de tirer une boule blanche est p = 7.

Bernoulli baser sur le nombre, B,; et a la fréquence F),; = % de réalisation de 'une des



Chapitre 1. Loi normale

deux issues (boule blanche). Il preuve que Ve est assez grand,

r—1 r—+1 c
< Fy < > .
p( t - oM > c+1

1

La probabilité que F,; s’écarte de p de plus de ;

tend vers 0 lorsque n tend vers I'infini,
et donc que F,; est une approximation de p, on a : B,; «~ [ (nt, p); la probabilité de K

échecs sur nt épreuves est :

p(Ba =0t =) = ()7 (1= )"

Premiérement Bernoulli fait le développement du binoéme de Newton

nt
(7” + S)nt _ Zkzo (Zt) Tnt_kSk.

Donc il y a nt + 1 termes noter par A (k) et le plus grand terme est :

ns

A (’I’LS) — (nt) ,rnt—nssns'

Alors,
Ans —n) = (1t_,) r" "™ = p (B, = nt —ns +n) t"™.
A(ns+n)=(t,.,)r" "™ "s"™ " = p (B, =nt —ns —n) t".
Ensuite,

C

nt—ns—n< By <nt—ns+n)> ,
p( == ) c+1

p(n(r—1) < By <n(r+1))
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Donc, en quantifiant cette inégalité :

Cc

Vt>OVc>OEINVn>Np(n(r—1)SBntSn(r+1))>C_l_l,

r—1 r+1 c
<F,< > .
p( == ) c+1

D’ou,

1
vVt > 0 lim [p (|Fnt —pl < E)] =1

1.1.2 Abrahame de Moivre

Moivre reprend 'idée de Bernoulli ot les deux issues de I'expérience, répétée n fois, sont

également probables (p =q= %)

La probabilité d’obtenir k fois I'une des deux issues est () /2"; 0 <k <n.

On a la formule de Stirling :
n! ~V2mn (E>n

e
Moivre donne un équivalent & l'infini du terme central du développement de
1 1\" n (7
(5 + 5) = Zko(z%)‘ ( Le binoéme de Newton) .

Lorsque n est paire, posons m = 7 on obtient :

2" 2mn
Ensuite, il donne un équivalent du logarithme du rapport de ce terme central a ceux qui

en sont distants de [
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ln% ~ <m+l—%>ln(m+l—1)+ (m—l+%>ln(m—l+1)—2mln(m)

+ln (”%f)

Il obtient alors a I’équivalent suivant :

) (—m?) 2
—= ~exp | — :
AL p n V2mn
Finalement, en posant | = sy/n, il obtient comme équivalent de cette somme le produit

(_2)k g2k+1
k!(2k+1)

1

2 s 2 2 . J—
de Word la somme de la série de terme générale ; tel que s = 3.

Moivre a quantifié la probabilité que la fréquence de succés soit comprise entre les valeurs

— 1

1 1 1
) 2\/ﬁet§—|—m.

Par exemple le jeu de pile ou face, I'intervalle de fluctuation est :

1 1 1

=+ ! il de 68%
PN GE RPN au seuil de 0

1.1.3 Pierre-Simon Laplace

Laplace généralise le résultat de Moivre au cas d’une loi binomiale quelconque (p #+q+# %) .

o+’

Il considére d’abord le développement de (p + (1 — p)) ; tel que : z + 2’ = n. et montre

que son plus grand terme s’obtient pour = et x’ trés grands, lorsque % est voisin de £,
T 1-p

ensuite baser sur les termes situés avant et aprés de rang [.

Afin d’évaluer la somme des termes dont les rang sont compris entre les deux, il utilise les

Ivn_ ” .
wored il trouve l'intervalle de fluctuation tel

formule de Stirling et Taylor. En posant 17" =

que :
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T\/2xx T 2xx M
S S rs nf] v A

» (—t?) dt + —Y— Ve (-77),

VT 2zl

ou X désigne le nombre de succés et T" un réel strictement positif. Puis il donne un

intervalle de confiance pour p

p{fn_% 2fﬂ<1_fn) Spgfn""%\/zfn(l_fn)] :%/0 eXp(_tz)dt
1 exp(—T7?)
2fn (1 _fn)7

ou f, est la fréquence de succes.

1.1.4 Carl-Friedrich Gauss

Parvient au méme résultat que la place en s’intéressant a la distribution des erreurs, il
baser sur la méthode des moindres carrés, pour cela il définit la série d’écarts e; = x; — x
qui sont mutuellement indépendantes et suivent tous la méme loi continue de densité ¢,
pour x donné, la probabilité d’obtenir des écarts compris entre e; ete; + de; est :

< 7@(6i)>d61...den.

=1

On peut chercher une valeur p qui est égale a la moyenne arithmétique m de la série.

On note :

b (z) = In (I 0 () -

Donc,

Sa dérivée
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Gauss en déduit qu’il suffit pour cela d’avoir 1’égalité terme a terme, soit, pour tout @ :

¢ (r; — ) = Cexp (-% (z; — g;)?) :

2
Gauss obtient une<loi des erreurs> qui s’exprime sous la forme : f : # — Cexp (M) ,
ou C' et k sont des constantes,

. , N 1 1 2. . .
respectivement égale a——=— et 5 (0* : la variance des observation) .

1.1.5 Origine du nom"normale"

Adolphe Quétlet trouve la loi normale dans les erreurs de mesure, puis Francis Galton
en 1889, a le premier qui parle de <courbe normale>> pour désigner la distribution des

erreurs de mesure. En suite en 1893 Karle Pearson a popularisé le terme <loi normale> .

1.2 Caractéristiques de la loi normale

Définition 1.2.1 (Loi normale) Une variable aléatoire réelle X suit une loi normale

2 si cette variable

(ou loi gaussienne, loi de Laplace-Gauss) d’espérance p et de variance o
aléatoire réelle X admet pour densité de probabilité la fonction f(x) définie, pour tout

nombre réel x, par :

F@) = —en{ oL -}

On résume cette loi par la notion N (u,0?) .

1.2.1 Fonction de répartition

Définition 1.2.2 On appelle fonction de répartition d’une variable aléatoire X qui suit

la l0i N (i, 0%), la fonction définie par :

Fy(a) = P(X <a) = W/_mexp{—r;(x—uf}dx.
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Remarque 1.2.1 L’intégrale de la densité d’une variable aléatoire suit une lot normale,
n‘ayant pas d’expression mathématique simple, résultant en l’émergence de tables de la

fonction de répartition.

1.2.2 Espérance et Variance

Si X une variable aléatoire suit la loi normale de parameétre u et 02, il admet une espérance
et une variance tel que : B (X) = p et V(X) = o2

Preuve. L’espérance de X s’écrit :

E(X):/+Ooxf(x)d:c

1 +o00 1 )
:W T exp —Tﬂ(x—p) :

En effet un changement de variable : v = =F =z =v0 + p = dx = odv

On écrit alors :

E(X) = ! /+oo (vo + ) exp (—%) odv

~—

V2102 J_o

Lo O g 1 [ e [
= \/—270/00 v exp (_T) dv+\/—2_ﬂ/oo exp (_T) dv
L

La variance de X s’écrit :

Eton a:

E (X?) :/_+Oox2 f(z) d

&9}

1 +o0 ) 1 .
:W x° exp —r‘z(:v—u) dzx.
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On procédé au changement de variable v = *=* on obtient :

E (X?) —\/W/+oo (vo + ) exp(—(g—)2> o dv
T [Tt (<) o [t (<)

:02—1—,u2.

N

Donc,

1.2.3 Fonction caractéristique

Définition 1.2.3 On appelle fonction caractéristique de la variable aléatoire X qui suit

la loi N (u, 02) .La fonction ox (t), définie sur R a valeurs complezes par :

ox (t) = exp (itp) exp <_%> _

10



Chapitre 1. Loi normale

Preuve. On a :

ox (t) = \/%/_ OOexp (itx) exp (—(ZEQ_T’M)> de.

En effet un changement de variable : s = =£ = 1 = so + p = dx = ods.

Alors: m

(1) = oo [exp (-9 ! a
Ox = Z55 ) oo &P |~ ) exp (it (so + p)) ods
= =G 1T exp (=) s = o)) exp (=5 (01)")
<D (i xp(—L(ot)? e’}
_® p( t#)e\;% 3(ot) ) fjoo exp (—% (8 — Ut)2) ds

— ; (to)?
= exp (itp) exp <_T> :

1.2.4 Fonction génératrice des moments

Définition 1.2.4 La fonction génératrice des moments d’une loi N(u, o?) est égale, pour

toutt € R a

ot?
g(t) =exp (/uf + T) :

Preuve. On a par la définition de la fonction génératrice des moments que

g(t) = Elexp (tX)]

__1 f+0<>
T V2702 J—o0 €xp

s 2
= \/# fjoo exp [— -+ tx] dx

- 1 f+ooe
= Vano? J-oo P

o0 xr— 2
= \/ﬁ S exp (tn) exp [— 4t H)} dx

X +o00 z—p)?
- eg—\/% I exp [—( 20’5) +t(x— ,u)] dx.

11



Chapitre 1. Loi normale

En effet un changement de variable s = x — p on obtient :

exp(t)

g(t) = et fj;oo exp [—% + ts} ds
= S [ Sy [k (2 - 20%s + (20 — (10°)") | ds

Varo? J— 207
exp(tu) ex o2i2 o
_ ool %) “\)/% ) f_+oo exp [—# (s — 0215)2} ds

= exp (tu) exp <%> :

1.2.5 Loi de probabilité d’une somme de variable aléatoire nor-

males

Si ’on considére n variable aléatoire de Gauss indépendantes X;, d’espérances mathéma-

tique j; et de variance o2, la somme de ces variables suit une loi N (Z Lis /> 0?) .

1.3 Caractéristique de la loi normale standard

La loi normale standard est un cas particulier de la loi gaussienne de paramétre u et o
lorsque la moyenne p vaut 0, et la variance vaut 1 et sera appelée loi normale centré-réduite,

la loi sera notée N (0,1).

Définition 1.3.1 Une wvariable aléatoire X o valeurs dans R est dite normale standard si

elle est absolument continue et admet pour densité

1 (2)°
f(x)= \/ﬂexp <_T> (x € R).

Seule cette loi est tabulée car les autres lois (c’est-a-dire avec d’autres paramétres)se dé-
duise de celle-ci o laide du théoréme suivant : si X suit N (u,0?) alors Z = Xf:ﬁ suit

N(0,1).

12



Chapitre 1. Loi normale

1.3.1 Fonction de répartition

La fonction de répartition d’une variable aléatoire X suivant une loi normale standard est

donnée par :

¢<m>:p<2<x>:¢%[ exp (—%)dy,

avec Z une variable aléatoire suivant N (0,1).

Densité de la loi N{(0,1) onction de répartition de la loi

= _| = _]
=1 —
w
P [
i
[I=]
= -
E = =
= ]
[=
= o
R
- _| = _]
[ [
1T T 1T 1 T 1 L
4 2 0 2 4 4 -2 0 2 4
x X

F1G. 1.1 — Densité et Fonction de répartition de N (0,1)

1.3.2 Espérance et Variance

Soit X une variable aléatoire suit la loi N (0,1).Alors :

E(X)=0etV(X)=1

13



Chapitre 1. Loi normale

1.3.3 Fonction caractéristique

Si X une variable aléatoire suit la loi normale standard, alors sa fonction caractéristique

est donnée par :

1.3.4 Fonction génératrice

La fonction génératrice des moments d’une loi normale N (0,1) égale :

g(t) =exp (g) :

pour tout t € R

Remarque 1.3.1 La somme de deux variables gaussiennes centrées réduites est une va-

riable gaussienne centrée non réduite.

1.3.5 Lois dérivées de la loi normale

Si on produise une fonction linéaire & partir de la loi normale standard, on arrive a des
nouvelles distribution.

Premiérement

Dans le cas ou se qu’on fait la somme fini de carré des variables aléatoire suit une loi

normale standard on obtient une loi appellée loi du khi-deux ou de pearson 2.

Soit Zy, Zs,...,Z, une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi N (0,1).

Alors la variable aléatoire Y . | Z? suit une loi du khi-deux a v degrés de liberté, noté

14



Chapitre 1. Loi normale

X2 (v), sa densité est :

Deuxiément

Dans le cas ol on a deux variables aléatoires indépendantes Z et () telles que Z suit

N (0,1) et @ suit x*(v). Alors la variable aleatoire T = —Z= suit une loi appelée loi de

2

student & v degrés de liberté, notée St (v), sa densité est donnée par :

1
f(x):\/ﬁ F(

Troisiément

Si on a deux variables indépendantes Q et Qs telles que Q; suit x? (1) et Qs suit x? (1)
alors la variable aléatoire F' = %\% suit une loi de Fisher-Snedecor a (v, 15) degrés de

liberté, notée F (v, 14), tel que sa densité est donnée par :

1.3.6 Coefficients de Pearson
Coefficient d’asymétrie (Skewness)

Nombre réel sans dimension, indicateur de forme, qui mesure ’asymétrie d’une distribution

probabiliste ou statistique.

Le coefficient d’asymétrie est le quotient : 3; = £5.

La normale est caractérisée par un coefficient d’asymétrie égale a 0.

15



Chapitre 1. Loi normale

Coefficient d’aplatissement (Kurtosis)

Nombre réel sans dimension, indicateur de forme, qui mesure I’aplatissement d’une distri-

bution probabiliste ou statistique.

Le coefficient d’aplatissement est le quotient : 3, = £4, avait été introduit par pearson.

Pour la loi normale le coefficient d’aplatissement est égale a 3.

Exemple 1.3.1 la loi normale avec différent valeurs pour . et o.

loi N{(mu,1) 1oi N(O,segma)
— 1 L] 1
oo — mu=2 . — Sigma=1..5
= | —  mu=6 — ] — Sigma=3
— mu=5a — Sigma=5
o o
— [
= =
- _| = _]
o) [am-)
o [ S
[ e | -
= _| = _ |
— [
T T T T T T T T T
0] 5 10 15 -20 -10 O 10 20
x x

Fic. 1.2 — Densité de la loi normale avec différents valeurs de u et o.

Dans cette figure ((1.2))on montre bien l'effet de parameétres p et o, tel que o est un para-

meétre d’échelle qui rend la densité soit plus aplatie soit plus pointue.

En revanche, des variation de parameétre de position g n’affectent pas la forme de la

courbe mais uniquement son emplacement.

16



Chapitre 2

Proprietés et estimation

2.1 Téoréme central limite

Le théoréme central limite établit la convergence vers la loi de Gauss sous des hypothéses

peut contraignantes.

Théoréme 2.1.1 Soit (X,,) une suit de variables aléatoires indépendantes de méme loi

d’espérance | et d’écart-type o. Alors :

I —(X;i—u\ ¢
Zn:—§ —5 N(0,1),
\/ﬁi_1< g ) 0.1)

ol — signifie convergence en loi ou en distribution.

Preuve. L’idée de la preuve consiste & montrer que la fonction génératrice des moments
de z, tend vers la fonction génératrice des moments d’une variable aléatoire suivant une loi
N (0,1). Nous avons vu dans le chapitre précédent que la fonction génératrice des moments
d’une variable aléatoire suivant une loi N (0, 1) correspond & exp (%) )

Notons Y; = (XU—_“) ; les Y; sont donc des variables aléatoire indépendante et identiquement

distribuées d’espérance nulle et de variance 1. En notant g (.) leur fonction génératrice des

moments commune, donc on a : gz, (t) = (g (t\%)) :

17



Chapitre 2. Proprietés et Estimation

Et pour calculer la limite de gz, (¢), nous utilisons un développement de série de Taylor

a lordre 2 de g (t—) Ona:g(0)=1, ¢(0)=0et ¢g"(0) =1. Ceci nous donne

2

g2, = (500 + o0+ Lgn 4 7 (1))

ou R < ) désigne le reste du développement avec lim nR (tT) =0.

n—o0

Notons r, = R <t\/—ﬁ> . On remplagant les valeurs de g (0), ¢’ (0) et ¢” (0)

1+ 18 +rn>

2 2nTn "
-+

Finalement on voir que gz, (t) tend vers la fonction génératrice des moments d’une variable

aléatoire suivant la loi N (0,1). Alors on peut conclure que

(5

> N (0,1).

Exemple 2.1.1 La vérification graphique de la validitée du T.C.L dans le cas des lois bi-

nomiales normalisées (p = % et n = 5,20,50,100, 200, 500, 1000, 5000) . Nous remarquons
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F1a. 2.1 — Ilustration de T.C.L.

dans le graphe(2.1)) la convergence de la loi binomiale ver la loi normale lorsque n est

augmente.

2.2 Inégalité de Bienaymé-Chebyshev

Définition 2.2.1 Soit X une variable aléatoire admettant une espérance B (X) et de va-
riance finie 0.
L’inégalité de Bienaymé-Chebychev s’énonce de la fagon suivante :

Pour tout réel £ strictement positif,

P(IX—E(X)sz)SZ—z.

Propriété 2.2.1 (Intervalles caractéristique d’une loi normale) Si X suit une loi

normale, alors on a :

~pp—0 <X <p+o0)>~068,
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- p(p—20 <X < p+20)~0.95

~p(p—30c <X < pu+30) ~0.997.

2.3 Estimation

L’estimation consiste a donner des valeurs approximatives aux parameétres d’une popula-

tion a ’aide d’un échantillon de n observations issues de cette population.

On peut se tromper sur la valeur exacte, mais on donne la <meilleur valeur> possible que

I’on peut supposer.

2.3.1 Meéthode du maximum de Vraisemblance

Définition 2.3.1 La méthode du mazimum de vraisemblance (M.V'). Cette méthode consiste,
étant donné un échantillon de valeur Xi, Xs, ..., X, a prendre comme estimation de 0

la valeur de 0 qui rend maximale la vraisemblance :

L(xy,29,...,2,) = Hz’:lf (xi;0).
En pratique on prend comme estimation de 6 une solution de I’équation

B
gL (X:6) =0,

dite (équation de la vraisemblance.).

2.3.2 Meéthode des Moments

Définition 2.3.2 La méthode des moments a été utilisée pour la premiére foi par Karl
Pearson. Cette méthode repose sur l'idée d’égaliser les k premiers moments de la distribu-
tion en question avec les moments empiriques correspondants. Il faut résoudre un systéme

de k équation, avec k le nombre de paramétres inconnues.
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Chapitre 2. Proprietés et Estimation

Exemple 2.3.1 On préléve un échantillon aléatoire (X1, Xo, ..., X,,) suit une loi N (u,o?)
et on peut estimer les paramétres de cette loi par les deux méthodes M.V et méthode des

moments.
— Par la méthode(M.V) :

On a : la densité de la loi normale

Alors, I’équation de vraisemblance

1 1 <
L (xlax% "-7xn;,ua0—2) = = &Xp {_T‘Q Z (xl - M)2} )

InL (ml,:pz, ...,xn;,u,az) = —gln(ZW) S (02) b Z (x; — M)Q.

OlnL (x,.x;p,0%) 2 B

OInL(xq, ..., 205 1, 0?) 1
&5 = nt g > ) =0

Donc,

(1):§:xi:nu$u:%2ﬂ:xi:m.
i—1 i=1

(2):>%Z(xi—,u)2:n.

— Par la méthode des moments :

Nous avons vu précédent que B (X) = p et V(X) = o°.
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Chapitre 2. Proprietés et Estimation

Alors,
EX)=p==
Ona :
V(X) =0® =E(X) - (B(X))’
B ()
Alors,

D’autre par on a :

n
On en déduit :
X2
6'2 — Z i /1/2
n
2XP 2
== —

et en fin,

52 = g (52 est un estimateur biaz’sé) .

2.3.3 Estimation sous R (i et o?)

On peut estimer les parameétres p et o? de plusieurs maniére, parmi les quelles on a

I'estimation sous R.
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Chapitre 2. Proprietés et Estimation

On suppose é(X 1, .-, Xp) comme estimateur de  (la valeur inconnue du parametre).

— Sur un échantillon (X3, ..., X,,) on va estimer le paramétre .

> theta<-4 # valeur supposée inconnue.

> mean(rnorm(200, mean=theta)) # on se sert de 1’échantillon observé

(X1, ., Xooo) -

[1] 3.909667

— Sur un échantillon (X1, ..., X,,) on va estimer le parameétre o.

> theta<-3 # V(X;), supposée inconnue.

> vecx<-rnorm(200, sd=sqrt(theta))

> mean(vecx~2)-(mean(vecx))”2 # on se sert uniquement de 1’échantion observé.

[1] 3.187733

2.4 Intervalles de confiance
Aprés I'estimation des paramétres de la loi normale on passe a 'intervalle de confiance.

Définition 2.4.1 On appelle intervalle de confiance tout intervalle construit autour d’un
estimateur ayant une certaine probabilité de contenir la valeur du paramétres correspondant

de la population.

2.4.1 Intervalle pour i quand o est connu

Supposons avoir des observation aléatoire i.i.d. X;, ..., X, de la loi commune N (u,c?)

avec o2 connu et 4 & estimer.

On a la moyenne empirique X = % Z?:l X, qui suit la loi N (,u, %) )
Alors,

X —pu

v

~ N (0,1).

En notant Ze = (—zl_%) et z1_g les quantiles d’ordre 5 et 1— % de la loi normale standard
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Chapitre 2. Proprietés et Estimation

tel que

R

<X_“< —
pl—2-g < —%— < - =1-oq.
NG

Donc, l'intervalle de confiance au niveau 1 — a pour le paramétre de position y quand o

est connu correspond a

Représentation graphique :

L
S
=
I ] I I I ]
0 20 40 S50 80 100
Index
F1G. 2.2 — Intervalle pour © quand o est connu
Code R
> n <- 100

> x <- rnorm(n)
> mu <- cumsum(x)/(1 :n); v <- 1
> q <- gnorm(0.975)

> icl <- mu+tg*sqrt(v)/sqrt(l :n)
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> ic2 <- mu-g*sqrt(v)/sqrt(l :n)

V

plot (mu,type="1")

abline (h=0,col="blue")

vV oV

lines(icl,col="red",1ty="dotted")

lines(ic2,col="red",1ty="dotted")

V

2.4.2 Intervalle pour 1 quand o est inconnu

Lorsque le paramétre d’échelle est inconnu on utilise leur estimateur s2, tel que

R 2
§2 — — Z (XZ- - X> (estimateur sans biais) .

1=

Donc, on obtient la statistique de test suivante :

X —p

S

v

Lemme 2.4.1 Soient X1, ..., X,, des variables aléatoires i.i.d de loi commune N (u,02) .

Alors nous avons

e La moyenne empirique X = %Z?:l X; est de lot N (,u, %) .

N2
e ln notant s* = ﬁ Z?Zl (XZ- — X) la variance empirique, il suit que ("_U;Q)SQ suit une

loi de khi-deux de degré n — 1.

D’aprés le lemmd2.4.1] précédent on obtient :

_ X—p
X—p &
S = Nl
— (n—1) s2
vn )




Chapitre 2. Proprietés et Estimation

Par une simplification on a :
X —pu

S Aty
G

Comme précédemment on déduire 'intervalle de confiance en partant de

X —p
D <—tn1;1g < < tnl;l%‘) =1-qa.

S

On aboutisse a l'intervalle de confiance

- - s
[X —tp11-2—=; X + tn—l;l—g%} .

n
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Chapitre 2. Proprietés et Estimation

Représentation graphique :

00

05

mu

10

0] 200 400 600 800

Index

F1G. 2.3 — Intervalle pour 1 quand o est inconnu

Code R

>

>

vV V. V VvV V V

V

n<-1000

x<-rnorm(n)

mu<-cumsum(x)/(1 :n)
ss<-cumsum(x-mu) "2
s<-c(ss[1],ss[2 :n]/(1 :(n-1)))
q<-qt(0.975,n-1)
icl<-mu+g*s/sqrt(1l :n)
ic2<-mu-g*s/sqrt(l :n)

plot (mu,type="1")

abline (h=0,col="blue")
lines(icl,col="red",lty="dotted")

lines(ic2,col="red",1ty="dotted")
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2.4.3 Intervalle pour o

On utilise le lemme de Fisher pour produire I'intervalle de confiance pour le parameétre
d’échelle. Donc d’apres les quantile de la loi de x? (n — 1) on construire I'intervalle de
confiance.

Premiérement on a :

2
—— = Xn—l;l—g) =1l-a

Par simples manipulations on aboutisse a I'intervalle de confiance

2 ) 2
Xn—l;l—% Xn—l;%

[(n—l) s> (n—1) 52] |

Représentation graphique :

40

30

§'2
20

Fi1G. 2.4 — Intervalle pour o

Code R

> n<-1000

> x<-rnorm(n)

> mu<-cumsum(x)/(1 :n)

> ss<-cumsum(x-mu) "2
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> s<-c(ss[1],ss[2 : (n-1)]1/(1 :(n-2)),ss[n]/(n-1))

V

11<-qchisq(0.975,n-1)

12<-qchisq(0.025,n-1)

VoV

icl<-((n-1)*s"2)/11

ic2<-((n-1)*s"2)/12

V

plot(s~2,type="1")

VoV

abline(h=mean(s~2),col="blue")

V

lines(icl,col="red",1ty="dotted")

> lines(ic2,col="red",1ty="dotted")
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Chapitre 3

Application de la loi normale

3.1 Domaine d’utilisation

eLa loi normale est une des lois de probabilité la plus utilisée. Elle s’applique & de nombreux
phénomenes, en physique, en économie(erreur de mesure) . De plus, elle est la forme limite
de nombreuses distribution discrétes.

eElle représente la loi de distribution d’une variable aléatoire X dépendant d’un grand
nombre de facteurs agissant sous forme additive, chacun ayant une variable faible par
rapport a la variance résultante.

eElle peut représenter la fin de vie des dispositifs subissant un phénomene de vieillissement,

usure, corrosion...

Remarque 3.1.1 Les variables utilisées dans le domaine téchnologique ou économique

sont en général positives.

La loi normale pourra représenter un tel phénoméne si la probabilité d’obtenir les valeurs

négatives de la variable est trés faible. Il faut, en particulier, éviter de l'utiliser pour

les queues des distribution.
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Chapitre 3.Application de la loi normale

eEin mathématiques : la loi normale est utilisée dans plusieurs domaines des mathéma-
tiques.

Le mouvement brownien, ou processus de wiener est une description mathématique du
mouvement aléatoire de particules en suspension dans un liquide. Ce comportement a été
décrit physiquement par le biologiste Robert Brownen en 1827. L’objet mathématique est

un processus gaussien dont la variance des accroissement est égale au temps écoulé.

Définition 3.1.1 On appelle mouvement brownien tout fonction aléatoire réelle continue

B=(B(t); t>0),

a accroissements indépendants gaussiens

B(t)—B(s)~N(0, t—s),

avec,

B(0)=0
pour t > 0, By suit une loi normale centré de variance t ; By ~ N (0, t)

(B;) a trajectoires continues.

Parmi les procédures communes pour vérifier si un échantillon aléatoire d’observation in-
dépendantes de taille n proviennent d’un population avec une distribution normale : mé-
thodes graphique (histogramme, boxplots, Q-Q-plot), méthodes numériques (le coefficient

d’aplatissement et d’asymeétrie) et les tests de normalité.

3.2 Tests de normalité

Les tests de normalité sont des cas particulier de test d’adéquation, qui permettent de

statuer sur la compatibilité d’une distribution normale. Ces tests revét une importance
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supplémentaire. En effet, I’hypothése de normalité des distribution sous-tend souvent de
nombreux tests paramétriques comme (comparaison de moyennes, résidus de la régres-
sion, etc). En tout rigueur, s’assurer au préable la compatibilité des distributions avec
I’hypothése de normalité avant de procéder au test statistique proprement dit devrait étre

incontournable, surtout pour les petits effectifs.

On cherche & se déterminer entre

Hy: les données suivent une loi normale.

H,: les données ne suivent pas une loi normale.

3.2.1 Test de kolmogorov-Smirnov

Le test de kolmogorov est un test non paramétrique qui compare la distribution d’un
échantillon statistique & une distribution fixée. les distribution sont représentées par leurs

fonction de répartition, utilisées pour I’exécution du test.

Etant donnés :

eUn échantillon(Xy, X, ..., X,,) de n valeurs observées d’une variable aléatoire numérique
X de fonction de répartition F' (X).

eHypothese testée. Hy : F' = F contre H, : F #+ F.

Pour cela on définit la statistique de Kolmogorov-Smirnov par :

D,, =sup|F, (z) — F (z)|.

zeR

ou F, () est la proportion des observation dont la valeur est inférieure ou égale a x
(fonction de répartition empirique) . La région critique : on rejette Hy si D,, > d(n) ou
d(n) est le quantile théorique (si n < 80 on lu & partir la table uniforme, si n > 80 on

utilise la table de Kolmogorov-Smirnov).
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3.2.2 Test de Jarque-Bera

Le test de Jarque-Bera, introduit par Carlos Jarque et Anil Bera en 1980, ce test il est éga-
lement fondé les coefficients d’asymétrie et d’aplatissement. Il évalue les écarts simultanés

de ces coefficients avec les valeurs de référence de la loi normale.

Prenons les coefficients d’asymétrie et d’aplatissement de pearson :
3 Ha
fr="— et fp=—.
o o

On propose les estimateurs

51 II 32 <~ Cov (31,52> = 0.

On peut traduire les hypotheéses sous la forme :

Hy: B1=0 et fo=3
Hi: Bi#0 ou By#3
On calcule

R 2
PR NG

ou n est le nombre d’observation. Il faut que n soit suffisamment grand.
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La statistique de JB suit asymptotiquement une loi du x? a 2 degrés de liberté.

La région critique pour un risque a du test de Jarque-Bera est définie par :

JB > X1, (2).

3.2.3 Test de Shapiro-Wilk

Le test de Shapiro-Wilk est trés connue et populaire, il est basé sur la statistique W.
En comparaison des autres tests, il est particuliérement puissant pour les petits effectifs

(n <50).

La statistique W est donnée par :

. 2
Zi[il a; (T(n-it1) — )

> (@i — j)2

W =

Ou

e (;) correspond a la série des données triée.

. [2] est la partie entiére du rapport 7.

eq; sont des constantes générées a partir de la moyenne et de la matrice de variance

co-variance des quantiles d’un échantillon de taille n suivant la loi normale.

La statistique W peut donc étre interprétée comme le coefficient de détermination (le carré
du coefficient de corrélation) entre la série des quantille générées a partir de la loi normale

et les quantille empiriques obtenues & partir des données.
La région critique

W< Wcm't .

Les valeurs seuils W,,;; pour différent risque a et effectif n sont lues dans la table de

Shapiro-Wilk.

Exemple 3.2.1 pour tester la normalité des variables X etY, on utilise le test de shapiro-
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wilk, qui vérifier la normalité avec la p-value.

# * x xcharger le package"nortest" x x x library(nortest)
> x<-rnorm(200)

>y<-runif (200, -3, 3)

> shapiro.test(x)

Shapiro-Wilk normality test

data : x

W = 0.995683, p-value = 0.862

> shapiro.test(y)

Shapiro-Wilk normality test

data : y

W = 0.94625, p-value = 8.343e-07

Comentaire : On observe que :

-Pour la variable X, p-value =0.862>0.05,

le test est non significatif. On ne peut pas rejeter 'hypothése H.
-Pour la variable Y, p-value =8.343e-07<0.05,

le test est significatif. On peut rejeter '’hypothese Hy.
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Conclusion

ans ce mémoire, nous avons présenté une étude sur la loi normale et application
ou nous donnons leur histoire, de sa genése jusqu’au moment ot elle a été repérée
comme la loi naturelle a utiliser en beaucoup de circonstance, puis nous détaillons les

caractéristiques de cette loi.

Nous avons ensuit étudié briévement I’estimation de parameétres de la loi normale.

La méthode de maximum de vraisemblance, méthodes des moments et sous R, aussi nous
donnons pour quoi cette loi est popularisé et différente aux autre lois, puis nous avons
révélé les tests de normalité. On résume quelques propriétés de la loi normale dans les

points suivant :

-La fonction de densité d’une loi normale sous forme d’une courbe en cloche aussi appelée
courbe en chapeau de gendarme.

-La densité f est symétrique par rapport & p, elle admet un maximum en p et vaut
1/ o2,

-Toute transformée affine d’'une variable aléatoire suivant une loi normale suit aussi une
loi normale.

-Tout les moments d’ordre &k de la loi normale existe.
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Annexe A : Rappels sur les

probabilités

-Loi de probabilité : On appelle loi de probabilité de X la mesure image de p par X et
on la note px.

-Variable aléatoire : Une variable aléatoire réelle est une application mesurable de
(Q, ¢, p) dans R muni de sa tribu borélienne (R, B) .

Pour tout borélien B on définit px (B) par :

-Variable aléatoire continue : La notion de variable continue, se confond avec celle de
variable admettant une densité de probabilité.

-Densité de probabilité : Fonction réelle positive continue f associée a tout variable
aléatoire réelle absolument continue X . Elle fourni par intégration les probabilités d’in-

tervalle

pasx<n= [ o

La densité est la dérivée de la fonction de répartition : f (x) = F’ (z), et inversement la
. , .. . T
fonction de répartition est sa primitive F'(z) = [*_ f (t)dt.

-Fonction de répartition : On appelle fonction de répartition d’une variable aléatoire
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Annexe A : Rappels sur les probabilités

X Papplication F' de R dans|0, 1] définie par :

Cette fonction est croissante et varie de 0 pour z = —oco a 1 pour x = 4o00.

Si X est une variable aléatoire continue, elle varie continument.
-Indépendance de deux variables aléatoires : Soient X et Y deux variables aléatoires
réelles définies sur le méme espace probabilisé. Le couple(X, Y) est donc une application

mesurable de (£2, o, p) dans R? muni de sa tribu borélienne.

X et Y sont indépendantes si pour tout couple de boréliens B; et B;, on a :

-Moments d’une variable aléatoire : Une loi de probabilité peut étre caractérisée par
certaines valeurs typiques associées aux notions de valeur centrale, de distribution et de

forme de la distribution.

— Espérance mathématique : X étant une variable aléatoire réelle sur(£2, ¢, p), Uespé-

rance mathématique de X est, si elle existe, I'intégrale de X par rapport a la mesure

p-

E(X) = /Q wdp.

D’apres le théoreme de la mesure image on a :

B(X) = [ adpx (@)
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Annexe A : Rappels sur les probabilités

— Variance : On appelle variance de X notée V (X) ou 02 la quantité définie par :

VOO =B((X - ) = [ (o) dpx (0).

R
Ou o s’appelle lécart-type de X tel que o (X) = /V (X).

— Autres moments : On définit, si ils existent, les moments centrés d’ordre k
k
Mk:E[(X—M) ]

-Fonctions génératrices des moments : Soit X une variable aléatoire, on appelle
fonction génératrice des moments de X quand elle existe, la fonction ¢ (t) = E [exp (tX)]

définie pour tout réel ¢

g(t) = /exp (tz) f (z)dz.

-Fonctions caractéristiques : La fonction caractéristique d’une variable aléatoire réelle

X est la transformation de Fourier de sa loi de probabilité. Elle est notée ¢ x et on a :

vx (t) = Elexp (itX)] = /Rexp (itz) dpx (x) .

Cette fonction existe toujours car px est une mesure bornée et |exp (itx)| = 1. Il s’ensuit

que la fonction caractéristique est continue.
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Annexe B : Abréviations et

Notations

Les différentes abrévariations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expli-

quées ci-dessous.

E(X),p Espérance de X.
V(X),0?  Variance de X.

o L’écart-type.

Fx Fonction de répartition de X.

f(z) Fonction de densiteé.

o () Fonction de répartition de la loi normale standard.
vx (t) Fonction caractéristique de X.

g (%) Fonction génératrice des moments.

X Moyenne empirique.

52 Variance empirique.

o Estimateur de espérance de la loi N (i, 0?).
52 Estimateur de la variance de la loi N (u,0?) .
0 Un parameétre inconnue.

0 Estimateur de la valeur 6.

Hy Hypothése nulle.

H, Hypothese alternative.
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Annexe C : Abréviations et Notations

51 Coeflicient de symétrie.
Ba Coefficient d’aplatissement.

L (zy,29,...,x,)  Fonction de vraisemblance.

— Convergence en loi.

D, La statistique de Kolmogorov-Smirnov.
JB La statistique de Jarque-Bera.

|44 La statistique de Shapiro-Wilk.

N (p,0?) Loi normale.

N (0,1) Loi normale standard.

T.C.L Téoréme central limite.

1.0.d Indépendant identiquement distribuer.
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Abstract

We present in this thesis a preview about the normal law, this
last, plays a fundamental role in probabilities and
mathematical statistics. It is a model frequently used in various
field, their main role in statistics actually stems from what is
appears to be a law limiting characteristics related to a large
sample.

Résumé

Nous présentons dans ce mémoire un apercu sur la loi normale,
cette derniere, joue un role fondamental en probabilités et
statistique mathématique. Elle constitue un modele
fréquemment utilisé dans divers domaine, leur role principale en
statistique provient en réalité de ce qu'elle apparait comme loi
limite de caractéristiques liées a un échantillon de grande taille.
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