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Introduction

La théorie de I’estimation est une des préoccupations majeures des statisticiens. On trouve
dans la littérature deux types d’approches d’estimations de la densité de probabilité : ’ap-
proche paramétrique et 'approche non-paramétrique. L’approche paramétrique a comme
inconvénient principal de nécessiter une connaissance préalable du phénomeéne aléatoire
considéré. L’approche non paramétrique estime la densité de probabilité directement a

partir de I'information disponible sur ’ensemble d’observations.

L’estimation & noyau (ou encore méthode de Parzen-Rosenblatt) est une méthode non-
paramétrique d’estimation de la densité de probabilité d’une variable aléatoire. Elle se
base sur un échantillon d’une population statistique et permet d’estimer la densité en
tout point du support. Cette estimateur sont des fonctions de deux parameétres K, appelé
noyau, et h dit parameétre de lissage (largeur de fenétre). Si le choix du noyau n’est pas
un probléme dans l’estimation de la densité, il n’en est pas de méme pour le choix de
parameétre de lissage qui ne dépend que de la taille n de ’échantillon. Plusieurs travaux
ont montré que les estimateurs peuvent changer dramatiquement pour de petites variations
du parametre de lissage. Actuellement il n’existe pas de choix optimal pour ce paramétre,
le choix optimal qui minimise I’erreur quadratique moyenne intégrée dépend de la dérivée

seconde de la densité inconnue.

L’objectif de ce travail est d’utiliser I’approche Bayesienne pour le choix du parameétre de
lissage h dans I’estimation de la fonction densité de probabilité par la méthode des noyaux.

Cette alternative Bayésienne est dirent des méthodes classiques qui consistent souvent a



Introduction

minimiser ou & maximiser directement un certain critére. Cette loi sert & compenser le
manque d’information, lorsqu’il s’agit de données de petite ou moyenne taille. L’estimation
Bayésienne de h peut-étre obtenue par la moyenne a posteriori, en calculant la loi a
posteriori & partir de la régle de Bayes. Parmi les trois variantes de ’approche Bayésienne,
nous proposons ’approche Bayésienne globale pour le choix du parameétre de lissage h.
Dans l'estimation Bayésienne globale, la loi a posteriori est souvent de forme complexe.
Cette difficulté est, généralement, surmontée grace aux méthodes populaires de Monte

Carlo par Chaines de Markov (MCMC).

Ce mémoire est composé d’une introduction, de trois chapitres et d’'une conclusion. Le pre-
mier chapitre présenté de I'estimation non paramétrique de la densité de probabilité. En
effet, apres la présentation de la définition de I’estimateur & noyau de cette fonction de den-
sité et ses propriétés et expression (biais, variances,....), nous avons abordé le probléme du
choix du noyau et du parametre de lissage par les techniques classiques. Dans le deuxiéme
chapitre présente le cadre théorique dans lequel les outils statistique bayésienne, sont déve-
loppés, ainsi qu'un rappel de la théorie des méthodes usuelles d’approximation exactement
MCMC, ensuite nous avons présenté 'approche bayésienne globale pour 'estimation du
parameétre de lissage. Le troisiéme chapitre regroupera les résultats de simulation des dif-
férentes méthodes de sélection du parameétre de lissage. Tous les résultats numériques et

graphiques sont effectués a 'aide du logiciel R.



Chapitre 1

Estimation non-paramétrique d’une

densité de probabilité a noyau

La méthode du noyau est I'une des méthodes d’estimation non paramétrique la plus uti-
lisée. Rosenblatt (1956), suivide Parzen (1962), ont proposé une classe d’estimateurs a
noyau d’une densité de probabilité. Cet estimateur est une fonction de deux parameétres :
le noyau K et le parameétre de lissage h.

Dans ce chapitre, nous avons présenté la notion d’une densité de probabilité par la méthode
du noyau. En effet, aprés la présentation de ’estimateur & noyau de cette densité, nous
citons quelque unes de ses propriétés et expression(le biais, la variance,...). Ensuite, nous

allons aborder le probléme de choix du noyau et du parameétre de lissage dans ce cas.

1.1 Estimateur a noyau

1.1.1 Quelques définitions

Dans cette section nous allons intéresser a I'estimateur & noyau symétrique. Avant d’ex-
poser ses déférentes composantes nous présenterons d’abord sa construction d’origine qui

se fait a travers de I'estimateur empiriques d’une fonction de répartition.
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Définition 1.1.1 On observe X1, X5, X3, ..., X,, variable aléatoires réelles indépendant et

identiquement distribué (i.i.d) de fonction de répartition :
F:z—F(z)=P(X; <z

L’estimateur de la fonction de répartition I est la fonction de répartition empirique notée

F,, et définie par :

R 1 &
Fo(z) = Iy (2) = EZI{XZSI} =
=1

3|
&
£
IN
8
A\
s
=

C’est un estimateur non paramétrique de fonction de répartition F.

Définition 1.1.2 Soit X1, Xs, X3, ..., X,, un échantillon de variables aléatoires (i.i.d) de

fonction de répartition F' on a :

. F(z+h)—F(x)
f (@) = Jim 2h

F,(x+h)—F,(x+h)

fo(2) = lim o (1.1)
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L’estimation a noyau de Rosenblatt en 1956 notée fn(x) et définie par :

; : Fn x4+ h)— Fn x+h

Fo) = limy_o @) = Fu(x+h)
2h

RS 1

1 n .
= g [t Ty = S e )

1
= — - .
nh [le 2 {'Xihz|<1}]
Le premier exemple d’estimateur a noyau construit a ’aide du noyau :

1
K (2) = Slpa<ny

ou plus généralement (Parzen, 1962) :

o= ()

ou K est le noyau de cet estimateur telle que :
- K(z)>0
- o K(2)dz=1

- h > 0 est une parametre de lissage il dépend de n et il vérifie h(n) — 0 lorsque n — oo
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1.1.2 Exemples de noyaux usuels

Les noyaux les plus couramment utilisés en pratique sont :

Noyau Fonction Demain

Rectangulaire : [—1,1]
u2

Gaussien Vot R

Triangulaire (I— 1 wn) [—1,1]

D’epanechnikove 2 (1 — u?) [—1,1]

TAB. 1.1 — Quelques noyaux classiques.

Les courbes de ces noyaux sont présentées ci-dessous :

N. Gaussian M. uniforme N. triangulaire
g
g
g : ]
3]
§ | £
= B P 2 |
i P ;
4 ™
g 1 g
]
g 4 4
o
o o o
g g g
T T T T T T = T T T T T T = T T T T T T
600 o0 500 800 1000 100 600 T 800 00 1000 1100 o0 Tao L) 00 1000 1100
N=100 Bandwidth = 22.73 =100 Bandwicth = 22.73 N=100 Bandwich = 22.73
N. cosinus N.biweight N. Epanechnikov
g g
4 24 i
o =]
*
£ 1 g g
-] &
g € § B 5
i g B g &
g | g g
3 é é
g g- -
o
g | B g
3 T T T E T T T T T T E T T T T T T
00 o 00 Ed 1000 ] 00 T L] ol 1000 1168 G0 T oG 200 1004 1180
N=100 Bandwidth = 22.73 N=100 Bandwicth = 22.73 N=100 Bandwich = 22.73

FiGc. 1.1 — La Forme des noyaux usuels.
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R's density() kernels with bw = 1

=
= ] -
— gaussian
—— epanechnikov
—— rectangular
= X —— triangular
e} biweight
= | — cosine
! optcosine
=
@ [a¥]
T oS 7
(]
[=T
= K
P
T I I I T T I
-3 2 1 0 1 2 3

Fic. 1.2 — Les courbes des différents noyaux usuels.

1.2 Expression du variance et le biais d’un estima-
teurs a noyau

Pour que f(x) soit une densité, on suppose que K (u) > 0 et Jp K (w)du = 1.
La fonction noyau est supposée étre symétrique autour de zéro, c.‘a.d fR uK (u)du =0 et

posséde un moment d’ordre 2 fini, c.d.d, [, v’ K (u)du < co.

Nous avons établi que :

B [f2@)] = £ @)+ 210 (@) o () + 0(02)
piais ((£.2)) ) = B[ @)] - £ @) = %@ ) o (1) + 0(42).

var [fn (x)] _ @) +OOK2 (2)dz — I (2) /+OOZK2(z)dz — % <f (x) + biais <f(:r)>>2 :

n

—0o0 —00

Les expressions asymptotiques du biais et de la variance nous permutent de trouver des

expressions pour lerreur quadratique moyenne (M SE) et Perreur quadratique moyenne
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intégrée (MISE) et par définition le MSE et le MISE d’un estimateur sont donnée

respectivement par :

MSE(f(2), fu@)) = E | (fa <w>—f<x>>1

o 1] i (1)

MISE(f.f) = [y MSE(f(x). fu(x))dz

= [y var [fn ($)] + [g biais? ((fn(:c)>)
En reprenant ’expression du biais de I'estimateur f, et la variance et en remplacant dans

Iexpression M SFE on obtient alors :

MSE(f (), fa(z)) = %5}1<(f(2)(x))2 + %/K%y)dy + o(h* + %)
MISE(f, f) = %45}‘(/(1”@’(@)2613: + n—lh/KQ(x)dx + o(h® + %) (1.2)

avec 0y = ([ y*K(y)dy)>.

1.3 Propriétés asymptotique de I’estimateur

Nous présentons dans cette partie les propriétés statistiques de ’estimateur de densité f,.
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1. Sila fonction K est positive et continue et [ K(z)dz = 1 alors fn est une densité de

probabilité.

2. La fonction noyau K est une densité de probabilité sur R — R, est symétrique par

rapprt a zéro :

ce qui implique

/tK (£)dt = 0 (1.3)

de plus

/K2 () dt < oo (1.4)

/t2|K(t)|dt<oo (1.5)

3 Sous[L.3|et et supposons que f est une densité bornée dont la dérivée seconde

est bornée, alors on a :

biais <fn (JJ)) ‘ < ¢1h?

Si, de plus, la condition de 'hypothése K est satisfaite, alors :

ol c; et cy est une constantes.

Proof. d’aprés[I.2 on a :

[ biais (fa (@) | =1 5@ (@) 2 (K) + o(h?) |

t2
< h?sup, f@ (z) Ef@) | K (t) 1 dt < cih?
R
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etona:

en prend 2= =t donc y = x + th et dy = hdt alors :

var <

A

Jn

(2)) <

IN

IN

1
E/RK2 (t) f(z + th)dt
1
Esgpf(z)/RKz (t)dt
Co

nh

1.4 Choix du paramétre de lissage

Dans cette partie, Elles comparent plusieurs méthodes pour choisir le parameétre de lissage
pour plusieurs distributions différentes. Toutes ces méthodes nous donnent un parameétre
de lissage qui est optimale pour la distribution & estimer. Celles-ci différent au niveau du

choix du critére a optimiser. Dans ce chapitre on va étudier les méthodes suivantes :

1.4.1 Méthode de plug-in (ré-injection)

La méthodes plug-in(ré-injection) est constitué des méthodes purement théoriques qui sont

basées sur la minimisation de I'erreur quadratique moyenne intégrée (M SE) donnée par

ot 6% = ([ y*K (y)dy)*.

10
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Mais vue la difficulté de calcul du M ISFE, dans la pratique on utilise I'erreur quadratique
moyenne intégrée asymptotique, noté AMISE, obtenu en ignorant les termes d’ordre
supérieurs du MISE.

ht K?(z)d
AMISE = Zd}*( / (f@(x))%dx + %

L’expression de paramétre de lissage optimale, au sens d’IAMISFE, se détermine par une
minimisation directe de ce critére par rapport & h. En effet, il suffit de résoudre le systéme

suivant :

( 0OAMISE 0
oh N
PAMISE .
\ oh

La résolution de ce dernier nous conduit a :

=[5y

On constate que le paramétre de lissage h* dépend de la densité inconnue f a travers
Ik ( f (2)) ? da. une fagon classique de remédier a ce probléme consiste a remplacer la quantité
f (f®)2dz par un estimateur approprié, nous citons par exemple, la méthode de régle de
référence (Rule of Thumb) qui consiste a choisir f comme étant la distribution normale de
moyenne /¢ et de variance 61%. Les parameétre pir et 5? sont estimés a 'aide des observations

X1, Ta, ..., T, Tespectivement par la moyenne empirique :

11
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et la variance empirique :
n

=3 (-7

n <
=1

Lorsque le noyau k est Gaussian, alors le parameétre de lissage optimale, au sens du AMISE

est de la forme suivante :
h* =1.0652n"5.

1.4.2 Meéthodes de Validation croisée par moindes carrés

Rudemo (1982) et Bowman (1984) ont donné l'idée de cette méthode. En utilisant la
formule développée de l'erreur quadratique intégrée ISE(h), on choisit le parameétre de

lissage h qui minimise cette erreur.

ISEW) = [ () = f@)do = [ Fyie =2 [ @)@+ [ Fajis

On remarque que fR f?(x)dz ne dépend pas de h, donc on peut choisir le i de fagon a ce

qu’il minimise le critére de la validation croisée défini par :

UCV (h) = ISE(h / Az /R 2 (x)dx — 2 /R Fo(@) fx)da

On doit donc trouver un estimateur pour [, fn(az) f(z)dx remarquons que :

[ @@ = B [4,).

L’estimateur empirique de [ fn(x) f(z)dz est alors :

% ; fni(z:)

12
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Le critére a optimiser est alors :

UCV(h) = /Rfi(x)dx - %Zjl Tni(z;)

ou
xz_x]

fhz(xz — hZK
Hﬁz

est I'estimateur de la densité construit & partir de I’ensemble de points sauf le point x;.

En utilisant les formules explicite de fn(x) et fri(x;), le critere UCV (h) est donné par :

UCV(h —I— {

i=1

() (52 e ()

’L
J#

avec R(K) = [ K*(x)dx

1.4.3 Validation croisée biais

La notion de validation croisée biaisée, a été introduite par Scott et Terrell en 1987, I'idée
de cette méthode est de trouver la valeur de A qui minimise un estimateur du AMISE.

Nous avons déja vu que :

AM[SE_h_454 /(f2 (33))26595—1—%

Le parametre de lissage basé sur la méthode de la validation croisée biaisée est la valeur

de h qui minimise un estimateur du AMISFE.On peut estimer le AMISFE si ’'on connait

J(f@())*da.

13
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Scott et Terrell (1987) proposent d’estimer [(f®(z))%dx par :

/(f<2> dm—%/[(

ol f (2)() désigne la dérivé second de l'estimateur & noyau, la forme de l'estimateur de

AMISE a minimiser (critere de BCV (h)), est résumé comme suit :

poviy =L fepa - o [ ra] + 00

= WSS KO @) KD ) (X, - X)),

avec R(g) = [ ¢*(

Le parameétre de lissage h choisi par cette méthode est la valeur de A qui minimise BC'V (h)
hiey = argmin(BCV (h)).
h

1.4.4 Validation croisée de la vraisemblance

La plus simple des méthodes de type validation croisée est celle proposée par Habbema
et al.[1974], appelée validation croisée du maximum de vraisemblance. Elle consiste a

maximiser par rapport & h un estimateur de la vraisemblance donné par :

Levin) =11 i)

14
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Le parameétre de lissage optimal fourni par cette méthode est donné par :

hiey = argmax LC'V (h).

Cette méthode est probablement la moins utilisée car elle révele un certain nombre de
faiblesses pour les estimateurs a noyau. Plusieurs études ont mis en avant la mauvaise
robustesse de cette méthode ainsi que le risque qu’elle conduise vers une estimée non
consistante lorsqu’elle est appliquée a des observations dont la distribution présente des

queues. C’est la méthode la moins utilisée pour choisir le parametre de lissage optimal.

15



Chapitre 2

Le choix de parameétre de lissage par

’approche bayésienne

Dans ce chapitre, nous allons présenter la démarche a suivre pour 'approche bayésienne
dans le but d’estimer le parameétre de lissage dans l’estimation & noyau de la fonction
de densité. En effet, dans un premier lieu nous allons rappeler quelques notions de base
du formalisme bayésien et les estimateurs paramétriques bayésiens ainsi que les méthodes
MCMC (Monte Carlo par chaine de Markov) qui peuvent étre employées lors de I'implé-
mentation pratique de I’approche bayésienne.

Dans un seconde lieu, nous allons présenter une situation du choix du parameétre de lissage

par I'inférence bayésienne a savoir : le choix du parameétre de lissage global.

2.1 Les principes de la démarche bayésienne

L’idée principale de ’analyse bayésienne repose sur la lot a posteriori des parametres en
considérant  comme variable aléatoire.et Supposons que x = (x1, z3, ..., T,) est le vecteur
d’observation et § = (61,0s,...,04) € O est le vecteur des parameétres a estimer. L’espace
des parameétres © est muni d’une loi de probabilité 7 et nous noterons 6 ~ 7. La loi 7 est

appelée loi a priori de 0 choisie en fonction des connaissances disponibles (information a

16



Chapitre2 .Le choix de parameétre de lissage par ’approche bayésienne

priori) sur § avant la prise en compte des observations.

Définition 2.1.1 On appelle modéle statistique bayésien sur (®,F,P) la donnée d’un

modéle statistique paramétré f(0), et d’une loi a priori sur les paramétres w(0).

La loi conditionnelle de 6 sachant les observations x est appelée loi a posteriori

(0|x) =

et on interpréte la loi des observations f; comme la loi conditionnelle des observations

sachant 6

f(]0) = fo(x)

et comme la densité g(6|z) = f(x|0)m(0) est appelée la loi du couple (0,z), et la densité
m(zr) = /f(x|9)7r(9)d9 est une loi marginale de x.
©

Exemple 2.1.1 Soit X|0 ~~ P(0) et ~~ v(2,1). Donnons la loi de probabilité a posteriori

du parameétres 6 ainsi que la loi marginale de X .

Ona: e 0
F(zl0) = %_) zeN
w(0) = 0exp(—0) 0>0

17



Chapitre2 .Le choix de parameétre de lissage par ’approche bayésienne

o0

z+1
/fﬂ@ /9 em’ 20) 4o
0
B 7F(x +2) 0 exp(=260) 272
-/ T(z+2) x! 2o+2
0
MNx+2) (z+1)
= ez = jgeiz avec I'(z + 2) =
d’ou la loi marginale de X :
(x+1)
m(x) - Qr+2

et la loi a posteriori de 0 :

z+2 e+l exp(—?&)

wry o 70

fBlz) =

donc :

Oz ~ v(z+2,2)

2.2 Choix de loi a priori

Le choix de lia priori est une étape fondamentale dans ’analyse bayésienne. En théorie
cette loi doit représenter notre information a priori sur le parameétre. En pratique, il est

rare que l'information a priori soit suffisamment précise pour déterminer exactement la loi

a priori du parameétre 6.

Dans le cadre de cette étude, on se contente de ne présenter que les types de densités

a priori les plus courants : les densités a priori conjuguées et les densités a priori non

informatives.

18
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Chapitre2 .Le choix de parameétre de lissage par ’approche bayésienne

2.2.1 Loi a priori conjuguée

Une famille F' de lois sur © est dite conjuguée ou fermée par échantillonnage si pour tout
7(0) € F, la loi a posteriori m(f|x) appartient également & F. Raiffa et Schlaifer (1961),
qui sont l'origine des lois conjuguées. Lorsque les observations x modifient la loi a priori
7(0) en la loi a posteriori 7(0|x), I'information apportée par x sur ¢ est limitée, donc elle
ne doit pas conduire & une remise en cause de la forme de la loi 7(#). Mais elle peut

seulement changer ses paramétres en fonction de x.

Définition 2.2.1 une famille F de distributions de probabilité sur © est dite conjuguée
par une fonction de vraisemblance f(x|0) si pour tout m € F, la distribution a posteriori

7(0|z) appartient également a F.

Exemple 2.2.1 tableau ci-dessus représente quelques lois a priori conjuguées naturelles

pour quelques familles exponentielles usuelles.

L f@e) | #0) | m(0]x) |
Binomiale Beta Beta
B(n,0) Beta(a, 3) Beta(a+z, 5 +n —x)
Normale N(p(o?u + m°x), po?r?)
N(p,72)
N(6,0?%) avec ot = o + 72
Poisson Gamma Gamma
P(0) G(a, ) Gla+z,8+1)
Gamma gamma gamma
G(v,0) G(o, B) Gla+v,f+x)

TAB. 2.1 — Lois a priori conjugées pour quelques familles exponentielles usuelles.
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2.2.2 Priories non informatives

Dans le cas d’absence d’information précise sur le parameétre & estimer, les bayésiens pro-
posent d’utiliser des priories non informatives et cela le fait que aucune information n’est
disponible, il est impossible de batir une distribution a priori sur des considérations sub-
jectives. Dans ce cas, on laisse les données conduire 'inférence qui peut étre justifié par
les résultats théoriques qui montrent que l'inférence dans les deux paradigmes (bayésien

et fréquentiste). Voici quelques considérations sur les priories non informatives.

2.2.3 A priori Uniforme

La densité a priori non informative la plus simple et la plus communément utilisée est
la densité Uniforme. En effet, ce choix repose sur ’equiprobabilité des valeurs possibles
du paramétre # sur son domaine de définition, et donc n’apporte aucune information

supplémentaire sur . Ainsi, la densité est définie par :

d est une constante positive

2.2.4 A priori impropre

La loi a priori peut étre impropre i.e. f@ 7(0)dh = oc.
Ce choix de type de loi n’a donc plus d’intérét que calculatoire et s’interpréte difficilement.

La construction de lois non informatives peut conduire & des lois a priori de ce type.

2.3 Estimateur bayésien

Soit X = (X1,...,X,,) un n — échantillon de variables aléatoire iid de densité f(x|6), ou

f est un parameétre inconnu a estimer.
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On dit que le 6 est une valeur d’'une variable aléatoire augeul on assigne une loi a priori

7(6), puis on déterminer la distribution a posteriori m(6|z).

2.3.1 Estimation intrinséque

Définition 2.3.1 L’estimateur de Bayes intrinséque est la fonction des données qui mi-

nimise [’espérance postérieure de la perte intrinséque

0" (z) = argmin d(0|z) = arg min /5(@,9)%(9|x)d0.
oo beo )

Le cas uni- dimensionnel

On suppose dans cette section que le paramétre 6 est réel.

Proposition 2.3.1 Si :

a 51 9#9 a>0

Uestimateur de Bayes correspond au mode de la distribution a posteriori w(0|x) ; est défini

par :

7(A|z) = sup w(0]z).
0cO

~ A~ A~

1(0,0) = a1 (6 — 9)1{9§é} (t) + az(0 — 9)1{9>é} (t),

ai

Pestimateur de Bayes 6 est le quantile 4o, de la distribution a posteriori (0|x); est

a1+
défini par :
PO < flz) = —2
ai + as
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Lorsque a; = ag, 'estimateur de Bayes est la médiane a posteriori w(0|x) ; est définie par :

/_ iﬁ(ep;)de - /9 T 0] do

Sil(0,0) = (0 — 0)%, Uestimateur de Bayes est la moyenne a posteriori 7(6|x) ; est définie
par :

/ 0 f (2|0)m(0)do

éB(x):E[eyx]:/ (0]2)d0
/f /6

S}

Remarque 2.3.1 Il faut signaler que le mode de la loi a posteriori est parfois retenu
comme estimation bayésienne de 6 si l'on suspecte que la vraisemblance comporte des

mazximum locaux. En ce cas, on a :

Op(r) = arg maxm (6|z).

La moyenne et la médiane sont généralement de meilleurs estimateurs pour 6 que le mode.

Le cas multi-dimensionnel

Dans un contexte multi-dimensionnel o § = (¢, ; j =1,...,J) la moyenne a posteriori

E [0|x] est égale au vecteur (E[0|z] ;j=1,..,J),0ou:

E0j|x] = / (0]x)dd
)

7(0;|z) est obtenu en intégrant m(6|z) sur toutes les composantes de 6 autres que 6;.

Le plus souvent, les estimateurs de Bayes des 6; ne peuvent pas étre calculés de facon
explicite et il faut faire appel aux méthode de simulation de Monte carlo. voici cependant

une situation dans la quelle le calcul des estimateurs de Bayes ne pose aucun difficulté.

22



Chapitre2 .Le choix de parameétre de lissage par ’approche bayésienne

2.3.2 Propriétés de ’estimateur de Bayes

— L’estimateur de Bayes est admissible.

— L’estimateur de Bayes est biaisé.

— Sous certaines hypotheses de régularité le plus souvent satisfaites en pratique, on a les
deux propriétés :

- L’estimateur de Bayes est convergent en probabilité (quand la taille de 1’échantillon
n — +00)

- La loi a posteriori peut étre asymptotiquement (c-a-d pour de grandes valeurs de
n) approximée par une loi normale N(E [0|z], Var [f|z]) Cette derniére propriété est

particulierement utile pour construire des intervalles de confiance a posteriori.

2.4 Les méthodes de Monte Carlo

Dans un probléme statistique, ’approximation de I'intégrale
[ 96 fGalo) 0) s
S}

doit tirer avantage de la nature particuliére, a savoir de fait que 7 soit densité de probabilité
ou plutot, que f(z|0)m (0) soit proportionnel & densité. Une conséquence naturelle de
cette perspective est d’utiliser la méthode de Monte Carlo, introduite par Metropolis et

Ulam(1949) et von Neumann (1951).

2.4.1 Meéthodes de Monte Carlo par chaines de Markov (MCMC)

Les méthodes de Monte Carlo par Chaines de Markov (Markov Chain Monte Carlo -
MCMC) offrent une alternative pour obtenir des échantillons suivant une certaine loi

cible 7 (et par suite un estimateur des moments d’intérét de 7) sans pour autant tirer
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directement suivant 7. La méthodologie est cette fois basée sur la construction d’une
chaine de Markov dont la loi stationnaire est 7. Nous rappelons brievement les principes
de base des chaines de Markov et des méthodes MCMC, puis présentons deux techniques

MCMC bien établies : 1'algorithme de Metropolis-Hastings (MH).

Chaines de Markov et principe de MCMC

Soit (X)) une suite de variables aléatoires associées aux & valeurs dans un ensemble F
supposé fini, typiquement F = {1,2,...,M}. E est appelé l'espace d’états. On dit que
(X,,) est une chaine de Markov si pour tout n > 1 et toute suite (ig, i1, ..., %, 1,%,j) de F

telle que :

P(Xo =gy, Xpo1 = in_1, Xp = 1) > 0

on a ’égalité suivante :

P(X,i1 =741 Xo=1d0, ', X1 =ln_1,X,, = 1) = P(X,11 = j|X,, = 1) = P(X1 = j|Xo =1).

Dans le contexte des méthodes MCMC, nous nous focalisons sur des chaines de Markov
présentant une propriété particuliere appelée stationnarité ou invariance. Ceci signifie qu’il

existe une loi 7 telle que : si x,, ~ 7, alors z, 1 ~ 7.

Dans les algorithmes de simulation avec indépendance, la convergence des moyennes em-
piriques vers les moyennes théoriques est assurée par la Loi des Grands Nombres (LGN),

mais cette derniére ne fonctionne plus dans le cadre de simulation avec dépendance.

Afin que la simulation via les chaines de Markov puisse remplacer les méthodes de si-
mulation, indépendantes, la LGN est étendue par le théoréme d’ergodicité (voir Robert
and Casella et Robert) qui résout le paradoxe des deux types de convergence. Ainsi ce

théoréme supprime le besoin de produire des suites de variables aléatoires indépendantes.

24



Chapitre2 .Le choix de parameétre de lissage par ’approche bayésienne

Le principe des méthodes M C'MC' consiste ainsi a partir d'une densité cible m donnée a
construire un noyau de transition K, et par suite une chaine de Markov {z,, }n > 0, admet-
tant m comme loi invariante. Nous rappelons ici deux méthodes bien établies permettant

d’obtenir un tel noyau K : ’algorithme de Metropolis-Hastings

Algorithme M-H

L’algorithme Metropolis-Hastings (MH) appartient aussi a la famille des méthodes MCMC.
La premiére version de ’algorithme a été introduite en 1953 en considérant le cas particu-
lier de la distribution de Boltzmann. Cette premiére version a été beaucoup utilisée pour
traiter des problémes en physique statistique. En 1970, I'algorithme a été généralisé par

Hastings au cas de n’importe quelle distribution.

La loi cible peut étre connue & une constante multiplicative pres, ce qui est souvent le
cas lorsque l'on calcule la densité a posteriori. Si 'on ne sait pas simuler suivant cette
loi, I’algorithme MH propose d’introduire a partir de la loi cible un noyau de transition
arbitraire que 1'on appelle loi instrumentale ou aussi loi de proposition a partir de laquelle

on sait échantillonner.

Le support de la loi de proposition doit inclure le support de la loi cible, c’est-a-dire que
la loi de proposition ne doit pas étre nulle sur le support de la loi cible. Les étapes de

I’algorithme M-H sont donnée comme suit :
1. Initialiser 6().
2. Pour [ € {1,..,N}.

a. générer 0 ~ q(f | 9*-D).

m(8lz) g(9*—19) }

b. calculer la probabilité d’acceptation av = min {1, T0—D[w) q@1-D)

c. générer u, u ~ Ujpq :

25



Chapitre2 .Le choix de parameétre de lissage par ’approche bayésienne

0 siu<a
e(k—i-l) —
k) sinon
3. calculer I'estimateur de Bayes

1 N
0= o)

>

k=No+1

2.5 Etapes de ’approches bayésienne pour la sélec-
tion du parameétre de lissage

Dans cette section nous allons présenter les étape de ’approche Bayésienne globale pour
la sélection du parametre de lissage.pour le choix du parameétre de lissage global dans
I’estimation & noyau symétrique d’une densité de probabilité.

L’estimation Bayésienne du parameétre h conditionné aux données se fait par la densité
a posteriori. 7(h|données).Concrétement, nous considérons une séquence Xi, Xo, ..., X,
de variables aléatoire réelles, indépendantes et identiquement distribuées par une densité
de probabilité f et de réalisations x = (xy,...,2,). L’estimation bayésienne globale du

parametre de lissage est généralement construite par les quatre étapes suivantes :

1. Donner la forme de l’estimateur de la vraisemblance f(z|h) de la densité

des données sachant le parameétre h.

La vraisemblance des données z;, ..., , notée L(x1,...,x,) est donnée par :

26



Chapitre2 .Le choix de parameétre de lissage par ’approche bayésienne

I'estimateur a noyau et la technique de validation croisée.de f(z;) est donnée par :

- 1
Jni(zi) = n—1 4 ‘Kxi,h(xjf
J=Li#]

Ainsi la vraisemblance est approximée par :

flzy, 29, ..z | h) = ﬁn Z Koon(z5). (2.1)

i=1 j=1i%j

Ce dernier estimateur sera utilisé pour le calcul de la densité a posteriori.
2 Choisir la loi a priori sur le parameétre de lissage h

Rappelons que I'estimation par ’approche bayésienne est caractérisée par le choix d’une loi
a priori et notons que le choix n’est pas unique ici. L’utilisation de la loi a priori conjuguée
dans ce modele n’est pas bénéfique, car la vraisemblance de validation croisée donnée par
[2.1]s’“ecrit comme produit de n termes, et le parameétre de lissage h intervient dans chacun
des termes.

Malgré que d’une maniére générale, en pratique, I’estimateur bayésien n’est pas trés sen-
sible au choix de la loi a priori, mais dans notre cas, le choix doit étre fait d’une maniére
minutieuse afin que les méthodes MCMC fonctionnent correctement.

Nous avons choisi d’utiliser la loi Gamma proposée par Brewer [1998] comme loi a priori

pour h. La densité m(h) est alors donnée, a une constante prés, par :

w(h | @, B) o e exp<—§>,

ou « et 3 sont des hyper-parameétres (parameétres de la loi Gamma).
Dans cette partie, nous n’avons pas discuté le choix des hyper-parameétres parce que, le
choix est fait empiriquement de sorte que les méthodes de Monte Carlo vont fonctionner

correctement.
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3 Calculer la distribution a posteriori n(h|zy,...,x,) du paramétre h quand

on dispose des données z1, ..., x, en utilisant le théoréme de Bayes.

La loi a posteriori de h est définie par :

™ h‘) f,i(xz
F@1 ezl ) (h) 11 S

(21, Ty oy xn) (W1, 79, .., 1)

7T(h | Ty, T2, ,xn) =

ol (&1, Lo, oy Tp) = /f(xl,...,xn|h)7r(h)dh

Alors la densité a posteriori du parameétre de lissage sachant les données © = (x1, 3, ..., T;,)

est donnée a une constante d’intégration prés, par :

m(h|a, B) | | fri(zs
f(z1, ..., xn|h)m(h|a, B) N H h.i\i)

7(x1, T, ooy Ty) - W(ml,xg,...,mn)

w(h|a, B, 21,9, ..., 2y) =

7w(h | 21, @0, ..., 1) X m(hla, B) H Z Ko (75

(n = 1) (@1, 25 oy @) -7 ey
o T(x1, Xa, oo, k) = [ f(@1, ..., xn|R)T(h|er, B)dh est la loi marginale de I’“echantillon.
4 MCMC pour estimer le paramétre de lissage

En utilisons 'algorithme M-H & marche aléatoire pour estimer le parametre de lissage
par la moyenne a posteriori. Cet algorithme est basé sur 'utilisation d’une loi génératrice
de candidats de la forme Q(. | h*?)). Le candidat h est généré a partir d'une variable
aléatoire ¢ positive de densité q(h | )~ (), telle que h*) est le candidat généré a la ke
étape, () est un parametre de réglage choisi de telle sorte a obtenir un taux d’acceptation
optimal 7. La variable aléatoire ¢ est généralement choisie comme gaussienne de moyenne

h*) et de variance ’y?k). Ici, nous la remplacons par une méme loi gaussienne tronquée sur
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[0, +-00[, vu la positivité du paramétre de lissage h. C’est-a-dire ¢ ~ N(h*), fy(Qk), 0,00), la

densité de I'instrumentale est alors donnée par :

1 h — h(#)?
ah | B, ) — (- M
V) V/2T ¢ (—) k)

V(k)

)

ou ¢(.) est la fonction de répartition de la loi normale standard.

Garthwaite et al. brewer (1998) donnent la formule de mise-a-jour du parametre :

(

Y(k)

Y(k) T W, si h est accepté.
Y(k+1) =
Y(k) .7 .y
-, si h est rejeté.
LT a7 :

ot 7 est le taux d’acceptation optimal, qui vont 0.44 dans le cas univarié voir Gelman et al
[1996], Roberts and Rosenthal [2009] et Garthwaite et al.[2010]. Les étapes de 1’algorithme

M-H a marche aléatoire associé au présent probléme est donné comme suite :

1. initialiser h(¥ et Y(0)
2. pour k€ {1,...,N}

a Générer h ~ q(h|h(k)77(k))

7r(l~l|:):1,:r2,...,xn) Q(h(k)mﬁ(k))}

b Calculer la probabilité d’acceptation p = min{1, Tz anen) * IR )

¢ Calculer I’ “etat de la chaine :

h(k+1)
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d Mettre & jour le parametre de réglage :

Yk) T _(7/5;_, si h est accepté
Y(k+1) =
(k) .7 .
, si  h est rejeté.
L T® T =7 y

3. Poser k =k + 1 et aller a 2.

4. Calculer 'estimateur de Bayes :
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Chapitre 3

Simulation et résultats numeériques

3.1 Application Numérique

3.1.1 Introduction

Le but de cet chapitre est d’identifier 'impact de I'inférence bayésienne utilisé pour le choix
de parametre de lissage hpqyes lors de I'estimation d'une densité de probabilité a support
positif sur la qualité de I'estimateur. Nous comparant les performances des estimateurs
associe a hpqyes avec les performance de ceux associent aux ou parametre de lissage globale

et cel sélectionné par la méthode de validation croisée non baisé.

3.1.2 Etude de Simulation

hyov @ Le parametre de lissage optimal obtenu par la technique de validation croisée.non

bias
hBayes : est le h optimale sélectionné par I'inférence bayésienne.
MSE : L’erreur quadratique moyenne.

— Pour I'application numérique nous avons considéré les distributions suivantes :
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1. Une loi exponentielle de parameétre A =5 :
g1(x) = Nexp(—\zx) , x> 0.
2. Une loi Gamma de paramétre (1,2) :
A -1
g2(x) = W(Mf)p exp(—Az)

3. Une loi Béta de paramétre (0.5,1) :

nlr) = gy =)

Le noyau k : on a opté pour le noyau epanechnikov.
La loi a priori 7(h) : est une loi gamma.

La loi instrumentale : est une loi normale tronquée dont v(0) = 1 et h(¥) = 1.
-Le parameétre de lissage est sélectionné par le biais de deux approches :

— Bayésienne : en utilisant la méthode MCMC' (Algorithme M-H).

— classique : en utilisant ’algorithme UCV

Le manuel suivant présente les di érentes routines, sous le logiciel R, relatives du package
Ake. Ce package est disponible sur le site “Comprehensible R Archive Network” (CRAN)
via le lien

http ://cran.r-project.org/web/packages/Ake/Ake.pdf.

32



Simulation et résultats numériques

’ | ucv ‘ Bays ‘

’ n \ huov \ | Biais| \ MSE \ Rbays \ | Biais| \ MSE ‘
| 10 | 0.1524053 | 0.03011333 | 0.1023679 | 0.6465001 | 0.0524001 | 0.2114000 |

| 200 | 0.0135095 | 0.02636484 | 0.06662864 | 0.13116975 | 0.0287494 | 0.0942807 |

| 1000 | 0.00231365 | 0.02540452 | 0.06600027 | 0.0118232 | 0.0261852 | 0.0580025 |

TAB. 3.1 — résultats obtenus pour le cas gl

’ | ucv ‘ Bays ‘

’ n ‘ huov ‘ | Bias| ‘ MSE ‘ Pbays ‘ | Bias| ‘ MSE ‘

| 10 [ 0.2751791 | 0.6960137 | 0.6711991 | 0.0310445 | 0.0995259 | 0.2225669 |

| 200 | 0.0482594 | 0.5498152 | 0.3948659 | 0.0310230 | 0.0995952 | 0.2133247 |

| 1000 | 0.0006296 | 0.4394944 | 0.0110508 | 0.0310139 | 0.0103323 | 0.2089313 |

TAB. 3.2 — résultats obtenus pour le cas g2

’ | ucv ‘ Bays ‘

| n | huev | |Bias] | MSE | hwys | [Bias| | MSE |

| 10 [0.0319937 | 0.1260955 | 0.1718115 | 0.0299632 | 0.1917622 | 0.2643644 |

| 200 | 0.0049698 | 0.1100550 | 0.0304692 | 0.0199027 | 0.1265470 | 0.2002220 |

| 1000 | 0.0009914 | 0.0060955 | 0.2205212 | 0.0008996 | 0.0033330 | 0.0679331 |

TAB. 3.3 — résultats obtenus pour le cas g3
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Conclusion

Dans ce mémoire nous avons considéré le choix du paramétre de lissage par l'inférence

bayésienne dans ’estimation & noyau d’un densité de probabilité.

En premier lieu, nous avons intéressé a ’estimation classique d’une densité par la méthode
du noyau nous avons présenté ses propriétés et choix du noyau k de cet estimateur. Apres

on va présenter la techniques classique dans le choix du paramétre de lissage.

En deuxiéme lieu, nous avons présenté ’approche bayésienne qui est une alternative pour
Traitement aux problémes des techniques classiques de sélection du parametre de lissage.
En effet, aprés avoir abordé le paradigme bayésien nous avons présenté la démarche a
suivre pour la mise en ceuvre de cette approche pour le choix du parametre de lissage

globale dans ’estimation a noyau d’une densité de probabilité.

Enfin, nous avons présenté une application numérique, la comparaison de ’approche bayé-
sienne globale (MCMC) avec la méthode classique (UCV) pour des données simulées
montre que les performances de 'approche Bayésienne globale sont meilleures que celle de

la méthode UCV.
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Annexe A : Abréviations et

Notations
K (u) noyau.
X Proportionnel a.
0|z 0 est conditionne par z.
w(z), m(0lz) A priori, .A posteriori.
f(0|z) Loi de probabilité, indexée par le parametre 6.
MCMC Méthodes de Monte Carlo par chaine de Markov.
MSFE L’erreur quadratique moyenne.
ISE L’erreur quadratique intégrée.
AMISFE L’erreur quadratique moyenne intégrée asymptotique.
MISE L’erreur quadratique moyenne intégrée.
LCV validation croisée de vraisemblance.
BCV validation croisée biais.
ucv validation croisée non biais.
MH Metropolis-Hastings.
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Résumé : Dans ce travail, 'approche non-paramétrique par noyaux est présentée pour
les fonctions de densités. Pour cela, quelques aspects essentiels des notions d’estimation
par noyaux continus (dits classiques) sont d’abord rappelés.

Pour estimer la densité de probabilité des données positives par la méthode du noyau,
le choix du noyau et du parameétre de lissage est important. On a utilisé les noyaux sy-
métriques, La sélection du parameétre de lissage est basée sur approche classique (UCV)
et I'approche Bayésienne globale. La complexité de la loi a posteriori, dans 1’approche
Bayésienne globale, nécessite 'utilisation des méthodes de Monte Carlo (MCMC).

La comparaison de I'approche Bayésienne globale (MCMC) avec la méthode classique
(UCV) pour des données simulées montre que les performances de 'approche Bayésienne

globale sont meilleures que celle de la méthode UCYV.

Mots clés : Estimation non paramétrique de densité, noyaux, approche Bayésienne, mé-

thodes de Monte Carlo (MCMC), validation croisée, plug-in, parameétre de lissage.

Abstract : This work is about nonparametric approach using kernels for densities. For
this, some essential aspects of notions of continuous (classical) kernel estimation are first
recalled.

To estimate the probability density of the positive data by the kernel method, the choice
of kernel and the smoothing parameter is important. We used asymmetric kernels. The
selection of the smoothing parameter is based on the classical approach (UCV') and the
global Bayesian approach. The complexity of the posterior law, in the global Bayesian
approach, requires the use of Monte Carlo methods (MCMC).

The comparison of the global Bayesian approach (MCMC) with the classical method
(UCYV) for simulated data shows that the performances of the global Bayesian approach

are better than that of the UCV method.

Key words : Nonparametric density estimation, kernels, Bayesian approach, Monte Carlo

methods (MCMC)), cross validation, plug-in, smoothing parameter.
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