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RESUME

Dans ce mémoire nous étudions ’estimateur non paramétrique de la fonction de régression.
La construction de I'estimateur est basée sur I'utilisation d’une densité K (.) appelée noyau

et d’un parametre de lissage h.

Nous rappelons les propriétés asymptotiques de I'estimateur : la convergence, et la nor-

malité asymptotique. Nous parlons aussi du choix de noyau et de paramétre de lissage.

Finalement, nous donnons des explications graphiques des résultats théoriques appliqués

sur des exemples de régression linéaire et non linéaire a ’aide du logiciel R.

il



Table des matiéres

[Dédicacel i
(Remerciements| ii
[Résumél iii
(Table des matiéres| iii
[Liste des figures| vi
Untroductionl 1
I Fsi on T . e 3
(1.1  Estimation paramétrique et non paramétrique| . . . . . . . . . ... . ... 3
(1.2 Estimation non-paramétrique d’'une densité|. . . . . . . . . . .. ... ... )
(L.2.1 D'estimateur de la fonction de densitél . . . . . . . ... ... .. .. 5

(1.3 Théoremes de convergences de variables aléatoires| . . . . . . . ... .. .. 9
(1.3.1 Convergence dans L”| . . . . . .. .. ... ... ... ..., 9

[1.3.2 Convergenceenloi . . .. ... ... ... ... ........... 9

[1.3.3 Convergence en probabilité. . . . . . .. .. ... ... ... .. .. 13

[1.3.4  Convergence presque SUT€ . . . . . . .« v v v v v v v v e 16

stimation non paramétrique de la fonction de régressio
2 Estimati atri de la fonction de ré 101 17

v



Table des matiéres

[2.1 L’estimateur non paramétrique de régression| . . . . . . . . . . . ... ...

[2.2  Les propriétés de l'estimateur| . . . . . . . . . ... ... ... ... ..

[2.2.1 Etude asymptotique du biais et de la variance| . . . . . . . ... ..

[2.2.2  Convergence presque complete| . . . . . . ... ... ... ..

[2.3  Normalité asymptotique de I'éstimateur|{. . . . . . . . ... ... ... ...

[2.4  Convergence en moyenne quadratique| . . . . . . . . . . .. ... ... ...

[2.5 Choix du noyau et de la largeur de fenétre| . . . . . . . . . . ... ... ..

[3 Application sous R]

[3.1 Régression linéaire] . . . . . . . . ... ...

[3.1.1 Parametre de lissage h fixé, nvariél . . . ... ... ... ... ...

[3.1.2  Choix graphique du parametre de lissage] . . . . . . . .. ... ...

[3.2  Régression non linéaire] . . . . . . ... ... oo Lo

[3.2.1 Parameétre de lissage h fixé, nvariél . . . ... ... .. ... ....

[3.2.2  Choix graphique du parameétre de lissage| . . . . . . . . ... .. ..

Conclusion

(Bibliographie|

[Annexe A : Rappels|

[Annexe B : Logiciel R|

A C - Abreviah N o

33
35
35
39
42
42
48

52

53

55

57

58



Table des figures

(1.1 Allures des noyaux : Triangulaire, Biweight, Gaussien et Epanechnikov,| . . 8
[3.1 Régression linéaire : h fixé, n varié et K noyau normal . . . ... ... .. 38
[3.2  Régression linéaire : h fixe, n varié et /X noyau d’Epanechnikov|. . . . . . . 39
[3.3  Régression linéaire avec h varié, n fixé et K noyau gaussion.| . . . . . . .. 41
[3.4 Régression linéaire avec h varié, n fixé et K d’Epanechnikov| . . . . . . .. 41
[3.5 Régression non linéaire : h fixé, n varié et K noyau normal . . . . . . . .. 47
[3.6 Régression non linéaire : h fixé, n varié et K noyau d’Epanechnikov] . . . . 48
[3.7 Régression non linéaire avec h varié, n ixé et K gaussien.|. . . . . . . . .. 50
[3.8  Régression non linéaire avec h varié, n fixé et K d’Epanechnikov.| . . . .. 51

vi



Introduction

La statistique fonctionnelles constitue un champ de recherches d’actualité, a la fois diversi-
fie par ses aspects fondamentaux et par les différents domaines qu’elle recoupe : statistique
non-paramétrique, statistique des opérateurs, variables et/ou modeles fonctionnels. Sans
prétendre a ’exhaustivité, I'objectif de cette mémoire est de présenter quelques uns de
ces aspects fonctionnels de la statistique en nous contonnant autour des modéles non

paramétriques de régression.

L’estimation de la fonction de régression est un probléme important dans ’analyse des
données avec un large gamme d’applications en filtrage et la prévision dans les communi-

cations et le controle des systémes, la reconnaissance de formes et de classification...

L’estimateur de type noyau de la régression a été largement étudié dans la littérature. Les
résultats originaux par Nadaraya (1964) et Watson (1964) ont été étendues dans plusieurs
journaux, et elles sont résumées par exemple dans Bosq (1998), Devroye et Gyorfi (1985),
et Rao (1983). Citons aussi le cas de données censurées a droites : Carbonez et al. (1995),
Kohler et al. (2002) et autres et le cas de données tranquées a gauche : Lemdani et Ould-

Said (2006),...

Ce mémoire est divisé en trois chapitres :



Introduction

Le premier chapitre (introdictif) est consacré a la définition de I’estimation fonctionnelle et

I’estimateur a noyau de la densité, et les théorémes de convergences de variables aléatoires

Dans le deuxiéme chapitre, nous présentons l’estimation non paramétrique de la régres-
sion et les propriétés de I’éstimateur. Nous étudions ici, la normalité asymptotique de

I’éstimateur et choix du noyau et de la largeur de fenétre.

Nous terminons notre mémoire par un troisiéme chapitre ot nous donnons des exemples par
simulation qui expriment I'importance de parametre de lissage h, la taille de I’échantillon

utilisé et le noyau K... dans I’estimation non paramétrique de la fonction de régression.



Chapitre 1

Estimation fonctionnelle

Dans ce chapitre, nous donnerons quelques notions élémentaires, définitions et exemples

dans I’estimation paramétrique et non paramétrique.

1.1 Estimation paramétrique et non paramétrique

Premiérement, nous appelons modele statistique, le triplet (E,.A,P) ou E est 1’éspace des
observations (par exemples des réels), A une tribu sur E et P une famille de probabilité
sur (B, A) :

Soit X : Q — E une application mesurable. On peut toujours écrire P par (P, 0 € ©).
Soit h une application de P dans ©’. Estimer h(P) c’est essayer de l’évaluer au vu de
I’observation d’un échantillon de la variable aléatoire X qui est a valeurs dans [E. Donc, le

parameétre & estimer est ’application

h:P—© ou 6 -0

Un éstimateur de h est une fonction h,, : * — h,(X3,..., X,,) mesurable par rapport a

I'observation (Xj, ..., X,,).
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Définition 1.1.1 Estimation paramétrique : Si l'on sait & priori que h appartient o
une famille paramétrée {h(x,0),0 € O} ou © C R® et h(.,.) est une fonction connue,
on parle alors d’éstimation paramétrique, car éstimer h revient o éstimer le paramétr fini

dimensionnel 0.

Définition 1.1.2 Estimation non paramétrique : Par contre, si l’on sait seulement
que h appartient o P ensemble des lois de probabilités qui est un éspace de dimension
finie, alors on dit que l'on fait de [’éstimation non paramétrique ou de [’éstimation

fonctionnelle

Dans ce qui suit, on suppose que 1'on a observé un échantillon X, X,, ..., X,, & valeurs
dans R* muni de sa tribu borélienne B. De plus, on suppose que les {X;,i = 1,...,n} sont
indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d) u € Py une famille de loi sur (R®; B).

i) La densité de probabilité : Si P, est une famille de loi dominée par une loi A\,donc
elle admet (théoreme de Radon-Nykadim) une densité f = % c’est un paramétre dans

L' Si j—f\‘ admet une version bornée (respectivement continue et bornée) alors on peut la
considérer comme un paramétre dans L?(respectivement dans Cj, (R*¥)).
Enfin, si f, est différentiable, on définit de nouveaux paramétres fonctionnels : les dérivées

partielles de f, :

ii) La fonction de répartition : C’est la fonction définie par

S

Fou(wy, o ms) = 1 (H ]—oo;:t,-]) (21, ..., 75) € R®.

i=1

iii) La fonction des quantiles : Pour s = 1, la fonction quantile d’ordre p définie par

Fl(p)=Q(p)=mf{t eR; F, () >p}  0<p<Ll.

m

Fr L est un parameétre a valeur dans I’éspace de fonctions réelles définies sur ]0; 1[monotones

non décroissantes et continues & gauche.



Chapitre 1. Estimation fonctionnelle

v) La fonction caractéristique : Elle est définie par

i(t) = E,lexp{i(t,)}] ou tzcR

fi est un parametre dans Cj, (R®).

iv) Le paramétre de régression : Supposons que ’on observe un échantillon{(X;,Y;), =1, ...

d’un couple (X,Y) a valeurs dans R x R*2 est soit ui ,z € R une famille de versions
des lois conditionnelles de Y sachant X = x : Toute fonction de la forme r : z — r (uf)
est un parameétre de régression. Les plus usuals sont :

1) L’éspérance conditionnelle (qui est la fonction de régression),

2) La densité conditionnelle,

)

)
3) Le mode conditionnel,
4) La fonction de répartition conditionnelle,
)

5) Le quantile conditinnel.

1.2 Estimation non-paramétrique d’une densité

1.2.1 L’estimateur de la fonction de densité

Supposons que nous observons n variables aléatoires indépendantes et identiquement dis-
tribués X, -, X, de densité de probabilité par rapport a la mesure de Lebesgue une fonction
inconnue f de R dans [0, +00|. L'objectif de notre étude est la construction d’un estima-
teur de [, c’est-a-dire une fonction fn(x) = fu(x, X1, ..., X,,) mesurable par rapport a la
tribu engendrée par (Xq, ..., X,,).

Notons F(x) = P(X; < z) la fonction de répartition de la loi de X; et considérons la

fonction de répartition empirique

. l —

=1
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La loi forte des grands nombres permet d’affirmer que F), est un estimateur de F'. Il est
méme possible d’obtenir des intervalles de confiance et de tester I’adéquation des données
a différentes lois. Néanmoins, il n’est pas évident d’utiliser E, pour estimer f .

Une des premiéres idées intuitives est de considérer pour h > 0 petit

~

A Ez+h)—F,(x—h) 1 ¢«
fu(r) = oh = 2nhzl{—h§Xi—x§h}
i=1

L’idée la plus naturelle est d’estimer f en un point x et de voir ce qui ce passe au voisinage

de x. Une des premiéres idées intuitives est de considérer pour h > 0 petit

F(x+h)—F(x—h)

f (@) = Jim 2h
. F@+h)=f(x) F(z)-F(x—h)
= m oh * oh :

En remplacant alors F' par F},, on obtient

' Fo(z+h) — F, (z — h)

o (2) = o7 : (1.1)

qui peut aussi s’écrire sous la forme

n

A 11
fo.x (z) = ﬁgz {1ix,<otny — Yixi<o—ny

=1

1 n
=-— E 1o hex;<atn)
2nh —

1 n
P B S

Cet estimateur, appelé estimateur de Rosenblatt (1956), c’est le premier exemple d’esti-
mateur a noyau construit & I’aide d’une fonction appelée noyau : K (t) := %1{_1§t§1}.

Définissions maintenant plus généralement la notion d’estimateur a noyau :
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Définition 1.2.1 Soit K : IR — IR une fonction intégrable, positive et telle que f K (u)du =
1, K est appelée noyau. Soit h := h, > 0 un paramétre de lissage (fenétre) qui dépend de
la taille de [’échantillon n. Pour toute n € IN*, l'estimateur & noyau de la densité de la

v.a. X au point x, noté f, x (x) est donné par :

Fox () = %XZ;K (‘r _hX> . (1.2)

Voici quelques exemples de noyaux classiques :
— Noyau Triangulaire : K (t) = (1 — [t]) 1<},
~ Noyau Biweight : K (t) = 2 (1 — 2)* 1<1,
— Noyau Gaussien : K (t) = \/% exp{—t?/2}, t € R,

— Noyau d’Epanechnikov : K () = 3 (1 — %) 1<y,

La figure (Fig si-aprés présente l'allure des quatre noyaux cités.
Code R .

Ki=function(t){(1-abs(t))*ifelse(abs(t)<=1,1,0)}
K2=function(t){(15/16)*((1-t"2)"2)*ifelse(abs(t)<=1,1,0)}
K3=function(t){dnorm(t)}
K4=function(t){ifelse(abs(t)<1,(3/4)*(1-t"2),0)}

op=par (mfrow=c(2,2))
curve(K1(x),-1,1,ylab="K(x)",main="Triangulaire")

curve (K2(x),-1,1,ylab="K(x)",main="Biweight")

curve (K3(x) ,-4,4,ylab="K(x)" ,main="gaussien")

curve (K4(x),-1,1,ylab="K(x)" ,main="Epanechikov")

par (op)
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Fic. 1.1 — Allures des noyaux : Triangulaire, Biweight, Gaussien et Epanechnikov.

Définition 1.2.2 Notons par x le produit de convolution i.e :

f*g(l“)=/f(y)g(x—y)dyz/g(y)f(x—y)dy-

Lemme 1.2.1 (Bochner) 1) Soit K un noyau de Parzen -Rosenblatt et f € L' alors en

tout point x de continuité de f on a

lim (f * K3) (2) = f (2)
2) Soit maintenant K un noyau quelconque; si f € L' est uniformément continue, alors

lim  sup |f* Ky (z)— f(x)=0.

h—0 z€lR
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1.3 Théorémes de convergences de variables aléatoires

1.3.1 Convergence dans L”

Définition 1.3.1 Soit (X,,) une suite de variable aléatoire.réelle. dans LP(Q2, A, P),

0 <p<oo. On dit que X,, converge vers X dans LP si

X0~ X|lp — 0

—+00

Proposition 1.3.1 Soit p et q des réels tels que : 1 < p < q. Si (X,,)converge dans L1

vers X, alors la convergence a également lieu dans LP.
X0 = Xl[p < 1 X0 = X,

Corollaire 1.3.1 Si on a :

alors

1.3.2 Convergence en loi

Définition 1.3.2 Soit (X,,)et X des vecteurs aléatoires a valeurs dans l’espace probabili-
sable (RY Bgr). On dit que la suite (X,,) converge en loi vers X si, pour toute fonction h

de R? vers R, continue et bornée, on a

lim Eh(X,) = Eh(X)

n—-+4o0o

On note X, £ X et on dit aussi parfois que la loi de X,, converge vers celle de X .
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Proposition 1.3.2 Soit (X,,)et X des v.a.r. de fonction de répartition (F,) et F' respec-

tivement. La suite (X,,) converge en loi vers X si, et seulement s,

lim F,(x) = F(z);

n—-4o00
en tout point x ou F' est continue.

Exemple 1.3.1 On considére la suite (X,,) de v.a.r. telle que, pour tout n, la v.a.r. X,

ait pour lot

1
plx -2 D)o
n

i.e. la loi de X, est la dirac en 1+ %(Pxn =0y, 1). En raison de la convergence de la suite

(2+ 1) vers 2, on a :

1
Ve >2, dng :Vn>ng2+—<zx
n

Ve >2, dng :Vn>ng F,(x)=P(X, <z)=1L1

Par ailleurs, pour tout x < 2, on a :

Définissons alors X la v.a.r. de loi d5. Sa fonction de répartition est alors :

0 st z<2
Fx<l’):
1 st z>2

On remarque que la fonction Fx est continue sur R\ {2} et que, sur cet ensemble, on a :

lim F,(z) = F(z).

n—-+o0o

10
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Ainsi, d’aprés la proposition précédente, on a la convergence de X, wvers X. Il est inté-
ressant de noter que la convergence des fonctions de répartition n’a pas lieu au point de

discontinuité de F puisque [’on a, pour tout n,

F(2) =0+ F(2) = 1.

Théoréme 1.3.1 Soit (X,,) et X des vecteurs aléatoires de RP, absolument continus de

densité (fn.x) et f par rapport a la mesure de Lebesque dans RP. Si on a, A,-presque-

partout,
li =
Jm fox = f
alors
X, 5 X

Théoréme 1.3.2 (Théoréme de Paul Lévy)

1. Si (X,,) est une suite de variables aléatoires dans R convergeant en loi vers une
variable aléatoire X dans RP, alors la suite (px,) des fonctions caractéristiques
associée a la suite (X,,) converge en tout point vers la fonction caractéristique @y
de X, i.e.

Xn i) X =Vre Rpa‘an (ZL') — ¥X (‘T)

2. Soit (X,,) est une suite de variables aléatoires dans RP. Si la suite (¢yx,) de ses
fonctions caractéristiques converge simplement vers une fonction ¢ continue en 0,
alors ¢ est la fonction caractéristique d’une variable aléatoire X et X,, converge en

loi vers X, i.e.

oxn(r) — px () ,VzeRF = XnLX,

11
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Théoréme 1.3.3 (Théoréme de Cramer-Wold)Soit (X,,) et X des vecteurs aléatoires

dans RP. On a alors ’équivalence suivante :
£ p o Lo
X, — X&eVYuelRl A'X, —uX,

Preuve. Supposons en premier lieu que X, converge en loi vers X. La fonction g de
R? vers R définie par g(x) = ulx, pour u dans RP, est une forme linéaire. Elle est donc

continue. Ainsi, d’aprés le théoréeme de Slutsky, on a la convergence
u'X, S u'X
Réciproquement, supposons que pour tout u dans RP, on ait
u' X, L
Le théoréeme de Paul Lévy, nous donne alors la convergence
Puxn (t) — pux (1)
pour tout t dans R. Celle-ci prise ent =1, nous donne :
Puxn (1) = pxa (U) — ¢x (u) = ux (1)

dont on tire, en utilisant la réciproque du théoréme de Paul Lévy, la convergence X, s

12
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1.3.3 Convergence en probabilité
a) Cas des variables aléatoires réelles

Définition 1.3.3 On dit que la suite (X,,) de v.a.r. converge en probabilité vers la variable
aléatoire X, si

Ve >0, P(|X,, — X| > ¢) — 0; quand n — +o0

On note X,, £ x.

Remarquons qu’il est équivalent de dire

lim P(|X,— X|>e)=0

n—-+o00

et
lim P(|X,—X|[<¢)=1

n—-+00

Le théoréme suivant nous donne une condition suffisante pour avoir la convergence en

probabilité vers une constante.

Théoréme 1.3.4 Soit (X,,) une suite de v.a.r. dans L*. Si on a

lim EX,, =a et lim VarX, =0

n——4o00 n—-4o0o

alors

X, 2 a
Preuve. Grace a I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on peut écrire, pour tout £ > 0

E(X, —a)*

P(|X,—a] >¢) < =

Or, on a déja vu que

E(X, —a)’=Var X, + (E X, — a)®

13
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D’ou :
 Var X, + (E X, —a)?

Ve >0, P(|X,, —a| >¢)

e2

et en utilisant les deux hypotheses, on a bien :
Ve > 0, lini P(|X,—a|>¢)=0

et donc X, Lo m
Proposition 1.3.3 La convergence dans L' entraine celle en probabilité.

Preuve. Remarquons que l'on a :
q q

HXn - XHLI =F |Xn - XP|

:/ X, —Xp|dP+/ X, — Xp|dP
|Xn7Xp|>E

| Xn—Xp|<e

>/ X, — Xp|dP > P (| X, — Xp| > 2).
| Xn—Xp|>e

La convergence de (X,,) vers X dans L entraine alors que, pour tout € strictement positif,
on a:

P(X, - Xp|>e) — 0

n—-+00

Théoréme 1.3.5 (Théoréme de Slutsky) Soit (X,) et X des v.a.r. Si (X,) converge

en probabilité vers la v.a. X et st g est une application continue de R vers R, alors
9(Xy) = g(X)

b) Cas des vecteurs aléatoires

Définition 1.3.4 Soit (X,,) et X des vecteurs aléatoires & valeurs dans RP.

14
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On dit que (X,) converge en probabilité vers le vecteur aléatoire X si ses p composantes
X1, ..y Xpp convergent en probabilité vers les composantes X, ..., X, de X.
Le théoréme suivant permet de donner une définition équivalente a cette

convergence en probabilité .

Théoréme 1.3.6 Soit ||.| une norme quelconque dans RP et (X,,) et X des vecteurs
aléatoires dans RP. La suite (X,,) converge en probabilité vers la v.a. X si, et seulement
St,

1 X, — X|| 20, quand n — +oo

Proposition 1.3.4 Considérons des suites (X,,) et (Y,,) de v.a.r. Si on a les convergences :

X, & X
Y

et Y, 2,

et si g est une fonction continue de R? dans R, alors

9(Xp; Yn) 5 g(X;Y).

Corollaire 1.3.2 Soit (X,,) et (Y,,) des suites de v.a.r. Si on a les convergences :

X, & X
et 'Y, > Y
alors

X, +\Y, 5 X +)\Y

pour tout A € R, et

XY, 5 XY

15
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1.3.4 Convergence presque stire

Définition 1.3.5 On dit que la suite (X,,) de v.a.r. converge presque sirement vers X

sl existe un élément A de la tribu A tel que P(A) =1 et

YVwe A: lim X, (w) =X (w)

n—-+o0o

On note
X, B X
Théoréme 1.3.7 La suite de v.a.r. (X,,) converge presque sirement vers X si la suite de

v.a.r. (Y,,) définie par :

szsup|Xn_X|

n>m

alors (Y,,) converge en probabilité vers 0.

Proposition 1.3.5 Si, pour tout € strictement positif, la série de terme général P[|X,,| >
e] est convergente, i.e.

Ve>0 Y PIX,|>e] < 400

alors (X,,) converge presque strement vers zéro.

16



Chapitre 2

Estimation non paramétrique de la

fonction de régression

Dans ce chapitre, nous donnerons la définition de I’estimateur non paramétrique de la
régression par la méthode du noyau. Nous étudions, les propriétés asymptotiques de 'es-

timateur et le choix du noyau et le parametre de lissage.

2.1 L’estimateur non paramétrique de régression

On suppose que l'on a observé un échantillon {(X;,Y;); ¢ =1,...,n} et on veut expliquer
la variable aléatoire Y; par X;. De plus, on suppose que le modéle d’ou proviennent les

données a la forme

Y; :T(Xl) —|—Ei.

ou g; est ’aléatoire centré et indépendante de X; et r est une application mesurable réelle.
La fonction de régression r (.) = E[Y/X = .|,apportant de I'information sur la relation de
dépendance inconnue de Y et X ; un probléme important est ’estimation de r a partir de
I'observation de n copies (X;,Y;) , i = 1,...,n qui suivent la meme loi que (X,Y) .

Supposons que (X,Y) a une densité f: (z,y) — f (x,y) sur R? et que fx : 2 — fx (x) =

17



Chapitre 2. Estimation non paramétrique de la fonction de régression

[ f(z,y)dy > 0 (densité de X) .
Alors

1 “ Xz — T
fn,X(m> B nhy ;K ( h, )

puis on considére I'estimateur de la régression

d
VeeR, ry,(x)= %hﬂx)#o. (2.1)

Définition 2.1.1 §i K est un noyau d’ordre 1, l'estimateur défini par vérifie

>k (%)
Ve e R, r,(z)="%
>k (%)

> Yikh, (Xi — )
1=1

> K, (Xi — )
=1

ot Ky, (.) = K (./hy) .,donc Uestimareur a noyau de la régression est donné par :

n

2 Yil, (Xi — )

T'n (Q?) = i::L - f
> K, (X — ) A )
=1

. cI)n,X(x)

Y

C’est l’estimateur & noyau introduit par Nadaraya-Watson (Nadaraya, 1964 et Watson,

1964).

La construction de cet estimateur dépend de deux parametres, le parametre de lissage h
dont le choix est crucial pour obtenir de bonnes propriétés asymptotiques et la noyau K

dont on ne peut pas négliger le réle pour la réduction du biais.

18



Chapitre 2. Estimation non paramétrique de la fonction de régression

2.2 Les propriétés de 'estimateur

D’une maniére analogue aux propriétés asymptotiques de l'estimateur de Parzen Ro-
senblatt, nous étudions dans cette partie deux modes de convergence,la convergence en
moyenne quadratique et la convergence presque compléte.

nous supposons que K est un noyau vérifant les conditions suivantes :

(H.1) K est bornée, c’est a dire sup | K (z)| < oo
(H.2) lim|z| K (z) — 0, quand \;|€R—> +00.

(H.3) K € L (R), cest a dire [, |K (z)]dx < 400
(HA) J, K (@) do =1

(H5) [oK(z)du=0

(H.6) [, 2°K (z)dr < +o0

(H.7) K est bornée, intégrable et a support compact.

L’étude asymptotique du biais et de la variance de I’estimateur de Nadaraya-Watson dé-

termine les conditions suffisantes a la consistance de cet estimateur.

2.2.1 Etude asymptotique du biais et de la variance
Etude asymptotique du biais

L’étude asymptotique du biais basée sur la proposition suivante.

Proposition 2.2.1 Sous les hypothése de la proposition et

a) Si|Y| < Cy <oo P.S etsinh, — oo, quandn — oo, alors :

FE [<I>n7X ()] 1
Em“”:Em&@ﬂ+OQ%J

b) Si EY? < 0o ,nh? — 0o, quand n — oo, alors :




Chapitre 2. Estimation non paramétrique de la fonction de régression

Maintenant nous sommes en mesure d’énoncer le resultat suivant.

Proposition 2.2.2 Si les condition (H.4), (H.5) et (H.6) sont vérifiées et si fx(.) et r(.)
sont le classe C*(R) et si |Y| est borné.
Alors

h2

Bl @) - @) = 2 {7 @+ 2 @ 2

fx(z)

}/RuQK(u)du}(l—l—o(l)) (2.2)

Remarque 2.2.1 1)- Les conditions (H.4),(H.5) et (H.6) peuvent étre remplacées par
le noyau K est d’ordre 2 au sens de Gasser et Miiller.
2)- dans la relation est égale a O(h) + O ((nh)_l) :

Preuve.

e {Bew - rw) [wrmmnew @) ose)

comme ®(x) = r(x)f(x). L’équation précédente peut s’écrire :

Elra(z) — r(z)] = {%i {r" (2) + 2+ (x) gég } /RU2K(U) du} (1+0(1))
D’ou
i B (2] = ()
.
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Chapitre 2. Estimation non paramétrique de la fonction de régression

Etude asymptotique de la variance

Proposition 2.2.3 Sous EY? < oo, alors en chaque point de continuité des fonctions

r(x), fx(z) et 0 (x) =Var(Y/X =z) on a

Varr, (z)] = nizn {Z{—(é)) /K2 (u) du} (o(1)+1) (2.3)

ot fx (z) > 0.
Preuve. Soit la fonction ¢ (x) = [y*f(x;y)dy.en se basant sur le lemme de Bochner

[Z.2.1on a

vt o (5] e (5]
. {/K (w) ¢ (¢ = hou) du = h (/Rmu)fu —uh,)r(a - hnu))Q}
1

= @) [ K (1 +o(1),

E {fux (5) = E (fux o)} {@0x(@) — B (@rx(2))}] = ——(z) / K2 (u) du (1 + 0 (1))
et
Var [fux (@) = = fx (o) / K2 (u) du (11 0 (1))
poOSONS
- fn,X(m)
Bulw) = (‘I’n,X(fﬂ)>
et

0= (o )

La matrice de variance covariance de B, (x) est alors donnée par 'expression suivante
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Chapitre 2. Estimation non paramétrique de la fonction de régression

1 fX(iE) q)(l')
= K2 (u)du (1 +0(1))
2=, (z) 1 (x) /

En remarquant, que

Varr, (z)] = A Z A

1 <w<x> (2(@)
nha \|fx @) |fx (@)

|3> /Rm (u) du (1 + 0 (1))

ot Atdésigne la transposée de A, on obtient alors

Var [ra (z)] = nizn {;;((?) /RKQ () du} (1+0(1))

2.2.2 Convergence presque compléte

En se basant sur la preuve données dans Ferraty et Vieu (2003), nous traitons dans ce
paragraphe la convergence presque compléte de 'estimateur & noyau de la fonction de
régression. Nous gardons quelques conditions précédentes, aux quelles nous rajoutons les
hypothéses suivantes.

o fx, r sont des fonctions continues au voisinage de x, un point fixé de R.

ela densité fx et la variable Y sont telles que

fx >0

et

Y| <M< +o00

ou M est une constante réelle positive.
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Chapitre 2. Estimation non paramétrique de la fonction de régression

ele paramétre de lissage h,, est tel que

logn

lim A, () =0 et lim

n—00 n

=0,

n

Théoréme 2.2.1 Sous les hypothéses ci-dessus et (H.4),(H.7), on a :

hI-&I-l ro(x)=7r(z). p.co

2.3 Normalité asymptotique de I’éstimateur

Nous supposons que le noyau K et la séquence sont choisis pour satisfaire les conditions :

1. K(u) et |uK (u)| sont bornés.

2. [uK (u) =0.

3. [u*K (u)du < co.

4. ngrfoonhg =00 et nEToonhi = 0.

on note

Var[Y/X:x]:Z ) _

ou

g(x):/f(Ly)dy w<x>=/yf<x,y>dy et v<x>=/y2f<x,y>dy

Théoréme 2.3.1 suppose x1,...,xp sont des points distincts et g(x;) > 0 pour i =
1,2,....k.si E(Y?3) est finie et si ¢/, w',v', g’ et w” existent et sont bornées

alors : \/nhy, (1, (x1) — 7 (21) , ..., 7n (21) — 7 (21)) converge en distribution ver Z* ot Z* est
multivariée normale avec vecteur moyen 0 et matrice de covariance diagonale C = [C;;]
ol

CM—V[Y/X—xi]/K2 (w) du/g (x;) (1=1,2,..,k).
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Chapitre 2. Estimation non paramétrique de la fonction de régression

Preuve. pour simplifier la preuve; nous la donnons dans les cas k = 2.La méthode reste
vraie pour les cas général.

pourt=1,2,...nets=1,2:

Ui = Vo |1 (255 ) = B |1 () |
i (B2 e e (22

n n

Vm' (.Is)

n

Un (z5) = ZUM (zs), Vi (25) = ZVM (z5)

Wi = (Uni (%1) , Vai (21) 5 Uni (72) , Vari (22))

\/ﬁZn = (Un (331) s Vn (xl) s Un (.%'2) 5 Vn (1.2))15

_g(:vl) w (x7) 0 0 ]
w(xy) v(x) 0 0
A= | K?(u)du
/ . 0 0 g(w2) w(z)
I 0 0 w(x2) v (12)

soit Z une variable aléatoire naturale en demension 4 centré et de matrice de covariance

A. Nous aurons besoin des lemmes suivant :

Lemme 2.3.1 supposons que K staisfait & i) et ii) précidents et nhf’b — 400. soit
E|Y|*fini et gr,wiet vt éxistent et sont bornés. Si pour x1 # x4 et g (xi) > 0 pouri=1,2
etr=1,2, alors Z, - Z.

Preuve. D’aprés le théoréeme de Gramer-Wold , il suffit de montrer de montrer que

\ZE L NZ pour tout \ = (A1, A2, Az, \g) dans R Pour s = 1,2,s0us les hypotéses
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Chapitre 2. Estimation non paramétrique de la fonction de régression

du lemme on a;

B [U2 ()] =g(e.) [ K* (@) du+ O (h)

E V2 (z)] = v (zs /K )du+ O (hy,)
B Ui (52) Vs 2] = W (2) [ K* (0} du+ O ()

On montre (1) et (4) pour illustrer la méthode.

Pour (1) on a.

(el ()
A o)
i o freont i fore-na)|
[ e mga- (o -a0s)|

comme g/ et |uK (u)| sont bornées et que [ |u| K (u)du est finie on a m

Preuve.

‘/K (25— thy) — g (4] dt

< sup g (z)] hn/ t| K (t)dt

et

‘/K (20 — thy) — g (2] dt

fgwwumm/MK%wt
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Chapitre 2. Estimation non paramétrique de la fonction de régression

donc

B (U2 (@] = 9(s) [ K (w)du+0 (1)

pour (4), supposons xo > x1 et soit § = xo — 1 €t 6, = %.alors

K (xlh; “) K (xlh: “) g (w)du+ O (hy)
K

1
i
:/K(t) (xz_xl+t>g(:v1—thn)du—|—0(hn)

< sup |K (6, +1)] | K(2)g (21— zhy)dz

+ sup |K(t)|/K(5n—|—z)g(x1 — zhy,) dz + O (hy,)

\t|> Sn

< sup |K (t)|.0(1) 4+ sup \K(T)I/K(z)g(arl—zhn)dz+0(hn)

3 o> %
< 2sup K (£) O (1) + O (h)

<45 xsup|tK (t)].0 (1) + O (h,) = O (h,)
maintenant soit 02 = Var (A\Z!) d’aprés (1) — (6)

/K2 duz 29 (xs) + p2v () 4 2255w (25)) + O (hy)

supposons p3, = E \/iﬁ

3 3 S 3
ni et pn = Epnz
=1
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Chapitre 2. Estimation non paramétrique de la fonction de régression

1 1
B — EDWLP < —\PEIWL?
= n AW _ﬁ|| (Wil

< B (B ) i ()

Puisque ¢',w';v" et k sont bornés et que E \Y\?) est fini, il s’ensuit en utilisant les mémes

arguments que :

et
E Vi (z)]* = O (h;) L s=1,2
ainsi
3 1 -3\ 1
pn—0<n hn2> O<\/n_hi>
Puisque

g(@)v(z) —w(2) = g* (2) V[Y/X = a]

on déduit que A est définie positive que g (x1) > g(x9) > 0.Ainsi pour A # 0, limo? =
AAN > 0 .1l s’ensuit que liril f_—z = 0.Le théoréme de Berry-Essen permet de conclure la

preuve du lemme.

Posons maintenant.

e (B (55 ) o (52) )

(e (5.5) o) 35 (o (25) ) |

Lemme 2.8.2 Supposons que [uK (u)du =0, [u?K (u)du < +oco et nhd — 0. Sig”
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Chapitre 2. Estimation non paramétrique de la fonction de régression

s - ) " L, L
et w” éxistent et sont bornées alors sous les conditions du lumme Précédent : Z) —— Z.

Preuve. Soit

{2 [2n (2)]) (oo altn(552)])
sl (2] ) - e (52 )

D’aprés les hypothéses on a

De maniére sumilaire

o (555) i) o0

Ains B, = O (h?). Par suite

Z — 7 = \/uhnBy = O [(nhi)%] —0(1)

puisque nh> — 0.
Maintenant, on peut donner la preuve du théoréme.

Preuve du Théoréme.Soit

H:R* - R?

(yh Y2, y3)y4) - (Hl (yh Y2, Y3, y4) )HQ (yla Y2, Y3, y4>)t .
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Chapitre 2. Estimation non paramétrique de la fonction de régression

ol
Hi (y1,y2,y3,ya) = 2 e Hy (y1, 92,3, ya) = u
Y1 Y3
0 = Hl (g (xl) » g (xQ) » g ([E3) » g (:E4)) .
soit
7' = \/nh, (T, — 0)'
ol
Tn = (Tnb Tn2> Tn37 Tn4)
avec

n n
- 1 z1=X; - 1 : z1 =X,
T = a0 K (255) T = - VK (2575,
=1 =1
1 L X 1 Z ro—X
o xo—X; _ . 27 A4
Ty = i (225), Tu= nhnZlY;K< =3}
1= 1=

alors le théoréeme Mann-Wold avec /nh,, au lien de \/n et le lemme précident permet de

conclure que

nhy (H (T,) — H (0)) - 2+

ou Z* = N (0, DAD") ot D est la matrice des dérivées de H calculées en 6 .
On vérifié que DAD! = C' et que

(H (T,) = H(0) = (rn (21) = 7 (21) ;7 (22) = 7 (22))".

2.4 Convergence en moyenne quadratique

Le théoréeme suivant donne ’expression du biais asymptotique de I’éstimateur & noyau :
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Chapitre 2. Estimation non paramétrique de la fonction de régression

Théoréme 2.4.1 On suppose que f et ® sont deux fois dérivables en z, f () #0 et Y

bornée. K est supposée paire, positive et a support borné. Si h — 0 et nh — oo alors

" () —r(2) [ (z) (h?)+0 (i) :

_R? r
f(z) nh

Biais(r, (z)) = Elr, () —r(x)] = ) /uQK (u) du

Le théoréme suivant donne l’expression de la variance asymptotique de I’éstimateur a

noyau :

Théoréme 2.4.2 On suppose que f et r sont continues en x, f(x) # 0 et Y bornée. K
est supposée paire, positive et & support borné. On suppose que B[Y?/X = z] est continue

enz. Sih — 0 et nh — oo alors

Var (r, (z)) = n_lhi((:j)) /K2 (u)du+ o (%) )

ou®(z)=E[Y —r (2))? /X = x| est la variance conditionnelle au point x.

Le théoréme suivant donne I'expression de 'erreur quadratique moyenne (Mean Square

Error) :

Théoréme 2.4.3 Sous les hypothéses jointes des Théorémes et[2.4.9, et sih — 0

et nh — oo alors

EQM (r, (z)) = Biais*(r, (z)) + Var (r, (z))
- hz </u2K(U)duq)” @) —rlo) /7 (f”)) 2 2@ /K2 (u) du

f?%) nh f (x)
+o(h*) 40 (%)

Nous allons maintenant nous intéresser a des résultats asymptotiques en termes de conver-

gence quadratique.
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Théoréme 2.4.4 (convergence en MQ sous condition de continuité) Suppossons f (z) >
0, Y| < M < o0, h = 0, nh — oo et K est borné, intégrable, positif, symétrique et a
support compact. On a

E[r, (z) —r (z)]> = 0.

Nous allons donner des versions uniformes sur un compact de théoréme précedent. Pour
cela, nous allons nous intéresser aux erreurs quadratiques moyennes intégrées, souvent

notées EQMI (ou bien MISE) et définies par :
EQMI (r, (z)) = E (/ [r (2) — 7 (2))] w () d:v) :
La fonction w est une fonction de poids vérifiant
w est positive, bornée et & support compact C.
Théoréme 2.4.5 (EQMI sous condition de continuité) Supposons que

35 >0 telle que C‘{nff (x) >
€

T

et h — 0, nh — oo et K est borné, intégrable, positif, symétrique et a support compact.
On a
EQMI (r, (z)) — 0.

2.5 Choix du noyau et de la largeur de fenétre

A la fin de ce chapitre nous parlons du choix de noyau et de la de fenétre de lissage. On
suppose que K est une fonction a support compact la plupart du temps. Ceci dit, cela
n’est pas une hypothése nécessaire : K peut étre une fonction & support non compact. On

peut par exemple prendre la densité d’une loi normale centrée en x.
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Pour s = 1, on rencontre les noyau suivantes :

w

F(u) = 7 (1= v®) Lyus<y

et
1

V2r

Le premiére c’est le noyau d’epanechenkov, il n’est pas dérivable aux points {1, —1} contrai-

k(u) = exp (—u?/2) | ueR

rement au seconde qui est le noyau gaussien.

Par construction, les estimateurs a noyau r, dépendent de deux parameétres : le noyau
K et la largeur de fenétre h. Pratiquement, on a besoin de décider quels choix effectuer
pources deux parameétres.

Il est évident que le parametre h controle la régularité de la fonction estimée, joue un role
essentiel. Lorsque h est trop grand, le biais est grand et la variance est petite; lorsque h
est trop petit, le biais est petit et la variance est grande. La valeur optimale de h dépend

de ces deux quantités biais B(.) et variance V(.) et donné par

hm:( [V (@)w (@) dr )é:on—w

dn [ B? (z)w (z) dz
_ 2 (z) 2 () du
Ve = [ K
et
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Chapitre 3

Application sous R

Dans ce dernier chapitre, nous utilisons le logiciel R, pour calculer et représenter graphi-
quement la fonction de regression et son estimateur en vue de les comparer dans des situa-
tions simulées. Il s’agit de I’estimateur proposé par Nadaraya-Watson (1964) et présenté
au chapitre 2. Nous donnons des exemples sur cet estimateur qui expriment I'importance
de paramétre de lissage h, du noyau K.

Ensuite, nous présentons les résultats obtenus pour les différents jeux de données ainsi
que pour les différentes noyaux K (noyau Gaussien : & support non compact et noyau
Epanichnekov : & support compact), différents valeurs de h strictement positif (h fixé ou
h varié), régression linéaire et non linéaire.

Rappelons qu’on suppose que I'on a observé un échantillon {(X;;Y;) ;i=1,...,n} et on
veut expliquer la variable aléatoire Y; par X;. De plus, on suppose que le modeéle est donné
par ’expression :

Yi=1r(Xi)+e

ou ¢; est 'aléatoire centré et indépendente de X;. Aussi la fonction de regression

_ Jyf(sy)dy

r(z) = E[Y/X = z] (@)

ou fx(x) est la densité de la variable X.
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Nous avons vu que r(x) est estimé par la quantiteé :

Sk, (X; — @) )
ro(x) = =1 . (7)

i - (3.2)
;Khn (X; — ) fox ()

Il dépend de la taille de I’échantillon n ; et aussi du noyau K et de la fenetre h,, qu’il faut

choisir pour calculer r,(z) : avec @, x(z) est I'estimateur naturel de ®x(z) :

(I)nx(l') =

)

1 n
> YKy, (X; — x)
nh,, —

et fnx(x) Pestimateur a noyau de la densité

n

fux(a) = ==K, (X = 2)

i=1

Dans la suite de ce chapitre, nous supposons que notre modele & la forme

y=r(z)+e, ol e — N(0,0%) (3.3)

et nous étudions les deux cas :

e Régression linéaire : r(z) = 3 + 0.8z + ¢.

e Régression non linéaire : r(x) = sin(z) + .

on supposons que : X est de loi normale centré de variance o2 = 0.2 et ¢ un terme d’erreur
de loi N(0;1).

Nous allons donc étudier les cas suivants dans chaque modéle :

-Parameétre de lissage ou fenétre h fixe, noyau normal (noyau & support non compact) et
n varié.

-Parametre de lissage ou fenétre h fixe, noyau d’Epanechnikov (noyau & support non
compact) et n varié.

-n fixe et fenétre, h varié¢ (noyau normal).
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-n fixe et fenétre, h varié (noyau d’Epanechnikov).

3.1 Reégression linéaire

On veut estimer le modéle linéaire
y=3+0.8x+e.

Dans les résultats graphiques de cette section, on a :
- La droite noire exprime la fonction de régression r(x).

- La droite en rouge exprime la fonction de régression empirique 7, ()

3.1.1 Parameétre de lissage h fixé, n varié

En choisissant le parametre de lissage h,, = n~5 (fixé) et n varié (n = 50, 100, 500)

K a support non compact

. . 2 o1e
Dans ce premier cas, on pose un noyau gaussien K (t) = \/LQ? exp <—%> et on va utiliser

le code ci-dessous pour estimer ce modele, et le resultat graphique obtenu représenté dans

la figure [FIGB.I]
Code R :

rn(list=1s(all=TRUE)) # Nouveau programme
n=50 # taille de 1’\’{e}chantillon (X,Y)
X=rnorm(n,0,2)

E=rnorm(n)

Y=3+.8*%X+E # Mod\‘{e}le lin\’{el}aire

# Noyau Normale K(t) c’est une densit\’{e}

K=function(t){(1/sqrt(2*pi))*exp(-0.5%t"2)}
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# param\’{e}tre de lissage h

h=n"-.2

# Initiation

s=100 # taille de 1l’intervalle [a,b]
a=min(X) #borne inf

b=max(X) # borne sup
x=seq(a,b,length=s) # Intervalle [a,b]
V=numeric(n)

fn=numeric(s)

# Densit\’{e} fn(.)

for(j in 1 :s){

for(i in 1 :n){ V[il=K((x[j]-X[il)/h) }
fnljl=sum(V)/(n*h)}

# Fonction Hn(.)

W=numeric(n)

Hn=numeric(s)

for(j in 1 :s){

for(i in 1 :n){ W[il=K((x[j1-X[i]1)/h)*Y[i] %}
Hn[jl=sum(W)/(n*xh)}

Rn =Hn/fn # R\’{el}gression Rn(.)

op=par (mfrow=c(1,3))
plot(x,Rn,xlab="x", ylab="Rn(x)", main="n=50",type=’1’,col=2, lwd= 2)

abline(3,.8,1lwd= 2)

###Pour n =100###
n=100

X=rnorm(n,0,2)
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E=rnorm(n)

Y=3+.8*X+E

h=n"-.2

V=numeric(n)

for(j in 1 :s){

for(i in 1 :n){ V[i]l=K((x[j]1-X[i])/h) }
fn[j]=sum(V)/(n*h)}

W=numeric(n)

for(j in 1 :8){

for(i in 1 :n){ W[il=K((x[j1-X[i]1)/h)*Y[i] }
Hn[j]=sum(W)/(n*h)}

Rn =Hn/fn

plot(x,Rn,xlab="x", ylab="Rn(x)", main="n=100",type=’1’,col=2, lwd= 2)
abline(3,.8,lwd= 2)\bigskip

####Pour n =500###

n=500

X=rnorm(n,0,2)

E=rnorm(n)

Y=3+.8*X+E

h=n"-.2

V=numeric(n)

for(j in 1 :8){

for(i in 1 :n){ V[i]=K((x[j]-X[i]1)/h) }
£n[j]=sum(V)/(n*h)}

W=numeric(n)

for(j in 1 :s){

for(i in 1 :n){ W[il=K((x[j1-X[i1)/h)*Y[i] }
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Hn[jl=sum(W)/(n*h)}

Rn =Hn/fn

plot(x,Rn,xlab="x", ylab="Rn(x)", main="n=500",type=’1’,col=2, lwd= 2)
abline(3,.8,1lwd= 2)

par (op)

n=50 n=100 n=500

Rn(x)
Rn(x)
3
Rn(x)

Fic. 3.1 — Régression linéaire : h fixé, n varié et K noyau normal

L’axe des absices représente les valeurs des x et I'axe des coordonnées les valeurs des 7, (et
r). Par la comparaison graphique, on remarque que le graphe rouge de r, est approche
beaucoup & la droite noire de r dans le troisieme graphe, donc ce graphe exprime la

convergence de ’estimateur r, vers r.

K a support compact

Dans ce second cas, on choisit le noyau d’Epanechnikov : K (t) = 2 (1 — ¢2) 1{5<1}. Ensuite,
on modifie seulement cette partie dans le programme R précédent :
K=function(t){ifelse(abs(t)<1,(3/4)*(1-t~2),0)}

On obtient la figure [FIG suivante :

méme conclusion de la convergence de Iestimateur (voir la [FIG-3 :1], i.e; convergence de

'estimateur pour n assez grand).
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F1c. 3.2 — Régression linéaire : h fixe, n varié et K noyau d’Epanechnikov

3.1.2 Choix graphique du parameétre de lissage

Dans cette section, nous prenons le parametre de lissage dans 'intervalle |0; 1] et avec des
tests graphique en va diterminer le parameétre h optimal (au sens graphique). On fixe la
taille de I’échantillon n = 250 et le noyau K est normal, ’estimation obtenue avec les
valeurs de h varié de 0.1 a 0.9 sont données dans la figure. Il est clair que la valeur de h
optimale est de h = 0.7 (ligne 3, colonne 1)

Code R

n=250 # taille de 1’\’{e}chantillon
X=rnorm(n,0,2)

E=rnorm(n)

Y=3+.8*X+E

# Noyau Normale K(t) c’est une densit\’{e}
K=function(t){(1/sqrt(2*pi))*exp(-0.5%t"2)}
# param\‘{e}tre de lissage h
h=seq(.1,.9,length=9)

# Initiation

s=100 # taille de 1’intervalle [a,b]
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a=min(X) #borne inf

b=max (X) # borne sup

x=seq(a,b,length=s) # Intervalle [a,b]
V=array(dim=c(n,s,9))

fn=array(dim=c(s,9))

W=array(dim=c(n,s,9))

Hn=array (dim=c(s,9))

# density fn(x)

for(k in 1 :9){

for(j in 1 :s){

for(i in 1 :n){ VI[i,j,k]=K((x[j]1-X[i])/h[k]) }
£n(j,k]=sum(V[,j,k])/(n*h[k])}}

# fonction Hn(x)

for(k in 1 :9){

for(j in 1 :s){

for(i in 1 :n){ W[i,j,k]=K((x[jI-X[1]1)/h[k])*Y[i] }
Hn[j,kl=sum(W[,j,k])/(n*h[k])}}

Rn=array (dim=c(s,9))

for(k in 1 :9){ Rn[,k]=Hn[,k]/fn[,k]}

# Graphes

x11() # nouvelle fenettre graphique

op=par (mfrow=c(3,3))

for(k in 1 :9){

plot(x,Rn[,k],xlab="x", ylab="Rn(x)", main=" ",type=’1’,col=2, lwd= 2)
abline(3,.8,1wd= 2)

}

par (op)
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Fic. 3.3 — Régression linéaire avec h varié, n fixé et K noyau gaussion.

3

Identique aux choix précédents, mais on change le noyau : K'(t) = 2 (1 — %) 1g4<1y (noyau

4

d’Epanechnikov). On obtenu la figure [FIG3.4] qui explique 'estimation obtenue avec les

valeurs de h varié de 0.1 & 0.9.
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F1G. 3.4 — Régression linéaire avec h varié, n fixé et K d’Epanechnikov

Il est claire que la valeur du h optimale est de h = 0.9 (ligne 3, colonne 3).
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3.2 Reégression non linéaire

Dans cette section, nous allons répeter les mémes étapes que dans la régression linéaire

mais avec un modeéle non linéaire :
y=sinx +¢

ou ¢ un terme d’erreur de loi N'(0;1).
Toujours, la ligne noire exprime la fonction de régression théorique r(z) [Eq.(3.1])]et la ligne

rouge exprime la fonction de régression empirique r,(x) donnée par I’équation [Eq.(3.2)].

3.2.1 Parameétre de lissage h fixé, n varié

Dans ce cas, on choisit le paramétre de lissage h = n°s (fixé), n varié (n = 50,100, 500) et
K est un noyau gaussien K(t) = \/LTW exp (-%)

Code R :

rn(list=1s(all=TRUE)) # Nouveau programme
n=50 # taille de 1’\’{e}chantillon (X,Y)
X=rnorm(n,0,2)

E=rnorm(n)

Y=sin(X)+E # Mod\‘{e}le Sinus Non Lin\’{el}aire
# Noyau Normale K(t) c’est une densit\’{e}
K=function(t){(1/sqrt (2*pi))*exp(-0.5%t~2)}
# param\‘{e}tre de lissage h

h=n"-.2

# Initiation

s=100 # taille de 1’intervalle [a,b]
a=min(X) #borne inf

b=max(X) # borne sup
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x=seq(a,b,length=s) # Intervalle [a,b]
V=numeric(n)

fn=numeric(s)

# Densit\’{e} fn(.)

for(j in 1 :s8){

for(i in 1 :n){ V[il=K((x[jl1-X[il)/h) }
fn[jl=sum(V)/(nxh)}

# Fonction Hn(.)

W=numeric(n)

Hn=numeric(s)

for(j in 1 :s){

for(i in 1 :n){ W[il=K((x[jl-X[il)/h)*Y[i] }
Hn[jl=sum(W)/(nxh)}

Rn =Hn/fn # R\’{el}gression Rn(.)

# Graphes

x11() # nouvelle fenettre graphique

op=par (mfrow=c(1,3))

plot(x,Rn,xlab="x", ylab="Rn(x)", main="n=50",type=’1’,col=4, lwd= 2)
lines(x,sin(x),1lwd= 2)

#####Pour n =100 ####

n=100

X=rnorm(n,0,2)

E=rnorm(n)

Y=sin(X)+E # Mod\‘{e}le Sinus Non Lin\’{el}aire
h=n"-.2

V=numeric(n)

for(j in 1 :s){
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for(i in 1 :n){ V[il=K((x[j]1-X[il)/h) }
£n[j]=sum(V)/(n*h)}

W=numeric(n)

for(j in 1 :s){

for(i in 1 :n){ W[i]=K((x[jI1-X[i]1)/h)=*Y[i] }
Hn[j]1=sum(W)/(n*h)}

Rn =Hn/fn

plot (x,Rn,xlab="x", ylab="Rn(x)", main="n=100",type=’1’,col=4, lwd= 2)
lines(x,sin(x),1lwd= 2)

##HH#H#Pour n =500

n=500

X=rnorm(n,0,2)

E=rnorm(n)

Y=sin(X)+E # Mod\‘{e}le Sinus Non Lin\’{el}aire
h=n"-.2

V=numeric(n)

for(j in 1 :s){

for(i in 1 :n){ V[il=K((x[jl1-X[il)/h) }
fn[jl=sum(V)/(nxh)}

W=numeric (n)

for(j in 1 :s){

for(i in 1 :n){ W[il=K((x[j]1-X[i1)/n)*Y[i] }
Hn[jl=sum(W)/(n*h)}

Rn =Hn/fn

plot (x,Rn,xlab="x", ylab="Rn(x)", main="n=500",type=’1’,col=4, lwd= 2)
lines(x,sin(x),lwd= 2)

par (op)
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rn(list=1s(all=TRUE)) # Nouveau programme
n=50 # taille de 1’\’{e}chantillon (X,Y)
X=rnorm(n,0,2)

E=rnorm(n)

Y=sin(X)+E # Mod\‘{e}le Sinus Non Lin\’{el}aire
# Noyau Normale K(t) c’est une densit\’{e}
K=function(t){(1/sqrt (2*pi))*exp(-0.5%t~2)}
# param\‘{e}tre de lissage h

h=n"-.2

# Initiation

s=100 # taille de 1’intervalle [a,b]
a=min(X) #borne inf

b=max(X) # borne sup

x=seq(a,b,length=s) # Intervalle [a,b]
V=numeric(n)

fn=numeric(s)

# Densit\’{e} fn(.)

for(j in 1 :s8){

for(i in 1 :n){ V[il=K((x[j]1-X[il)/h) }
fnljl=sum(V)/(n*h)}

# Fonction Hn(.)

W=numeric(n)

Hn=numeric(s)

for(j in 1 :s){

for(i in 1 :n){ W[il=K((x[jl-X[il)/h)*Y[i] }
Hn[jl=sum(W)/(n*h)}

Rn =Hn/fn # R\’{el}gression Rn(.)
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# Graphes

x11() # nouvelle fenettre graphique

op=par (mfrow=c(1,3))

plot(x,Rn,xlab="x", ylab="Rn(x)", main="n=50",type=’1’,col=2, lwd= 2)
lines(x,sin(x),lwd= 2)\bigskip

###Pour n =100###

n=100

X=rnorm(n,0,2)

E=rnorm(n)

Y=sin(X)+E # Mod\‘{e}le Sinus Non Lin\’{el}aire
h=n"-.2

V=numeric(n)

for(j in 1 :s8){

for(i in 1 :n){ V[il=K((x[j]1-X[il)/h) }
foljl=sum(V)/(n*h)}

W=numeric(n)

for(j in 1 :s){

for(i in 1 :n){ W[il=K((x[j1-X[i]1)/h)*Y[i] %}
Hn[jl=sum(W)/(n*xh)}

Rn =Hn/fn

plot(x,Rn,xlab="x", ylab="Rn(x)", main="n=100",type=’1’,col=2, lwd= 2)
lines(x,sin(x) ,1lwd= 2)

#####Pour n =500

n=500

X=rnorm(n,0,2)

E=rnorm(n)

Y=sin(X)+E # Mod\‘{e}le Sinus Non Lin\’{e}aire

46



Chapitre 3.Application sous R

h=n"-.2

V=numeric(n)

for(j in 1 :s){

for(i in 1 :n){ V[il=K((x[j]-X[i])/h) }
fn[jl=sum(V)/(nxh)}

W=numeric(n)

for(j in 1 :s){

for(i in 1 :n){ W[il=K((x[j]1-X[1i1)/n)*Y[i] }
Hn [j]=sum(W) / (n*h)}

Rn =Hn/fn

plot(x,Rn,xlab="x", ylab="Rn(x)", main="n=500",type=’1’,col=2, lwd= 2)
lines(x,sin(x),lwd= 2)

par (op)

On obtenu la figure [FIG, On remarque la méme conclusion pour le cas non linéaire

que le cas linéaire (i.e; convergence de l'estimateur pour n assez grand).

n=50 n=100 n=500

Rnix)
Rn(x)
Rn(x)

0.0
00

]

LB e T T T T
6 4 20 2 4 6 4 20 2 4 £ 4 20 2 4

Fic. 3.5 — Régression non linéaire : h fixé, n varié et K noyau normal

Dans ce second cas, on choisit le noyau d’Epanechnikov : K (¢) = 2 (1 — ¢?) 1{y<1}. En
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suite, on modifie seulement cette partie dans le programme R précédent :

# Noyau Epanechnikov K (t)
K=function(t){ifelse(abs(t)<1,(3/4)*(1-t"2),0)}

On obtient la figure [FIG ; et on arrive au méme conclusion de la convergence de

I'estimateur (voir la [FIG3.5], i,e; convergence de 'estimateur pour n assez grand).

n=50 n=100 n=500

Fic. 3.6 — Régression non linéaire : h fixé, n varié et K noyau d’Epanechnikov

3.2.2 Choix graphique du parameétre de lissage

Dans cette partie, on va prendre le parameétre de lissage dans U'intervalle [0;1] de méme
facon pour la régression linéaire, et avec des tests graphiques en va diterminer le paramétre
h optimal (au sens graphique).

On fixe la taille de I’échantillon n = 250 et le noyau K est normal, I’estimation obtenue
avec les valeurs de h varié de 0.1 & 0.9 sont données dans la figure [F I. Il est clair que
la valeur du h optimale est de h = 0.5 (ligne 2, colonne 2).

Code R :

n=250#taille de 1’\’{e}chantillon

X=rnorm(n,0,2)
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Y=sin(X)+E # Mod\‘{e}le Sinus Non Lin\’{el}aire
# Noyau Normal K(t) c’est une densit\’{e}
K=function(t){(1/sqrt(2*pi))*exp(-0.5%t"2)}

# param\‘{e}tre de lissage h
h=seq(.1,.9,length=9)

# Initiation

s=100 # taille de 1’intervalle [a,b]

a=min(X) #borne inf

b=max(X) # borne sup

x=seq(a,b,length=s) # Intervalle [a,b]
V=array(dim=c(n,s,9))

fn=array(dim=c(s,9))

W=array(dim=c(n,s,9))

Hn=array(dim=c(s,9))

# density fn(x)

for(k in 1 :9){

for(j in 1 :s){

for(i in 1 :n){ VI[i,j,k]=K((x[j1-X[i])/h[k]) }
fnlj,kl=sum(V[,j,k])/(nxh[k])}}

# fonction Hn(x)

for(k in 1 :9){

for(j in 1 :8){

for(i in 1 :n){ W[i,j,k]1=K((x[j1-X[i])/h[k]1)*Y[i] }
Hn[j,k]=sum(W[,j,k])/(nxh[k])}}
Rn=array(dim=c(s,9))

for(k in 1 :9){ Rn[,k]=Hn[,k]/fn[,k]}

# Graphes
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x11() # nouvelle fenettre graphique

op=par (mfrow=c(3,3))

for(k in 1 :9){

plot(x,Rn[,k],xlab="x", ylab="Rn(x)", main=" ",type=’1’,col=2, lwd= 2)
lines(x,sin(x),1lwd= 2)

}

par (op)

00
Rn{x)
40 00 10 45 05 05 15 401 2
L L P
& o E b4
m§ Ng/ M§;
Rn(x) Rn(x) RN(x
00 1o
P

FiG. 3.7 — Régression non linéaire avec h varié, n fixé et K gaussien.

Si nous gardons le méme modéle non linéaire y = sinx + € ; mais avec le noyau d’Epane-
chikov. On note, que la valeur du h optimale est de h = 0.9 (ligne 3; colonne 3; voir la
FIG3.§).

Finallement, ce chapitre montre I'importance de paramétre de lissage h et du noyau K
dans I'estimation non paramétrique de la régression linéaire et non linéaire. Mais & noté

que le choix de h est plus crucial que le choix de noyau.
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Rn()

21 0 1
P
Rn()

2 4 0 1
L

Rnc)

45 05 05 15
S

§
Rnc)

a5 05 05 15
i
i

Rn
10 00 10
L
Rn()

40 00 1o
L
Rn()

40 00 10
L

Fic. 3.8 — Régression non linéaire avec h varié, n fixé et K d’Epanechnikov.
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Conclusion

Dans ce mémoire, on a présenté la méthode d’estimation & noyau, qui permettant d’effec-
tuer de la régression non paramétrique. Ce travail a montré que la méthode d’estimation
de régression non paramétrique est simple et peut étre trés utile dans plusieurs situations.
Par exemple, dans I’analyse des données, lorsque 1’on désire comprendre et observer les

relations qui existent entre les variables.

Dans la régression non paramétrique, la méthode du noyau joue un grand role. Pour que
son soit plus utilisée par les praticiens, il est nécessaire que les programmes informatiques
permettant d’appliquer ces méthodes soient facilement accessibles et assez simples d’uti-
lisation. Cela favorise aussi les échanges entre statisticiens et utilisateur. L’estimateur a
noyau de la régression non paramétrique d’pend de deux parameétres le noyau K et le

parametre de lissage h.

Dans la pratique, on utilisé le logiciel R pour présenté des exemples sur cet estimateur,
et & travers les résultats obtenus, nous concluons que : le noyau K est peu influence sur

I’estimateur, par contre le parameétre h est un grand influence, et dont le choix est crucial
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Annexe A : Rappels

A 1. Convergence en probabilité : On dit que la suite de v.a. (X,,) converge en

probabilité vers une v.a. X si, pour tout € > 0:

P(|X, — X|<e) — 1 quand n — oo, on écrit alors, X, X

A 2. Convergence en loi : On dit que la suite de v.a. (X,,), de fonction de répartition
F,,, converge en loi vers une v.a. X de fonction de répartition F', si la suite (F,, (x)) converge

vers F' () en tout point x ou F' est continue : X, £, X, quand n — oc.

A 3. Convergence en moyenne quadratique : On dit que la suite de va (X,,) converge

en moyenne quadratique vers une v.a. X si :
2 P mq
E|X, - X|"— 0, quand n — oo, on écrit alors, X, — X.

A 4.Théoréme de la limite centrale : Si X, X,,....., X, est une suit de v.a. i.i.d.

d’espérance i < oo et de variance 0 < oo, alors

Vi (X —p) /o L. N(0,1), quand n—s o0, oit X = I3 X
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A 5.Théoréme (Lois des grands nombres) : Si (X, Xs,....., X,,) est un échantillon

provenant d’une v.a. X telle que E | X| < oo, alors :

X, —E (X) quand n — oo, (loi faible)

X, B E (X) quand n — oo, (loi forte).

A 6. Définition (Biais d’un estimateur) : Un estimateur 0, de 6 est dite sans biais
si pour tout 6 € © et tout entier positif n : E (én> =0.

De méme, 0, est dite asymptotiquement sans biais si pour tout 0 € O :
E (én) — 0 quand n — oo.
La quantité : E (én) — 0, est appelée le biais de ’estimateur 0,.
A 7. Définition les notations O(h,,), o(h,), O,(H,) et 0,(H,) se lit de la fagon qui suit :
1) Soit x,, et y, deux suites de nombres réels. Alors, lorsque n — oo,

Z) Ty = O(yn) < lim Sup|xn/yn| < 00,

n—oo

it) = o(y,) < lim |z, /y,| = 0.
n—oo
2) Soit X, et Y,, deux suites aléatoires. Alors, lorsque n — oo,

i) Xn=0,Y,) <Vs>0, 35, N : P(|X,/Y.] > ) <9I, Vn> N,
i) X, =o0,(Y,) © V8 >0, limP(|X,/Y,| > fB) =0.
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Annexe B : Logiciel R

Le chapitre 3 de ce mémoire comprend des simulations effectuées en utilisant le Logiciel R.
Les codes R utilisés sont donnés avec les sorties graphiques correspondantes. L’étude de
simulation est basé sur ’observation des résultats d’une estimation de la régression avec
la méthode du noyau. L’influence de plusieurs parameétres tels que le nombre de données
générées (taille de I’échantillon noté n), la valeur choisie pour la fenétre h et le noyau K

est bient détaller.

est un systéme qui est communément appelé logiciel : R Development Core Team
(2010). : A language and environment for statistical computing. R Foundation for Statisti-

cal Computing, Vienna, Austria. ISBN 3-900051-07-0, URL http ://www.R-project.org/.

permet de réaliser des analyses des statistiques. Plus particuliérement, il comporte
des moyennes qui rendent possibles la manipulation des données, les calculs et les repré-
sentations graphique, R & aussi la possibilité d’exécuter des programmes stokes dans des

fichiers textes. En effet R posséde :

1. déférentes opérateurs pour calcul sur tableaux, en particulier les matrices,

2. un grand nombre d’outils pour ’analyse des données et les méthodes statistique,
3. des moyennes graphiques pour visualiser les analyses,

4. un langage de programmation simple et performéat comportant,

5. Conditions, boucles, moyennes d’entrées sorties...
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Annexe C : Abréviations et

Notations

Les différentes abrévariations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expli-

quées ci-dessous :

(X1,...,Xy,)  échantillon de taille n de v.a’s.

h:=h, Parametre de lissage ou Fenétre
K(.) Noyau

A Tribu

E Espace des observations

B Tribu borélienne

P une famille de probabilité

S Ensemble des parametres

Lt Espace des fonctions intégrables
1d Indépendantes et identiquement distribu
E Espérance de probabilité

Biais Biais d’un estimateur

EQM Erreur Quadratique Moyenne

R ensemble des nombres réels
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Annexe C : Abréviations et Notations

Var  Variance d’une stimateur
fx Densité de X

F Fonction de répartition
F~!  Fonction des quantiles
fn,x  Estimateur de f

Var  Variance d’une stimateur
F Fonction de répartition

F~!  Fonction des quantiles

v.a Variable aléatoire
r Fonction de regression
Tn Estimateur de r

1(.)  Fonction indécatrice

IRl Norme euclidienne

— Convergence en probabilité
c .

— Convergence en loi.

p.s

Convergence presque stre.
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