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Introduction

La théorie de I'estimation étudie les propriétés des estimateurs et des méthodes gé-
nérales d’estimation. L’objectif est de comparer les lois d’échantillonage des estimateurs.
Elle consiste a approximer les valeurs exacte et inconnues des parameétres d’une popula-
tion statistique considéré ou d’un modéle mathématique & partir d’observation d’individus
s’appelle échantillon. Le parameétre de la population est estimé a partir d’une statistique
calculée sur la base d’un échantillon.

L’estimation ponctuelle d'un parameétre consiste a évaluer la valeur du parameétre de la
population a ’aide d’une valeur unique prise dans un échantillon.

Pour évaluer la précision d’un estimateur, il est d’usage de construire un intervalle de
confiance autour de cet estimateur.

Soit X une variable aléatoire associée & un certain phénomeéne aléatoire observable de
facon répétée. Notre objectif est d’estimer certaines caractéristiques d’intérét de sa loi

(la moyenne, la variance, ... ) sur la base d’une série d’observations z1, x, ..., .

Considérerons toujours, méme si des développements analogues sont possibles dans d’autre

circonstances, que x1, xa, ..., T, sont des réalisations d’un n échantillon aléatoire X1, Xs, ..., X,,.

Cette hypothése sur nos observations qui peut étre plus ou moins réaliste est nécessaire
pour étudier de facons simple, en termes probabilistes, la qualité des estimations que 1’on
cherche & produire.

Dans le cadre de ce mémoire, on va s’intéresser aux théories de ’estimation paramétrique,



Introduction

aussi nous donnons un apercu historique sur les trois méthodes d’estimations : la méthode
du maximum de vraisemblance, la méthode des moments et la méthode d’estimation par
intervalle de confiance.

La méthode du maximum de vraisemblance & été introduite par Gauss, cette approche
est habituellement associée au nom du statisticien anglais Fisher, qui & découvert cette
méthode d’inférence et a été le premier & donner les bases d’une théorie de ’estimation
paramétrique fondée sur la vraisemblance.

La méthode des moments a en premier lieu était discutée par K.Pearson, puis elle été
généralisée par L.Hansen.

La méthode d’estimation par intervalle de confiance a été introduite dans la statistique
par Jerzy Neyman.

Ce mémoire est partagée en deux chapitres.

Dans le premier chapitre on définit qu’est ce qu'un estimateur, les qualités d’un estimateur
et recherche du meilleur estimateur.

Dans le deuxiéme chapitre nous aborderons trois méthodes d’estimation paramétrique (la
méthode du maximum de vraisemblance, la méthode des moments et la méthode d’esti-

mation par intervalle de confiance).



Chapitre 1

Estimation

Un estimateur est une statistique permettant d’évaluer un paramétre inconnu d’une
loi de probabilité. Il peut par exemple servir & estimer un certains caractéristiques d’une

population totale a partir des données obtenu sur un échantillon.

1.1 Quelques définitions

1.1.1 Echantillon

Définition 1.1.1 On appelle n échantillon de loi F', toute suite de variable aléatoire (v.a)

indépendantes et identiquements distribuées (i.i.d).

1.1.2 Statistique

Définition 1.1.2 Une statistique T, est une fonction mesurable des v.a X;,i = 1,....n

qui donne une information d’un paramétre de la population

T, = f(X1, Xs, ..., X,).
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Une statistique peut étre o valeurs dans R ot R? ; dans le cas de R?, on dit que T), est une
statistique vectorielle.

1.1.3 Estimateur

Définition 1.1.3 Soit un n échantillon (X1, ..., X,)), suit une loi de probabilité de para-
métre 0 € © (ouvert de R%d > 1). On appelle estimateur de 0 toute v.a a fonction des X;
donnée par :

Tn = f(X17X27 "'aXn)a

ol

f:R* - R%d > 1.
T, fournit une réalisation (x1, s, ..., T,) qui est une estimation ponctuelle de 6 :
Op = f(l’l, L2 ey an)

Remarque 1.1.1 L’estimation est dite ponctuelle si on estime un paramétre de la popu-

lation avec un seul nombre.

Remarque 1.1.2 Pour un méme parameétre, il peut y avoir plusieurs estimateurs pos-

sibles.

1.2 Propriétes génerales d’un estimateur

T,, désigne l'estimateur du parametre 6.

Tout estimateur peut donner lieu a I’écriture :

E(T,) = 0+ B(n,0),
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ot B(n, ) est le biais de T,,.

1.2.1 Estimateur sans biais

Définition 1.2.1 On dit que T,, est un estimateur sans biais de 0 si :
E(T,) =0 c’est a dire (c-a-d) B(n,0) = 0.

Exemple 1.2.1 Soit (X3, Xs, ..., X,,) un n échantillon telles que B(X;) =m,Vi=1,...,n

X = =YX, (la moyenne empirique ) est un estimateur sans biais de m, en effet :
i=1

E(X)=E (%ix) = %flE (X;) = %nE (X)) = %nm = m.

1.2.2 Estimateur asymptotiquement sans biais

Définition 1.2.2 On dit que T,, est un estimateur asymptotiquement sans biais de 0 si :

lim E (7,,) =0 c-a-d limB (n,0) = 0.

n—oo n—0o0

Exemple 1.2.2 Soit (X1, Xs, ..., X)) un n échantillon telles que V (X;) = 02 < o0, Vi =

1,...,n.

J — 1z —
S? = EZ (Xi — X)2 = EZXzZ — X2, la variance empirique est un estimateur asympto-
i=1 i=1

tiquement sans biais de o, en effet :

1.n . 1 . —
E(S%) = F (EZ;XE - X2) = SYEX7 - EX’ =EX?-EX,

= (V(X) + B (X)) — (V(X) + B (X)) = o? 4 = & —m? =2 = T

2
lim E (SQ) = lim (02 — %) = o2,

n—oo n—oo
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1.2.3 Estimateur avec biais (biaisé)

Définition 1.2.3 On dit que T,, est un estimateur avec biais de 0 si :

E(T,) #60 c-a-d B(n,0)=E (T, —0)=E(T,) —0#0

Exemple 1.2.3 Soit (X1, X, ..., X,,) un n échantillon, S?est un estimateur biaisé de o*.

SQ——zn:(XZ—X)z—an:Xf—XZ_ i(Xi—m)Q—(X—m),
Ni=1 =1 =1
2 _
E(SQ)—O'2 U_:UQ(TL 1)7&02
n n

1.2.4 Estimateur convergent

La convergence en probabilité

On dit que la suite (X,,),,-,converge en probabilité vers X, et on note X, 2 X s

n—oo

Ve >0, limP (| X, — X| >¢) =0,

ou,

Ve >0, imP(|X, — X| <e) = L.

Définition 1.2.4 On dit que T, est un estimateur convergent de 6 si T,, tend vers 6 en

probabilité quand n tend vers oo c-a-d :

Ve >0, imP[| T, =0 |>¢] =0 c-a-d T, 2 0 quand n — oo.

n—0o0
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La convergence presque stire

On dit que la suite (X,,), -, converge presque strement vers X, et on note X, B X s

n—oo

P(Vw:Xn(w) — X(w)>:1 = P(Vw:

n—oo

nhj& X, (w) = X(w)D =1,

ou

Ve > 0; Y P (| X, — X| > ¢) < oo c-a-d la série converge.

n=1

Remarque 1.2.1 On parle d’estimateur fortement convergent lorsqu’on a convergence

presque sure.

Proposition 1.2.1 Soit T, un estimateur convergent du paramétre 0, et soit ¢ une fonc-

tion de R — R, continue au point 0. Alors (¢ (T,)) est un estimateur convergent de ¢ (0).

Définition 1.2.5 On appelle erreur quadratique moyenne d’un estimateur T,, par rapport

a 0 la quantité :
EQM(T,,,0) = E[(T,, — 6)°] =V (T;,) + [B (n,0)]*.

Proposition 1.2.2 Si un estimateur est sans biais ou asymptotiquement sans biais et si

sa variance tend vers 0, alors il est convergent.

n

- 1
Exzemple 1.2.4, X = —> X, est un estimateur convergent de m = E (X) car
Ni=1

1-X est un estimateur sans biais de m,
2

— 12 1 & o
2V (X) =V (EleJ = ﬁ;V(X) == 0 quand n — oo,

Définition 1.2.6 Soient T et Ty deux estimateurs sans biais de 0, on dit que Ty est plus

efficace que Ty s’il est préférable au sens de la variance c-a-d :

V(Th) <V (T3).
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Exemple 1.2.5 Soit X1, ..., X,, un n échantillon telles que

X1+ X jC X — X
T, = % s Ty =—=> X;+ % deuz estimateurs sans biais de m = E(X;),
=1
X1+ X 1 1 1
B(71) =B (T2 ) = JB0 + Xo) = 3 (B(X) + B (X)) = 528 (X)) =m.
et

V(Ty) =V (M) _ i V (X1) 4V (Xa) + 2000 (X1, Xo)]

WV (X1) 4V (X5)] = izv (X)) = %UZ,

on a cov (X1, Xs) =0 car X1, Xy sont indépendante.

B(1) =B (13 + 2522 ) = 1B () + 3 [B0Y) - BOG) = 1aB(X) =m

et

n

12 X —X
V<T2> =V <_ZX1+%)
=1

— #ilv (X;) + i [V (X1) + V(X3) — 2cov (X1, Xo)]

1 1 1, 1,
24N,
o 7

alors V (T1) < V (1), donc Tyest plus efficace que Ts.

1.3 Statistique exhaustive

Définition 1.3.1 On considére un n échantillon (X, Xo, ..., X,,). On dit qu’une statis-

tique T' est exhaustive pour 0 si la loi conditionnelle de I’échantillon X = (X1, X, ..., X,))
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sachant T =t n’est pas une fonction de 6 c-a-d
P(X =xz/T =t) ne dépend pas de 0.

Donc, on peut dire qu’une fois T connu, nous n’obtenons plus d’autre information de

I’échantillon concernant 0 et donc que T porte toute l'information disponible sur 6.

Exemple 1.3.1 Soit X une v.a qui suit la loi de Poisson P (0), soit (X1, Xs, ..., Xp,) un

échantillon, et soit la statistique T' = ZXi.
i=1
On montre que la statistique T est une statistique exhaustive pour 6.
On a
]P) (Xl, X2, ceey Xna T = t)
P(T =1t)

P (X1, Xa, .0, Xp /T = 1t) =

La statistique T' suit la P (nf), alors

et

n—1
P (Xl, XQ, ...,Xn,T = t) =P <X1, XQ, ...,anl,T — ZXZ> 5
=1

n—1
t—in
n—1 n=1 [/ o=09zi\ =09 i=1 e—noyt
P (X17X27'“7Xn17T_ ZXZ) = ‘ < (I)' ) n—1 = n—1 ’
=1 =1 v t—Z(Ei (.’L‘l)' (SUQ)' (I‘n,1>! (t — Z‘T2>'
i=1 | i=1
d’ot
t!

P (X1, Xo, .., X, /T = t) = .
nt (x)! (x2)!... (xp—1)! <t — ;@)'

La probabilité conditionnelle ne dépend pas de 0, donc T est une statistique exhaustive

pour 6.
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Dans cet exemple on a vu que le calcul de la probabilité conditionnelle est loin d’étre

immeédiat. Le théoréme suivant va nous simplifier la tache.

1.3.1 Théoréme de factorisation

Soit un n échantillon d’une v.a X. On note L (z, ) la densité jointe de X = (X1, Xs, ..., X,),
elle est appellée fonction de vraissemblance de 6 € © (ouvert de R, d > 1) . Alors on dit
que T (X) est une statistique exhaustive pour @ si et seulement s'il existe deux fonctions
mesurables g et h & valeurs positives(dans R, ) telles que la densité jointe se met sous la

forme :

L(z,0)=h(z)xg(T(z),0),0 € ;2 cR".

[1f(x;,0) si X est absolument continue
L(z,0)=q =1 onfeB reR",
[IP(z;,6) si X est discréte
i=1

et g (T (x),0) est la densité de la statistique T" et h (x) ne dépend pas de 6.

Exemple 1.3.2 Soit X ~U[0,60], 0 >0, et X = (X1, Xo, ..., X;,) un échantillon,

T = sup X;, d’aprés le théoréme de factorisation, la statistique T est exhaustive car :
1<i<n

1
i si0<x<4é

0 sinon

L(z,0) = U

10
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La fonction de répartition de T :

G (t,0)
La densité de T :
g(t,0) =
Done
L
h(z) = —
(z) .

ne dépend pas de 6.

0 stt<O
t n
1 sit>0
1.¢
(Gt = Qﬁntn—l si0<t<0
0 sinon
1
on 1
nt" L  pgnl Oszst
0”

Remarque 1.3.1 Le principe de factorisation nous donne un moyen de reconnaitre si

une statistique est exhaustive, mais ne permet pas de la construire ot méme de savoir s’il

en existe une..

1.3.2 Théoréme de Darmois

Soit X une v.a dont le domaine de définition ne dépent pas de 6. Une condition néces-

saire et suffisante pour que I’échantillon (X7, Xo, ...

est que la forme de la densité soit :

f(z,0) = expla(z)a

ou

(0) + b () +5(0)],

a est une fonction mesurable & valeurs dans RY,d > 1,

11

, X,,) admette une statistique exhaustive

(famille exponentielle)
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« est une fonction & valeurs dans R?, d > 1,
[ est une fonction reelle ne dépend pas de z,
b est une fonction borélienne ne dépend pas de 6.

n
Si f est de cette forme et si de plus application x; — ) a (z;) est bijective et contintiment
i=1

n
différentiable pour tout i, alors T'= Y a (X;) est une statistique exhaustive particuliére.
i=1

Preuve. Voir [4], page 293-294. m

Exemple 1.3.3 Soit X v.a suit une loi v de paramétre 0 inconnu alors :

f (l’,e) = 1—\(9) eXp (—I) Ie_lwr Z 070 > 17

— exp {m (r }9> exp (—2) x91>} ,
— exp[=InT () — + (6 — 1) Ina],

telles que T'(0) = [2%texp(—x)dx et T (0 +1) =0\,
0
alors : a(zr) = Inz,a () = 0 — 1,b(x) = —x,8(0) = —InT' (), et on a Uapplication

r1 — Y. a(z;) =Y. Inx; est bijective et continiment différentiable pour tout 1.
=1 i=1

Donc, la statistique ezhaustive est : > In X; = In (HX1> .
i=1 i=1

1.3.3 Famille exponentielle

Définition 1.3.2 Soit X une v.a réelle, dont la loi de probabilité dépend d’un parameétre
0 € RY. On dit que la loi de X appartient & la famille exponentielle si et seulement si

f(z,0)(cas continu) ou P (x,0) (cas discret) respectivement est de la forme :

£ (2,0) = ¢ (6) h () exp {z o)1, <x>} |

12
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D’aprés le critére de factorisation, il est évident que la statistique(Th, ..., Ty) est exhaustive.

Si Uon a un échantillon de taille n :
d n
F (@1, 03 0) = 2 (0) h (21) b () exp {Zaj (0) 315 <wi>} .
j=1 '

La statistique (ZTl (i) ey 2T (:UZ)> est ezhaustive.
i=1 i=1

Exemple 1.3.4 Soit X une v.a suit une loi de Poisson P ()

xT

P(x,\) = /\—'exp{—)\x}
!

par comparaison, on trouve :
c(A) =X h(z) = 5,01 (\) = \,T1 (z) = —x. Donc X appartient & la famille exponen-

tielle, et d’apreés le critére de factorisation T est exhaustive.

1.4 Information de Fisher

Soit (E,.A,Py) un espace de probabilité telles que :

E est 'ensemble fondamentale, A est une tribu sur E, et Py est une probabilité définie

sur I’espace probabilisable (E, A) .

Définition 1.4.1 On appelle modéle statistique (paramétrique) une famille d’espaces de

probabilités (E, A, Py), 0 € ©.

On consideére le modeéle paramétrique (E, A, Py),0 € O, de v.a X, vérifie les hypothéses

suivantes :
H, : V0 € © ou O est un ouvert de R.
Hs : Pour tout 0 € O, les lois Py ont le méme support, qui ne dépend pas de 6 c-a-d

L(z,0)>0VYxeR"0cO.

13
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OL (x,0) . O?L (x,0)
0 O o

et continuent c-a-d L (z,0) € C? (). Ou C? () est la classe des fonctions continues et

H; : Pour tout # € © et x € E | de la vraisemblance existent

dérivables deux fois.
OL (z,0)
00

_ 0°L(,0)

Hy : Pour tout 6 € O, les fonctions L' (z,0) = et L” (z,0) = 502 sont

intégrables et on a : pour tout A € A,

0
62

L (z,0)dx,

L (z,0)dz,

—

on définit la fonction score

_0lnL(X,0) L' (X,0)
5 (X, 0) = o0 - L(X,0)’

sous les hypotheses précédentes, cette v.a est centrée car :

E(S(X,@)):[ES(X,H)L(x,e)d :/Eahl%—éx’@ux,e)dx
9

x
:/L/(x,ﬁ)dx:—e/L(x,H)dxzo
E E

car

/ L (z,0)dx = 1 par définition de la densité.
E

Définition 1.4.2 On appelle quantité d’information de Fisher I, (0) apportée par un n

échantillon sur le paramétre 0, la quantité positive ot nulle suivante :

L,(0) =V (S(X,0) =E[(S(X,0)’] =E <am%—é}(’9)) ] :

14
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Ou :
L (X17X27 7Xn79) = Hf (Xwe) :
=1

Théoréme 1.4.1 Sile domaine de définition de X ne dépend pas du parameétre 6 alors :

L,(0)=-E {
Preuve. Voir [4], page 295-296. m

Exemple 1.4.1 Soit X une v.a telles que X ~ N (m,c?) alors linformation de Fisher

pour cette v.a est :

2 2 o
%lnL(a:,é’) _ %(m—m),
a?; lnL(x,H):—%,
[(m) = —F {%mux,e))} _ %

1.4.1 Propriétés de 'information de Fisher

La quantité d’information de Fisher vérifie les propriétés suivantes :

La positivité

On a I, (0) = V(S (X,6)) > 0,V.

15
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L’additivité

Soient X, Y deux v.a indépendantes, on note f (X, 0) et g (X, 6) leurs loi respectives, et on

désigne par Ix (0),Iy (0) et I(xy)(0) les informations au point § respectivement fournit

par X,Y et le couple(X,Y).

Théoréme 1.4.2 Sous les hypothéses Hi, Hyet Hson a :

I(X7y) (0) — IX (9) + [y (9) .

Théoréme 1.4.3 Soit un n échantillon (Xi,..., X,,). Sous les hypothéses Hy, Hy et Hj

on a :

Ceci veut dire que chaque observation a la méme information.

Exemple 1.4.2 -Loi normale (espérance) : soit X ~ N (m, o?)

On dispose d’un échantillon (X1, ..., X,) alors :

1 \" 1 & )
L vy Ty M) = N . — 7
(xla L m) <O' 271') exp ( 2U2i:1 (LC m) >

1
In(L(x1,...,x0;m)) = —gln 27) —nlno — = (z; —m)?,

20'27;:1
a_mln (L (xla '-~7xn;m)) = ﬁ; (33'1 - m) = ;z:z:ll'l — ;m,
0? n
wll’l (L (‘Tlv al’nvm)) = 9

donc

I, (m)=— =nl(m).avec I (m) = —.

-Loi normale (variance) : soit X ~ N (m,c?)
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On dispose d’un échantillon (X1, ..., X,) alors :

oV 2T

L(r0?) = exp(_%@—m)?),

1 1 1
In (L (z,0%)) = —§ln (2m) — éln (0%) — 552 (x —m)?,
0 1 1
wln(l) (z,07)) =55t 51 (x —m)?,
0? 1 1
@02)2 In (L (x,aQ)) =551 o6 (x — m)2,

E (X ; m)2] =1 car c’est l’esperance de la loi X7,
donc
11 1
I( 2)—04_204_204’
alors
I (7%) = g3

1.5 Lien entre I’information de Fisher et la statistique

exhaustive

La relation tres étroite entre les notions de statistique exhaustive et I'information de
Fisher.

Soit (E, A, Py),0 € © un modele statistique, I (f) 'information continue dans ce modeéle

sur 0 et T une statistique(E, A) — (Y, B), ou (Y, B) espace mesurable.
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Théoréme 1.5.1 Pour toute statistique T on a :

I (0) < 1(0)

ot I (0) est linformation de Fisher au point 6 dans (Y, IP’QT) )

Théoréme 1.5.2

Ir (0) =1(0) <= T exhaustive.

Exemple 1.5.1 Soient X, ..., X,, un échantillon qui suit N (m,c?). Considérons la sta-

tistique
1 2 —\2
T=25"= X;i— X
n — 1i:1 ( ) ’

on définit

T

Yn = (’I’L — ].) o
o

telles que Yy, ~ X2_,, d’apres le théoréme de Fisher.

Alors

1 n—3 Y
fr., (y) = i, Y ? €Xp (—§> Ity>0y.

On fait un changement de variable Y,, — T, on obtient :

n—1
1 n—1\ 2 .3 n—1)t
) = () T e (P feon
()

2

On calcule linformation de Fisher

info (1.0%) = () - U D0t (121,

18
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ot ¢ (t) est une constante qui ne dépend pas de o

02 n—1 (n—1)t

In fr (t,0%) = —
T
donc
n—1 n—1
I (02) = T) —
T<a) 6 ( ) 254 7
_n—l n—1
ot 204 7
_n—l
204
D’autre part, on a :
n

1l s’en suit que pour une taille d’échantillon finie n, la variance empirique, T n’est pas

ezhaustive pour o puisque I (0?) < I,, (c%).

1.6 Estimateur sans biais de variance minimale

Il existe plusieurs théorémes qui montrent que ’estimateur de variance minimale est

lié a I'existence d’une statistique exhaustive.

Théoréme 1.6.1 (unicité) S’il existe un estimateur de 0 sans biais de variance mini-

male, il est unique presque sirement.

Théoréme 1.6.2 (Rao-Blackwell) Soit T un estimateur sans biais de 6 quelconque et
U une statistique exhaustive pour 0. Alors T* =& (T /U) est un estimateur sans biais de

0 au moins aussi bon que T.

Théoréme 1.6.3 S’il existe une statistique exhaustive U de 0, alors ’estimateur T' sans

biais de 0 de variance minimale (umque d apres le théoréme précédent) ne dépend que de
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U.

Définition 1.6.1 On dit q’une statistique exhaustive U d’un modéle statistique paramé-
trique est compléte si pour toute fonction borélienne h : R? — R telles que h est intégrable
et

E[h(U)=0 Y0eO = h=0p.s.

Théoréme 1.6.4 (Lehmann-Scheffé) SiT* est un estimateur sans biais de 6 dépendant
d’une statistique exhaustive compléte U alors T est l'unique estimateur sans biais de

variance minimale. En particulier si l’on dispose déja de T estimateur sans biais de 0,

T =E(T,/U).

Inégalité de Fréchet-Darmois-Cramer-Rao(FDCR)

Le résultat suivant nous indique qua la variance d’un estimateur ne peut étre inférieure
a une certaine borne, qui dépend de la quantité d’information de Fisher apportée par
I’échantillon sur le paramétre 6.Si le domaine de définition de X ne dépend pas de 6, on

a pour tout estimateur 7" sans biais de @ :

ou k est une fonction dérivable.

Preuve. Voir [4], page 302.
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Définition 1.6.2 On dit que T est un estimateur efficace si :

1. T est un estimateur sans biais de 6 alors

1
T pumy
VI =70
2. T est un estimateur sans biais de k (6) alors
[ (0))°
T pu—
Y=

Théoréme sur 'efficacité

-La borne de Cramer-Rao ne peut étre atteinte que si la loi de X est de forme exponentielle :

f(x,0)=expla(x)a(d)+b(x)+ 5(0)]

car T' est nécessairement exhaustive pour 6.

donc, il n’existe qu’une seule fonction k (#) qui puisse étre estimée efficacement :

B (0)
k(0) = —
O="wey
Iestimateur de k () est :
1
T, =— X
L= e (X),
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la variance minimale est :

Preuve. Voir [4], page 303-304. m

Exemple 1.6.1 Loi gamma de paramétre 6.
On a vu que : T =Y In X; est exhaustive
i=1

Ona :
f(z,0)=exp[(0 —1)Inz — 2z —InT ()],

donc la loi gamma appartient o la famille exponentielle telles que a(x) = Inz,a () =
0—1,6(0)=—InT(0),b(x) =—uz.

D’aprés le théoreme de Darmois T = ia (X;) = i InX, =1In (ﬁXz> est exhaustive.
Donc d’aprés le théoréeme précédent laZ:sleule fonctlz'zoiz qui puisse Zé:t;"e estimée efficacement

est :

kO =~ = F(é))) :%mr(e),

l’estimateur efficace est :
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Les méthodes d’estimation

paramétrique

Dans les situations ot il n’y a pas d’estimateur évident, on est amené & recourir a
une méthode de construction d’un estimateur, les trois méthodes que nous présenterons
ici étant celles du maximum de vraisemblance et des moments et la méthode d’estimation

par intervalle de confiance.

2.1 La méthode du maximum de vraisemblance

Soit un échantillon (X7, ..., X,,) dont la loi mére appartient & la famille paramétrique
de densités f (x;,0) (ou de fonction de probabilité P (z;,0)) 6 € ©,0 C R
La vraisemblance L (z1,...,x,;0) represente la probabilité d’observer n uplet (z1, ..., z,)
pour une valeur fixée du paramétre #. Dans la situation inverse ici ou on a observé
(21, ...,x,) sans connaitre la valeur de 6, on va attribuer a 6 la valeur qui parait la plus
vraisemblable, compte tenu de I’observation dont on dispose, c-a-d celle qui va lui attribuer

la plus forte probabilité.

Définition 2.1.1 On appelle fonction de vraisemblance de 6 pour une réalisation
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r = (x1,...,x,) de U'échantillon X = (X3, ..., X,,) la fonction de 0 :

[1P (z;,0) siles X; sont discretes
L(‘le"?xn;e): irrTl
[1f (x:,0) siles X; sont continues
i=1

Définition 2.1.2 On appelle estimateur du mazimum de vraisemblance (EMV) de 0 la

v.a qui mazimise L (x,0) et on a le notée 0 :

0 = arg maxL (x,0),
0o

en d’autre termes :

L(x,é) > L(x,0) V0cO.

Caractéristiques

1. L(z,0) n’a aucune raison d’étre différentiable en 6.

Exemple 2.1.1 Soit X = (X1,...,X,,) ~U[0,0],6 >0

n 1
L(X;0) = ngf[o,e} (Xi),
1

pu— Q—n . ;
0< inf X;< sup X;<6
1<i<n 1<i<n

B YR R ey

1<
<i<n 1<i<n

1 sioxz;€]0,0]
Iiog () =
0 sinon

L est mazximum pour 6 minimum alors f = sup X; est UEMV pour 6.
1<i<n

2. Il n’y a aucune raison pour que 'EMYV soit sans biais.
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Exemple 2.1.2 Le méme exemple précédent on obtient que = sup X; est UEMV

1<i<n

de 0. Posons Y = sup X; on cherche la loi de Y :

1<i<n

et
P(X) <y)= Ofy%dt -4
alors
Fn-(2)
et
fy) = n?g:lf(%yse)-
Alors ,
E(Y) = Ofeyf(y)dy = ;l—nfy”dyz 9% [gﬁ:k = ni 70

donc Y est un estimateur biaisé pour 6.

3. I’EMYV n’a aucune raison d’étre unique.

Exemple 2.1.3 Soit X ~U[0,0 + 1] ,0 > 0 dont on posséde un échantillon (X1, ..., X,,)

La vraisemblance de l’échantillon en 0 :

L(xy,..,xy;0) =1
6<inf X; <sup X;<6+1
1<i<n 1<i<n

=1 x 1 :
{Ggiani} {GZsupXi—l}

1<i<n 1<i<n

Tout estimateur 0 compris entre 0 1=supX; —1 et 0 o = Inf X; est un EMV. Celui -ci
1<i<n 1<i<n
ne sera unique que si sup X; = (inf Xi) +1

1<i<n 1<i<n
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2.1.1 Equation de vraisemblance

Soit un n échantillon X = (X7, ..., X,,) de valeurs (x1, ..., 2,), cette méthode permet de

prendre comme estimation de 6 € © la valeur 6 qui rend maximale la vraisemblance.

Cas d’un seul paramétre

L’estimateur du maximum de vraisemblance est une solution du systeme :

OL (21, ..., Tn;0)

=0
00
(1) O?L (w1, ..., w3 0) (é) —0 ’
00?
ou bien le systéme :
Ol L (xy,...,2050) 0
00 N
(1) PInL(zy,...,2,;0) (é) <0 ’
002

le systéme (7) est donc équivalent au systéme (I7).
Propriétés des estimateurs du maximum de vraisemblance

Soit § PEMV de 6.

Théoréme 2.1.1 S7il existe une statistique exhaustive, 0 est fonction de cette statistique

exhaustive.

Théoréme 2.1.2 S’il existe un estimateur efficace T du paramétre 0, il est identique (p.s)
a 'unique EMV de 6.
La réciproque est fausse dans le cas général c-a-d un EMV n’est pas obligatoirement effi-

cace.
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2.1.2 Application

Exemple 2.1.4 Estimation de [’esperance d’une loi normale N (m,o?) ; o connu

f (@m) = — exp{—ﬂ},

o\ 21

b= g = Koo 1

i=1 g

d’ot
InL (21, i) = —nlno — " (2m) — 2B
nlL(xi,..,2p;m)=—nlno 2n T Lo
alors
O L (zy,...,2n5m) i(l’l —m)
om _i=1 o2 ’
Oln L ooy Ty .
nl (@0 m):O — m =T,
om
et
PInL(x1,...,x0;m)  n
om? g2
PInL(zy,...,T0;m) __n 0.
0%*m I o?
alors UEMYV de m est :
m=X.

Exemple 2.1.5 Estimation du paramétre d’une loi exponentielle £ (\); A >0
f(2.2) = Aexp(~Aa) ; @ >0,

L(zy,...,xn;\) = ﬁf(a:,,)\) = A"exp {—)\ixz} ,
i=1

=1
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d’ot

alors

et

alors 'EMYV de )\ est :

InL(z1,...,xp; A) = nln = A> z,
i=1

Oln L (zq,...,z,; \) _n_ ixi,
i=1

oA\ A
OInL(xy,...,2n; N ~ 1
= )\: —
) 0= 2r=3
PInL(xy, ..., 205 N) n
2\ DY
2 )
PInL(xy,...,Tn; A) — <0,
92\ A=A
Ao L
X

2.2 La méthode des moments

Cette méthode peut étre la méthode la plus ancienne de trouver des estimateurs

ponctuels et la plus naturelle. L’idée de base est d’écrire les moments théoriques E (X)),

E(X?),..., E(X?) en fonction des paramétres.

Soit X une v.a qui suit une certaine loi de probabilité qui dépend d’un parameétre 6 =

(01, ..., 04).

L’estimateur de # par la méthode des moments (EMM) est obtenu en remplagant les

moments théoriques par les moments empiriques c-a-d :
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E(X)=my = fi(01,....,0a), 0, = g1 (ma,...,mq) ,

E(X2):m2:f2 (017"‘79d)7 02:,92 (m17"'7md)7

e ,
\ E (X)) =mq = fa(b1,....04), \ 0a = ga (M1, ...,mq),
telles que
( 1 n
ng = — X’L?
mi n;
]_ n
A~ _ X2
me n@zzl )
. 1iXd
md - 79
\ N4i=1

alors, on obtient :

L éd = gd (mh "'7md) )

Remarque 2.2.1 Siles g;;i = 1,..,d sont continues en (my, ma, ..., mg) alors les estima-

teurs obtenus par la méthode des moments sont convergents presque sirement.
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2.2.1 Applications

Exemple 2.2.1 Lot Gamma

X suit la lot gamma de parameétres a et \, telles que

E(X) =5,
V(X):%.

- LB
ool
V(X) =5 /\:V(—X))

Si on dispose d’un échantillon (Xi,...,X,) de la loi gamma de paramétres « et A, la
moyenne empirique X et la variance empirique S* sont des estimateurs convergents de

E (X) et V(X) respectivement. Donc on déduit deux estimateurs convergents de o et \ :

X’
=g
N X
)\:§

Exemple 2.2.2 Lo: béta

X suit une lot béta de parameétre o et 3, telles que

o

a+ 3’

af

(a+ B2 (a+B+1)

E(X) =

V(X) =
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Donc on peut exprimer les deux paramétres « et 3 en fonction de l’esperance et la variance :

B(X) = a_E(X)(]E(X)—E(X)Q—V(X))
a+p — V(X)
V(X) = af ’ CE(X)-2B(X)* +E(X)® - V(X) +E(X)V(X)
(a+B)(a+pB+1) b= V(X)

Si on dispose d’un échantillon (Xi, ..., X,,) de la loi béta de paramétres o et 3, la moyenne
empirique X et la variance empirique S* sont des estimateurs convergents de | (X) et

V (X) respectivement. Donc on déduit deux estimateurs convergents de « et [3 :

7(7_72_52)

a = I ,
X _oX '+ X" — 24 X492
52 '

B =

2.3 Laméthode d’estimation par intervalle de confiance

L’estimation ponctuelle d’'un parameétre # donne une valeur numérique unique & ce
parametre, mais, n’apporte aucune information sur la précision des résultats, c-a-d qu’elle
ne tient pas compte des erreurs ducs aux fluctuations d’échantillonnage, par exemple pour
evaluer la confiance que I’on peut avoir en une estimation, il est nécessaire de lui associer
un intervalle qui contient avec une certaine probabilité la vraie valeur du parameétre, c’est

I’estimation par intervalle de confiance.

Définition 2.3.1 Soit (X, ..., X,,) un échantillon de loi P. On appelle intervalle de confiance
(IC) de niveau de confiance 1 —« telles que o € [0, 1] donné, un intervalle aléatoire [0y, 65]

ot 01 < 0 sont deux statistiques, fonction de ’échantillon, telles que :

P(91§9§62):1—a

Remarque 2.3.1 « est donc la probabilité que [01,02] ne recouvre pas la vraie valeur du

parametre.
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Remarque 2.3.2 La détermination des bornes d’un intervalle de confiance dépend de la
coupure de v en oy et a ; telles que 01 est le fractile d’ordre o et 0y est le fractile d’ordre
(1 — ) d’une certaine loi. Cependant deux cas sont possibles

-Recherche d’un intervalle bilatéral. Correspondant a oy # 0 et ag # 0. Il n’y a aucune
ratson d’avoir oy = g = % sauf pour certaines lois symétriques .

- Recherche d’un intervalle unilatéral de la forme [0, +o0[ associé & ag = v et ag = 0 ou

de forme]—o0, 03] associé ¢ a; =0 et as = a.

Remarque 2.3.3 les valeurs usuelles de o sont 0.1,0.05 et 0.01 .

2.3.1 Estimation par intervalle de confiance pour les paramétres

de la loi normale

Soit (X1, ..., X,,) un échantillon d’une v.a X qui suit une loi normale N (m, c?),
_ n 1 2
X = —>" X, sa moyenne empirique et S? = =3 (X; — X)" sa variance empirique.
=1 =1
Pour construire un intervalle de confiance relatif & 'un des deux paramétres de cette loi,
I’autre parameétre étant connu ou non. Ceci correspond aux différentes situations que nous
allons étudier maintenant.
Nous rassemblons ci dessous et nous admettrons, les trois résultats permettant de calculer

les intervalles de confiance de la moyenne m et de la variance o?.

Théoréme 2.3.1 Si (X1, ..., X,,) est un échantillon de la loi N (m,c?), alors :

|

—m

suit la loi normale A (0,1) (d’aprés le théoréme centrale limite (TCL)).

<
w0 ||§|‘Q
3

suit une loi de student 7,,_; de degré de liberté (n —1).

vn—1
2

S
3. n_2 suit la loi du khi-deux X2, degré de liberté (n —1).
o
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Estimation par intervalle de confiance de la moyenne

Si la variance est connue

2
— o —
On sait que X ~ N (m, —), on a aussi X est le meilleur estimateur de m, et
n

Vi (X = m)

o

~ N (0,1) alors

donc 'intervalle de confiance est :

[C(m) = |:7—U1<; 55,7—0—1113\;%} .

O uy_« est le fractille d’ordre (1 — ) de la loi V' (0,1).

2

Exemple 2.3.1 Aprés des essais antérieurs, on peut supposer que la résistance a [’écla-
tement d’un certain type de réservoirs est une variable aléatoire suivant une loi normale
N (m,0?%) ou o =4 kg/em?. Des essais sur un échantillon de 25 réservoirs donnent une
résistance moyenne o l'éclatement égale & 300 kg/cm?.

Doncn = 25,X =300 kg/cm?, 0 = 4 kg/cm?, le niveau de confiance : 1—a = 0.95, up_a =
1.96.

L’intervalle de confiance

( 5 (X — m) )
Pl —-1.96 < - <1.96 ) =0.95,
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donc
4 4
P (300 - 1.963 <m < 300+ 1'965> = P(298.432 < m < 301.568) = 0.95,

IC (m) = [298.432,301.568) .

Uintervalle [298.432,301.568] a une probabilité égale a 0.95 de contenir la vraie valeur de

la résistance a l’éclatement de ce type de réservoirs.

Remarque 2.3.4 Si n > 30 et o est inconnu en remplace o par S’ telles que S° =
n

n—1

Exemple 2.3.2 Les mesures des diamétre d’un échantillon aléatoire de 100 billes pré-
sentent une moyenne de 0.80 cm et d’ecart type de 0.04 cm. Evaluer les limites de confiance
a : 99%, pour le diameétre moyen des billes ¢

On an = 100 > 30 alors les limites de confiance a 99% sont :

. S/ L S/
]P)(X—%Ul_g SmﬁX—{—%ul_ ):1—0,

[N]])

ot 1 —a =099 u_qs = 2.58, X =0.80 cm, S =0.04 cm et S = n

15 = 0.04, donc

n —

0.04 0.04
P (0.80 — ——=2.58 <m < 0.80 + —2.58) =P (0.79 <m < 0.81) = 0.99,
V100 v/100

IC (m) = [0.79,0.81].
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Si la variance est inconnue (n < 30)

vn—1~7, 4

—m

S

X
On utilise le fait que T' =

donc 'intervalle de confiance est :

[C(m): |i7—t1<21 5 ,Y—Q—tl,% 5 :|

Ou ¢1-¢ est le quantille d’ordre (1 — %) de la loi student & (n — 1) degré de liberté.

Exemple 2.3.3 Sur un échantillon de taille n = 20 durées de vie d’un certain modéle de
lampe on a obtenu comme moments empiriques X = 2000 h et S = 300 h. L’intervalle de

confiance de niveau 0.95 pour la durée de vie moyenne m est donc

300 300

= 0.95,
i)

ot t1-g = 2.093 d’ou l'intervalle de confiance de m au niveau de confiance 0.95 est :
P (1855.95 < m < 2144.05) = 0.95,

donc

IC (m) = [1855.95,2144.05] .

Si 02 est connue, soit o = 300 alors 'intervalle de confiance est définie par :

300 300
P (2000 —Uj_e <m < 2000 + ul_a—> = 0.95,
2420 *4/20
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avec ui—g = 1.96 donc Uintervalle de confiance de m au niveau de confiance 0.95 est :
P (1868.52 < m < 2131.48) = 0.95,

IC (m) = [1868.52,2131.48] .

L’intervalle obtenu est plus grand ; la connaissance du paramétre o conduit logiquement a

un intervalle plus précis.

Estimation par intervalle de confiance de la variance

Si la moyenne est connue
1 n ) . . . 2 nT 9

T = —> (X;—m)” est le meilleur estimateur de la variance oet on a —- ~ A7 comme
n;=1 o

somme de n carrées de N (0, 1) indépendantes, alors :

T
P(kls%SkQ):l—oa,

donc Iintervalle de confiance de o2 est :

nt nt
1C (0'2) = lk—Q,k—l:| s

ou k; est le quantile d’ordres et kqest le quantile d’ordre(l — %) de la loi X2,

Exemple 2.3.4 Soit X une v.a suivant la loi normale N (30,0), on préléve un échan-

tillon de taille n = 25. Cherchons un intervalle de confiance de la variance au niveau de
0.05
confiance 1 — a = 0.95,n = 25 alors a = 0.05; % = = 0.025 donc
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P(25X15<02<25X15

=P (9.23 < 0? < 28.58) = 0.
10644 =7 = 13.120) (923 < 0% < 28.58) = 0.95,

donc

IC (0%) =[9.23,28.58].

Si la moyenne est inconnue

n 2
On utilise S? = lz (X —7)2 et on sait que nst P
ni= o2 b

2
P(lls%yz):l—a,

1 1 Iy
Pl —< < =2 )=1-—
<n32 ~ o2~ nS2> @
2 2
2 L
donc l’intervalle de confiance de o2 est :

10/(0?) = {n52 nST |

L
ou [yest le quantille d’ordre § et I d’ordre 1 — 3 de la loi Xg_l.

Exemple 2.3.5 n=30;5% =12;1—a =0.90 alors l; = X5 = 17.7 et Iy = X g5 = 42.6
donc

8.46 < o2 < 20.33.

Remarque 2.3.5 Sin > 30 donc on a les deux approrimations suivantes :

V2X2 —\/2p—1— N (0,1) sip>30

approximation de Fisher
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et

3
2 2
X2 = Sl -
» p(“ o 9p)

approximation de wilson Hilferty

valable méme pour les valeurs faible de p.

Exemple 2.3.6 L’ecart type de la durée du vie d’un échantillon de 200 ampoules élec-
triques est égale o 100 h, calculons les limites de confiance a 95% pour ’écart type de toute
la population.

On a:
20052
2

2
~ X199

2
P <z1 <" zg) = 0.95,
o

on utilisant ’approximation de Fisher :

1 2
b= X3 =5 (—1.96 + /2 % (199) — 1) =162 etly = X2qn =

239
2 2
P ﬁg&gﬁ =0.95,
ls I

(196 + W)z

N —

donc les limites de confiance a 95%pour l'ecart type sont :

912 <o <1113
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2.3.2 L’intervalle de confiance du parameétre p d’une loi bind-
miale
. - . . . X . .
Soit X une v.a qui suit la loi B (n, p), la statistique p = — est le meilleur estimateur sans
n
biais de p. D’aprés le théoréme central limite :

A

& ﬁ, /\/‘(0,1)’

n
L .
ol — est la convergence en loi.
Soit a € 10, 1[ alors on a :
P —Uj—o S PP < /U,1,% =1- a,
p(1—p)
n

2

n
2 2
= p’ <1—|—u—) —Qp(ﬁ—l—u—) +p°<0
n 2n
= p2(n+u2)—p(2nﬁ+u2)+nﬁ2§0
A =u? [(477,]5—471]32) +u2],

alors

~ = = A_{_u_z_i_u M+u_2
:2np+u2+u\/4np(1—p)+u2:p 2n n 4n?
2n + 2u? u? ’
1+ —
n

b1
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u2 u2 2

— et — tend vers 0

n— oo —
"4n2?’ 2n n

donc

R p(l—p

P1=Dp— ( )
n

. p(l—p

p2=p-+u (n )

donc si n est grand, l'intervalle de confiance de p est :
17 (17
10 (p) = [ﬁ_u [PA=P) 5, [P p)]
n n
ol u = u;_g est le quantille d’ordre (1 — §)de la loi N (0,1).

Exemple 2.3.7 Un sondage politique réalisé sur 1000 personnes, et visant a émettre un

pronostic électoral a conduit a :

candidat A : 510

candidat B : 490

3>
I
=
ot
—_

LN
I
<
I~
Ne}

Les intervalles de confiance a 95% sont :

IC (p) = [0.48,0.54]

IC (q) = [0.46,0.52]
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2.3.3 Intervalle de confiance de la différence des espérances de

deux lois normales

2 X, —
X - N (ml, %) ) v
1 1
: - o3 (X3 —my)
On sait que X, — N/ <m2, —) \/n_za— — N (0,1)
2

S — o? o3
1 2

X1— X, — N ml—mg,——l——)
n

Ecarts-types connus

Xi—X9)—(mp—m
P —ulgg( ! 2)2 (21 2) (G =1-aq,
01 | 03
n na
- o2 g2 __ o2 o2
P (Xl_XQ)_ul—% n—1+n—2§(m1—m2)§(X1—X2)+U1—g n_1+n_2 =1-q,
1 2 1 2

donc l'intervalle de confiance de niveau (1 — «) est :

S — J% gg . 0% 2
1C my —ma) = | (X = Xo) —ung [0+ 00 (X0 = Xo) gy [20+ 00
1 2 1 2

Ecarts-types égaux et inconnus

Posons 0% = 02 = 02,

On a: -
(X1 —X2) - (ml —mz)

1 1
o\ —+ —
ni ng

. . 2 2 .
et puisque o est inconnu en remplace o par S;. Sachant que :

£ N(0,1)
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on a si n > 30 en remplace ¢ par S. et on a :

(n2 _ 1) Sé2 ~ X2

(m =D S 1o
— s X et 2 no—1

2 ni—1

o o

-1 12 -1 12 n .
(= 1)ST+ =15 et on a SP = =53 (XZ-—X)2 et S =

.Q2
posons : S; = T — 2 .
1 2 =1

n21—1 (Xi — Y)Q alors
i=1
S2 ny — 1) 87 ny — 1) S?
<n1+n2_2)0__g:( . O_2> ! ( 2 0_2) : NX7?1+712—2
alors
82
V((”1+”2_2)U_§) :2((n1+n2—2))
204
V(S?) =
( P) ny +n2 -9
4 20.4
V() = =2 _ et V(S,) =
(S1) Ny — et V(S55) Ny — 1
d’ou
V (S? =1
(5) _ _m <1(i=1,2)

V(SZIQ) n1+n2—2 -
V(S2) <V(S?) (i =1,2)

alors S? est préférable a S et S donc

(71 —72) — (m1 — mg)
Sp i + i

ni Na

—>T(n1+n2—2)

donc l'intervalle de confiance de niveau (1 — «) est :

— /1 l — = 1 1
IC(ml—mg): |:X1—X2—t1‘;sp n_‘i‘n_,Xl—XQ‘i‘tl,%Sp n_+n_:|,
1 2 1 2
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ol t1—o est le quantile d’ordre (1 - %)de T (n1+ny—2).

Ecarts types quelconques

02 # 02 inconnu, n; = ny = n telles que n est grand alors on a :

Donc l'intervalle de confiance de niveau (1 — «) est :

S — 1 7
512 +S§2,X1 — X5 +UI_%\/ﬁ S{Q —I—Séﬂ .

Application(simulation) On génére un échantillon de taille n = 1000 suit la loi beta

]C’(m1 —mg) = Xl _XQ —Ul_%

de parametre a = 2 et b = 4 respectivement, on appliquant la méthode du maximum de

vraisemblance et la méthode des moments pour calculer ’estimateur de a et b, on calcule

\/ﬁ (71 - y2 - (m1 - m2))

1
NG

L N(0,1).

le biais et I'erreur quadratique moyenne. Pour cela on prend m=>50.

Le but de cettte application est de comparer entre deux méthodes d’estimation ponctuelle

la méthode du maximum de vraisemblance et la méthode des moments.

La méthode du moment | La méthode du maximum de vraisemblance
EMM | biais EQM | EMV | biais EQM
2.0661 | 0.0661 | 0.0392 | 2.0607 | 0.0342 | 0.1121
4.0164 | 0.0102 | 0.1102 | 4.0086 | -0.0199 | 0.0545

TAB. 2.1 — Comparaison entre 'EMV et TEMM de la loi beta
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Emv Emm

Fic. 2.1 — Comparaison entre 'EMV et 'EMM de loi beta

Application(simulation) On génére un échantillon de taille n = 1000 suit la loi expo-
nentielle de paramétre a = 2, on appliquant la méthode du maximum de vraisemblance et
la méthode des moments pour calculer I’estimateur de a, et le biais et I’erreur quadratique
moyenne. Pour cela on prend m=50.

Le but de cettte application est de comparer entre deux méthodes d’estimation ponctuelle

la méthode du maximum de vraisemblance et la méthode des moments.

La méthode du moment | La méthode du maximum de vraisemblance
EMM | biais EQM | EMV | biais EQM
2.0191 | 0.0191 | 0.0004 | 2.0191 | -0.0031 | 0.0051

TAB. 2.2 — Comparaison entre 'EMV et TEMM de la loi exponentielle
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Emv Emm

4]s]

0.0 1.0 2.0 3.0 0.0 1.0 2.0 3.0

Fic. 2.2 — Comparaison entre 'EMYV et 'EMM de loi exponentielle

Conclusion On peut conclure que la méthode du maximum de vraisemblance est meilleur

que celle des moments.
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Conclusion

En conclusion, il y a deux types d’estimation proposés : I’estimation ponctuelle et

I’estimation par intervalle de confiance. L’estimation ponctuelle donne une seule valeur,
il y a le danger qu’on oublie que I'estimateur est une v.a avec une certaine variance. En
effet dans I’estimation par intervalle on détermine deux valeurs et on donne la probabilité
que le parameétre de la population se trouve a I'intérieur de cet intervalle de confiance, et
cette estimation a l'avantage de montrer la précision dans ’estimation du parameétre et
ceci facilite la compréhension des résultats si ’on ne connait pas les méthodes statistiques.
Les deux estimations sont efficaces chacun dans certain cas, nous pouvons comparer entre
les méthodes d’estimation ponctuelle.
La méthode du maximum de vraisemblance et celle des moments peuvent donner des esti-
mateurs égaux, mais la ou ces deux sont différents, ’estimateur du maximum de vraisem-
blance est généralement meilleur car il est asymptotiquement sans biais, et sa distribution
asymptotique est normale.

Finalement, le meilleur estimateur est I’estimateur sans biais & variance minimale.
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Annexe A : Logiciel R

2.4 Qu’est-ce-que le langage R ?

e Le langage R est un langage de programmation et un environnement mathématique
utilisés pour le traitement de données. Il permet de faire des analyses statistiques aussi bien
simples que complexes comme des modéles linéaires ou non-linéaires, des tests d’hypothése,
de la modélisation de séries chronologiques, de la classification, etc. Il dispose également
de nombreuses fonctions graphiques trés utiles et de qualité professionnelle.

e R a été créé par Ross Thaka et Robert Gentleman en 1993 a I’Université d’Auckland,
Nouvelle Zélande, et est maintenant développé par la R Developement Core Team.

L’origine du nom du langage provient, d'une part, des initiales des prénoms des deux
auteurs (Ross Thaka et Robert Gentleman) et, d’autre part, d'un jeu de mots sur le nom

du langage S auquel il est apparenté.
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Annexe B : Abréviations et

Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expli-

quées ci-dessous :

v.a : Variable aléatoire.

iid . Indépendantes identiquement distribuées.

c-a~d : Clest a dire.

E (X) . Espérance mathématique ou moyenne du v.a X.
V(X) . Variance du v.a X.

B (n,0) . Le biais de 'estimateur 7,.

cov (X1,X5) : La covariance entre deux v.a X; et X.

LN : Convergence en probabilité .

p.s

Convergence presque siire.
Convergence en loi.

EQM(T,,0) : L’erreur quadratique moyenne de 7,, par rapport a 6.

1, (0) : Information de Fisher.

EMV : Estimateur du maximum de vraisemblance.
EMM :  Estimateur des moments.

c . Intervalle de confiance.
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