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Introduction

L�objectif de ce mémoire est de fournir un aperçu général sur l�optimisation

sous contraintes et les principales méthodes utilisées pour les résoudre. Ce

n�est pas un document approfondi proprement dit mais une illustrations sur les bases des

algorithmes qui seront par la suite un pivot pour la recherche scienti�que et numérique

des optimums.

L�optimisation sous contraintes se trouve pratiquement dans toutes les branches de la

science moderne, une approximation des solutions par des algorithmes simples et conver-

gents est le souhait de tout chercheur pour mieux économiser le temps et l�argent, la

qualité de l�optimisation est un but dans toute recherche scienti�que qui s�intéresse à

l�optimisation.

Après une introduction générale et les principaux résultats d�existence et d�unicité, le

deuxième chapitre est basé essentiellement sur les méthodes et algorithmes d�optimisation,

nous nous bornerons à citer les plus célèbres dans la littérature et quelques résultats de

convergence.

3�eme chapitre est une extension aux problèmes variationnels et leurs relations avec l�optimi-

sation sous contraintes pour plus de détail nous renvoyons les intéressés à la bibliographie,

car ce chapitre et beaucoup plus explicatif par rapport à un cour approfondi.
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Chapitre 1

Notion d�Optimisation Sous

Contraintes

Introduction

On s�intéresse à des problèmes d�optimisation de la forme :

8>>>>>>><>>>>>>>:

minx2Rn f (x)

sous les contraintes

g(x) � 0

h (x) = 0

(1.1)

où les fonctions f; g et h sont di¤érentiables au moins une fois, et f est non-linéaire.

Cependant nous étudierons le cas ou g et h sont linéaires avec un intérêt tout particulier.

Ce chapitre est consacré aux dé�nitions et aux notions principales de l�optimisation avec

contraintes, on décrit dans la notion de la di¤érentiabilité d�une fonction, le gradient et

la hessienne, puis nous allons montrer comment les conditions d�optimalité (condition de

lagrange et condition de Kuhn et Tucker) associées au problème (1.1)

2



Chapitre 1. Notion d�Optimisation Sous Contraintes

1.1 Rappel de calcul di¤érentiel

1.1.1 Dé�nition de la di¤érentiabilité

Soit V un ouvert de Rn, et f : V ! R une fonction. On dit que la fonction f dé�nie

sur un voisinage de u 2 V à valeurs dans R, est dérivable (ou di¤érentiable) au sens de

Fr�echet en u s�il existe une forme linéaire continue sur V , L 2 V 0 telle que :

f (u+ !) = f (u) + L (!) + � (!) ; avec lim
!!0

� (!)

k ! k = 0:

On appel L la dérivée (ou la di¤érentille, ou le gradient) de f en u et on note L = f 0 (u) :

1.1.2 Le gradient d�une fonction

Soit f : Rn ! Rm di¤érentiable en un point a.

Dé�nition 1.1.1 On appelle gradient de f en (x1; x2; :::; xn) la matrice ligneDf (x1; x2; :::; xn)

telle que :

Df (x1; x2; :::; xn) =

�
@f

@x1
;
@f

@x2
; :::;

@f

@xn

�
(x1; x2; :::; xn) :

1.1.3 La Hessienne d�une fonction

On appelle matrice hessienne H (x1; x2; :::; xn) de f la matrice des dérivées secondes de f

évaluées au point (x1; x2; :::; xn)

H (x1; x2; :::; xn) =

0BBBBBBB@

f"11 f"12 : : : f"1n

f"21 f"22 : : : f"2n

...
...

. . .
...

f"n1 f"n2 : : : f"nn

1CCCCCCCA
Comme f"ij =f"ji8 (i; j) ; la matrice hessienne de f est une matrice symétrique d�ordre

n.

3



Chapitre 1. Notion d�Optimisation Sous Contraintes

1.1.4 Matrice Jacobienne

SoitG = (g1; g2; :::; gm) une fonction dé�nie deRn dansRm. A tout vecteur x = (x1; x2; :::; xn),

la fonction G associée le vecteur de fonction (g1 (x) ; g2 (x) ; :::; gm (x)) :

On appelle matrice jacobienne de G la matrice de dimension (m;n) ; JG (x1; x2; :::; xn)

des dérivées partielles des m fonctions qui composent G :

JG (x; :::; x) =

0BBBBBBB@

@g1
@x1
(x) @g1

@x2
(x) : : : @g1

@xn
(x)

@g2
@x1
(x) @g2

@x2
(x) : : : @g2

@xn
(x)

...
...

. . .
...

@gm
@x1

(x) @gm
@x2

(x) : : : @gm
@xn

(x)

1CCCCCCCA

1.2 Forme quadratique

Dé�nition 1.2.1 Soit A(n�n) une matrice symétrique et b 2 Rn. On appelle forme qua-

dratique la fonction.

f : Rn ! R dé�nie par :

f (x) =
1

2
xtAx� btx:

Propriété 1.2.1 Soit A une matrice carrée symétrique. Soit x un vecteur colonne quel-

conque. On note xt sa transposée.

1. /Si xtAx � 0 , 8 x 2 Rn : A est semi-dé�nie positive.

2. /Si xtAx > 0 , 8 x 2 Rn : A est dé�nie positive.

3. /Si xtAx � 0 , 8 x 2 Rn : A est semi-dé�nie négative.

4. /Si xtAx < 0 , 8 x 2 Rn : A est dé�nie négative.

Remarque 1.2.1 Soit A une matrice carré symétrique d�ordre n:

* A dé�nie positive () ses n mineures principaux diagonaux Dk sont > 0:

* A semi-dé�nie positive () tous ses mineures principaux Dk sont � 0:

* A dé�nie négative ()ses n mineures principaux diagonaux Dk sont alternativement

< 0 (k impair) et > 0 (k pair) :

4



Chapitre 1. Notion d�Optimisation Sous Contraintes

* A semi dé�nie négative () tous ses mineures principaux Dk sont alternativement �

0 (k impair)et � 0 (k pair) :

1.3 Notion de convexté

La convexité joue un role extrêmement important en optimisation.

1.3.1 Ensemble convexe

Dé�nition 1.3.1 � Un ensemble S de Rn est convexe ssi :

8 (x; y) 2 S2 : (1� �)x+ �y 2 S, 8� 2 [0; 1] :

� Un ensemble S de Rn est strictement convexe ssi :

8 (x; y) 2 S2 : (1� �)x+ �y 2 intérieur S, 8� 2 ]0; 1[ :

Remarque 1.3.1 La notion d�ensemble concave n�existe pas.

Fig. 1.1 �ensemble convexe et ensemble non convexe

1.3.2 Fonctions concaves, Fonction convexes

Soit f une fonction de plusieurs variables dé�nie sur un ensemble convexe S:

5



Chapitre 1. Notion d�Optimisation Sous Contraintes

Fonction concave :

- f est concave sur S ssi, 8 (x; y) 2 S2 et 8� 2 [0; 1], on a :

f ((1� �) x+ �y) � (1� �) f (x) + �f (y) :

- f est strictement concave sur S ssi :

f ((1� �) x+ �y) > (1� �) f (x) + �f (y) :

Fonction convexe :

- f est convexe sur S ssi, 8 (x; y) 2 S2 et � 2 [0; 1], on a :

f ((1� �) x+ �y) � (1� �) f (x) + �f (y) :

- f est strictement convexe sur S ssi :

f ((1� �) x+ �y) < (1� �) f (x) + �f (y) :

Propriété importantes :

* f concave , �f convexe.

* Si f et g sont des fonctions concaves (respectivement convexes), alors 8 (a; b) 2 R2+
(a � f + b � g) est une fonction concave (respectivement convexe).

* Si f et une fonction concave et g est une fonction croissante et concave alors la fonction

g (f (x)) est concave.

* Si f et une fonction convexe et g est une fonction croissante et convexe alors la fonction

g (f (x)) est convexe.

* Une fonction a¢ ne est à la fois concave est convexe.

6



Chapitre 1. Notion d�Optimisation Sous Contraintes

Exemple 1.3.1 � Fonction strictement concave f (x; y) = 6� (x� 1)2 � (y � 1)2 :

Fig. 1.2 �Fonction Concave

Exemple 1.3.2 � Fonction strictement convexe f (x; y) = (x� 1)2 � (y � 1)2 :

Fig. 1.3 �Fonction convexe

1.4 Extremas locaux et globeaux sous contraintes

Un problème d�optimisation s�écrit en général sous la forme :

8><>: minx1;x2;:::;xn f (x1;x2;:::;xn) ;

s:c contraintes (j) 8j 2 1; :::;m:
(1.2)

7



Chapitre 1. Notion d�Optimisation Sous Contraintes

Dé�nition 1.4.1

1.4.1 Optimum local

� La variable x� est un maximum local d�une fonction f dé�nie sur l�ensemble convexe

S , 9" > 0 tel que f (x) � f (x�) ; 8x 2 S et j x� x� j� ":

� La variable x� est un minimum local d�une fonction f dé�nie sur l�ensemble convexe

S , 9" > 0 tel que f (x) � f (x�) ; 8x 2 S et j x� x� j� ":

1.4.2 Optimum global

I La variable x� est un maximum global d�une fonction f dé�nie sur l�ensemble convexe

S , f (x) � f (x�) ; 8x 2 S:

I La variable x� est un minimum global d�une fonction f dé�nie sur l�ensemble convexe

S , f (x) � f (x�) ; 8x 2 S:

Exemple 1.4.1 FFonction f admettant un maximum local en x� et un maximum global

en x�� sur l�ensemble de son domaine de dé�nition.

Fig. 1.4 �Extremum local et extremum global

8



Chapitre 1. Notion d�Optimisation Sous Contraintes

1.5 Conditions d�optimalités

1.5.1 Les condition nécessaires et su¢ santes d�existence d�un

optimum

Pour trouver la solution x� d�un problème d�optimisation quelconque, on distingue tradi-

tionnellement deux types de conditions :

Les conditions du première ordre (C P O) : Sont les conditions nécessaires que doit

véri�er un optimum, s�il existe. Ces conditions s�écrivent comme un système d�égalités ou

d�inégalités dont la résolution permet de trouver x�.

Les conditions du second ordre (C S O) : Garantissent que les conditions du premièr

ordre sont su¢ santes pour que x� soit bien la solution du problème d�optimisation.

1.6 Les conditions de lagrange

On considère le problème d�optimisation suivante :

8><>: min f (x) ;

sous la contraintes h (x) = 0:
(1.3)

tellque x 2 Rn; h : Rn ! Rm :

Nous entendront par optimiser localement c�est chercher le point x� de Rn qui minimise

ou maximise localement f tout en satisfaisant la contrainte h (x�) = 0:

Les Contraintes Régulières :

Dé�nition 1.6.1 on dit que la contrainte h est régulière en x� 2 S si les vecteurs

Dh1 (x
�) ; :::; Dhn (x

�) forment une partie libre.

9



Chapitre 1. Notion d�Optimisation Sous Contraintes

1.6.1 Théorème de Lagrange

Théorème 1.6.1 Soit x� 2 S = fx 2 Rn; h (x) = 0g un point régulier solution du pro-

blème véri�ant donc :

f (x�) � f (x) ; 8x 2 S

Alors il existe nécessairement un vecteur � 2 Rm unique véri�ant :

rf (x�) +rh (x�)� = 0:

Soit encore :

rf (x�) +
mX
i=1

�irhi (x�) = 0:

Les composantes du vecteur sont appelées multiplicateurs de Lagrange

Preuve. Considérons une courbe x (t) dé�nie pour t 2 [��; �] véri�ant :

8><>: x (t) 2 S; 8t 2 [��; �] ; � > 0;

x (0) = x�:

On a :

f (x (0)) � f (x (t)) , 8t 2 [��; �] ;

donc nécessairement :
d

dt
f (x (t)) jt=0= rf (x�)T

:
x (0) = 0:

Ce qui signi�e que rf (x�) se trouve dans l�orthogonal de T (x�) et le plan tangent à S

en x�. Si l�on utilise l�équivalence :

T (x�) = Ker rh (x�)> , T (x�)? = Im rh (x�) ;

il existe donc un vecteur � 2 Rm tel que :

rf (x�) = �rh (x�)�:

10



Chapitre 1. Notion d�Optimisation Sous Contraintes

L�unicité résulte du fait que rh (x�) est de rang m:

1.6.2 Dé�nition du Lagrangien

Théorème 1.6.2 Soit f : Rn ! R

Soit x� un minimiseur ou maximiseur local de f sous la contrainte h (x) = 0:

On suppose que la contrainte h est régulière en x�; alors il existe des réels ��1; �
�
2; :::; �

�
m

telle que :

Df (x�) + ��1Dh1 (x
�) + :::+ ��m (x

�) = 0:

F Le point x� pour lesquel il existe des coe¢ cients ��1; �
�
2; :::; �

�
m satisfaisantes l�identité

sont appelles des points stationnaires du problème d�optimisation.

F Les coe¢ cients ��1; �
�
2; :::; �

�
m satisfaisants l�identité sont appelles Les Multiplica-

teurs de Lagrange en x�:

On note �� = (��1; �
�
2; :::; �

�
m) Les Multiplicateurs de Lagrange:

F On introduit la fonction suivante :

L (x; �) = f (x) + �1h1 (x) + :::+ �mhm (x) , (x; �) 2 Rn �Rn

On appelle Lagrangien du probème d�optmisation, l�expression ci-dessus.

Proposition 1.6.1

� le points x� satisfait h (x�) si est seulement si :

DL (x�; ��) = 0 2 Rn:

� Si x� est une solution du problème d�optimisation local, alors il existe �� 2 Rm tel que :

DL (x�; ��) = 0:

Preuve. En e¤et

@L

@xj
(x�; ��) =

@f

@xj
(x�) + ��1

@h1
@xj

(x�) + :::+ ��m
@hm
@xj

(x�) :

11



Chapitre 1. Notion d�Optimisation Sous Contraintes

Pour tout 1 � j � n et @L
@�i
(x�; ��) = hi (x

�) pour tout 1 � i � m donc:

8>>>><>>>>:
Df (x�) + ��1Dh (x

�) + :::+ ��mDh (x
�) = 0:

et

h (x�) = 0:

On a donc transformer le problème d�optimisation sous contraintes dans Rn en un pro-

blème d�optimisation sans contraintes.

Optimiser localement L (x; �) , (x; �) 2 Rn+m:

Condition de Quali�cation des Contraintes

Pour pouvoir utiliser le Lagrangien dans la résolution d�un problème d�optimisation sous

plusieurs contraintes en équations, il su¢ t que l�une des conditions suivantes soit vérifée :

� La matrice Jacobienne des fonctions contraintes hi ; i = 1; :::;m notée GH taille (m;n)

est de rang m lorsque elle est évaluée à l�optimum x�:

� Les fonction contrainte hi sont toutes linéaires.

Condition du premier ordre :

Théorème 1.6.3 On suppose que la contrainte de quali�cation est véri�ée. Si le vecteur

x� = (x�1; x
�
2; :::; x

�
n) est une solution du problème de maximisation (1:3) ; alors il existe un

unique vecteur �� tel que x� véri�e les n+m conditions suivantes :

8>>><>>>:
@L (x�; ��)

@xj
= 0, @f (x�)

@xj
�

mX
i=1

��i
@h (x�)

@xj
= 0 8j = 1; :::; n

@L (x�; ��)

@xj
= 0, hi (x) = 0 8j = 1; :::; n

Condition nécessaire du second ordre :

12
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Théorème 1.6.4 Soit x� un point régulier solution de (1:3) : Alors il existe �� tel que :

rxL (x�; ��) = 0;

et de plus pour tout y 2 T (x�), y 6= 0, on a :

y>r2xx L (x�; ��) y � 0:

Preuve. Soit y 2 T (x�). On sait qu�il existe une courbe x (t) dé�nie pour t 2 [��; �]

véri�ant : 8>>>><>>>>:
x (t) 2 S , 8t 2 [��; �] , � > 0;

x (0) = x�:

x (0) = y:

Puisque x� est optimal on a :

f (x (0)) � f (x (t)) , 8t

et puisque la fonction f est deux fois di¤érentiable, on a nécessairement :

d2

dt
f (x (t)) jt=0� 0:

On a ici d�une parte :
d2

dt
f (x (t)) = rf (x (t))> :

x (t) ;

et donc :
d2

dt2
f (x (t)) =

:
x (t)>r2f (x (t)) :x (t) +rf (x (t))> ::

x (t) :

d2

dt2
f (x (t)) jt=0= y>r2f (x�) y +rf (x�)

::
x (0) � 0: (1.4)

D�autre part on a hj (x (t)) = 0 donc :

d2

dt2
h (x (t)) jt=0= y>r2hi (x�) y +rhi (x�)>

::
x (0) = 0 ; i = 0; :::;m:

13
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On peut multiplier chacune de ces égalités par ��i et en faire la somme, ce qui donne :

y>

 
mX
i=1

��ir2hi (x�) y
!
+

 
mX
i=1

��irhi (x�)
>

!
::
x (0) = 0:

En additionnant cette dernière égalité à (1:4) on obtient

y>

 
r2f (x�) +

mX
i=1

��ir2hi (x�)
!
y +

 
rf (x�) +

mX
i=1

��ihi (x
�)

!>
::
x (0) � 0;

et puisque le deuxième terme est nul (condition de lagrange) on obtient bien l�inégalité

annoncée. Le résultat suivant est une généralisation du théorème précédent.

Théorème 1.6.5 Soit x� 2 Rn et �� 2 Rm véri�ant les condition :

8>>>><>>>>:
h (x�) = 0:

rf (x�) +
Pm

i=1 �
�
irhi (x�) = 0:

y>r2xxL (x�; ��) y � 0 ; 8y 2 T (x�) ; y 6= 0:

alors x� est un minimum local du problème (1:3) :

Conditon su¢ sant du second order :

Théorème 1.6.6 Soit x� 2 Rn et �� 2 Rm véri�ant les condition :

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

h (x�) � 0:

rf (x�) +
Pm

i=1 �
�
irhi (x�) = 0:

��i � 0 ; i = 1; :::;m

��ihi = 0 ; i = 1; :::;m

y>r2xxL (x�; ��) y � 0 ; 8y 2 T> (x�) ; y 6= 0:

où on a noté T+ (x�) le plan tangent en x� à la surface

S+ = x 2 Rn ; hi (x
�) = 0 ; i 2 I (x�) et �i > 0:

Alors x� est un minimum local du problème (1:3) :

14
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Exemple 1.6.1 (1) :Soit f (x; y) = x2 + 2y2 � 2x:

On remarque que f (x; y) = (x� 1)2 + 2y2 � 1 donc min f (x; y) = (1; 0) :

considérons f la contrainte g (x; y) = y � x2 = 0:

Minimiser f revient à minimiser f (x) = (x� 1)2 � 2x4 � 1:

f 0 (x) = 2 (x� 1) + 8x3 = (2x� 1) (2x2 + x+ 1) :

donc f 0 (x) = 0, x = 1
2
:

On remarque que la solution du problème est la projection de (1; 0)sur C, la courbe repré-

sentative de la contrainte.

Fig. 1.5 �Multiplicateurs de Lagrange

Exemple 1.6.2 (2) : min f (x) = x21 + x
2
2:

avec h (x) = x21 + 2x
2
2 � 1 = 0:

rf (x) =

264 2x1
2x2

375 ; rh (x) =
264 2x1
4x2

375 :
8><>: rf (x

�) +rh> (x�)�� = 0

h (x�) = 0
,

8>>>><>>>>:
x�1 + �

�x�1 = 0, x�1 = 0 ou �� = �1

x�2 + 2�
�x�2 = 0, x�2 = 0 ou �� = �1

2

(x�1)
2 + 2 (x�2)

2 � 1 = 0

,

8>>>><>>>>:
x�1 = 0 et x

�
2 = � 1p

2
et �� = �1

2

ou bien

x�2 = 0 et x
�
1 = +1 et �

� = �1

15
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) 2 minimasen

264 0

1p
2

375 et

264 0

� 1p
2

375 et 2 minimasen

264 0
1

375 et

264 �1
0

375

Fig. 1.6 �Multiplicateurs de Lagrange

1.7 Conditions de Karush Kuhn et Tucker

1.7.1 Problèm avec contraintes d�inégalités

On considère le problème d�optimisation :

8><>: min f (x) ;

s:c h (x) � 0:
(1.5)

telle que f : Rn ! R ; h : Rn ! Rm ; m < n:

Dé�nition 1.7.1 On appelle contraintes saturées en x� l�ensemble des indices i tel que :

hi (x
�) = 0; et on note :

I (x�) = fi j hi (x�) = 0g

16
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1. Soit hi (x�) = 0 : dans ce cas, on dit que la contrainte i est saturée à l�optimum.

2. Soit hi (x�) < 0 : dans ce cas, on dit que la contrainte i est non saturée à l�optimum.

Dé�nition 1.7.2 On dit que x� est un point régulier pour la contrainte h (x) � 0 si:

� h (x�) � 0:

� Les vecteurs frhi (x�)gi2I(x�) sont linéairement indépendants.

Dé�nition 1.7.3 On notera K l�ensemble des pointes admissibles, c�est à dire :

K = fx 2 Rn; h (x) � 0g :

On dit que y 2 Rn est une direction admissibles en x� 2 K s�il existe � > 0 et une courbe

x (t) véri�ant :

8>>>><>>>>:
x (t) 2 K ; 8t 2 [��; �] ; � > 0

x (0) = x�:

:
x (0) = y:

FLes conditions d�optimalité que nous allons obtenir s�appelleront Les contraintes de

Karush; Kuhnet Tucher; et on dé�nie le Lagrangien comme la fonction L suivante :

L (x; �) = f (x) +
mX
i=1

�ihi (x) :

où les variables �i sont les multiplicateurs de Lagrange associés à chaque contrainte i et

� = (�1; �2; :::; �m) :

1.7.2 Conditions de quali�cation des contraintes

Pour pouvoir utiliser le lagrangien dans la résolution d�un programme d�optimisation

sous contraintes prenant la forme d�inéquations, il su¢ t que l�une des conditions suivantes

soit véri�ée :

� Soit s � m le nombre de contraintes saturées à l�optimum x�. On suppose sans perte

de généralité qu�il s�agit des s fonctions contraintes, notée JG et de taille (s; n) ;est de

17
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rang s lorsqu�elle est évaluée à l�optimum x�, alors la condition de quali�cation des

contraintes est véri�ée.

� Les fonctions contraintes hi, i = 1; :::; s sont toutes linéaires.

Conditions du premier ordre (Kuhn et Tucker)

On suppose que la contrainte de quali�cation est véri�ée. Si le vecteur x� = (x�1; x
�
2; :::; x

�
n)

est une solution du problème de maximisation (1:2), alors il existe un unique vecteur ��tel

que x� véri�e les n+ 3m conditions suivantes :

8>>>>>>><>>>>>>>:

@L(x�;��)
@xj

= 0 , @f(x�)
@xj
�
Pm

i=1 �
�
i
@hi(x

�)
@xj

= 0 ;8j = 1; :::; n
@L(x�;��)

@�i
� 0 , hi (x

�) � 0 ;8j = 1; :::;m

��i � 0 , ��i � 0 ;8j = 1; :::;m

��i (hi (x
�)) = 0 , ��i = 0 ou hi (x

�) = 0 ;8j = 1; :::;m

Remarque 1.7.1 Ces conditions n�excluent pas la possibilité que ��i = 0 et hi = 0 simul-

tanément.

Conditions su¢ santes du second ordre pour un optimum local :

Supposons qu�il existe un x� qui véri�e les CPO. Soit s le nombre de contraintes saturées

à l�optimum. Sans perte de généralité, on suppose qu�il s�agit des s premières. On désigne

par HL la matrice hessienne du Lagrangien bordée par les dérivées premières des seules

contraintes saturées. Cette matrice est symétrique d�ordre s+ n:

� Les n � s derniers mineurs principaux diagonaux de la matrice HL (x�; ��) évaluée à

l�optimum sont alternativement > 0 et < 0, le dernier d�entre eux (Dn+s) étant du

même signe que (�1)n =) x� est un maximum local.

� Les n � s derniers mineurs principaux diagonaux de la matrice HL (x�; ��) évaluée à

l�optimum sont tous du même signe (strictement) que (�1)m =) x� est un minimum

local.

Théorème 1.7.1

Condition su¢ santes du second ordre pour un optimum global :

Supposons qu�il existe un x� qui véri�e les CPO.

18
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� Si f est concave et les hi sont convexes 8i = 1; :::;m =) x� est un maximum global.

� Si f est convexe et les hi sont concaves 8i = 1; :::;m =) x� est un minimum global.

Fig. 1.7 �Condition du Kuhn et Tucker

Remarque 1.7.2 Il est très facile de passer d�un problème de minimisation sous contraintes

prenant la forme d�inéqualité à un problème de maximisation.

Soit (1:6) le problème de minimisation suivant :

8><>: min f (x) ;

s:c hi (x) � 0 8i = 1; :::;m:
(1.6)

Pour pouvoir appliquer les conditions de Kuhn et Tucker évoquées ci-dessus, il su¢ t de

transformer le problème (1:6) en un problème de maximisation (1:7) :

8><>: max �f (x) ;

s:c � h (x) � 0:
(1.7)

Le Lagrangien s�écrit donc :

L (x; �) = �f (x) �
Pm

i=1 �ihi (x)

= �f (x) +
Pm

i=1 �ihi (x)
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1.7.3 Le lagrangien Modi�é

Dans de nombreuses applications économiques, les problèmes d�optimisation considérés

imposent que les variables considérées ne puissent pas être négatives.

On considère le problème de maximisation (1:8) suivant :

8>>>><>>>>:
maxx1;:::;xn f (x) :

s:c hi (x) � 0 8i = 1; :::;m

xj � 0 8i = 1; :::;m

(1.8)

Dé�nition 1.7.4 Le Lagrangien modi��e, noté M (x; �), s�écrit :

M (x; �) = f (x)� �i
mX
i=1

hi (x) :

On remarquera que ce Lagrangien ne contient pas explicitement les contraintes de non

négativité xj � 0; j = 1; :::; n:

Condition du premier ordre(Kuhn et Tucker) :

On suppose que la contraint de quali�cation est véri�ée. Si le vecteur x� = (x�1; :::; x
�
n) est

une solution du problème de maximisation (1:8), alors il existe un unique vecteur �� tel

que x� véri�e les 3 (n+m) condition suivantes :

8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

@M(x�;��)
@xj

� 0 , @f(x�)
@xj
�
Pm

i=1 �i
@h(x�)
@xj

� 0 8j = 1; :::; n

x�j � 0 8j = 1; :::; n

x�j
@M(x�;��)

@xj
= 0 () x�j = 0 ou @M(x�;��)

@xj
= 0 8j = 1; :::; n

@M(x�;��)
@�i

� 0 , hi (x
�) � 0 8i = 1; :::;m

��i � 0 8i = 1; :::;m

��ihi (x
�) = 0 () ��i = 0 ou hi (x

�) = 0 8i = 1; :::;m

20



Chapitre 2

Les Algorithmes D�Optimisation

Sous Contraintes

Introduction

Nous consacrons ce chapitre aux principes des méthodes les plus importantes

de recherche de minimum d�une fonction que ce soit convexe ou quelconque

dans le cas de l�optimisation sous contraintes.

Ces méthodes sont : La méthode du gradient projeté, méthode des directions réalisables,

méthodes de pénalisation, méthode d�Uzawa et méthode des gradients conjugués.

2.1 Méthodes Admissibles

Les méthodes admissibles consistent à trouver un point de l�ensemble admissible

Xad = fv j � (v) � 0g :

Puis à se déplacer exclusivement dans cet ensemble, à la recherche du point x�; solution

de minx2Xad f (x) :

Les avantages principaux :

� A chaque étape de l�algorithme, l�approximation de la solution trouvée est admissible.

� On peut en général prouver que la suite de valeur engendrée converge vers au moins
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un minimum local du problème considéré.

� Ces méthode ne reposent sur aucune forme spéciale (convexité) du problème.

Elle sont donc très générales.

Les inconvénients :

� Il n�est pas toujours facile d�obtenir des pointes admissibles, ni même de rester admis-

sible d�une itération à la suivante.

2.1.1 La méthode du Gradient Projeté

On s�intéresse à un problème avec contraintes d�égalité linéaires :

8><>: minx2Rn f (x) ;

Ax� b = 0:

et nous ferons l�hypothèse que A 2 Mpn est de rang maximal. Une idée assez naturelle

consiste à appliquer une méthode de descente qui prenne en compte la contrainte Ax�b =

0. Supposons que nous disposons d�un point x0 2 K = fx 2 Rn; Ax� b = 0g :On sait

qu�une direction admissible doit véri�er

Ad = 0: (2.1)

On peut chercher la meilleure direction de descente respectant en résolvant le problème

8>>>><>>>>:
minrf (x)> d;

Ad = 0;

k d k= 1:

(2.2)

Proposition 2.1.1 Le vecteur d solution du problème (2:2) est donné par d = y
kyk où y

est la projection orthogonale de

F rf (x) sur kerA:
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Preuve. On peut écrire que :

�rf (x) = y + z;

où y 2 kerA et z 2 (kerA)? ; ces deux sous-espaces étant complémentaires dans Rn: On

a donc

�rf (x)> d = �y>d:

Comme d est un vecteur unitaire quelconque y>d sera maximal pour d = y
kyk , d�où le

résultat.

On remarquera que si y 6= 0; le vecteur d est bien une direction de descente car on a :

rf (x)> = �y> (y + z) = �y>y < 0:

Pour former la matrice de projection sur kerA on utilise en général la factorisation QR

de la matrice A>; qui s�exprime sous la forme.

A> = Q

0B@ R

0

1CA
où R 2 Mpp est triangulaire supérieure et Q 2 Mn;p est orthogonale, et se décompose

en Q = [U V ] où les colonnes de U 2 Mn;p forment une base orthogonale de ImA> et

les colonnes de V 2 Mn;n�p une base orthogonale de
�
ImA>

�?
= kerA: Dans ce cas la

matrice de la projection orthogonale sur kerA s�écrit :

P = I � UU> = V V >:

Remarque 2.1.1 Dans l�algorithme que nous allons étudier, la matrice de projection peut

être calculée une fois pour toutes puisque A donnée. Cependant, pour les problèmes avec

contraintes d�inégalité linéaire, on sera amené à considérer une succession de problème

avec contraintes d�égalité, et la matrice A pourra évoluer à chaque itération, par ajout ou

suppression d�une ligne. Le choix de la factorisation QR est tout indiqué car il existe des
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techniques de mise à jour particulièrement économiques, ce qui n�est pas le cas quand on

exprime la matrice P sous la forme classique :

P = I � A>
�
AA>

��1
A:

La méthode du gradient projeté consiste tout simplement à mettre en �uvre une méthode

de descente utilisant à chaque pas la direction dk = �V V >rf (xk) : Les itération sont

poursuivies jusqu�à ce que dk = 0:

Cela signi�e alors que rf (x) 2 ImA> et donc qu�il existe � tel que :

rf (xk) = �A>�:

On peut utiliser la factorisation de A> pour obtenir � par résolution du système linéaire :

R� = �U>rf (x) :

Algorithme du gradient projeté :

- Poser K = 0 et choisir x0 admissible.

- Calculer la projection dk = �V V >rf (x) :

- Si dk = 0

� Calculer � = R�1U>rf (x) :

� Arrêter les itérations.

- Déterminer �k > 0 réalisant le minimum de f (xk + �dk) :

- Poser xx+1 = xk + �k faire k  kk+1 et retourner en 2:

2.1.2 Méthode de Newton projeté

La méthode du gradient projeté sou¤rant des mêmes problèmes que la méthode du

gradient (vitesse de convergence très sensible au conditionnement); on lui préfère souvent

les méthodes de Quasi�newton adaptées au cas des contraintes linéaires. Il est plus facile

de comprendre comment fonctionnent ces méthodes en faisant l�analyse suivante :
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Supposons que l�on dispose d�un point x0 admissible. l�idée est de poser x = x0+Vz et de

considérer une nouvelle fonction ef dé�nie par :
ef (z) = f (x0 + Vz) ;

où les colonnes de V forment une base orthogonale de kerA (on a vu comment obtenir une telle matrice) :

Alors par construction le problème est équivalent au problème sans contraintes :

min
x2Rp

ef (z) : (2.3)

puisque :

A (x0 + Vz)� b = Ax0 � b+ AVz = 0:

On peut donc appliquer n�importe quelle méthode de descente pour résoudre de (2:3) :

Notons que l�on a :

r ef (z) = V >rf (x0 + Vz) ;
donc la méthode du gradient appliquée à la minimisation de ef (z) s�écrit :

zk+1 = zk � �V >rf (x0 + Vzk) ;

et si on pose xk = x0 + Vzk ; les itérations précédentes s�écrivent :

xk+1 = xk � �kV V >rf (xk) ;

ce qui redonne exactement la méthode du gradient projet�e: On peut de la même manière

écrire la méthode de Newton appliquée à la résolution de(2:3), le hessien de ef s�écrit :
r2 ef (z) = V >r2f (x0 + Vz)V;
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si on note Gk = r2 ef (zk) la direction de Newton en zk s�écrit :
pk = �G�1k rf (zk) :

Si la matrice Gk est dé�nie positive alors pk sera une direction de descente pour ef et le
vecteur V pk sera une direction de descente puisque :

rf (xk)> V pk = r ef (zk)> pk < 0:
Remarque 2.1.2 On sait que dans le cas général un optimum local du problème (1:2)

est caractérisé par :

y>r2xxL (x�; ��) y � 0 ; 8y 2 T (x�) ; y 6= 0:

Où dans le cas des contraintes linéaires on a :

r2xxL (x�; ��) = r2f (x) ; (2.4)

et le sous espace T (x�) n�est autre que kerA: Et donc si l�on dispose d�une matrice V dont

les colonnes forment une base orthogonale de kerA; tout vecteur y 2 T (x�) s�exprime sous

la forme y = V z et la condition (2:4) s�écrit :

zV >r2f (x�)V z > 0 ; 8z:

On est donc assuré que le hessien projeté est dé�ni positif à l�optimum, ce qui justi�e

l�utilisation des méthodes quasi-Newton.

On peut donc envisager une méthode de quasi-Newton ou la mise à jour à opère non

pas sur le hessien de f mais sur le hessien projeté. Voici l�algorithme correspondant pour

la méthode BFGS :

Algorithme de la méthode BGFS projetée :

� Poser k = 0, choisir x0 admissible est poser H0 = I:
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� Poser gk = V >rf (xk) :

� Si gk = 0

� Calculer � = �R�1U>rf (xk) :

� Arrêter les itérations.

� Calculer la direction pk = �H�1
k gk:

� Déterminer �k > 0 réalisant le minimum de f (xk + �V pk) :

� Poser xk+1 = xk + �V pk:

� Calculer gk+1 = V >rf (xk+1) et yk = gk+1 � gk:

�Mise à jour du hessien projeté Hk+1 = Hk +
yky

>
k

�ky
>
k pk

+
gkg

>
k

p>k gk
:

� Faire k  k + 1 et retourner en 2:

2.1.3 Méthode de Directions Réalisables

On s�intéresse maintenant à un problème avec contraintes d�inégalités linéaires :

8><>: minx2R f (x) ;

s:c Ax� b � 0:

On peut essayer de voir comment adapter la stratégie de l�algorithme du gradient pro-

jeté. Supposons que nous disposons d�un point initial admissible x0 2 K = fx 2 Rn; Ax� b � 0g :

Notons I0 l�ensemble des indices des contraintes saturées, soit :

I0 = fi j Aix0 � bi = 0g :

On peut chercher une direction de descente d qui permette, au moins pour un petit

déplacement, de rester dans K. Si on note A0 2Mpn la matrice composée des lignes i 2 I0

on doit donc avoir

AI0d = 0:

Après calcul de la factorisation
�
U V

�0B@ R

0

1CA de A>
I0
une direction admissible d peut

être obtenue par :

d = �V V >rf (x0) :
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Il y a ensuite deux cas à envisager :

F Si d 6= 0, il faut déterminer le déplacement maximal autorisé par les contraintes non

saturées, c�est à dire

�max = f� j � � 0; Ai (x0 + �d)� bi � 0; i =2 I0g :

Ensuit, on cherche le pas optimal �opt dans la direction d; Ce pas pouvant faire sortir du

domaine admissible, on prendra donc toujours

� = min (�opt; �max) ;

en notant bien que lorsque � = �max; Cela signi�e qu�une nouvelle contrainte sera saturée.

� Si d = 0 cela signi�e que rf (x) 2 ImA>
I0
et donc qu�il existe � tel que :

rf (x) = �A>
I0
�

et qui s�obtient par résolution du système linéaire

R� = �U>rf (x)

et il faut ensuite considérer deux cas :

� Si � � 0; alors x satisfait les condition de Kuhn et Tucker. Le point x est donc un

optimum local du problème.

� Sinon, on supprime dans I0 une des contraintes pour les quelles �i < 0 (par exemple la

plus négative):

On obtient alors une nouvelle matrice A1 qui permet de déterminer une nouvelle direc-

tion de descente en x0. On peut ensuite poursuivre les itérations.

On peut donc résumer l�algorithme de la façon suivant :

Algorithme du gradient projeté (contraintes d�inégalité):

1. Poser k = 0 et choisir x0:

2. Déterminer Ik = fi j Aixk � bi = 0g :
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3. Former la matrice A
Ik
= fAigi 2 Ik:

4. Calculer ou mettre à jour la factorisation A>
I0
=

�
Uk Vk

�0B@ Rk

0

1CA :
5. Calculer la projection dk = �VkV >k rf (xk) :

6. Si dk = 0

� Calculer la � = � (Rk)�1 U>k rf (xk)

� Si � � 0, alors on s�arrète

� Sinon, choisir j tel que �j � �i; 8i; faire Ik = Ik � fjg et retourner en 3:

7. Calculer �max = f� j � � 0; Ai (xk + �dk) a� bi � 0; i =2 Ikg :

8. Déterminer �k réalisant le minimum de f (xk + �dk) sur [0; �max].

9. Poser xk+1 = xk + �kdk; faire k  k + 1et retourner en 2:

2.1.4 Méthode de Pénalisation

Méthode de Pénalisation Externe :

On considère un problème avec contraintes d�inégalité non-linéaires :

8><>: minx2Rn f (x) ;

s:c g (x) � 0:
(2.5)

Le but des méthodes de pénalisation est de résoudre (2:5) de façon approchée de la façon

suivante : on dé�nit la fonction ' (x) par :

' (x) =

mX
i=1

�
g+i (x)

�2
;

où [:]+ est la fonction partie positive dé�nie par :

y+ = max (0; y) :
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Si on note K = fx 2 Rn; g (x) � 0g ; la fonction ' véri�e par construction :

8><>: ' (x) = 0; pour x 2 R:

' (x) > 0; pour x =2 R:

On introduit alors le problème (2:6) :

8><>: minx2Rn f" (x) ;

f" (x) = f (x) +
1
"
' (x) :

(2.6)

dont on notera x" la solution, véri�ant

f" (x") � f" (x) ;8x 2 Rn

Le nom de pénalité extérieure provient du fait que x" est toujours à l�extérieur (au sens

large) de K comme le montre le résultat suivant :

Proposition 2.1.2 S�il existe au moins une contrainte saturée à l�optimum x� du pro-

blème (2:5) alors le vecteur solution du problème pénalisé (2:6) véri�e nécessairement

9 i0, gi0 (x") � 0:

Preuve. Utilisant l�absurde : Si gi (x") < 0; 8i on a par dé�nition x" 2 K: Puisque

f" (x") � f" (x) ;8x 2 Rn

donc en particulier pour x = x�; on a :

f" (x") � f" (x�) ;

mais comme x" 2 K et x� 2 K on a :

' (x") = ' (x
�) = 0;
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et donc :

f (x") � f (x�) :

D�où x" = x�: On a donc gi (x�) < 0; 8i et aucune contrainte n�est saturée en x�:

En général, on a toujours x� =2 K:

x" tend vers une solution du problème (2:5) quand " tend vres 0.

Théorème 2.1.1 Soit ' : Rn ! R une fonction de pénalisation extérieure véri�ant :

� ' (x) � 0:

� ' (x) = 0, x 2 K:

� ' continue:

On suppose f continue, K fermé et que l�une des deux conditions suivantes est véri�ée :

- f (x)! +1 quand k x k! +1:

- K est borné et ' (x)! +1 quand k x k! +1:

- ' continue:

Alors, quand "k tend vers 0, la suite x"k admet au moins d�accumulation qui est alors une

solution optimale du problème (2:5) :

Lorsqu�on met en en �uvre cette méthode de façon pratique, on ne peut pas prendre tout

de suite "k très petite, à cause des problèmes de conditionnement que cela peut causer. On

commence donc avec une valeur du type "0 = 1; et chaque solution x"k est prise comme

vecteur initial pour résoudre le problème avec "k+1 =
"k
100
(par exemple)

Exemple 2.1.1 f (x) = 2x c (x) = 1� x � 0

p (x) = max (1� x; 0)2

g (x; �k) = 2x+ �kmax (1� x; 0)2 �1 < �2 < �3
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Fig. 2.1 �Méthode de Pénalisation Externe

Algorithme de la méthode de pénalisation :

� Choisir x0; "1 et poser k = 1:

� Trouver xk solution du problème minx2R f"k (x) en partant de xk�1:

� Poser "k+1 =
"k
100
:

� Faire k  k + 1 et retourner en 2.

Méthode de Pénalisation Interne :

Dans le cas des méthodes internes, en général, x" n�est jamais dans K (sauf cas particu-

lier) : Cela peut poser de problème si par exemple la fonction f n�est pas dé�nie hors de

K. Les méthodes internes permettent d�éviter cet inconvénient. Leur principe est le même

que les méthodes externes : On considère une fonction

f" (x) = f (x) + "	(x) ;

mais ici la fonction 	(x) est dé�nie pour x 2 K et est du type :

	(x) =
mX
i=1

1

gi (x)
2 :

Puisque l�on a 	(x)!1 quand on s�approche de la frontière de K, on quali�e souvent

de 	 fonction barrière. Les propriété de convergence sont les même que pour les méthodes

externes, mais il faut ici disposer d�un x0 2 K; ce qui peut être di¢ cile dans certaines cas.

Exemple 2.1.2 f (x) = 2x c (x) = 1� x � 0
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P (x) = �1
c(x)

= 1
x�1 ) g (x; �k) = 2x+ �k

1
x�1

�1 > �2 > �3

�k+1 = c��k 0 < c� < 1

) Extrapolation à la limite.

Fig. 2.2 �Méthode de Pénalisation Externe

2.1.5 Méthode d�Uzawa

Le principe de la méthode d�Uzawa est d�utiliser la méthode du gradient pour maximiser

la fonction duale, tout en tenant compte de la contrainte � � 0 : Cela donne la méthode :

�k+1 = [�k + �kr! (�k)]+ :

L�utilisation de cette méthode suppose que la fonction duale est di¤érentiable (au moins

à l�optimum): Ce sera le cas si le minimum en x de L (x; ��) est unique. Dans ce cas si on

note x (�) le vecteur tel que :

! (�) = L (x (�) ; �)

on peut écrire que :

r! (�) = rxL (x (�) ; �) dx(�)d�
+rxL (x (�) ; �)

= g (x (�))

puisque x (�) est par dé�nition le minimum en x de L (x; �) : L�algorithme de la méthode

est donc le suivant :
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Algorithme d�Uzawa :

1. Poser k = 0 et �0 = 0:

2. Déterminer xk solution du problème minx2Rn f (x) + �>k g (x) :

3. Si maxi gi (xk) < " alors on s�arrête.

4. Sinon, calculer �k+1 = [�k + �kg (xk)]
+ :

5. Faire k  k + 1 et retourner en 2.

Théorème 2.1.2 (Convergence d�Uzawa) Soit J : Rn ! R; elliptique, et U = f� 2 Rn;B� � dg 6=

0 (B 2 Rm �Rn) si 0 < � < 2�
kBk2 ou � satisfait la relation [�k+1 = �k + �kg (xk)]

+ la suit

(Uk)k2N converge vers l�unique solution de (P )si de plus B est de rang m:

2.1.6 Méthode de Gradients Conjugués

Soit q (x) = 1
2
x>Ax+ b>x+ c une fonction quadratique.

Dé�nition 2.1.1 Soit A(n�n) une matrice symétrique, on dit que deux vecteur U et V de

Rn sont conjugués par rapport à A si U>AV = 0:

L�algorithme du Gradient Conjugué :

Après avoir transformé le problème d�optimisation avec contraintes en le problème sans

contraintes, on peut imaginer l�introduction de la méthode du gradient conjugué. L�idée

de la méthode est de construire itérativement des directions d0; :::; dk mutuellement conju-

guées. A chaque étape k la direction dk est obtenue comme combinaison linéaire du gra-

dient en xk et de la direction précédente dk�1, les coe¢ cients étant choisir de telle manière

que dk soit conjuguée avec toutes les directions précédentes.

Si l�on note gk = rf (xk) ; l�algorithme prend la forme suivante :

On se donne x0 et on pose d0 = �g0:

xk+1 = xk + �kdk: (2.7)

�k =
g>k dk
d>k Adk

: (2.8)
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dk+1 = �gk+1 +Bkdk: (2.9)

Bk =
g>k+1Akdk
d>k Adk

: (2.10)

Notons d�une part que la formule (2:8) dé�nit bien le pas optimal : en e¤et on a bien

rf (xk+1)> dk = g>k dk + �kd>k Adk = 0:

On va maintenant montrer que l�algorithme ci- dessus dé�nit bien une méthode de direc-

tion conjuguées.

Théorème 2.1.3 A une itération k quelconque de l�algorithme où l�optimum n�est pas

encore atteint, c�est gk 6= 0; on a :

�k =
g>k gk
d>k Adk

: (2.11)

Bk =
g>k+1(gk+1�gk)

g>k gk
: (2.12)

Bk =
g>k+1gk+1
g>k gk

: (2.13)

et les directions d0; :::; dk+1 sont mutuellement conjuguées.

Preuve. On raisonne par récurrence sur k en supposant d0; :::; dk sont mutuellement

conjuguées.

I Montrons d�abord l�équivalence de (2:8) et (2:11) Comme d0; :::; dk+1 sont mutuellement

conjuguées

xk réalise le minimum de f sur x0 + Ek; on a g>k dk�1 = 0 d�où

g>k dk = g
>
k (�gk +Bkdk�1) = �g>k gk:

I Pour montrer (2:12) on note que :

gk+1 � gk = A (xk+1 � xk) = �Adk: (2.14)

35



Les Algorithems D�Optimisation Sous Contraintes

on a alors :

g>k+1Adk =
1

�k
g>k+1 (gk+1 � gk) ;

et en utilisant (2:11) il vient bien :

Bk =
g>k+1 (gk+1 � gk)

g>k gk
:

ce qui démontre (2:12). On a de plus g>k+1gk = 0 car gk = dk�Bk�1dk�1 appartient à Ek+1

et que gk+1 et orthogonal au sous-espace (les direction d0; :::; dk+1 sont conjuguées,

par hypothèse de récurrence); ceci démontre(2:13) :

I Montrons maintenant que d>k+1Adi = 0; pour i = 0; :::; k: On a d�une part

d>k+1Adk = (�gk+1 +Bkdk)
>Adk = 0;

par dé�nition de Bk:D�autre part, on a pour i < k

d>k+1Adi = �g>k+1Adi +Bkd>k Adi;

avec d>k Adi = 0 en vertu de l�hyothèse de récurrence. On a ensuite, en utilsant la formule

(2:14)

g>k+1Adi =
1

�i
g>k+1 (gi+1 � gi) ;

et si l�on note que :

gi+1 � gi = �di+1 + (Bi + 1) di �Bi�1di�1;

on a bien

g>k+1 (gi�1 � gi) = 0;

car g>k+1di+1 = g
>
k+1di = g

>
k+1di�1 = 0; en vertu du fait que gk+1 est orthogonal à Ek+1 et

que i < k: On a donc bien d>k+1Adi = 0, ce qui achève la démonstration.

La Méthode du Gradient Conjugué dans le cas général :

La méthode de Fletcher etReeves est une extension directe de la méthode duGradient

conjugué pour les fonction quelconques. Appliquée à une fonction quadratique, elle se
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comporte comme cette dernière :

On se donne x0 et on pose d0 = �rf (x0) :

xk+1 = xk + �kdk, avec �k optimal. (2.15)

dk+1 = �rf (xk+1) +Bkdk : (2.16)

Bk = krf(xk+1)k2
krf(xk)k2 :

(2.17)

Cette méthode est intéressante car elle ne nécessite pas de stocker une matrice (contraire-

ment aux méthode qui seront vues dans les chapitres suivants):Sa vitesse de convergence

est très supérieure à cella de la méthode du gradient (ce point sera clari�é pour le cas

quadratique dans le grain suivant):

La variante dite de Polak Ribière consiste à dé�nir Bk par la formule (2:12) : On peut

démontrer la convergence de la méthode de Fletcher Reeves pour une classe assez

large de fonction f , ce qu�on ne peut pas faire pour la variante de Polak Ribière. Par

contre on peut montrer que cette dernière converge plus rapidement (quand elle converge

e¤ectivement), c�est donc la méthode qui est utilisée en général.

L�e¢ cacité de la méthode du gradient conjugué repose essentiellement sur deux points :

F La recherche linéaire (détermination du pas optimal) doit être exacte.

F Les relations de conjugaison doivent être précises.

La recherche du pas optimal doit être réalisée à l�aide d�un algorithme spéci�que prochain

puisque f est quelconque. Par contre la notion de conjugaison n�a pas de sens dans le cas

non quadratique sauf prés de l�optimum, mais on ne le connaît pas. Il faut donc tester

au cours des itérations si l�hypothèse d�approximation quadratique est véri�ée. On peut

surveiller les indicateurs suivants :

F j rf (xk+1)>rf (x) jdoit être petit.
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F On doit avoir :
rf (xk+1)> dk+1

k rf (xk+1) kk dk+1 k
� ��;

avec 0 � � � 0 pas trop petit, c�est à dire que dk+1 doit être une direction de descente

��raisonnable��.

Dans le cas où ces conditions ne sont pas véri�ées, on arrête la conjugaison et on redémarre

l�algorithme avec dk+1 = �rf (xk+1) : On peut aussi décider de faire ce redémarrage

arbitrairement toutes les p itérations (p �xé de l�ordre de n par exemple).

Convergence de la méthode du Gradient Conjugué :

Le résultat suivant va nous permettre de retrouver d�une autre manière la propriété de

convregence �nie de l�algorithme du GC :

Proposition 2.1.3 Soit A une matrice dé�nie positive et xk le vecteur obtenu à l�étape

k de l�algorithme du GC. alors on a :

E (xk) � E (x0) min
p2Pk;p(0)=1

max
z2�(A)

p (z)2 :

Preuve. Puisque la matrice A est dé�nie positvie il existe une matrice orthogonale U

telle que :

A = UDU> avec D = diag (�1; :::; �n) ; où � (A) = f�igi=1:::n sont les valeurs propres de

A. Si on dé�nit A1=2 = UD1=2U> on a

k x k2A=k A1=2x k2;

donc k p (A) (x0 � x�) k2A=k A1=2p (A) (x0 � x�) k2�k p (A)
1=2 k2 x0 � x�:

où on a utilisé la propriété que p (A) et A1=2 commutent (ces deux matrices ont les mêmes

vecteurs propres).

Puisque l�on a aussi AJ = UDjU
> les valeurs propres de p (A) sont données par les

nombres p (�i) pour i = 1:::n; et donc

k p (A) k2= max
i=1:::n

p (�i)
2 :
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On a donc bien

E (xk) � E (x0) min
p2Pk;p(0)=1

max
z2�(A)

p (z)2 :

On a le corollaire suivant, qui permet d�exhiber le polynôme optimal p (z) pour k = n :

Théorème 2.1.4 Soit A une matrice dé�nie positive. L�algorithme du GC converge en

n�intérations au plus.

Plus précisement, si la matrice A possède k � n valeurs propres distinctes, alors l�algo-

rithme du GC converge en k itérations au plus.

Preuve. Dans les deux cas possibles, notons

p (z) =
kY
i=1

�i � z
�i

:

On a bien p (z) de degré k; p (0) = 1 et par construction p (�i) = 0 pour i = 1; :::; k:

En vertu du résultat montré dans la proposition précédent, on a donc :

E (xk) = 0:

Soit xk = x�: La méthode du gradient conjugué étant en général utilisée comme une

méthode itérative, il est intéressant de la comparer à la méthode du gradient à pas optimal.

Le résultat suivant sera admis (la démonstration repose sur la détermination d�un poly-

nôme particulier p (z) solution d�un problème de moindre carré).

2.2 Convergence des Méthodes d�Optimisation

Nous ne pouvons pas nous attendre à qu�un problème non-linéaire soit résolution de façon

exacte en nombre �ni d�étape, tout ce que nous pouvons espérer est que la suite d�itérations

fxtg produite la méthode en question converge vers l�ensemble de solution du problème

quand t ! 1. Dans la théorie d�optimisation numérique, la convergence d�une méthode

d�optimisation sur certaine famille des problèmes est exactement ce qui donne le droit à

la méthode d�être quali�é comme un outil pour résoudre des problème de la famille. La

39



Les Algorithems D�Optimisation Sous Contraintes

convergence n�est pas la seule caractéristique d�une méthode, mais c�est la propriété qu�en

fait une routine d�optimisation théoriquement valide.

Conclusion :

Toutes les méthodes d�optimisation convergent en principe vers la même solution,

mais la façon dont elles convergent sont di¤érentes. On remarque que la méthode

du gradient conjugué est plus rapide par rapport au les autres méthodes.
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Chapitre 3

Problèmes Variationnels

Introduction

Le calcul des variations est un calcul avec une in�nités de variables. Ces variable

sont souvent codi�és par les valeurs d�une fonction f : R! R. Ainsi, les

"fonctions" dans ce calcul, dites fonctionnels prennent des fonctions comme arguments

et produisent des nombres. L�évaluation d�une fonctionnel E sur fonction f est notée

E [f ]. comme dans le cas de dimension �nie, une condition nécessaire pour que E [f ] soit

minimale est que E 0 [f ] = 0: L�objectif de ce chapitre est de fournir une signi�cation à la

notation E 0:

par exemple, pour la fonctionnelle qui mesure la longueur d�un graphe y = y (x) :

E [y] =

Z b

a

q
1 + y0 (x)2dx

la condition E 0 [y] = 0 est
y" (x)q
1 + y0 (x)2

3 = 0

ce qui implique que la courbe la plus courte entre deux points est une droite (y" = 0) :

Typiquement la condition E 0 [f ] = 0 revient à une EDO ou une EDP sur f . par exemple,

nous obtenons le résultat que pour une fonctionnelle E [f ] de la forme

E [f ] =

Z b

a

L (f (x) ; f 0 (x) ; x) dx
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où L est une fonction de trois variables, la condition E 0 [f ] = 0 est

@L

@f
� d

dx

@L

@f 0
= 0

ce qui est une EDO de premier ordre sur f , dite équation d�Euler-Lagrange de E.

3.1 Exemples de fonctionnels

F La longueur du graphe d�une fonction E [y] =
R b
a

q
1 + y0 (x)2dx:

F La longueur d�une courbe paramétrée E [q] =
R b
a
k :
q (t) k dt:

F L�action d�une trajectoire E [q] =
R b
a
k

:

q (t) k2 dt:

F L�action dans un milieu non-homogène E [q] =
R b
a
g (q (t)) k :

q (t) k2 dt:

F L�énergie potentielle d�une chaîne suspendue E [y] =
R b
a
y (x)

q
1 + y0 (x)2dx:

F La tension d�une membrane par petites déformations verticales : E [u] =
R


k ru (x) k2

dx:

F La tension d�une plaque par petites déformations verticales :E [u] =
R


k 4u (x) k2 dx:

F L�aire d�une surface dé�nie par un graphe : E [u] =
R



p
1+ k ru (X) k2 dx:

F La pente maximale d�une fonction : E [u] = supx2
 k ru (X) k :

F La variation totale d�une fonction : E [u] =
R


k ru (X) k dx:

F L�énergie du p-laplacien : E [u] =
R


k ru (X) kp dx:

F L�aire d�une surface paramétrée : E [u] =
R


k Xu �Xv k du dv:

F Le dé bruitage par variation totale d�une image I (X) :

E [u] =

Z



(j u (X)� I (X) j +� k ru (X) k)dx:

F L�erreur de �ot optique entre deux frames vidéo :

E [u] =

Z



�
j B (X + u (X))� A (X) j2 +�2

�
u2x + u

2
y + v

2
x + v

2
y

��
dx:
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3.2 Constructions mathématiques

Proposition 3.2.1 (Lemme fondamental du calcul de variations)soit f : [a; b] ! R

une fonction continue telle que

Z b

a

v (x) f (x) dx = 0;

pour toute fonction v de classe C1 sur [a; b] avec v (a) = v (b) = 0: Alors la fonction f est

identiquement nulle sur [a; b] :

Dé�nition 3.2.1 (D�eriv�ee de Gâteaux)soit V un espace vectoriel réel et f : V ! R

une fonction. La dérivée directionnelle de f au point x 2 V en la direction y 2 V est la

limite

lim
"!0

f (x+ "y)� f (x)
"

:

Dans le cas particulier où V = Rn et f est di¤érentiable, cette limite est rf (x) :y

3.3 Fonction y : R!R

3.3.1 Cas général

Soit L une fonction di¤érentiable L : R3!R appelée le lagrangien. nôtre but est de

minimiser la fonctionnelle

E [y] =

Z b

a

L (y (x) ; y0 (x) ; x) dx;

dans l�espace des fonctions di¤érentiables sur l�intervalle [a; b] telle que y (a) = � et

y (b) = � pour deux constantes � et �:

Supposons que y est une fonction où le minimum de E est atteint. On va retrouver une

condition nécessaire qui doit satisfaire la fonction y:

On prend une fonction di¤érentiable v : [a; b] ! R tel que v (a) = v (b) = 0: une telle

fonction s�appelle variation à extrémités �xes. Considérons la fonction f : R!R dé�nie
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par

f (") = E [y + "v] =

Z b

a

L (y (x) + "v (x) ; y0 (x) + "v0 (x) ; x) dx:

Observons que f 0 (0) est la dérivée directionnelle de E en y dans la direction v:

Comme y est un minimum de E alors la fonction f a un minimum en " = 0; ce qui

implique f 0 (0) = 0:Écrivons cette condition en utilisant la règle de composition :

Z b

a

�
v
@L

@y
+ v0

@L

@y0

�
dx = 0;

en intégrant par parties le second terme de la somme,

Z b

a

�
v
@L

@y
� v d

dx

@L

@y0

�
dx = 0;

et appliquant le lemme fondamental du calcul de variations

@L

@y
� d

dx

@L

@y0
dx = 0;

ce qui est une EDO de second ordre sur la fonction y (x) : Cette EDO caractérise les points

stationnaires du fonctionnel E [y] = 0:

3.3.2 L�astuce de Beltrami

Dans le cas, courant, où le lagrangien L ne dépend explicitement de x; l�équation d�Euler-

Lagrange est équivalente à

L� y0 @L
@y0

= K;

où K est une constante qu�il faut déterminer pour satisfaire les conditions de bord. Cette

EDO est de premier ordre, donc plus simple que l�équation d�Euler-Lagrange.

3.3.3 Minimisation avec contraintes d�égalité

Plusieurs problèmes d�optimisation ont naturellement de contraintes. Par exemple, une

chaîne pendue a une longueur �xe, et une bulle de savon fermée contient un volume d�air
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constante. Comme dans le cas de dimension �nie, les problèmes avec multiplicateurs de

Lagrange.

Les minimas de E [y] sous la contrainte G [y] = c; satisfont l�équation d�Euler-Lagrange

(E + �G)0 [y] = 0: Le paramètre � est un nombre réel que l�on détermine à posteriori en

imposant la condition G [y] = c:

3.4 Fonction q : R!Rn

Soit q : [a; b]!Rn une courbe paramétrée en Rn: les problèmes variationnels sur la courbe

q se traitent en considérant chaque composante qi indépendamment. Ainsi, les extrema

du fonctionnel

E [q] =

Z b

a

L (q (t)
:
; q (t) ; t) dt;

où L est une fonction de n+ n+ 1 variables, satisfont les équations d�Euler-Lagrange

@L

@q
� d

dt

@L

@
:
q
= 0:

qui sont un système de n EDO de second ordre.

3.5 Fonction u : Rn!R

Soit 
 � Rn un domaine borné et u : 
! R. Les problèmes variationnels sur fonctions à

plusieurs variables comme u se traitent en prenant variations de u qui sont identiquement

zéro sur @
: Ainsi, les extrema d�un fonctionnel

E [u] =

Z



L
�
u (X) ;r

:

u (X) ; X
�
dX;

où L est une fonction de 1 + n+ n variables, satisfont les équations d�Euler-Lagrange

@L

@u
�

nX
i=1

d

dxi
@L

@uxi
= 0;
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ce qui est une EDP de second ordre sur la fonction u. Cette équation peut encore s�écrire,

avec beaucoup d�abus de notation, comme 0 = @L
@u
�div

�
@L
@ru
�
: Ici, @L

@ru dénote le gradient

de L par rapport aux n variables ru:

Pour n = 2; par exemple, pour un lagrangien L = L (u; ux; uy; x; y) l�équation d�Euler-

Lagrange est
@L

@u
� d

dx

@L

@ux
� d

dy

@L

@uy
= 0:

3.6 Dérivées d�ordre supérieur

Parfois les lagrangiens contiennent des dérivés secondes ou d�ordre plus élevé. En dimen-

sion 1, le cas général est

E [y] =

Z b

a

L (y (x) ; y0 (x) ; y" (x) ; :::; yn (x) ; x) dx:

Pour minimiser ce fonctionnel on prend des variations v telles que ses n dérivées aux

extrémités s�annulent. On obtient alors l�EDO d�ordre n+ 1 suivante :

0 =
@L

@y
� d

dx

@L

@y0
+
d2

dx2
@L

@y"
� :::+ (�1)n d

n

dxn
@L

@yn
:

Des cas encore plus généraux sont aussi possibles : lagrangiens d�ordre supérieur à plusieurs

variables..., mais la notation devient trop compliquée et peu pratique. par exemple, pour

le lagrangien de second ordre L = (4u)2 ; discuté ci dessus, il vaut mieux calculer la

variation directement au lieu d�utiliser une formule générale.
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3.7 Condition d�Euler-Lagrange pour les exemples

antérieurs

3.7.1 La longueur d�une courbe paramétrée

E [y] =

Z b

a

q
1 + y0 (x)2dx E 0 [y] =

y" (x)
p
1+y0(x)2

3 :

La condition E 0 [y] = 0 est équivalente à y" (x) = 0; c�est à dire, que y est une droite.

3.7.2 La longueur d�une courbe paramétrée

E [q] =

Z b

a

k :
q (t) k dt E 0 [q] = � d

dt

� :
q (t)

k :
q (t) k

�
:

La condition E 0 [q] = 0 dit que la direction du vecteur tangent à la courbe
� :

q(t)

k :q(t)k

�
est

constante, c�est à dire, la courbe est une droite avec une paramétrisation arbitraire.

3.7.3 L�action d�une trajectoire

E [q] =

Z b

a

1

2
k :
q (t) k2 dt E 0 [q] = �::q (t) :

La condition E 0 [q] = 0 dit que le vecteur tangent à la courbe est constante (et de longueur

constante). C�est à dire, la courbe est une droite paramétrée par un multiple constante

du paramètre arc ( une droite parcourue à vitesse)

3.7.4 L�action dans un moyen non-homgène

E [q] =

Z b

a

g (q (t)) k :
q (t) k2 dt E 0 [q] = gqi k q k2 �2 (rg:

:
q)

:
q
i � 2g ::qi:

La condition E 0 [q] = 0 est une système semi-linéaire d�EDO de second ordre, (les EDO

des géodésique).
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3.7.5 L�énergie potentielle d�une chaîne suspendue

Voici un problème variationnel avec contraintes. Il faut minimiser l�énergie potentielle

E [y] d�une courbe de longueur G [y] = l. L�énergie potentielle est

E [y] =

Z b

a

y (x)

q
1 + y0 (x)2dx:

Pour trouver le minimum sous la contrainte G [y] = l il faut minimiser la fonctionnelle

F [y] = E [y] � �G [y] ; où la valeur du multiplicateur de lagrange � sera déterminée à

posteriori pour satisfaire la contrainte.

Le Lagrangien est donc L = (y � �)
q
1 +

:
y
2
: Vu qu�il ne dépend pas explicitement de x

on peut calculer l�équation d�Euler-Lagrange comme L� :
y @L
@
:
y
= c; pour une constante c :

(y (x)� �)q
1 + y0 (x)2

= c:

La solution de cette équation est une chaînette de la forme y (x) = �+cosh
�
x
c
+ c2

�
: Les

trois constantes �; c et c2 sont en�n ajustées pour satisfaire les deux conditions de bord

et la contrainte.

3.7.6 La tension d�une membrane par petites déformations ver-

ticales

E [u] =

Z



k ru (x) k2 dx E 0 [u] = �4u:

La solution est la fonction harmoniques (0 = 4u) qui satisfait condition de bord L�EDP

résultante est l�équation de Laplace.

48



Problèmes Variationnels

3.7.7 La tension d�une plaque par petites déformations verti-

cales

E [u] =

Z



j 4u (x) j2 dx E 0 [u] = 44u:

Voici un fonctionnel de second ordre, qui résulte en une EDP de quatrième ordre appelé

l�équation biharmonique. Pour avoir solution unique on doit �xer la valeur de u et sa

dérivé première sur @
:

Dans cet exemple, pour calculer E 0 il vaut mieux de calculer la variation directement au

lieu d�utiliser une formule générale.

3.7.8 L�aire d�une surface dé�nie par graphe

Le graphe d�une fonction u : R2 ! R dé�nit par une surface (x; y; u (x; y)) en R3. Les

surfaces minimales sont celles qui minimisent E [u] avec une condition de bord �xée (par

exemple, un �lm de savon s�appuyant sur un contour rigide).

E [u] =

Z



p
1+ k ru (x) k2dx E 0 [u] = �

uxx
�
1� u2y

�
� 2uxuyuxy (1 + u2x)p
1 + u2x + u

2
y

3 :

3.7.9 La variation totale d�une fonction

E [u] =

Z



k ru (x) k dx E 0 [u] = � 1

k ru k3 div
�
ru
k ru k

�
:

3.7.10 Le p laplacien

E [u] =

Z



k ru (x) kp dx E 0 [u] = 0, div
�
k ru kp�2 ru

�
= 0:
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3.7.11 La pente maximale d�une fonction

La pente maximale d�une fonction u : Rn ! R est

E [u] = sup
x2

k ru (x) k :

Cette fonctionnelle n�est pas dérivable avec les méthodes décrites aujourd�hui. Par contre,

on peut l�interpréter comme le limite quand p!1 de l�énergie du p-laplacien. Ainsi, on

obtient l�équation non-linéaire du Laplacien in�ni :

D2u (ru;ru) = 0:

3.7.12 Le débruitage par lissage d�une image I (x)

E [u] =
1

2

Z



�
j u (x)� I (x) j2 +�2 k ru (x) k2

�
dx E 0 [u] = u� I � �24u:

La condition E 0 [u] = 0 est une EDP linéaire de seconde ordre. Sa solution est une fonction

qui est à la fois lisse et approxime bien la fonction I. Le compromis entre ces deux requis

contradictoires est géré par la valeur du paramètre �:
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Conclusion

Les méthodes du gradients constituent une base importante pour résoudre les

problèmes d�optimisation sous contraintes, en particulier si les contraintes sont

des systèmes d�équations ou d�inéquations, les conditions de Lagrange et Khun-Tucker sont

e¢ caces pour la suite de la résolution du problème.

Les problèmes variationnels sont aussi basés sur le Lagrangien et peuvent être prolongés

par d�autres conditions à savoir Beltrami...etc.

Au jourdhui les algorithmes utilisés pratiquement par les scienti�ques pour les problèmes

d�optimisation sous contrainte sont basés le gradient conjugué, la plus part des logiciels

scienti�ques ont codé cet algorithme dans leur langage scienti�que ce qui montre le ro-

bustesse de ces méthodes.
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