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Introduction

Dans ce mémoire , nous proposons des méthodes numériques pour le calcul approché

de :

I(f) =

Z b

a

f(x)dx

Lorsqu�il s�agit d�une formule simple d�une fonction f(x) , cet intégrale peut se fait

analytiquement et nous n�avons pas besoin d�utiliser les méthodes numériques. Alors que

dans les cas où la formule de f(x)est compliquée ou lorsque nous avons juste des me-

sures discrètes et aucune formule mathématique qui relie ces mesures, on fait recours aux

méthodes numériques . Autrement dit, les méthodes numériques interviennent lorsque la

fonction est compliquée ou dans le cas d�une mesure expérimentale.

Calculer numériquement l�intégrale d�une fonction f(x)dans l�intervalle [a; b]revient à

calculer la surface délimitée par l�axe des abscisses, les deux droite y = a et y = b et la

portion de la courbe de f délimitée par ces deux droites.

Fig. 1 �L�intégrale d�une fonction f

1



Introduction

Et pour cette calculer , la fonction f(x) peut être estimée à l�aide d�un polynôme de

degré N avec une certaine erreur.

f(x) = PN(x) + EN(x)

Alors l�intégration numérique est basée principalement sur la relation :

I(f) =

Z b

a

f(x)dx =

Z b

a

PN(x)dx+

Z b

a

EN(x)dx

Dans ce mémoire en va voir trois chapitres :

chapitre(1) : interpolation polynomiale.

chapitre(2) : mèthodes d�intégration numérique.

chapitre(3) : L�intégration numérique multiple.
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Chapitre 1

Interpolation polynômiale

1.1 Introduction

L�interpolation polynomiale est une technique d�interpolation d�un ensemble de don-

nées ou d�une fonction par un polynôme.

Dans ce chapitre, nous nous donnons une fonction f dé�nie sur un intervalle de R.Nous

cherchons à approcher , dans un sens à préciser , cette fonction par un polynôme.

1.1.1 Rappelles et dé�nitions

Dé�nition 1.1.1 La norme.

Une application N : E ! R est appelée norme si et seulement si les trois propriétés

suivantes sont véri�ées :

(i) N(x) = 0) x = 0, pour x 2 E:

(ii) soit � 2 R:N(�x) = j�j :N(x):

(iii)8(x; y) 2 E2; N(x+ y) � N(x) +N(y):

Dé�nition 1.1.2 Produit scalaire.

Soit X est un espace vectoriel sur K (K = R [ C) on appelle produit scalaire sur K tout

application h:; :i véri�e :

3



Chapitre 1. Interpolation polynômiale

h:; :i : X �X ! K

(x; y)! hx; yi

1=8x; y; z 2 X;8�; � 2 K :

h�x+ �y; zi = � hx; zi = � hy; zi

:

2= hx; yi = hy; xi (h:; :i hermitienne quand K = C )

hx; yi = hy; xi (h:; :i sym�etriquequandK = R)

3=8x 2 X; hx; xi � 0 (h:; :i dé�nie positive )

4= hx; xi = 0 () x = 0

Dé�nition 1.1.3 Espace de Hilbert.

On appelle espace de Hilbert un espace préhilbertien dont la norme associée en fait un

espace complet.

Rappel 1 : On appelle (H; h:; :i) espace préhilbertien.On dé�nit une norme sur H par

kxk =
p
hx; xi et donc une distance par d(x; y) = kx� yk :

Rappel 2 : Complet,toute suite de Cauchy est convergente.

1.1.2 Position du problème d�interpolation

soient (xi; yi) ,i = 0; :::; n; (n+ 1) couples de valeurs réelles.l�objectif du problème d�inter-

polation est de déterminer une fonction f appartenant à une certaine classe qui passe par

les points (xi; yi) donnés,c�est à dire

f(xi) = yi; i = 0; :::; n:

Les points (xi; yi) sont appelés les points d�interpolation.
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Chapitre 1. Interpolation polynômiale

Proposition 1.1.1 Si les xi sont tous distincts alors il existe un unique polynôme Pn de

degré inférieur ou égal à n vérifant

Pn(xi) = yi; i = 0; :::; n

Preuve. On peut écrire le polynôme Pn comme suit :

Pn(x) = a0x
n + a1x

n�1 + :::+ an

Du fait que Pn(xi) = yi; i = 0; :::; n, les coe¤cients ai; i = 0; :::; n véri ent le système :

(S)

8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

a0x
n
0 + a1x

n�1
0 + :::+ an = y0

a0x
n
1 + a1x

n�1
1 + :::+ an = y1

:

:

:

a0x
n
n + a1x

n�1
n + :::+ an = yn

(S) est un système linéaire de déterminant

4 =

��������������������

xn0 xn�10 : : : x0 1

xn1 xn�11 : : : x1 1

: : : :

: : : :

: : : : : : :

xnn xn�1n : : : xn 1

��������������������

=
nY

i=0;j�i
(xi � xj)

On a 4 6= 0, car les xi, sont tous distincts. Donc, le système (S) admet une et une seule

solution (a0; a1; :::; an), d�où le polynôme d�interpolation existe et il est unique.
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Chapitre 1. Interpolation polynômiale

1.2 Méthodes d�interpolation

1.2.1 Interpolation de Lagrange

Les polynômes sont des fonctions simples, faciles à évaluer, donc pour représenter une

fonction f par une fonction simple c�est en général faire approcher f par

un polynôme, et cette approximation est toujours possible, puisque toute fonction peut

être approchée, en un sens ou un autre par des polynôme.

Il existe plusieurs méthodes d�approximation, mais nous allons aborder uniquement une

méthode d�approximation dite la méthode d�interpolation de Lagrange.

Soit f : [a; b] ! R connue en n + 1 points distincts x0; x1; :::xn de l�intervalle [a; b] . Il

s�agit de construire un polynôme P de degré inférieur ou égal à n tel que :

8i = 0; 1; :::n P (xi) = f(xi): (1.1)

Théorème 1.2.1 Il existe un et un seul polynôme de degré inférieur ou égal à n solution

de (1:1). Le polynôme s�écrit

Pn(x) =
nX
i=0

f(xi)Li(x): (1.2)

où

Li(x) = �
k=0 k 6=i

(x� xk)
(xi � xk)

: (1.3)

Remarque 1.2.1 1/ Le polynôme Pn est appelé polynôme d�interpolation de Lagrange de

la fonction f aux points x0; x1; :::xn:

2/ Les polynômes Li(x) sont appelés polynômes de base de Lagrange associés à ces points.

3/ Les polynômes de Lagrange sont tels que

Lj(xk) = �jk =

�
1; si j = k

0; si non
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Chapitre 1. Interpolation polynômiale

Preuve. Existence : On vérie directement que le polynôme donné par(1:2) est solution de

(1:1). Pour cela, on utilise la remarque 3

Unicité : Soit Q un autre polynôme solution. Alors 8i = 0; 1; :::n Q(xi)�P (xi) = 0. Ainsi

Q � P est un polynôme de degré inférieur ou égal à n s�annulant en n + 1 points. Il est

donc identiquement nul

Exemple 1.2.1 Soit les points suivants :

xi f(xi)

0 0

1 2

2 36

3 252

a)Obtenir le polynôme de Lagrange passant par les 3 premiers points.

Solution 1.2.1 Le polynôme d�interpolation par Lagrange est donné par :

Pn(x) =
nX
i=0

f(xi)Li(x)

où les (n+ 1) fonctions Li(x) sont dé�nies par :

Li(x) =
(x� x0):::(x� xi�1)(x� xi+1)���(x� xn)
(xi � x0):::(xi � xi�1)(xi � xi+1)���(xi � xn)

On a trois points, on veut donc un polynôme de degré 2. Si x0 = 0; x1 = 1 et x2 = 2;
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Chapitre 1. Interpolation polynômiale

alors :

P2(x) = f(x0)L0(x) + f(x1)L1(x) + f(x2)L2(x)

= f(x0)
(x� x1)(x� x2)
(x0 � x1)(x0 � x2)

+ f(x1)
(x� x0)(x� x2)
(x1 � x0)(x1 � x2)

+ f(x2)
(x� x0)(x� x1)
(x2 � x0)(x2 � x1)

= 0
(x� 1)(x� 2)
(0� 1)(0� 2) + 2

(x� 0)(x� 2)
(1� 0)(1� 2) + 36

(x� 0)(x� 1)
(2� 0)(2� 1)

= �2x(x� 2) + 18x(x� 1) = 2x(2� x) + 2x(9x� 9)

= 2x(2� x+ 9x� 9)

= 2x(8x� 7)

b) Obtenir le polynôme de Lagrange passant par les 4 premiers points.

Solution 1.2.2 On a quatre points, on veut donc un polynôme de degré 3. Si x0 = 0; x1 =

1; x2 = 2 et x3 = 3 , alors :

P3(x) = f(x0)L0(x) + f(x1)L1(x) + f(x2)L2(x) + f(x3)L3(x)

= f(x0)
(x� x1)(x� x2)(x� x3)
(x0 � x1)(x0 � x2)(x0 � x3)

+ f(x1)
(x� x0)(x� x2)(x� x3)
(x1 � x0)(x1 � x2)(x1 � x3)

+ f(x2)
(x� x0)(x� x1)(x� x3)
(x2 � x0)(x2 � x1)(x2 � x3)

+ f(x3)
(x� x0)(x� x1)(x� x2)
(x3 � x0)(x3 � x1)(x3 � x2)

= 0
(x� 1)(x� 2)(x� 3)
(0� 1)(0� 2)(0� 3) + 2

(x� 0)(x� 2)(x� 3)
(1� 0)(1� 2)(1� 3)

+ 36
(x� 0)(x� 1)(x� 3)
(2� 0)(2� 1)(2� 3) + 252

(x� 0)(x� 1)(x� 2)
(3� 0)(3� 1)(3� 2)

=
2x(x� 2)(x� 3)
(1)(�1)(�2) +

36x(x� 1)(x� 3)
(2)(1)(�1) +

252x(x� 1)(x� 2)
(3)(2)(1)

= x(x� 2)(x� 3)� 18x(x� 1)(x� 3) + 42x(x� 1)(x� 2)

1.2.2 Interpolation de Newton

Dé�nition 1.2.1 soit f une fonction dont on connait les valeurs f(x0); f(x1); :::; f(xn)

qu�elle prend aux abscisses distinctes x0; x1; :::; xn.
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Chapitre 1. Interpolation polynômiale

on dé�nit les di¤érances divisées de f aux points x0; x1; :::; xn par les relations de récur-

rence :

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

�(xi) = f(xi)

�(xi; xi+1) =
f(xi)� f(xi+1)
xi � xi+1

=
�(xi)� �(xi+1)
xi � xi+1

�(xi; xi+1; xi+2) =
�(xi; xi+1)� �(xi+1; xi+2)

xi � xi+2
�(xi; xi+1; :::; xi+p) =

�(xi; xi+1; :::; xi+p�1)� �(xi+1; xi+2; :::; xi+p)
xi � xi+p

(1.4)

la derniére du système (1:4) est appelée la di¤érance divisée d�ordre p de la fonction f aux

points xi; xi+1; :::; xi+p

Théorème 1.2.2 le polynome Pn(x) qui prend les valeurs f(xi); i = 0; 1; 2; :::; n aux points

distincts xi; i = 0; 1; 2; :::; n, peut s�écrire :

Pn(x) = �(x0) + �(x0; x1)(x� x0) + �(x0; x1; x2)(x� x0)(x� x1) + ::: (1.5)

:::+ �(x0; :::; xn)(x� x0)(x� x1):::(x� xn�1)::::::::::(2:2)

Lemme 1.2.1 si Pn(x) est un polynome de degré n, sa di¤érence divisée d�ordre (n+ 1)

est identiquement nulle, c�est à dire : �(x0; :::; xn) = 0 pour tout système de (n+1) nombres

distincts x0; x1; :::; xn.

Dé�nition 1.2.2 la forme (2) du polynome d�interpolation est appelée, forme de Newton

du polynome d�interpolation pour les di¤érences divisées.

Exemple 1.2.2 On interpole f(x) = ln(x) par un polynôme aux points x0 = 1; x1 =

2; x2 = 3; x3 = 4etx4 = 5:

� Trouver une expression algébrique de ce polynôme en utilisant la méthode de Newton.

Solution 1.2.3 On interpole f(x) = ln(x) par un polynôme, aux points 1, 2, 3, 4, 5.

9



Chapitre 1. Interpolation polynômiale

Il y a 5 points, donc le degré du polynôme est 4. Le polynôme de Newton est donné par :

Pn(x) = �0 + �1(x� x0) + �2(x� x0)(x� x1) + ���+ �n(x� x0)���(x� xn�1)

où �i = f [x0;���; xi] est la i � �eme di¤érence divisées. Les premières di¤érences divisées

sont données par :

�(xi; xi+1) =
f(xi+1)� f(xi)
xi+1 � xi

Les deuxièmes di¤érences divisées sont données par :

�(xi; xi+1; xi+2) =
�(xi+1; xi+2)� �(xi; xi+1)

xi+2 � xi

Et �nalement, lesn� i�emes divisées sont données par :

�(x0; ���; xn) =
�(x1; ���; xn)� �(x0; ���; xn�1)

xn � x0

On construit donc la table des di¤érences divisées comme suit :

i xi �(xi) �(xi; xi+1) �(xi; xi+1; xi+2) �(xi; xi+1; xi+2; xi+3) �(xi; xi+1; :::; xi+4)

0 1 0; 0

1 2 0; 6931471806 0; 6931471806

2 3 1; 098612289 0; 4054651084 �0; 1438410361

3 4 1; 386294361 0; 287682072 �0; 0588915182 0; 02831650597

4 5 1; 609437912 0; 223143551 �0; 0322692605 0; 00887408590 �0; 004860605018
Notre polynôme de Newton de degré 4 est donc :

P4(x) = �0+ �1(x�x0) + �2(x�x0)(x�x1)+ �3(x�x0)(x�x1)(x�x2)+ �4(x�x0)(x�

x1)(x� x2)(x� x3)

= 0; 6931471806(x�1)�0; 1438410361(x�1)(x�2)+0; 02831650597(x�1)(x�2)(x�3)

� 0; 004860605018(x� 1)(x� 2)(x� 3)(x� 4)

= �1; 267382809+1; 679182105x�0; 4838612475x2+0; 07692255615x3�0; 004860605018x4

10



Chapitre 1. Interpolation polynômiale

1.2.3 Interpolation de Hermite

L�interpolation d�Hermite est une extension de l�interpolation de Lagrange, qui consiste,

pour une fonction dérivable donnée et un nombre �ni de points donnés

Nous construisons un polynôme d�interpolation en utilisant les valeurs de f et de sa déri-

vée.supposerons f de classe C1 sur [a; b].On va cherchons maintenant un polynôme P tel

que pour tout 0 � j � n 8><>: f(xj) = P (xj)

f 0(xj) = P
0(xj)

Le polynôme P est de degré 2n + 1. Pour ça, nous utilisons les polynômes Hk et bHk tels
que

Hk(xj) = �kj; H 0
k(xj) = 0; bHk(xj) = 0; et bH 0

k(xj) = �jk

pour tous 0 � k; j � n. Avec la base de Lagrange , nous pouvons écrire

8><>: Hk(x) = Lk(x)
2(1� 2L0k(xk)(x� xk))bHk(x) = Lk(x)2(x� xk):

Théorème 1.2.3 Soient x0; :::; xn des points de [a; b], f : [a; b]! Rde classe C1. Il existe

un unique polynôme P de degré inférieur ou égal à 2m+ 1 tel que pour tout 0 � j � n

P (xj) = f(xj); et P 0(xj) = f
0(xj):

Il s�écrit,

P (x) =

nX
k=0

(f(xk)Hk(x) + f
0(xk) bHk(x)):

De plus, si f est de classe C2n+1 alors

jf(x)� P (x)j �
����f (2n+2)����1
(2n+ 2)!

j�n(x)j2 ; pour tout x 2 [a; b] :

11



Chapitre 1. Interpolation polynômiale

Exemple 1.2.3 Soit f(x) =
1

1 + x2
; x 2 [0; 1]

Déterminer le polynôme d�interpolation d�Hermite de f aux points x0 = 0etx1 = 1.

Solution 1.2.4 Sous la forme de Hermite, P3 s�écrit : P3(x) = H0(x)+
1

2
H1(x)�

1

2
K1(x),

où

H0(x) = [L0(x)]
2 (1� 2L00(x0)(x� x0)) = 2x3 � 3x2 + 1

H1(x) = [L1(x)]
2 (1� 2L01(x1)(x� x1)) = �2x3 + 3x2bH1(x) = [L1(x)]2 (x� x1) = x3 � x2

D�où,

P3(x) =
1

2
x3 � x2 + 1

1.3 Erreur d�interpolation :

Dans la pratique, l�interpolation polynomiale sert à remplacer une fonction f qui est

soit inconnue,soit trop compliquée,par une fonction plus simple,en l�occurence un poly-

nome. On dit que l�on approxime f par le polynome d�interpolation Pn. Quand on utilise

une approximation , comme c�est le cas dans de nombreuses mèthodesd�analyse numérique,

il est fondamental d�étudier l�erreur d�approximation. Naturellement, sauf cas particulier,

l�expression de l�erreur ne permet pas son calcul exact elle peut cependant être trés utile

pour en calculer une majoration. C�est ainsi que pour l�interpolation polynomiale on dé-

montre :

Théorème 1.3.1 soit [a; b] un intervalle contenant x0; x1; :::; xn:on suppose que f est (n+

1) foit dérivables sur [a; b].

Alors, pour tout x 2 [a; b], il existe � 2 [a; b] tel que :

f(x)� Pn(x) =
f (n+1)(�)

(n+ 1)!

nY
i=0

(x� xi) (1.6)

12
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où
nY
i=0

(x� xi) = (x� x0)(x� x1):::(x� xn)

Remarque 1.3.1 La formule (1:6) ne permet évidemment pas de calculer la valeur exacte

de l�erreur parce que, en général, � est inconu. Elle permet par contre, d�en calculer une

majoration. D�ou :

Corollaire 1.3.1 Sous les hypothèses du théorème (1:6), on a :

j f(x)� Pn(x) j�
Mn+1

(n+ 1)!
j
nY
i=0

(x� xi) j o�u Mn+1 = max
x2[a;b]

j f (n+1)(x) j (1.7)

Exemple 1.3.1 Avec quelle précision peut-on calculer
p
115 à l�aide de la formule de

Lagrange pour la fonction f(x) =
p
x,si les points d�interpolation sont :

x0 = 100; x1 = 121; x2 = 144 ?

Solution 1.3.1 Notons par P2(x) le polynome d�interpolation de Lagrange associe à f

aux points x0; x1 et x2.

On a :

j f(x)� P3(x) j�
M3

3!
j

2Y
i=0

(x� xi) j o�u M3 = max
x2[x0;x2]

j f (3)(x) j

avec :

F En posant v(x) =
2Q
i=0

(x�xi) = (x�x0)(x�x1)(x�x2) = (x�100)(x�121)(x�144

alors v(115) = 2610

F f(x) = x
1
2 ; f 0(x) =

1

2
x
�1
2 ; f"(x) =

�1
4
x
�3
2 et f (3)(x) =

3

8
x
�5
2

et delà : M = maxx2[100;144] j f (3)(x) j=
3

8
10�5

Ainsi, pour x = 115 :j f(115)� P2(115) j�
3

8
10�5

1

3!
2610 ' 0:16 10�2

et donc P2(115) est une valeur approchée de f(115), calculée avec (au moins) deux déci-

males exactes.
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Chapitre 2

Mèthodes d�intégration numérique

2.1 Introduction

Dans ce chapitre on voir les mèthode d�intégration numérique les plus connues et

utilisées d�une fonction avec une certaine erreur

On veut calculer
R b
a
f(x)dx. On décompose l�intervalle [a; b] en a = x0 < x1 < ::: <

xn = b. On a alors Z b

a

f(x)dx =
nX
i=1

Z xi

xi�1

f(x)dx:

sur chaque [xi�1; xi] ;on applique une méthode d�intégration élémentaire consistant à rem-

placer f(x) par

Pi(x) = f [xi;0] + f [xi;0; xi;1](x� xi;0) + :::+ f [xi;0; xi;1; :::; xi;l](x� xi;0):::(x� xi;l)

soit le polynôme d�interpolation de f en des points xi;0; :::; xi;l de l�intervalle [a; b] (qui

peuvent être ou non dans [xi� 1; xi]).

14



Chapitre 2. Mèthodes d�intégration numérique

2.2 Position du problème

On veut évaluer l�intégrale d�une fonction f sur un intervalle [a; b]. Si l�on connait sa

primitive F , alors Z b

a

f(x)dx = F (b)� F (a) o�u F 0 = f:

Mais dans de nombreux cas, F ne peut pas être connue.

Exemple 2.2.1
R b
a

sin(x)

x
dx;

R b
a
e�x

2
dx;

R b
a

p
1� k sin(x)dx;

R b
a

1p
1� sin(x)

dx:

La plupart des fonctions qui imlique dans les problèmes physiques sont des fonctions

trés compliquées pour être intégrées .Nous cherchons donc une valeur approchée à l�aide

de sommes �nies, qu�on appellera une formule de quadrature :

I(f) =

Z b

a

f(x)dx ' In(f) =
nX
i=0

�if(xi)

où les xi; i = 0; :::; n sont appelés points d�intégration et les �i = 0; :::; n poids de la formule

de quadrature.

2.3 Méthode de Newton cotes simples

2.3.1 Principe

Le principe générale des méthodes de Newton-Cotes simples est d�approximer la fonc-

tion f(x) à intégrer par un polynôme P (x) � f(x): Si cette approximation est su¢ samment

bonne alors, l�intégrale de ce polynôme

eI = Z b

a

P (x)dx

sera une bonne approximation de I =
R b
a
f(x)dx: L�avantage est que l�on sait calculer

analytiquement la valeur exacte de eI. Dans ces méthodes, on choisit des polynômes de
15
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degré p qui coïncident avec f(x) en p+ 1 points distincts.

2.3.2 Méthode du rectangle (p = 0)

Cette méthode utilise le polynôme de degré le plus bas, à savoir le polynôme constant :

P0(x) = f(a) = f0:

L�intégrale approchée eI0 = R ba P0(x)dx se calcule alors :
eI0 = (b� a)f0

Il s�agit de l�aire du rectangle.

Cette intégrale numérique nécessite une unique évaluation de la fonction f (en x0 = a)

et représente donc ce qu�on peut faire de plus rapide.

Fig. 2.1 � Méthode du rectangle (p = 0)

L�erreur

L�erreur peut être estimée en utilisant les développements en série de Taylor ou le

théorème des accroissements �nis on trouve alors pour h = b� a :
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Chapitre 2. Mèthodes d�intégration numérique

9� 2 [a; b] �0 =
h2

2
f 0(�) c:a:d j�0j �

h2

2
sup
[a;b]

(jf 0j)

Démonstration

Pour calculer l�erreur, on peut utiliser le théorème des accroissements �nis :8x 2

[a; b],9� 2 [a; b] tel que :

f(x) = f(a) + (x� a)f 0(�)

En remplaçant dans l�expression de l�intégrale et de l�erreur, on trouve :

� = I � eI
=

Z b

a

(f(x)� P0(x))dx =
Z b

a

(f(x)� f(a))dx

=

Z b

a

(x� a)f 0(�)dx = f 0(�)
Z b�a

0

xdx

=
(b� a)2
2

f 0(�) =
h2

2
f 0(�)

L�erreur � n�est pas connue car la valeur de � 2 [a; b] reste indéterminée. Cependant, on

peut la majorer par la plus grande valeur de la dérivée sur le domaine considéré. Quelques

remarques sur cette erreur :

�Cette méthode d�intégration est exacte pour toutes les fonctions f constantes (dans ce

cas �0 = 0 puisque qu�elles véri�ent f 0 = 0). Dans le cas plus général cette méthode est

d�autant plus précise que les variations de f sont faibles (f 0 petit)

� Plus le domaine [a; b] est petit, plus l�erreur est faible. Cette erreur décroit en h2.

2.3.3 Méthode du point milieu (p = 0)

Cette méthode utilise également le polynôme constant pour approximer la fonction f.

Cependant, elle exploite mieux les symétries du problème en choisissant la valeur milieu :

P00(x) = f(
a+ b

2
) = f0

17



Chapitre 2. Mèthodes d�intégration numérique

L�intégrale approchée eI0 = R ba P0(x)dx se calcule alors :
eI0 = (b� a)f0

Cette méthode nécessite une unique évaluation de la fonction f (en x0 =
(a+ b)

2
) et

correspond donc aussi à ce qu�on peut faire de plus rapide.

Fig. 2.2 �Méthode du point milieu (p = 0)

L�erreur

L�erreur peut être estimée en utilisant les développements en série de Taylor, ou le

théorème des accroissements �nis. On trouve alors pour h = b� a :

9� 2 [a; b] �00 =
h3

24
f 00(�) c:a:d j�00j �

h3

24
sup
[a;b]

(jf 00j)

Démonstration

Pour calculer l�erreur, on peut utiliser le théorème des accroissements �nis au deuxième

ordre :8x 2 [a; b],9� 2 [a; b] tel que :

f(x) = f(
a+ b

2
) + (x� a+ b

2
)f 0(

a+ b

2
) + (x� a+ b

2
)2
f 00(�)

2
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En remplaçant dans l�expression de l�intégrale et de l�erreur, on trouve :

� = I � eI
=

Z b

a

(f(x)� P0(x))dx =
Z b

a

(f(x)� f(a+ b
2
))dx

=

Z b

a

�
(x� a+ b

2
)f 0(

a+ b

2
) + (x� a+ b

2
)2
f 00(�)

2

�
dx

= f 0(
a+ b

2
)

Z b�a
2

� b�a
2

xdx+
f 00(�)

2

Z b�a
2

� b�a
2

x2dx = 0 +
f 00(�)

3
(
b� a
2
)3 =

h3

3
f 00(�)

L�erreur � n�est pas connue car la valeur de � 2 [a; b] reste indéterminée. Cependant,

on peut la majorer par la plus grande valeur de la dérivée seconde sur le domaine considéré.

Quelques remarques sur cette erreur :

�Du fait des symétries, cette méthode d�intégration est exacte pour les fonctions f constante,

mais aussi pour les fonctions a¢ nes (dans ce cas �00 = 0 puisqu�elles véri�ent f 00 = 0).

� Dans le cas plus général, cette méthode est d�autant plus précise que les variations de

f sont faibles (f 00 petit).

�Plus le domaine [a; b] est petit, plus l�erreur est faible. Cette erreur décroit en h3, c�est

à dire plus vite que l�erreur de la méthode précédente : �00=�0 _ h ! 0. Ainsi, pour des

domaines [a; b] su¢ samment petits, la méthode du point milieu est toujours plus précise

que la méthode précédente.

2.3.4 Méthode du trapèze (p = 1)

Pour approximer la fonction f , cette méthode utilise le polynôme d�ordre 1 qui passe

par f0 = f(a) et f1 = f(b) :

P1(x) =
f0 + f1
2

+
f1 � f0
b� a (x�

a+ b

2
)

L�intégrale approchée eI1 = R ba P1(x)dx se calcule alors mathématiquement ou géomé-
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triquement et donne : eI1 = (b� a)f0 + f1
2

Cette méthode nécessite deux évaluations de la fonction f (en a et en b). Elle est donc

en gros deux fois plus lente que les méthodes précédentes.

Fig. 2.3 �Méthode du trapèze (p = 1)

L�erreur

L�erreur peut être estimée en utilisant les développements en série de Taylor, ou le

théorème des accroissements �nis. On trouve alors pour h = b� a :

9� 2 [a; b] �1 = �h
3

12
f 00(�) c:a:d j�1j �

h3

12
sup
[a;b]

(jf 00j)

L�erreur � n�est pas connue car la valeur de � 2 [a; b] reste indéterminée. Cependant, on

peut la majorer par la plus grande valeur de la dérivée seconde sur le domaine considéré. Les

remarques sur l�erreur sont les mêmes que pour la méthode du point milieu. En précision,

cette méthode est donc équivalente à celle du point milieu (�1 � �00 ), mais elle est deux

fois plus lente.
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2.3.5 Méthode de Simpson simple (p = 2)

Pour approximer la fonction f , cette méthode utilise le polynôme de degré 2 (la

parabole) qui passe par les trois points f0 = f(a), f1 = f(
a+ b

2
) et f2 = f(b) :

P2(x) = 2
f2 � 2f1 + f0
(x2 � x0)2

(x� x1)2 +
f2 � f0
x2 � x0

(x� x1) + f1

L�intégrale approchée eI2 = R ba P2(x)dx se calcule alors simplement et donne :
eI2 = (b� a)f0 + 4f1 + f2

6

Cette méthode nécessite trois évaluations de la fonction f (en x0 = a; x1 =
(a+ b)

2

et x2 = b). Elle est donc en gros 3 fois plus lente que les méthodes à 1 point.

Fig. 2.4 �Méthode de Simpson simple (p = 2)

L�erreur

L�erreur peut être estimée en utilisant les développements en série de Taylor, ou le

théorème des accroissements �nis.

On trouve alors pour h =
(b� a)
2

:

9� 2 [a; b] �2 = �h
5

90
f (4)(�) c:a:d j�2j �

h5

90
sup
[a;b]

(
��f (4)��)
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L�erreur � n�est pas connue car la valeur de � 2 [a; b] reste indéterminée. Cependant, on

peut la majorer par la plus grande valeur de la dérivée quatrième sur l�intervalle considéré.

Quelques remarques sur cette erreur :

�Cette méthode d�intégration est exacte pour les fonctions f polynomiales d�ordre 3 (car

elles véri�ent f (4) = 0), ce qui inclut en particulier les fonctions constantes, les fonctions

a¢ nes, et les paraboles par exemple. Plus généralement elle est d�autant plus précise que

les variations de f sont faibles (f (4) petit).

� Plus l�intervalle [a; b] est petit, plus l�erreur est faible. Cette erreur décroit en h5 lorsque

h diminue, c�est à dire beaucoup plus rapidement que les méthodes précédentes :�2=�0 _

h3 ! 0; �2=�00 _ �2=�1 _ h2 ! 0 . Ainsi, pour des intervalles [a; b] su¢ samment petits, la

méthode de Simpson est toujours plus précise que les méthodes précédentes.

2.4 Méthode de Newton-Cotes composites

2.4.1 Principe

L�idée est donc de découper le domaine total d�intégration [a; b] en m intervalles. On

approxime alors l�aire eIk; k 2 [0;m� 1]de chaque intervalle par des méthodes de Newton-
Cotes simples, et on en déduit une approximation de domaine totale par une simple somme

eI = m�1X
k=0

eIk
En utilisant sur chaque intervalle des méthodes de Newton-Cotes simples de degrés

di¤érents, on obtient des méthodes composites aux propriétés et aux performances di¤é-

rentes. Sur chaque intervalle, une méthode de degré p+ 1 évalue la fonction à intégrer en

p+1 points, ce qui revient à le subdiviser en p sous-intervalles. Si on applique ce principe

à m intervalles contigus, la méthode de Newton-Cotes composite dé�nit n = m � p sous-

intervalles au total et nécessite l�évaluation de n+1 points. Plus ce nombre est élevé, plus
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la méthode est lente mais, en général, plus elle est précise. Les comparaisons de méthodes

de di¤érents degrés se feront donc à nombre total de points n commun, c�est à dire à

rapidité équivalente. Les méthodes les plus précises seront les plus performantes.

Dans certains cas, ces m intervalles peuvent être espacés de manière non régulière

pour mieux représenter une zone ou la fonction f(x) varie beaucoup, mais dans cette

partie, nous nous limiterons au cas d�intervalles réguliers.

2.4.2 Méthode des rectangles (p = 0, n = m)

La méthode des rectangles composite applique la méthode des rectangles simple (p =

0) sur chacun des m intervalles. Le nombre total de sous-intervalles est donc n = m. L�aire

de chaque intervalle vaut : eI0;k = (xk+1 � xk)fk = hfk:
Si bien que l�intégrale totale vaut :

eI0 = h(f0 + f1 + :::+ fn�1 + 0� fn)
= h

n�1X
k=0

fk:

Dans cette formule, tous les points ont le même coe¢ cient (1), sauf le dernier point

fn qui n�est pas utilisé (coe¢ cient 0).

L�erreur est simplement la somme de toutes les erreurs :

�0 =
n�1X
k=0

�0;k =
h2

2

n�1X
k=0

f 0(�k)

=
h2

2
nf 0(�):

j�0j �
(b� a)2
2n

sup
[a;b]

(jf 0j):
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où l�on a utilisé le fait que h =
(b� a)
n

pour la dernière inégalité. A nouveau, cette méthode

est exacte pour les fonctions constantes. Plus généralement, elle est d�autant plus précise

que le nombre de points

Fig. 2.5 �Méthode composite des rectangles (p = 0) pour m = 6 intervalles (c�est à dire
n = 6 sousintervalles et n +1=7 points au total).

2.4.3 Méthode des trapèzes (p = 1, n = m)

La méthode des trapèzes composite applique la méthode des trapèzes simple (p = 1)

sur chacun des m intervalles. Le nombre total de sous-intervalles est donc à nouveau

n = m: Chaque intégrale vaut :

eI1;k = (xk+1 � xk)fk + fk+1
2
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Si bien que l�intégrale totale vaut :

eI1 = Z b

a

f(x)dx=
Z x1

x0

f(x)dx+ :::+

Z xn

xn�1

f(x)dx

=
n�1X
k=0

Z xk+1

xk

f(x)dx

' h

2

n�1X
k=0

(f(xk) + f(xk+1))

=
h

2
(f(x0) + 2f(x1) + :::+ 2f(xk�1) + f(xn))

=
h

2
(f(a) + 2

n�1X
k=1

f(xk) + f(b)):

C�est la formule des trapèze composite sur l�intervalle [a; b].

Fig. 2.6 �Méthode composite des trapèzes (p = 1), pour m = 6 intervalles (c�est à dire
n = 6 sousintervalles et n +1=7 points au total).
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L�erreur est simplement la somme de toutes les erreurs :

�1 =
�1;0
2
+

n�1X
k=1

�1;k +
�1;n
2

= �h
3

12
(
f 00(�0)

2
+

n�1X
k=1

f 00(�k) +
f 00(�n)

2

= �h
3

12
nf 00(�)

j�1j �
(b� a)3
12n2

sup
[a;b]

(jf 00j)

où l�o a utilisé le fait que h =
(b� a)
2

. A nouveau, cette méthode est exacte pour les

fonctions constantes et a¢ nes (et même les paraboles en fait)

Exemple 2.4.1 Soit f(x) = x2; a = 0; b = 1, on prend n = 3 subdivisions.

Donc h =
b� a
n

=
1

3
, x0 = a = 0; x1 =

1

3
, x2 =

2

3
; x3 = b = 1 avec y0 = f(x0) = 0; y1 =

f(x1) =
1

9
,y2 = f(x2) =

4

9
et y3 = f(x3) = 1:

I(f) =

Z 1

0

x2dx ' I3(f) =
h

2
(y0 + 2y1 + 2y2 + y3) =

19

54
' 0:351

Erreur d�approximation : I(f) =
R 1
0
x2dx =

1

3
' 0:333 , d�où,

l0erreur relative ' j0:351� 0:333j
0:333

= 5; 4%

Par contre, si n = 6, l0erreur relative ' 1:5%

On remarque numériquement que l�erreur a été divisée-approximativement-par 4 lorsque

n a doublé (de n = 3 à n = 6), l�erreur dépend donc de h.
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2.4.4 Méthode de Simpson (p = 2, n = 2m)

La méthode de Simpson composite applique la méthode de Simpson simple (p = 2)

sur chacun des m intervalles. Le nombre total de sous-intervalles est donc cette fois-ci

n = 2m Chaque intégrale vaut :

eI2;k = (xk+2 � xk)fk + 4fk+1 + fk+2
6

Si bien que (pour un nombre d�intervalles n pair) l�intégrale totale vaut :

eI2 = h

3
(f0 + 4f1 + 2f2 + 4f3 + :::+ 4fn�1 + fn)

=
h

3
(f0 + 4

n
2
�1X
k=0

f2k+1 + 2

n
2
�1X
k=1

f2k + fn)

Dans ces formules, il y a 3 coe¢ cients di¤érents :
1

3
pour les points du bord,

4

3
pour

le points internes impairs, et
2

3
pour les points internes pairs.

Fig. 2.7 �Méthode composite de Simpson (p = 2) pour m = 3 intervalles (c�est à dire n
= 6 sousintervalles et n +1=7 points au total)
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Chapitre 2. Mèthodes d�intégration numérique

À nouveau, l�erreur est simplement la somme de toutes les erreurs :

�2 = :::

= �h
5

90
mf (4)(�)

j�2j �
(b� a)5
180n4

sup
[a;b]

(
��f (4)��)

où l�on a utilisé le fait que h =
(b� a)
n

et n = 2m.

Exemple 2.4.2 Application à l�exemple précédent, avec n = 4 :

f(x) = x2; a = 0; b = 1; h =
1

4
, d�après la formule de Simpson

Z b

a

f(x)dx ' I2(f) =
h

3
(y0 + y4 ++2y2 + 4(y1 + y3)) =

1

12
(0 + 1 +

5

2
+
1

2
) =

1

3

Recherche de l�erreur d�approximation

On a j�2j �
(b� a)5
180n4

sup[a;b](
��f (4)��)

Ceci implique que la formule de Simpson est exacte si f est un polynôme de degré inférieur

ou égal à 3. De plus, cette formule est de degré de précision égal à 3. En e¤et ;

pour f(x) = x4, n = 2,x0 = a,x1 =
a+ b

2
etx2 = b :

I(f) =

Z b

a

x4dx =

�
x5

5

�b
a

=
b� a
5
(b4 + ab3 + a2b2 + a3b+ a4)

alors que

I2(f) =
b� a
6
(a4 + 4(

a+ b

2
)4 + b4) =

b� a
24

(5b4 + 4ab3 + 6a2b2 + 4a3b+ 5a4)

On voit clairement que I(f) 6= I2(f).
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Chapitre 2. Mèthodes d�intégration numérique

2.5 Formules de Gauss

On se pose la question suivante : comment choisir au mieux les points d�intégration

xi pour que la formule de quadrature soit de degré de précision le plus élevé possible ? Le

problème revient donc à trouver à la fois les poids �(n)i ; i = 0; :::; n et les points xi; i =

0; :::; n de la formule de quadrature :

Z b

a

f(x)dx '
nX
i=0

�
(n)
i f(xi)

On a donc 2n+ 2 inconnues à déterminer !

On cherche alors une formule de quadrature exacte sur P2n+1, ce qui donne les 2n+2

équations : Z b

a

xkdx =
nX
i=0

�
(n)
i x

k
i k = 0; :::; 2n+ 1:

Remarque 2.5.1 Le degré de précision de la formule proposée peut-il être 2n+ 2?

La réponse est non. En e¤et ; soit le polynôme de degré 2n+ 2,

Q(x) = (x� x0)2(x� x1)2:::(x� xn)2:

Ce polynôme est strictement positif (si x 6= xi,i = 0; :::; n) donc
R b
a
Q(x)dx � 0;alors quePn

i=0 �
(n)
i Q(xi) = 0

Théorème 2.5.1 Les formules de type Gauss sont stables et convergentes pour toute fonc-

tion continue.

Remarque 2.5.2 1=Stable signife les poids intervenant dans la formule de quadrature

sont strictement positifs.

2=Convergente signife limn!+1
Pn

i=0 �
(n)
i f(xi) =

R b
a
f(x)dx:

3=Les formules de type Gauss sont souvent utiles pour les intégrales impropres conver-

gentes.
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Chapitre 2. Mèthodes d�intégration numérique

Exemple 2.5.1 Soit la formule de quadrature à 2 points :

Z 1

�1
f(x)dx = �0f(x0) + �1f(x1) + �(f) tel que �(f) = I(f)� eI(f):

Déterminons les poids 0; 1 et les points d�intégration x0 et x1 pour que la formule proposée

soit exacte sur P3. Les quatre équations sont les suivantes :

f � 1; �(f) = 0;()
Z 1

�1
1dx = 2 = �0 + �1

f(x) = x; �(f) = 0()
Z 1

�1
xdx = 0 = �0x0 + �1x1

f(x) = x2; �(f) = 0()
Z 1

�1
x2dx =

2

3
= �0x

2
0 + �1x

2
1

f(x) = x3; �(f) = 0()
Z 1

�1
x3dx = 0 = �0x

3
0 + �1x

3
1:

D�où, 8><>: �0x0 = ��1x1

�0x1(x
2
1 � x20) = 0

De la dernière équation on tire :

-soit �1 = 0, �0 = 2 et x0 = 0 ce qui est impossible puisque �0x20 + �1x
2
1 =

2

3
;

-soit x1 = 0, �0 = 0 ou x0 = 0 ce qui est impossible,

-soit x1 = �x0 et dans ce cas, on obtient �0 = �1 = 1:

D�où la formule de quadrature :

Z 1

�1
f(x)dx = f(� 1p

3
) + f(

1p
3
) + �(f):

Remarque 2.5.3 Il existe des formules de type Gauss où les extrémités de l�intervalle

sont des points d�intégration :
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Chapitre 2. Mèthodes d�intégration numérique

Formule de Gauss-Radau de degré de précision 2 :

Z 1

�1
f(x)dx =

1

2
f(�1) + 3

2
f(
1

3
) + �(f):

FormuledeGauss-Labattodedegrédeprécision3 :

Z 1

�1
f(x)dx =

1

3
f(�1) + 4

2
f(0) +

1

3
f(1) + �(f):

Formule de Gauss-Labatto de degré de précision 5 :

Z 1

�1
f(x)dx =

1

6
f(�1) + 5

6
f(� 1p

5
) +

5

6
f(
1p
5
) +

1

6
f(�1) + �(f):
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Chapitre 3

L�intégration numérique multiple

3.1 Introduction

il existe une vaste famille d�algorithmes dont le but principal est d�estimer la valeur

numérique de l�intégrale dé�nie sur un domaine particulier pour une fonction donnée (par

exemple l�intégrale d�une fonction d�une variable sur un intervalle).

Nous avons étudier l�intégration numérique à une variable dans le chapitre précédant

et on va voire dans ce chapitre l�intégration numérique de deux variables

3.2 Intégration numérique d�une fonction en 2 va-

riables

3.2.1 Par la méthode d�intégration d�une seul variable

On se donne une fonction continuef : [a; b] � [c; d] ! R. Approcher par la méthode

des trapèzes

I(f) =

Z b

a

Z d

c

f(x; y)dydx:
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Chapitre 3. L�intégration numérique multiple

Supposons que I(f) peut être écrit sous la forme

I(f) =

Z b

a

(

Z d

c

f(x; y)dy)dx:

Posonsg(x) =
R d
c
f(x; y)dy et divisons, par analogie au cas d�une seule variable, l�in-

tervalle [a; b] en n parties égales et l�intervalle [c; d] en m parties égales. Ceci induit deux

pas de discrétisation h =
b� a
n

et k =
c� d
m

, alors

I(f) =

Z b

a

g(x)dx ' h

2
(g(a) + 2

n�1X
i=1

g(xi) + g(b)): (3.1)

D�autre part, on applique la formule des trapèzes pour approcher g(x) =
R d
c
f(x; y)dy

avec x constante et y variable, on obtient

g(x) ' k

2
(f(x; c) + 2

m�1X
j=1

f(x; yj) + f(x; d)): (3.2)

En substituant (3:2) dans (3:1), on aura

I(f) ' h

2
(
k

2
(f(a; c) + 2

m�1X
j=1

f(a; yj) + f(a; d)) + 2
n�1X
i=1

k

2
f(xi; c)

+ 2

m�1X
j=1

f(xi; yi) + f(xi; d)) +
k

2
(f(b; c) + 2

m�1X
j=1

f(b; yj) + f(b; d)))

=
hk

4
(f(a; c) + f(a; d) + f(b; c) + f(b; d) + 2(

m�1X
j=1

f(a; yj) +

m�1X
j=1

f(b; yj))

+ 2(
n�1X
i=1

f(xi; c) +

n�1X
i=1

f(xi; d) + 4

n�1X
i=1

m�1X
j=1

�ijf(xi; yj))

=
nX
i=0

mX
j=0

�ijf(xi; yj);
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Chapitre 3. L�intégration numérique multiple

où

xi = a+ ih; xn = bi = 0; n; yj = c+ jk; ym = d j = 0;m

�00 = �n0 = �m0 = �nm =
hk

4

�0j = �nj = �i0 = �im =
hk

2
; i = 1; n� 1 j = 1;m� 1

�ij = hk; i = 1; n� 1 j = 1;m� 1:

Remarque 3.2.1 Ce procédé peut être adapté au calcul numérique d�intégrales triples ou

multiples.

3.2.2 Par la méthode d�intégration de deux variable

Soit 
 un domaine polygonale. On recouvre exactement par des domaines élémentaires

du type triangle

Le domaine 
 est partitionné en N triangles Ki tel que :


 = [Ni=1Ki

La méthode composite s�́ écrit alors :

Z



f(x; y)dxdy =

NX
i=1

Z
Ki

f(x; y)dxdy

Alors il su¢ t de déterminer une approximation de
R
Ki
f pour obtenir celle sur 


Comme en une seul variable 1, on va construire des méthodes d�intégrations sur un

triangle de référence �xe bK et puis en déduire celle sur un triangle quelconque.
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Chapitre 3. L�intégration numérique multiple

Transformation a¢ ne de bK dans K

Soit bK le triangle de référence de sommets bA = (0; 0); bB = (1; 0); bC = (0; 1): On

désigne par K un triangle quelconque de sommetsA = (x1; y1),B = (x2; y2), et C = (x3; y3)

On cherche la transformation a¢ ne inversible

Fk : bK 7! K

F

0B@ bx
by
1CA =

0B@ x

y

1CA =

0B@ a11bx+ a12by + b1
a21bx+ a22by + b2

1CA
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Chapitre 3. L�intégration numérique multiple

L�application FK est déterminée de façon unique par

Fk( bA) = A; Fk( bB) = B; Fk( bC) = C:
en e¤et

F

0B@ 0

0

1CA =

0B@ x1

y1

1CA) b1 = x1; b2 = x2

F

0B@ 1

0

1CA =

0B@ x2

y2

1CA) a11 = x2 � x1; a21 = y2 � y1

F

0B@ 0

1

1CA =

0B@ x3

y3

1CA) a12 = x3 � x1; a22 = y3 � y1:

L�application FK s�écrit

Fk( bX) = X = Jk bX + b =
0B@ x2 � x1 x3 � x1

y2 � y1 y3 � y1

1CA
0B@ bx
by
1CA+

0B@ b1

b2

1CA
avec JK dépend de K et FK est inversible() det Jk 6= 0:On a det Jk = (x2 � x1)(

y3 � y1)� (x3 � x1)(y2 � y1): On montre que jdet Jkj = 2aire(K):En e¤et

On a aire(K) =
H
����!AB���
2

:

On considére les deux vecteurs
�!
AB et

�!
AC, on a

����!AB ��!AC��� = ����!AB��� ����!AC��� sin �;or
sin � =

H����!AC��� , aussi
����!AB ��!AC��� = ����!AB���H = 2aire(K): D�autre part,

�!
AB � �!AC =0B@ x2 � x1

y2 � y1

1CA�
0B@ x3 � x1

y3 � y1

1CA = (x2 � x1)(y3 � y1)� (y2 � y1)(x3 � x1):
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Changement de variable

On pose X = FK( bX), on a
Z
k

f(x; y)dxdy =

Z
bK(f � Fk)( bX) jdetrFkj dbxdby

soit encore Z
k

f(x; y)dxdy = 2aire(K)

Z
bK(f � Fk)( bX)dbxdby

cette formule est trés intéressante car on connaît aire(K) en fonction des coordonnées

des sommets et en posant g = f �FK , il su¢ t alors de construire des formules d�intégrations

sur le triangle de référence bK.

37



Conclusion

En conclusion, dans ce mémoire que l�intégraltion numérique est une méthode pour

calculer une valeur approximative d�une fonction qui est compliqueé

d�une autre coté l�intégration numérique permet d�estimé l�intégrale de cette fonction

par la méthode d�interpolation avec certain erreur.
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Annexe A : Abréviations et

Notations

Les di¤érentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont

expliquées ci-dessous :

f(x); g(x) : Des fonctions.

EN ; � : Erreur.

PN(x) : Polynome de degré N.

Pn : Polynome d�interpolation de Lagrange.

Li(x) : Polynome de base de Lagrange.

�(xi; xi+1; :::; xi+p) : Les di¤érance divisée d�ordre p.

n;m; p; k : Des réels.


 : Domaine polygonale.

K : Triangle quelconque.bK : Triangle de référance.
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