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Introduction

Les équations aux dérivées partielles sont un sujet de recherche actif en mathématique et
elles sont l�origine de la création de beaucoup consepts de math, physique, économique....

Bien plus dans de nombreux domaine de pointe ( industrie aéronautique, industrie pétrolière,

problèmes de la fusion contrôlée, etc...)

Le progrés technique nécessite de résoudre numériquement des systèmes d�équations aux

dérivées partielles parfois trés compliqués a�n d�obtenir des propriétés quantitatives des so-

lutions.

Les solutions approchées seront calculées en dé�nitive comme des collections de valeurs dis-

crètes sous la forme de composante d�un vecteur solution d�un problème matriciel.

Ce travail a pour objet la résolution numérique des équations aux dérivées partielles (EDP)

elliptiques par trois familles de méthodes numériques : les di¤érence �nies, les éléments �nis,

les volumes �nis.

*Dans le premier chapitre nous rappelons quelques principales dé�nitions et propriétes géné-

rales sur les équations aux dérivées partielles.

*Le deuxième chapitre va nous amerer à la présentation des méthodes numériques de résolu-

tion.

*Le dernier chapitre sera réservé à une application numérique avec les méthodes dont on a

déja parlé et une comparaison entre ces méthodes.
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Chapitre 1

Généralités sur les équations

ordinaires et les équations aux

dérivées partielles

Nous donnons dans ce chapitre quelques rappels des équations ordinaires et des équations

aux dérivées partielles.

nous utiliserons EDP comme abréviation d�équations aux dérivées partielles

1.1 Equation di¤érentielles ordinaires

Dé�nition 1.1 une équation di¤érentielle est une relation du type

F (x; u(x); u0(x); ::::; u(n)(x)) = 0

entre la variable x 2 R et les dirévées de la fonction inconue u au point x. La fonction F est

une fonction de plusieurs variable

(x; y; ::::)! F (x; y; :::::)

2



Chapitre 1. Généralités sur les équations ordinaires et les équations aux dérivées partielles

ou x est dans R(ou par fois dans un intervalle de R ) et y ! (y0; :::::; yn) est dans Rn+1

1.2 Equation aux dirévées partielles

Soit u = u(x; y; :::) une fonction de plusieurs variables indépendantes en nombre �ni

une EDP pour la fonction u est une relation qui lie :

- les variables indépendantes (x; y; :::)

- la fonction "inconnue" u variable dépendante

- une nombre �ni de dérivées partielles de u

F (x; y; :::::; u;
@u

@x
;
@u

@y
;
@2u

@x2
; ::::) = 0 (1.1)

u est solution de l�EDP si ,aprés subsitution, la relation F (x; y; :::::; u; @u
@x
; @u
@y
; @

2u
@x2
; ::::) = 0

est satisfaite pour x; y; :::appartenant à une certaine région 
 de l�espace des variables

indépendantes

Dé�nition 1.2 une équation aux dérivées partielles (EDP) est une relation fonctionnelle

entre une fonction inconnue u de plusieurs variables (u = u(x; :::; xn)) est ses dérivées,

(x1; ::::; xn) 2 D, ou D désigne un ouvert de Rn; (n > 2):

Dé�nition 1.3 on appelle ordre d�une EDP l�ordre le plus élevé des dérivées partielles in-

tervenant dans l�EDP

Exemple 1.1 @u
@x
+ @u

@y
= 0 1er ordre

Dé�nition 1.4 si u et ses dérivées partielles apparaissant séparément et "à la puissance 1"

dans l�EDP.celle-ci est dite linéaire.

Exemple 1.2 u = u(x; y)

�@u
@x
+ @u

@y
= 0 1erordre linéaire

�@u
@x
+ @u

@y
+ sinu = 0 1erordre non-linéaire

3



Chapitre 1. Généralités sur les équations ordinaires et les équations aux dérivées partielles

�@u
@x
+ u@

2u
@y2

= 0 2éme ordre non-linéaire

� pour une EDP linéaire homogène :

u1 solution

u2 solution

9>=>;�u1 + �u2 est solution
1.2.1 EDP linéaire du 1erordre

A(x; y)
@u

@x
+B(x; y)

@u

@y
+ C(x; y)u = D(x; y) (1.2)

est la forme la plus générale pour une EDP linéaire 1er ordr

Exemple 1.3 Exemple 1.4 @u
@x
+ y @u

@y
= 0 avec u = u(x; y) est une EDP 1erordre , li-

néaire,homogéne

8><>: du = @u
@x
dx+ @u

@y
dy

= (�ydx+ dy)@u
@y

si du et dx sont reliés par �ydx+ dy = 0; alors du = 0:

u est constante le long des courbes y = �ex:

la solution générale de @u
@x
+ y @u

@y
= 0 est de la forme :

u(x; y) = f(ye�x)

Où f est C1(R)

1.2.2 EDP linéaire du 2éme ordre

Dé�nition 1.5 une équation aux dérivées partielles du 2éme ordre de deux variables x et y

est une équation de la forme

A(x; y)
@2u

@x2
+B(x; y)

@2u

@x@y
+ C(x; y)

@2u

@y2
+ 2D(x; y)

@u

@x
+ 2E(x; y)

@u

@y
+ F (x; y)u = H(x; y)

4



Chapitre 1. Généralités sur les équations ordinaires et les équations aux dérivées partielles

dont un cas particulier important est celui ou A;B;C;D;E et F sont des constantes

Exemple 1.5 donnons quelques exemples fondamaentaux d�EDP du second ordre

Equation de Laplace :

En dimension n, on cherche u = u(x1; ::::; xn) teleque8><>: ��u = f dans un ouvert 
;

u = y dans @
:

Equation des ondes :

Pour un domaine 
 � Rn, on cherche u = u(x1; ::::; xN ; t) telque

8>>>>>>><>>>>>>>:

�2u
�t2
��u = f dans 
� [0; T ] ;

u = g sur�
� [0; T ] ;

u(x; t = 0) = u0(x);

@u
@t
(x; t = 0) = v0(x):

1.2.3 Conditions sur l�ensemble des solutions

Pour trouver des solutions particulières d�EDP,à partir de la solution générale, on va imposer

des conditions restrictives sur l�ensemble des solutions .

les conditions les plus fréquentes sont :

a)conditions initiales :

si u est une fonction de (x; t) 2 R � R�+, on donne u(x; t0) = �0(x) ou D�u(x; t0) = �0(x),

on parle aussi de conditions de cauchy.

b)conditions aux limites :

Dé�nition 1.6 : une condition aux limites est une contrainte sur les valeurs que prennent

les solutions des EDP sur un frontières. ces conditions imposent une valeur de u on de ses

dérivées au bord du domaine.

5



Chapitre 1. Généralités sur les équations ordinaires et les équations aux dérivées partielles

il existe plusieurs types de conditions aux limites, citons ici :

�Dirichlet-valeurs aux bord :

dans ce type de conditions la valeur de la variable dépendante est imposée sur la frontière

du domaine de calcul.

Exemple 1.6 : 8><>: ��u = f sur 
;

u = d sur @
:
(1.3)

où d est une fonction, si d = 0 on quali�era le problème d�homogène, dans le cas contraire il

sera dit non homogène.

�Neuman-Grandients aux bord :

la variable dépendante n�est pas connue sur la frontière mais si dérivées est bien dé�nie.

Exemple 1.7 : 8><>: ��u = f sur 
;
@u
@n
= g sur @
 (n normale à @
).

(1.4)

où g est une fonction

� Mixte-Grandients et valeurs aux bord :

cette condition est composée des deux premiére conditions imposée sur la frontière.

Exemple 1.8 : on note @
 = @
1 [ @
28>>>><>>>>:
��u = f sur 
;

u = d sur @
1;

@u
@n
= g sur @
2:

(1.5)
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Chapitre 1. Généralités sur les équations ordinaires et les équations aux dérivées partielles

1.2.4 Classi�cation des équations aux dérivées partielles du 2émeordre

Nous étudions l�équation aux dérivées partielles du 2émeordre suivante :

A
@2u

@x2
+B

@2u

@x@y
+ C

@2u

@y2
+D(x; y; u;

@u

@x
;
@u

@y
) = 0

ou ;A;B et C sont constants de x et y .

les équations aux dérivées partielles du 2éme ordre sont classées,comme équation du types

elliptique ou du type hyperbolique ou encore du type parabolique, selon la valeur du détermi-

nant : B2 � 4AC

on dit alors que , que l�équation A@2u
@x2
+B @2u

@x@y
+C @2u

@y2
+D(x; y; u; @u

@x
; @u
@y
) = 0 sur un domaine

D ,est du type :

�Elliptique: si B2 � 4AC < 0 sur le domaine D

�Parabolique: si B2 � 4AC = 0 sur le domaine D

�Hyperbolique: si B2 � 4AC > 0 sur le domaine D

(i) @
2u
@y2
� C2 @2u

@x2
= 0 avec C > 0

B2 � 4AC > 0 ainsi l�équation des ondes est hyperbolique

(ii) @u
@x
� d@2u

@x2
= 0 ainsi l�équation de la di¤usion est parabolique

(iii) @
2u
@x2
+ @2u

@y2
= 0

B2 � 4AC = �4 < 0 ainsi l�équation de laplace est elliptique

(iv) y @
2u
@x2
� @2u

@y2
= 0 Equation tricomi

� y > 0 )L�EDP est hyperbolique

� y = 0 ) L�EDP est parabolique

� y < 0 ) L�EDPestelliptique

1.2.5 Equations elliptiques

Les équations elliptiques régissent les problèmes stationnaires, d�équilibre, généralement dé-

�nis sur un domaine spatial borné 
 de frontière � sur laquelle l�inconnue est soumise à des

conditions aux limites, le plus souvent de type Dirichlet ou Neumann.
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Chapitre 1. Généralités sur les équations ordinaires et les équations aux dérivées partielles

Le problème elliptique est celui fourni par l�équation de Laplace (ou de Poisson) soumise à

des conditions aux limites, par exemple de Dirichlet :

8><>: ��u = f dans 
;

u = u0 sur �:

8



Chapitre 2

Méthodes de résolution numérique

d�une EDP elliptique

Pour passer d�un problème exacte continu régit par une EDP au problème approché discret,

il existe trois grandes familles de méthodes : la méthode des di¤érences �nies, la méthode

des volumes �nis et la méthode des eléments �nis.

2.1 la méthode des di¤érences �nies :

L�idée générale est d�approcher les dérivées apparaissant dans le problème continu par des

di¤érences divisées ou combinaison de valeurs ponctuelles de la fonction en un nombre �ni

de points discrets ou noeud du maillage grâce aux développement de taylor.

2.1.1 Di¤érences �nies en 1D :

On prend le problème suivant avec conditions de dirichlet :

8><>: �u00 = f(x); x 2 [0; 1]

u(0) = u(1) = 0

où f est une fonction continue.

9



Chapitre 2. Méthodes de résolution numérique d�une EDP elliptique

Etapes de la méthode

On décrit cette méthodes en 3 étapes :

�1ér étape :choix de la discrétisation, maillage

Soit (xk)k = 0; :::; N + 1 une subdivision de [0; 1] ; avec :

0 = x0 < x1 < :::: < xN < xN+1 = 1:

pour i = 0; :::; N , on note hi = xi+1 � xi et on dé�nit le pas de maillage par :

h =
N
max
i=1

hi

pour simpli�er,on se limitera à un pas constant :

h = hi ,8i = 0; :::; N:

on a alors xi+1 = xi + h; 8i = 0; :::; N:

la première étape de la méthode consiste à remplacer le problème par

8><>: �u00(xi) = f(xi); 8i = 1; :::; N

u(0) = u(1) = 0
(2.1)

�2éme étape : construction d�un schéma numérique

On rappel le théorème de Taylor sous la forme de young :

Théorème 2.1 soit f une fonction de classe Cn+1 au voisinage d�un point x 2 R .alors pour

tout h réel

f(x+ h) =

nX
k=0

hk

k!
f (k)(x) + �(hn+1)

cette formule est appelée formule de Taylor d�ordre k

10



Chapitre 2. Méthodes de résolution numérique d�une EDP elliptique

on suppose u 2 C2(0; 1): E¤ectuons un développement de Taylor en xi

u(xi+1) = u(xi + h) = u(xi) + hu
0(xi) +

h2

2
u00(xi) + �(h

3);

u(xi�1) = u(xi � h) = u(xi)� hu0(xi) +
h2

2
u00(xi) + �(h

3):

où j�(h3)j < ch3et c une constante indépendante de h:En additionnant les deux égalités

précédentes, on obtient l�expression suivante :

u00(xi) =
u(xi+1)� 2u(xi) + u(xi�1)

h2
+ �(h)

donc ui+1�2ui+ui�1
h2

est une approximation de u00(xi): Avec ce choix d�approximation, on peut

approcher le problème(2.1) par le problème discret suivant :

�ui+1 � 2ui + ui�1
h2

= fi; 8i = 1; :::; N

u0 = uN+1 = 0

�3éme étape :passage au problème matriciel

Il est très pratique d�utiliser une formulation matricielle en faisant apparaître le vecteur des

inconnues discrètes :

� 1
h2

0BBBBBBBBBB@

�2 1 0 ::: 0

1 �2 1 ::: 0

::: ::: ::: ::: :::

::: ::: ::: ::: 1

0 ::: ::: 1 �2

1CCCCCCCCCCA

0BBBBBBBBBB@

u1

:::

:::

:::

uN

1CCCCCCCCCCA
=

0BBBBBBBBBB@

f(x1)

:::

:::

:::

f(xN)

1CCCCCCCCCCA
Autrement dit, le vecteur uh est solution du système matriciel : Ahuh = bn

11



Chapitre 2. Méthodes de résolution numérique d�une EDP elliptique

2.1.2 Di¤érences Finies en 2D :

Le principe est exactement le même que celui de la dimension 1, la seule di¤érence réside

dans l�écriture.

On cherche à résoudre le problème

8><>: ��u = f dans 
 = ]0; 1[ 2;

u = 0 sur @
 .

où u = u(x; y), � = @2x + @2y est le bord de 


on commence par dé�nir un maillage de 
:

on pose

xi = ih et yj = jh;

ou 0 � i; j � N + 1; h = 1

N + 1
et n 2 N::

on va déterminer ui;j qui approche u(xi; yj):

Par le développement de Taylor on a

@2xu(xi; yj) =
u(xi+1; yj)� 2u(xi; yj) + u(xi�1; yj)

h2
+ �(h3)

et

@2yu(xi; yj) =
u(xi; yj+1)� 2u(xi; yj) + u(xi; yj�1)

h2
+ �(h3)

un schéma numérique possible est alors de l�approximation suivante de �u(xi; yj)

�hui;j =
�4ui;j + ui+1;j + ui�1;j + ui;j+1 + ui;j�1

h2

12



Chapitre 2. Méthodes de résolution numérique d�une EDP elliptique

Avec cette notation, le problème discrétisé est :

trouver ui;j tels que

8><>: ��hui;j = f(x; y) pour 1 � i; j � n;

u0;j = uN+1;j = u1;N+1 = 0 pour 1 � i; j � n:

Pour écrire ce problème sous forme matricielle, on pose

Uh = (u11; :::; u1N ; u2N ; :::; uNN)
t

Alors le problème s�écrit

AhUh = bh

où Ah 2 RN
2 � RN2

et bh 2 RN
2
sont donnés par

Ah =
1

h2

0BBBBBBBBBB@

B C 0 ::: 0

C B C ::: 0

::: ::: ::: ::: :::

::: ::: ::: ::: C

0 ::: ::: C B

1CCCCCCCCCCA
et

bh = (f(x1; y1); :::; f(x1; yN); f(x2; y1); ::; f(xN ; yN))
T

avec

B =

0BBBBBBBBBB@

�4 1 0 ::: 0

1 �4 1 ::: 0

::: ::: ::: ::: :::

::: ::: ::: ::: 1

0 ::: ::: 1 �1

1CCCCCCCCCCA
2 RN�NetC = IN 2 RN�N

13



Chapitre 2. Méthodes de résolution numérique d�une EDP elliptique

Avantages et inconvénients des di¤érences �nies

Avantages Inconvénients

Méthode simple Forte régularité des solutions nécessaire

Rapidité et performance des algorithmes Peu de souplesse de maillage

Facilité de monter en ordre conditions de type Neumann di¢ ciles à gérer

Grand nombre d�EDP approchables

Exemple 2.1 exemple simple 1D avec conditions de Dirichlet :

8><>: �u00(x) = f(x) x 2 ]0; 1[

u(0) = � et u(1) = �

où f est une fonction continue.

Le maillage est construit en introduisant N + 1 noeuds xi avec i = 0; 1; :::; N , régulièrement

espacés avec un pas 4x. La quantité ui désignera la valeur de la fonction u(x) au noeud xi.

L�équation à résoudre s�écrit, sous forme discrète en chaque noeud xi :

�
�
d2u

dx2

�
i

= f(xi) = fi

Approximons la dérivée seconde de u au moyen d�un schéma centré à l�ordre 2 :

�
d2u

dx2

�
=
ui+1 � 2ui + ui�1

�x2

L�équation discrétisée est ainsi :

2ui � ui+1 + ui�1
�x2

= fi ;pour i variant de 1 à N � 1

Il est très pratique d�utiliser une formulation matricielle en faisant apparaître le vecteur des
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inconnues discrètes :

1

�x2

266666666664

2 �1 0 ::: 0

�1 2 �1 ::: 0

::: ::: ::: ::: :::

0 0 �1 2 �1

0 0 0 �1 2

377777777775

266666666664

u1

u2

:::

uN�2

uN�1

377777777775
=

266666666664

f1 +
�
4x2

f2

fN�2

fN�1 +
�
4x2

377777777775
Exemple 2.2 exemple simple 1D avec conditions mixtes Dirichlet-Neumann :

8><>: �u00(x) = f(x) , x 2 ]0; 1[

u(0) = � et u0(1) = �

où l�on a cette fois une condition de Neumann en x = 1.

Les modi�cations du problème discrétisé par rapport au cas précédent sont les suivantes.

Tout d�abord, le nombre d�inconnues a changé. Il y a une inconnue au bord en x = 1.

Le problème discret a donc maintenant, sur la base du même maillage que précédemment,

N inconnues ui pour i variant de 1 à N .

D�autre part, il faut discrétisée la condition de Neumann u0(1) = �. Plusieurs choix sont

possibles pour approximer cette dérivée première. C�est un des inconvénients de la méthode

des di¤érences �nies : elle ne donne pas de façon naturelle une bonne approximation des

conditions de Neumann.

Dans notre cas, utilisons une approximation d�ordre 1 : u0(1) =
uN � uN�1

�x

1

�x2

2666666666666664

2� �1 0 ::: 0 0

�1 2 �1 ::: 0 0

::: ::: ::: ::: ::: :::

0 0 �1 2 �1 0

0 0 0 �1 2 0

0 0 0 0 �1 1

3777777777777775

2666666666666664

u1

u2

:::

uN�2

uN�1

uN

3777777777777775
=

2666666666666664

f1 +
�
�x2

f2

fN�2

fN�1

�
�x

3777777777777775
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Chapitre 2. Méthodes de résolution numérique d�une EDP elliptique

2.2 la méthode des volumes �nis

La méthode des volumes �nis consiste à intégrer, sur des volumes élémentaires, les équations

écrites sous forme intégrale.

Ces méthodes s�utilisent initialement pour des lois de conservations hyperboliques, Mais

des développements récent en ont permis une utilisation sur des équation elliptiques ou

paraboliques.

Maillage du domaine

Soit 
 l�ensemble d�espace associé à l�EDP qui nous intéresse.

On appelle volumes de controle les éléments se la suite (ki)i=1;::;N , cette suite dé�nissant un

maillage du domaine 
, véri�ant

- ki un ouvert de 


- ki \ kj = ?;8 i 6= j

- [ �ki = �


2.2.1 volumes �nis en 1D

On présente la méthode, en considérant le probème modèle suivant

8><>: �u00(x) = f(x) x 2 ]0; 1[ ;

u(0) = u(1) = 0:

formulation en volumes �nis :

La discrétisation spatiale par les volumes �nis consiste à intégrer sur chaque volume de

contrôle l�équation du problème

�
Z
Ki

u00(x)dx =

Z
Ki

f(x)dx

Ce que donne après intégration :

� u0(xi+ 1
2
) + u0(xi� 1

2
) = hi ~f 8i = 1; :::; N (2.2)
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où ~fi désigne la valeur moyenne de f dans ki ;

i.e. ~fi =
1

hi

Z
ki

f(x)dx

La quantité �u00(xi+ 1
2
) (resp �u00(xi� 1

2
) représente le �ux rentrant qu�on note Fi+ 1

2
(resp.�ux

sortant qu�on note Fi� 1
2
) associé à la cellule ki; au point x = xi+ 1

2
(resp. en x = xi� 1

2
):

donc on peut écrire comme(2.2) suit :

Fi+ 1
2
� Fi� 1

2
= hi ~fi (2.3)

il reste maintenant à exprimer Fi� 1
2
en fonctions des inconnues ui: L�approximation la plus

naturelle est de prendre la valeur moyenne de u0(x) sur le segment[xi�1; xi] soit :

Fi� 1
2
= � 1

hi� 1
2

Z xi

xi�1

u0(x)dx = �u(xi)� u(xi�1)
hi� 1

2

= �ui � ui�1
hi� 1

2

avec hi� 1
2
= hi�1+hi

2

Le même démarche sur [xi; xi+1] pour Fi+ 1
2
, on obtient :

Fi+ 1
2
= �ui+1 � ui

hi� 1
2

Ces expressions ne sont pas valables pour i = 1 en x 1
2
= 0 et i = N et xN+ 1

2
= 1

il se pose alors le problème du traitement des bords qui exige une formulation particulière.

Une possibilité est de dé�nir une maille �ctive à gauche et une autre à droite de l�intervalle

[0; 1], et d�a¤ecter une valeur moyenne de la fonction u dans ces deux mailles mailles. Une

autre possibilité est

-Considérer la valeur moyenne de F 1
2
non plus sur le segment [x0; x1] qui n�est pas dé�ni mais

sur le segment
h
x 1
2
; x1

i
:

F 1
2
= � 2

h1

Z x1

x 1
2

u0(x)dx =
2u1
h1

- Considérer la valeur moyenne de FN+ 1
2
non plus sur le segment

h
xN ; xN+ 1

2

i
qui n�est pas

17
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dé�ni mais sur le segment
h
x1; xN+ 1

2

i
:

FN+ 1
2
= � 2

hN

Z x
N+1

2

xN

u0(x)dx =
2uN
hN

La discrétisation en volumes �nis est donc �nalement :

2666664
ui�ui�1
h
i� 1

2

� ui+1�ui
h
i+1

2

= hi ~fi 8i = 2; :::; N � 1;

2u1
h1
� u2�u1

h 3
2

= h1 ~f1;

uN�uN�1
h
N� 1

2

+ 2uN
hN

= hN ~fN :

3777775
dans le cas particulier d�un maillage régulier de pas h.

La discrétisation en volumes �nis devient :

�ui+1 � 2ui + ui�1
h2

= ~fi 8i = 2; :::; N � 1;
3u1 � u2
h2

= h1 ~f1;

3uN � uN�1
h2

= hN ~fN :

Sous forme matricielle,ceci s�exprime :

AhUh = bh

avec

Uh = (ui)1�i�N ,(bh)i = ~fi et Ah égale à

1

h2

0BBBBBBBBBB@

3 �1 0 ::: 0

�1 2 �1 ::: 0

::: ::: ::: ::: :::

0 0 �1 2 �1

0 0 0 �1 3

1CCCCCCCCCCA
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Chapitre 2. Méthodes de résolution numérique d�une EDP elliptique

2.2.2 volume �nis en 2D

On va résoudre l�équation de Poisson par une méthode de Volumes Finis dans un domaine

polygonal 
 � R2 . On cherche une fonction u = u(x) dé�nie pour x 2 
 � R2, véri�ant

8><>: ��u = f ,

u = g sur @
:

avec des fonctions f et g données.

Maillage

On dé�nit un maillage � de 
 par des volumes de contrôle (ou cellules)K de la façon suivante :

1-Les volumes de contrôle k sont des polygônes convexes tels que

�
 = [K2� �K

2-Pour chaque cellule K, il existe un point xK 2 K appelé centre, tel que les propriétés

suivantes soient véri�ées :

� Pour chaque cellule L adjacente à K, le segment de droite (xK ; xL) est perpendiculaire à

l�arête e commune aux deux cellules K et L.

19
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On notera e = K
L

Fig. 2.1 �Cellules admissibles d�un maillage volumes �nis

� Pour chaque arête e appartenant au bord @
, la droite passant par xK et perpendiculaire

à l�arête e, intersecte e.

Un tel maillage sera dit admissible au sens des Volumes Finis

FORMULATION EN VOLUMES FINIS

Rappelons dans un premier lieu la formule de la divergence qu�on aura besoin :

Dé�nition 2.1 (Formule de la divergence)

Soit u un champs de vecteur dé�ni

sur 
 � Rn et soit n le vecteur normal unitaire extérieur à @
. On dé�nit l�opérateur

divergence par l�unique opérateur di¤érentiel tel que

Z



div udx =

Z
@


u:ndx

On intègre l�équation de Poisson sur une cellule K.

Z
K

�4udx =
Z
K

fdx

Par la formule de la divergence, on obtient

�
Z
@K

Ou:nd� = jKj fK (2.4)
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où n désigne la normale unitaire dirigée à l�extérieur de K et où on a noté fK la valeur

moyenne de f dans la cellule K

i.e

fK =
1

jKj

Z
K

fdx

On note "k l�ensemble des arêtes de la cellule k et on décompose son bord :

@K = [e2"Ke

La relation (2.4) s�écrit alors

X
e2"K

�
Z
e

ru:nK;ed� = jKjFK

où on a noté nK , e la normale unitaire à e dirigée vers l�extérieur de K.

On approche le �ux à travers l�arête e :

�
Z
e

ru:nK;ed� ' FK;e

où FK;e est le �ux numérique à travers l�arête e, associé à la cellule K.

Le schéma "Volumes Finis" s�écrit

X
e2"K

FK;e = jKj fK ;8K 2 �

On considère les inconnues (uK)K 2 � associées à chaque volume de contrôle, avec les ap-

proximations :

uK '
1

jKj

Z
K

u(x)dx

On désigne également par (ue)e2"K des valeurs associées aux arêtes de la cellule K

Ces valeurs seront utilisées de façon intermédiaire et �nalement éliminées.

On va distinguer les cas selon qu�un arête e appartient ou non au bord @
.

- Soit une arête e d�une cellule K telle que e@
 c�est-à-dire qui n�appartient
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pas au bord de 
.

� Pour un centre xK =2 e, le �ux numérique FK;e est choisi égal à :

FK;e = �
ue � uK
dK;e

jej (2.5)

où dK;e est la distance de xK à l�arête e 2 @K. Le choix de FK;e,e est donné

pour xK =2 e de sorte que dK;e 6= 0.

Pour éliminer les valeurs (ue), on suppose qu�il y a conservation des �ux numériques à travers

les arêtes. Précisément, pour l�arête e = K
L
commune aux deux volumes de contrôle K et L,

on impose :

FK;e = �FL;e

Autrement dit

�
Z
e

ru:nK;ed� =
Z
e

ru:nL;ed� (on a nK;e = �nL;e)

On écrit alors :

FK;e = �
(ue � uK)
dK;e

jej = �FL;e =
(ue � uL)
dL;e

=) dL;euK + dK;euL = (dK;e + dL;e)ue: avec d(xK ; xL) = dK;e + dL;e

Par conséquent,

ue =
dL;euK + dK;euL
jxK � xLj

On obtient donc

FK;e = �
(uK � uL)
jxK � xLj

jej
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� Pour un centre xK 2 e, on choisit uK = uL où L est la cellule adjacente ayant l�arête e en

commun avec K. Cela revient à fusionner les cellules K et L. Donc pour une cellule K

strictement située à l�intérieur de 
, on peut supposer que xK =2 @
.

-Soit une arête e d�une cellule K telle que e � @
 c�est-à-dire qui appartient au bord de 
.

Dans ce cas, on utilise la relation

(dK;eFK;e = (uK � ue) jej )

avec

ue =
1

jej

Z
e

gd� (e � @
)

Autrement dit, dans ce cas, la valeur uK est connue dans ces cellules.

Donc le schéma "Volumes Finis" s�écrit

X
e2"K

FK;e = jKj fK ; 8K 2 �

avec

FK;e = �
(uK � uL)
jxK � xLj

jej

dK;eFK;e = (uK � ue) jej =
1

jej

Z
e

gd� si e � @


Il s�agit donc d�un système linéaire de N équations à N inconnus ( N = nb de volumes de

contrôle dans � )

AhUh = bh
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Avantages et Inconvénients des volumes �nis

AVANTAGES INCONVÉNIENTS

Moins coûteux que EF Peu de résultats théoriques

Maillage quelconque

Facilité à traiter les chocs

2.3 la méthode des Éléments Finis

La méthode des éléments �nis est un cas particulier des méthode de Galerkin. Elle consiste

donc à approcher dans un sous-espace de dimension �nie, un problème écrit sous forme

variationnelle dans un espace de dimension in�nie.

La solution approchée est dans ce cas une fonction déterminée par un nombre �ni de para-

mètres, par exemple, ses valeurs en certains points (les noeuds du maillage).

De nombreux codes de calculs de structure reposent sur les Eléments Finis :ANSYS,

CADDS, CATIA

Maillage du domaine

La méthode des éléments �nis repose sur un découpage de l�espace selon un maillage. D�habi-

tude l�on choisit un maillage carré ou triangulaire mais rien n�interdit de choisir des maillages

plus complexes.

Dé�nition 2.2 (Élément �ni). On appelle élément �ni la donnée d�un triplet (K;PK ;
P

K)

avec

- K est un domaine géométrique.

- pK est un espace de fonctions sur K, qu�on appelle espace des fonctions de base.

-
P

K est un ensemble de formes linéaires sur PK , qu�on appelle degrés de liberté
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2.3.1 Éléments Finis en 1D

Soit le problème avec condition de Dirichlet suivant :

8><>: �u00(x) = f(x) x 2 ]0; 1[

u(0) = u(1) = 0

après multiplication par v 2 H1
0 , on obtient

�
Z 1

0

u00(x)v(x)dx =

Z 1

0

f(x)v(x)dx

En intégrant par parties,il vient :

Z 1

0

u0(x)v0(x)dx =

Z 1

0

f(x)v(x)dx 8v 2 H1
0

d�où une nouvelle formulation du problème, dite formulation variationnelle, qui s�écrit :

8><>: chercher la fonction u 2 H1
0 ([0; 1]) tq

(u0; v0) = (f; v)

Une solution de cette forme variationnelle s�appelle solution faible du problème de départ.

On cherche alors à écrire un problème approché dans un sous-espace vectoriel de dimension

�nie.

Soit ~V un sous-espace vectoriel de H1
0 de dimension N �nie.

Soient �1; �2; :::; N fonctions linéairement indépendantes de H1
0 .

Ces fonctions constituent une base du sous-espace ~V .

Ainsi toute fonction ~u de ~V peut se décomposer selon :

~u(x) =

NX
j=1

uj�j(x)
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Résoudre le problème de départ revient à chercher une solution ~u 2 ~V telle que :

Z 1

0

~u0(x)~v0(x)dx =

Z 1

0

f(x)~v(x)dx 8~v 2 ~V

C�est-à-dire chercher N réels u1; u2; :::; uN véri�ant :

NX
j=1

uj

Z 1

0

�0j(x)~v
0(x)dx =

Z 1

0

f(x)~v(x)dx 8~v 2 ~V

Ou encore :
NX
j=1

uj

Z 1

0

�0j(x)�
0
i(x)dx =

Z 1

0

f(x)�i(x)dx 8�i 2 ~V

soient A la matrice N �N d�élément courant aij et B le vecteur à N inconues.

Le problème di¤érentiel se ramène �nalement à la résolution du système linéaire :

AU = B

Il reste maintenant à choisir les N fonctions �i de façon à ce que le système soit simple à

résoudre numériquement.

choix des fonctions�i :les éléments �nis

L�intervalle]0; 1[ est discrétusé en N points de coordoonées xi les fonctions �i(x)

sont choisies comme fonctions polynomiales de degré 1 dé�nies par :

�i(x) =

8>>>>><>>>>>:

x� xi�1
xi � xi�1

si xi�1 � x � xi
x� xi+1
xi � xi+1

si xi � x � xi+1

0 sinon

Ces fonctions sont appelées les éléments �nis de degré 1. Avec ces éléments �nis, la matrice

A est tridiagonale. Il est possible de choisir pour éléments �nis des fonctions de degré 2 ou

plus.
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Le calcul de la matrice A fait intervenir les dérivées �0i(x) simples à calculer :

�0i(x) =

8>>>>><>>>>>:

1

xi � xi�1
si xi�1 � x � xi

1

xi � xi+1
si xi � x � xi+1

0 sinon

Calculons maintenant les éléments de la matrice A, tridiagonale et symétrique.

Les trois termes des diagonales sont :

aii =

Z 1

0

�0i(x)�
0
i(x)dx =

1

xi � xi�1
+

1

xi � xi+1

ai;i+1 =

Z 1

0

�0i+1(x)�
0
i(x)dx =

�1
xi+1 � xi

ai�1;i =

Z 1

0

�0i+1(x)�
0
i�1(x)dx =

�1
xi � xi�1

Et calculons les composantes du vecteur B par une méthode des trapèzes (chaque intégrale

sur un segment élémentaire sera évaluée comme l�aire du trapèze correspondant), soit :

bi =

Z 1

0

f(x)�i(x)dx = fi(
xi+1 � xi�1

2
)

Le système linéaire à résoudre s�écrit donc , sous forme indicielle :

ui � ui�1
xi � xi�1

� ui+1 � ui
xi+1 � xi

=
xi+1 � xi�1

2
fi

*La méthode des Eléments Finis 1D consiste donc à :

�Choisir N points entre 0 et 1 et choisir les fonctions �i

�Construire la matrice A

�Déterminer le vecteur B (avec une méthode d�intégration)

�Résoudre le système linéaire AU = B où U désigne le vecteur des inconnues.
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2.3.2 Éléments Finis en 2D

Soit 
 un ouvert borné de Rn de frontière � = @
 ; C1 par morceaux ; on considère le

problème suivant : 8><>: ��u = f dans 
;

u = 0 sur @
:
(2.6)

Remarque 2.1 C�est le même démarche que dans le cas des éléments �nis 1D

Rappelons tout d�abord la formule de Green

Corollaire 2.1 . Soit 
 Pour toute fonction u de H2(
) et toute fonction v de H1(
); on

a la formule de Green :

�
Z



(�u)vdx =
nX
i=1

Z



@u

@xi

@v

@xi
dx�

Z
@


@u

@v
vd�

L�approche de la méthode

Supposons que la solution u de (2.6) est su¢ samment régulière, par exemple

u 2 H2:

Alors en multipliant les deux membres de l�équation par une "fonction test"

v 2 H1
0 et en intégrant sur 
, on a

Z



(�u)vdx =

Z



fvdx

En utilisant la formule de Green et en tenant compte du fait que v j@
= 0 on obtient

nX
i=1

Z



@u

@xi

@v

@xi
=

Z



fvdx()
Z



rurvdx =
Z



fvdx 8v 2 H1
0 (2.7)

La méthode des éléments �nis permet alors de résoudre, de manière approchée, le problème

(2.7).

On se donne une famille de sous espace v 2 H1
0 de dimension �nie Nh. Le paramètre h est

destiné à tendre vers 0.
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Avantages et Inconvénients des éléments �nis

AVANTAGES INCONVÉNIENTS

Existence d�une solution faible Coût de calcul très important

Maillage robuste et souple EDP non-linéaire mal gérées

2.4 Résolution d�une EDP elliptique

2.4.1 Discrétisation de l�EDP

Soit :
@2u

@x2
+
@2u

@y2
= 0; 8(x; y) 2 [a; b]� [c; d]

On prendra hxet hy les pas de discretisation des intervalles´ [a; b]et [c; d]

1. Discretisation de l�intervalle [a; b]

hx =
b� a
nx

(nx étant le nombre d�intervalles dans . [a; b])

=) x(i) = xi = a+ i� hx; i = 0; 1; :::; nx

2. Discretisation de l�intervalle [c; d]

hy =
d� c
ny

(ny étant le nombre d�intervalles dans [c; d]

=) y(j) = yj = c+ j � hy; j = 0; 1; :::; ny

Méthode des di¤érences �nies

Cette méthode consiste à approximer les dérivées partielles d�une équation au moyen des

developpemets de Taylor et ceci se deduit directement de la dé�nition de la dérivée.

Soit f(x; y) une fonction continue et dérivable de classe´ C1, alors la dérivée partielle pré-
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mière de f par rapport à x est calculée par la formule :

f 0x(x; y) = lim
f(x+ hx; y)� f(x; y)

hx

si hx < 1; le développement de Taylor au voisinage de 0 de f(x+ hx; y) donne :

f(x+ hx; y) = f(x; y) + hx
@f

@x
+ �(hx) ' f(x; y) + hx

@f

@x
avec une erreur de l�ordre de hx

=) @f(x; y)

@x
' f(x+ hx; y)� f(x; y)

hx

Ceci est appelé le schéma avant.

De la même manière, nous pouvons aussi donner le schéma arrière qui est de la forme :

@f(x; y)

@x
= lim

hx!0

f(x; y)� f(x� hx; y)
hx

Avec la formule de Taylor, ceci nous donne :

f(x; y) = f(x� hx; y) + h
@f(x; y)

@x
+ �(hx) ' f(x� hx; y) + h

@f(x; y)

@x
avec une erreur de hx:

=) @f(x; y)

@x
' f(x; y)� f(x� hx; y)

hx

La somme de ces deux schémas nous donne le schéma centré suivant :

@f(x; y)

@x
' f(x+ hx; y)� f(x� hx; y)

2hx

En resumé, on a les trois approximations suivantes pour la dérivée partielle première de
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f(x; y)par rapport à x avec la formule de Taylor :

f 0x(x; y) = lim
hx�!0

f(x+ hx; y)� f(x; y)
hx

'

8>>>>><>>>>>:

f(x+ hx; y)� f(x; y)
hx

schéma avant

f(x; y)� f(x� hx; y)
hx

schéma arrière

f(x+ hx; y)� f(x� hx; y)
2hx

schéma centré

La dérivée séconde f 00x de f(x; y) sera alors de la forme :

8>>><>>>:
@2u

@x2
'

f(xi+1; yj)� f(xi; yj)
hx

�
f(xi; yj)� f(xi�1; yj)

hx
hx

@2u

@x2
' f(xi+1; yj)� 2f(xi; yj) + f(xi�1; yj)

h2x

(2.8)

Nous utiliserons tour à tour ces égalités dans la suite pour approximer les dérivées partielles

Approximation de l�équation di¤érentielle partielle

Soit l�equation de Laplace :

�u = 0, @2u

@x2
+
@2u

@y2
= 0 (2.9)

Posons u(xi; yj) = ui;j (en notation indicielle). Compte ténu de la relation (2.8) du paragraphe

précécdent,
@2u

@x2
� ui+1;j � 2ui;j + ui�1;j

h2x

Puisque xi et yj jouent un rle symétrique dans l�équation du potentiel (de Laplace), un

raisonnement analogue à celui de l�approximation de f 00x nous donne :

@2u

@y2
� ui;j+1 � 2ui;j + ui;j�1

h2y

rapportons ces aproximations dans l�EDP (2.9)

() �u � ui+1;j � 2ui;j + ui�1;j
h2x

+
ui;j+1 � 2ui;j + ui;j�1

h2y
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Dans ce cas particulier oû hx = hy = h, donc, nous avons �nalement :

8><>: �u = 0() ui+1;j + ui;j+1 � 4ui;j + ui�1;j + ui;j�1
h2

= 0

i = 0; 1; :::; nx et j = 0; 1; :::; ny

Remarque 2.2 :A chaque étape ; nous remarquons que pour calculer la valeur de ui;j au

point (xi; yj) nous avons besoin de connaître les points ui�1;j; ui;j�1; ui+1;j et ui;j+1 comme

l�indique le dessin suivant :

C�est pour que nous appelons cette formule la formule à 5 points qui peut etre representée

comme suit :

�u = 0) 1

h2

8>>>><>>>>:
1

1 �4 1

1

9>>>>=>>>>;ui;j = 0
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Application numérique des méthodes

3.1 comparaison entre les méthodes

Comparons les trois méthodes sur le cas simple précédemment exposé. On choisit comme

fonction f(x) = sin(�x).

8><>: �u00(x) = sin(�x) , x 2 ]0; 1[

u(0) = u(1) = 0

La solution analytique au problème est u(x) =
sin(�x)

�2
.

Notons par un indice �a�la solution analytique.

Divisons l�intervalle ]0; 1[ en dix segments réguliers de pas h = 0:1. Pour les discrétisations

avec les Di¤érences Finies et les Elements Finis, il y a N = 9 noeuds de calculs. Et pour la

méthode des Volumes Finis, il y a N = 10 mailles de calculs.
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La solution discrète obtenue avec les Di¤érences Finies (ou les Eléments Finis) est reportée

dans le tableau 1 :

xi 0:1 0:2 0:3 0:4 0:5 0:6 0:7 0:8 0:9

ui 0:0316 0:06 0:0826 0:09716 0:10216 0:09716 0:0826 0:06 0:0316

(ui)a 0:0313 0:0595 0:082 0:09636 0:10113 0:09636 0:082 0:0595 0:0313

jerrj 9:6 10�3 8:4 10�3 7:3 10�3 8:310�3 1 10�3 8:3 10�3 7:3 10�3 8:4 10�3 9:6 10�3

Tab. 3.1 �Méthode des di¤érences �nies et des éléments �nis
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Le programme sous Scilab pour les méthodes di¤érences �nis et éléments

�nis s�écrit :

Equation de poisson 1D avec condition Dirichlet

err=[];

for k=2 :10

N=2^k ;

h=1/(N+1)

de¤(�y=f(x)�,�y=sin(%pi*x)�)

A=zero(N,N) ;

for i=2 ;N-1

A(i,i)=2 ;

A(i,i+1)=-1 ;

A(i,i-1)=-1 ;

end

A(1,1)=2 ;A(N,N)=2 ;A(1,2)=-1 ;A(N,N-1)=-1 ;

A=1/(h^2)*A ;

b=zero(N,1) ;

for i=1 :N

b(i)=f(i*h) ;

end

u=inv(A)*b

de¤(�y=ue(x)�,�y=1/(%pi^2)*sin(%pi*x)�)

x=0 :h :1 ;uapp=[0 :u :0] ;usol=ue(x) ;

xex=0 :0.001 :1 ;uex=ue(xex) ;

if (k==2) then

�gure(1) // trace de uapp et uex

clf()

plot2d(x,uapp,5)
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plot2d(xex,uex)

legends([�uapp�,�uex�],[5,1])

end

err=[err,max(abs(uapp-usol�))] ;

end

�gure(2) // trace de l�erreur

clf()

plot2d1(�g11�,2.^(2 :10),err,1) ;

plot2d1(�g11�,[10^1,10^2],[10^(-1),10^(-3)],2)

legends([�erreur�],[2])

Fig. 3.1 �Solution Exacte et solution approchée d�équation de poisson 1D sur [0,1]

Pour la méthode des volumes �nis :

La valeur moyenne par maille obtenue avec les Volumes Finis est reportée dans le tableau

ci-dessous.

Le calcul de la valeur moyenne de f(x) dans la i-ème maille est :

~fi = fi(
sin(�

2
h)

�
2
h

)
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Notons (~ui)a a la valeur moyenne de la solution analytique calculée sur la i-ème maille soit :

(~ui)a =
1

h

Z x+ 1
2

x� 1
2

u(x)dx = ui(
sin(�

2
h)

�
2
h

)

xi 0:05 0:15 0:25 0:35 0:45 0:65 0:75 0:85 0:95

ui 0:01589 0:04612 0:07184 0:0905 0:1003 0:0905 0:07184 0:04612 0:01589

(~ui)a 0:01585 0:046 0:07164 0:09028 0:1001 0:09028 0:07164 0:046 0:01585

jerrj 2:5 10�3 2:6 10�3 2:8 10�3 2:4 10�3 2 10�3 2:4 10�3 2:8 10�3 2:6 10�3 2:5 10�3

Tab. 3.2 �Méthode des volumes �nis

On remarque d�après les deux tableaux ci-dessus que les trois méthodes permettent d�obtenir

des résultats avec une bonne précision.

L�erreur la plus faible est obtenue avec la méthode des Volumes Finis.

3.2 consistance, convergence et stabilté

Un certain nombre de notion est nécessaire lors de la résolution d�équations aux dérivées

partielles (EDP) au moyen de leurs équivalents discrétisés. Les trois principales sont la

convergence, la stabilit�e et la consistance. Ces trois propriétés permettent de relier la so-

lution exacte des équations continues à la solution exacte des équations discrétisées et à la

solution numérique obtenue. Ces di¤érents liens, résumés sur la Figure , sont :
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Fig. 3.2 �Solution exacte, numérique et discrète

3.2.1 Stabilité

La stabilité est une propriété de la solution obtenue. Elle se réfère à la propagation des

erreurs au cours des étapes du calcul, à la capacité de l�algorithme de ne pas trop ampli�er

d�éventuels écarts, à la précision des résultats obtenus, mais elle ne se limite pas aux erreurs

d�arrondis et à leurs conséquences. Une solution est dite stable si elle est bornée dans l�espace

et/ou le temps. La valeur de la stabilité peut parfois (souvent) être exprimée en fonction du

pas de discrétisation.

Les algorithmes dédiés à la résolution d�équations aux dérivées partielles (en particulier la

méthode des di¤érences �nies et la méthode des éléments �nis) se basent sur une discrétisation

ou un maillage de l�espace : dans ce cas, la stabilité se réfère à un comportement numérique

robuste lorsque le pas de discrétisation ou la taille des mailles tend vers 0.

La stabilité d�un schéma n�a aucun lien avec la solution exacte du problème traité (conver-

gence).

Dé�nition 3.1 Un schéma numérique est dit stable pour la normek:ksi sa solution (quand
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elle existe) est continue pour la norme k:k par rapport aux données en particulier, pour le

schéma AhUh = bh, cela signi�e qu�il existe une constante c > 0 indépendante de h et bh telle

que

kUhk � c kbhk

3.2.2 la consistance

c�est la propriété qui assure que la solution exacte des équations discrétisées tende vers la

solution exacte des équations continues lorsque le pas de discrétisation tend vers zéro

Dé�nition 3.2 (Erreur de consistance)

On appelle erreur de consistance d�un schéma numérique la quantité obtenue en remplaçant,

dans le schéma numérique, l�inconnue par la solution exacte u. En particulier, pour le schéma

AhUh = bh, on a R = AhU � bh où U = (u(x1); :::; u(xN))t.

Dans le cadre du schéma numérique AhUh = bh, l�erreur de consistance ri au point xi (i��eme

coordonnée de R) est donnée par

ri = �
1

h2
((u(xi+1)� 2u(xi) + u(xi�1)� f(xi)

3.2.3 La convergence

Contrairement à la consistance, qui est une propriété locale, la convergence est de portée

globale. On dit qu�une solution numérique converge vers la solution analytique si elle tend

vers elle en tout point de l�espace c�est le cas qu�on a traité ) lorsque les paramètres de

discrétisation tendent vers 0.

C�est évidemment bien la convergence (souvent di¢ cile à prouver) d�un schéma numérique

que nous visons, mais la stabilité et la consistance ( plus faciles à prouver ) sont des outils

très e¢ cace, et ceci via le très beau théorème de Lax :

Théorème 3.1 (Lax) Dans un problème bien posé, et avec un schéma numérique consis-

tant,la stabilité est la condition nécessaire et su¢ sante pour la convergence.
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En d�autres termes : consistance + stabilité ) =) convergence

Dé�nition 3.3 Pour un schéma numérique AhUh = bh, on appelle erreur de discrétisation

( ou de convergence ) le vecteur e 2 R dont les coe¢ cients sont :

ei = u(xi)� ui;8i = 1; ::; N

où u est la solution exacte.

De plus, on dit que le schéma numérique converge en norme k:k si l�erreur de discrétisation

tend vers 0 en norme k:k lorsque le pas h tend vers 0.
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Annexe A : Abréviations et Notations

Les di¤érentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées

ci-dessous.

@
 le frontière du domaine 


div divergence

�u Laplacien de u

ru Gradient de u

�
 la fermuture de 
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