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Introduction

On consideére le systéme avec les termes de réaction et quasimonotone, c’est - a

- dire les systémes de la forme

2

0 d
au(m,t) = D@U(L t)+ flu(z)), t>0, z€R (1)

" n

équation aux dérivées partielles parabolique
onu € R" | D = diag(dy,ds, ...,d,) est une matrice diagonale définie positive , avec
di >0,i=12..,n ,f:C(-1,0,R") — R" continue et verifie les conditions :
f(0)=0= f(K) et f(u) # 0 pour u € |0, K[, w(z) € C(]—7,0],R") et définie par
u()(s) = u(t + s,x) pour tout s € [-7,0],t >0,z €R

avec [ : C([—7,0],R") — R" satisfaisant la quasimonotonicite suivant :

(PQM) il existe 2 constantes positives 5; > 0, B > 0 telles que

Jie(d1,91) = fre(d2, 1) + Bi [91(0) — ¢2(0)] > 0,
flc(¢1awl) - flc(gblan) S 07
fae(@1,01) = fae(a, 1b2) + B2 [11(0) — 102(0)] > 0,

ol
¢1>¢2a,¢}1 et %02 € C([_T> 0]7R)

avec

0 < ¢a(s) < d1(s) < k1,0 < aha(s) < u(s) < kg, s € [—7,0].
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(PQM™) il existe 2 constantes positives 5; > 0 et 5y > 0 telles que

[ frel1,41) = fie(ba,0n) + B [91(0) — 62(0)] > 0
Jre(@1, Y1) — fre(o1,12) <0
N Sac(d1, Y1) = fae(d, 2) 4 B2 [11(0) — 41 (0)] > 0

\ ¢17¢27¢1 et 1/J2 S C([_TJ 0] 7R)




Chapitre 1

Outils Mathématiques

Dans ce chapiter nous proposons quelques définition et propriétés de bases utiles pour
la suite de ce mémoire (les équations aux dérivées partielles , théorémes du point fixes ,

méthode sous et sur-solution , ......... ) -

1.1 Les équations aux dérivées partielles
Définition 1.1.1 (la dérivée partielle)

la, dérivée partielle de la fonction f par rapport & = en (z,y) est la dérivées de la fonction

d’une seule variable réelle

r— f(7,y) ou y est constant
Elle est notée
Oen)  ou H(zy) ou  Zf(wy) ou O.f(z,y)

En d’autres termes

af(l'ay) - 1 f(l'—l—Al‘,y) B f(a:,y)

ox Az—s0 Ax
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Dans le cas ou la limite n’existe pas , on dit que la fonction f n’est pas partiellement
dérivable par rapport & x en (z,y) .
dans le contexte des fonctions de plusieurs variables , 'adjectif partiel signifie par rapport

a une seule variable , les autres arguments étants constants .

D’une maniére analogue , la dérivée partielle de la fonction f par rapport a y en (x,y) est

la dérivée de la fonction d’une seule variable réelle

yr— f(x,y) ou x est constant
Elle est notée
UL ou Y(xy) ou  Zf(xy) ou 9,f(x,y)
En d’autres termes
ay Ay—0 Ay

Exemple 1.1.1 (calculs a la main)

Soit v(r, h) = 7r?h . Alors ,

Av(r,h)

B (mr2h) = wh2-(r?) = wh(2r) = 2mrh

or

¥l

8”&’@ = B (ar?h) = 7r2 2 (h) = 72

Définition 1.1.2 (L’équations aux dérivées partielles)

On appelle équation aux dérivées partielles une équation dont I’inconnue est une fonction
de plusieurs variables et qui fait intervenir les dérivées partielles de cette inconnue 1’étude

des équations aux dérivées partielles ( EDP pour les intimes ) est une branche inportante
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de la recherche en mathématique on a la forme suivant de EDP :

@ % 0*u  9*u O*u

G(z,y,...... gy =y =y e ynee =0
(v.y 90 oy 0nt Bady ap )
o GG est une fonction de plusieures variables | (z,v, ....... ) variables indépendantes , u
variable dépendante
0 S —s=2=0 avec u = u(x,y) (équation de diffusion)

uy(x,y) = 2x + 3> solution dans tout R

ug(x,y) = e “sin(y) solution dans tout R?.

x>0

2
ug(z,y) = \/Le 1z solution dans 2 {y cR

1.1.1 EDP linéaires du 1¢ ordre

ou

ou

Az, y) o

+ C(z,y)u = D(z,y)

linéaire

est la forme la plus génerale pour une EDP .
1¢"ordre

Définition 1.1.3 Si u et ses dérivées partielles apparaissent séparément et " a la puis-

sance 1 " dans UEDP, celle -ci dite linéaire .

Exemple 1.1.2 u = u(z,y)

0 =+ gz =0 1¢" ordre linéaire

¢ Gu o+ o Qu Y +sinu =0 1¢" ordre non linéaire

L Gu -t 0 57 =0 2¢me ordre non linéaire

cos(zy?) 2 — 22 = tan(2? + y?) 1¢" ordre , linéaire , inhomogene

¢ Pour une EDP linéaire homogeéne :

uy solution )
. = Auj + pus est solution
u9 solution
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1.1.2 Classification des EDP linéaires du 2" ordre , & coefficients
constants
0%u 0*u 0%u ou

ou
A B D—+FEF—+F =
57 " Bayas * O + Dy + gy +Fut+G=0

Les trois premiers termes correspondent & la partie principale . A,B,......... ,G sont des

constantes
Le type de 'EDP dépend du signe de B* — 4AC.

Classification

Si B2 — 4AC >0, alors I'EDP est dite hyperbolique .

Si B2 — 4AC =0, alors I'EDP est dite parabolique .

Si B2 — 4AC <0, alors I'EDP est dite elliptique .
Pu  ,0%u

(7) 8_342_0@:0 avec ¢ > 0

B? — 4AC=2¢? >0 . Ainsi I’équation des ondes est hyperbolique

. Ou  Q%u
(17) a—d@—o avec d > 0

B? — 4AC=0 . Ainsi ’équation de la diffusion est parabolique .

. 0*u  O%u
(131) 92 + a7 =0

B% — 4AC=—4 < 0 . Ainsi I’équation de laplace est elliptique .

Pu  0*u

w) y—s — —5 =0  équation de Tricomi.
ox? 0y

¢ y >0 = TI’EDP est hyperbolique .
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¢ y=0 = TI’EDP est parabolique .

¢ y <0 = I’EDP est elliptique .

1.2 Espace de Banach

1.2.1 Espace Métrique

Définition 1.2.1 Soit X un ensemble non vide .une distance(métrique) sur X est une
application (x,y) — d(x,y) de X x X dans R" telle que :

(Dy) d(z,y) =0<=x =1y.

(D2) d(z,y) = d(y, x), Vu,y e X.

(Dy) d(z,y) < d(z,z) +d(z,y), Vr,y,z € X (inégalité triangulaire).

Définition 1.2.2 (Espace Normés) soit E un espace vectoriel réel une norme sur E est
une application x — ||z|| de E dans RT = [0, +o0[ telle que :

(N7) ||| =0 <= =z =0.

(N2) || Az]| = A\l ||z]| , VA € R,Vx € E.

(N3) |z +yl| < ||zl + |yl , Yz, y € E (inégalité triangulaire).

Définition 1.2.3 (Suite de Cauchy) Soit (X,d) un espace métrique . Une suite (z,,) C X

est de cauchy <= Ve > 0, il existe un ng tel que d(x,, x,,) < € dés que n,m > ny.

Définition 1.2.4 (Complétude) Un espace métrique (X, d) est complet <= toute suite

de cauchy (x,) C X est convergente.

Un espace normé (E, ||.||) est de Banach <= FE est complet pour la distance associée a
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1.2.2 Espace topologique

Définition 1.2.5 On appelle espace topologique un couple (X,T) ot est un ensemble et
T une famille de parties de X vérifiant :

(Th) peT, X eT.

(T3) une intersection finie d’éléments de T appartient a T.

(T3) une reunion quelconque d’éléments de appartient o T.

On appelle T la topologie sur X.
Exemple 1.2.1 X =R" avec T la famille des ensembles ouverts de R".

Définition 1.2.6 (La Compacité) Soit u une famille de parties d’un espace topologique
(X,T) . on dit que u est un recouverement ouvert de X si X C T , c-a-d les membres de
u sont ouvert, et X = |J U . On dit que v € u est un sous-recouvrement fini si v est fini

Uecu

(contient un nombres fini de membres) et X = |J U.
Uev

Définition 1.2.7 Une espace topologique X est compact si tout recouvrement ouvert de

X admet un sous-recouvrement fini.

Définition 1.2.8 (Convezité) On dit que C' C E est un ensemble conveze si :

vVt €[0,1],Y(a,b) € C2, ta+ (1 —t)b € C.

1.3 Théoréme du point fixe du Type Schauder

Ce théoréme prolonge le résultat du théoréme de Brouwer pour montrer I’existence d’'un
point fixe pour une fonction continue sur un convexe compact dans un espace de Banach .
le théoréeme du point fixe de Schauder est plus topologique , est affirme qu’une application

continue sur un convexe compact admet un point fixe , qui n’est pas nécessairement unique.
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Théoréme 1.3.1 Soit K un sous-ensemble non vide, compact , convexe dans un espace
de Banach E et suppossons T : K — K wune application continue. Alors T admet un

point fixe.

Preuve. Soit T' : K — K une application continue. comme K est compact , T est
uniformément continue ; donc , si on fixe € > 0, il existe o > 0 tel que pour tout z,y € K,
on a

lz =yl <6 = [IT(x) =Tl <e,

de plus , il existe un ensemble fini de points {xy, xs, ..., z,} C K tel que les boules ouvertes
de rayon § contrée aux z; recouvrent K ; i.e. K C Uj<j<,B(x;,9). si on désigne L :=
vect(T(x;))1<j<p alors L est de dimension finie, et K* := K N L est compact convexe de

dimension finie. 1 < j < p, on définie la fonction continue ¥; : £ — R par

0 silflz—uz>6
Uy =
| o=zl

5 s1mon

il est clair que ¢, est strictement positive sur B(z;,0) et nulle en dehors. On a donc , pour

p
tout z € K, Y ¥,(x) > 0, on peut définir sur K les fonctions continue positives ¢; par
j=1

2

J

80' e —
’ 57)(:1 \I'k(x)

p
pour les quelles on a ) ;(x) = 1 pour tout = € K, posant , pour z € K
j=1

g(z) = Z @;(@)T(x;).

La fonction ¢ est continue (car elle est la somme des fonctions continues) et prend ses

valeurs dans K*(car g(z) est un barycentre des T'(x;)). si on prend la restriction g/K* :
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K* — K*, g posséde un point fixe y € K*.De plus :

T(y)—y="T(y)—9(y)

= i ei(W)T(y) — i ©i(y)T(z;)
= Zi; w;j(y) [T(y) — T(x)] -
or si ;(y) # 0 alors |y — ;]| < d.et par suite | T(y) — T(x;)]| < €.On a pour tout j
IT() -yl < Z o3(0) (1) — T(y)]
< é ep;(y) = e

pour tout entier m , en peut trouver un point y,, € K tel que ||f(ym) — ym| < 27™.ET
puisque K est compact, de la suite (¥,,)mez On peut extraire une sous-suite(y,x) qui
converge vers un point y* € K .Alors T' étant continue , la suite (7'(y.x)) converge vers

T(y*), et on conclut que T'(y*) = y*,i,e y* est un point fixe de 7" sur K. m

1.4 La méthode des sous-sur solutions

On s’intéresse a 'existence de solutions via la méthode de sous-sur solutions. on considére

le probléme suivant :

—Au(z) = f(z,u(z)) dans Q (1.1)
uw(z) =0 dans 99 .
ou f est une fonction définie de 2 x R — R.

i) On dit que u est une sous solution du probléme (1.1) si :

4 pour presque tout z € Q , —Au(z) < f(x,u(x)) .

10
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4 pour tout z € 9N , u(zr) <0.
i1) On dit que T est une sur solution du probléme (1.1) si :
4 pour presque tout z € Q , —Au(z) > f(z,u(x)) .

4 pour tout z € Q , u(x) >0 .

1.4.1 La fonction f de classe C!

le théoréme suivant montre que le probléme (1.1) admet une solution v € C?(Q) x C(Q)

quand f: Q x R — R est une fonction de classe C! par rapport a la variable u .

Théoréme 1.4.1 Soient U (resp,U ) une sous solution (resp, une sur-solution )

du probléme (1.1) tel que U < U dans ) . alors les propriétés suivantes sont satisfaites :

¢ i) 1l existe une solution u du probléme (1.1) satisfaisant U < u < U .

¢ ii) Ils existent des solutions minimales et maximales Uy, et Upay du probléme (1.1) dant

I’'intervalle [Q , U] )

1.4.2 sous -sur solutions ordonnées

Théoréme 1.4.2 Soient o et [ respectivement une sous-solution et une sur-solution de
(1.1) , vérifiant o < B . f: E — R et L¥—carathéodory (voir [3]) avec
E={(z,y) e QxR /a<y< B} etp>n. Alors le probléme (1.1) admet une solution

u € WP(Q) telle que o < u < 3 démonstration (voir [3])

Exemple 1.4.1 Considérons le probléme aux limites unidimensionnel suivant :

—u =L —1 sur |0,
{ o= ur |0, 7| (1.2)
uw(0) =u(mr) =0
Alors # = 1 est une sur-solution de ce probleme (1.2) et o = Cz2(m — x)? est une

sous-solution pour C' > 0 assez petit . ona o < 3

11
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On pose

fi:]0,7[ xR, — R

(v, u) — — — 1

Ju

On remarque la fonction f; n’est pas définie pour u <0 .

Pour cela . On pose

E={(x,y) €)0,x[ xR / ax) < y < Bx)}

par conséquent , la fonction

fo: F—R

(ZE,y)l—>——1

Vu

est LF —carathéodory.

En effet , fo implique que .

1
B VO3 (m—z)2

V(z,y) € E,[fa(z,y)| < h(z) +1

avec h € L¥(0,7) Vp € }1,%[
Les conditions du théoréme (1.4.2) sont satisfaites . Alors le probleme (1.1) admet une

solution.

12
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1.4.3 Sous-sur solutions mal ordonnées

Définition 1.4.1 Une sous-solution a(resp. une sur-solution ) de (1.1) est dite stricte

, si pour toute solution u de(1.1) , onau>a = u>>aresp. u < = u << f

Le théoréme suivant constitu une alternative du théoréme (1.4.2) dans le cas ou la sous

solution « et la sur solution 3 ne vérifient pas a < f3.

Théoréme 1.4.3 On suppose que la fonction f : Q) x R — R est L~ carathéodory avec
p > n et que le probléme (1.1) admet une sous- solution « et une sur-solution [3 telles
que :

1) Jzg € Q, a(xg) > L(xo).

2)3h € LY(Q),Vp.p.x € Q,Vu € R, |f(x,u) — M\u| < h(z).

le probléme (1.1) admet au moins une solutionu € ¥ ot = {u € CYH(Q)/u } a etu £ B} =

{ue C§(€)/min(u — @) < 0 < max(u — z)}

la démonstration de ce théoréeme fait appel au théoréme d’Amman . Un résultat de mul-

tiplicité qui est connu sous le nom théoréme de trois solution

Théoréme 1.4.4 Supposons que nous ayons deuz sous-solution strictes ajet asde (1.1)

et deux sur-solution et By de (1.1) qui vérifient

o << P00 << Pa, a0 & Br,oq < ag, i < Po.

si f: E — R est LP—carathéodory avec E = {(z,y) € A x R/a(z) <y < S(z)}et p>n

alors (1.1) admet au moins trois solution uy, uget usqui vérifient
o << up << Bi,ap << up << P, et aq << ug << P, avec uz & f1 et uz F as.

Remarque 1.4.1 L’hypothése u< uw n’est pas toujours satisfaite. c’est -a-dire il se peut

que u > u sur §) . L’exemple élémentaire est suivant :

13
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Considérons le probléme de la valeur propre suivant :

—Au = Mu dans ()
uw=0 sur Jf

Le probléeme admet une solution u de la forme u = Ce; ou C' est une constante réel et

e1(x) > 0 pour tout x € Q . Choisissons

u=-e etu=e

Alors u(resp ) est sous-solution (resp. sur-solution) du probléme (1.1) mais u > w.

14



Chapitre 2

Solutions d’ondes progressives pour
des systémes de réaction-diffusion a

retard avec monotonie partielle

Dans ce chapitre on étudier I’existence des solutions d’ondes progressives pour des systémes

de réaction -diffusion et preuve de quelques lemmes et quelque théoréme

2.1 Introduction

Soit le probléme (1)

On peut trouver beaucoup de tels systémes et immédiat pourtant simple et le systéme de

Lotka-Volterra suivant de type coopération de concurrence

{%u(t, x) =d; 88—;2u(t, x) + riu(t, z) [1 — ayu(t — 11, x) — byo(t, )] (2.1)

St ) = dy Zev(t, ) + rov(t, 2) [+ aru(t, z) — byo(t — 5, 2)

Dans ce chapitre , nous considérons les systémes avec "monotonicity quasipartiel" (PQM)

ou "le monotonicité quasi partiellement exponentiel" affaibli (PQM*) dans le sens d’etre

15
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retard avec monotonie partielle

indiqué plus tard. Afin les idées mathématiques de ne pas étre obscurci par la complexité
d’un systéme, nous nous limitons notre travail seulement sur les systémes retardés de deux

équations de la forme suivante

Gt 2) = dagizu(t @) + fo(uelw), vi(x))

L’approche peut etre prolongée aux systémes de plus de deux équations sans difficultés
assentielles. nos nouveaux états monotonie quasi-partiele sont motivés pres (2.1)et beau-
coup d’autre systémes est une combinaison de la méthode d’itération a travers qui été
employée pour étudier l'initiale et des problémes de valeur limite pour des systémes de

réaction-diffusion sans retarder

2.2 Préliminaires.

Dans tout ce chapitre nous adaptons les notations habituelles dans R?.pour u = (uy, u)”
et v = (v1,v2)T, nous notons par u < v si u; < v, pour i = 1,2 et par u < v si u < v mais
u # v et par u << v si u < v mais u; # v; pour i = 1, 2.

Si v < v nous nontons également

(u,v] ={weR*:u<w< v}
[u,v) :={w eR?* :u < w < v}

[u,v] :={w e R?:u <w < v}

nous utilisons |.| pour désigner la norme euclidienne dans R? et ||.|| pour désigner la norme

supremume dans C ([—7, 0] ,R?).

Une solution onde progressive de (2.2) est une solution (u(t, z),v(t, x)) de la forme spéciale
u(t,r) = ¢(x +ct),v(t,r) = P(x + ct) ot ¢, € C*(R,R) et ¢ > 0.

16



Chapitre 1. Solutions d’ondes progressives pour des systémes de réaction-diffusion a
retard avec monotonie partielle

substituant u(t, z) = ¢(x+ct),v(t,z) = ¥(x+ ct) ot on a noté x + ct par ¢, nous obtenons

les équations d’onde correspondantes

{ d1¢5” (t> - Cgbl + f10(¢ta @Z)t) =0 (2 3)
A" (1) — ' (t) + faclr, thr) = 0 .
ou fic(¢sa 'lvbs) : Xcr =C ([_67—7 0] 7R2) — R définie par
( el ,) = (o, 0) on o
¢°(s) = d(cs), ve(s) = ¢(cs),s € [-7,0] ;i = 1,2. '

ici (¢,1) s’appelle un profil de la solution onde progressive ,et (2.4) s’appelle 1'équation
d’onde correspondante pour (2.3).

Dans ce travail , nous somme seulement intéréssés par les fronts d’onde progressive qui
sont les solutions ondes progressive avec le profil satisfaisant les conditions de frontiére

asymptotiques suivantes :

hmt*),oo w(t) = w* 1imt~>+oo w(t) = ¢+
sans perte de la généralité, nous supposons que ¢_ = _ = 0,0, = k; et 1, = k. Ainsi,
(2.5) devient
limt_>_oo 1/)(t> =0 limt_>+oo w(t) == ]fg .

En correspondance & (2.6), nous faisons les hypothéses suivantes :

(A;) f(0) = f(%) =0 avec O < k = (kq, ko), ot @ est fonction constante de [—7,0] —

R?prise de valeuru pour tout ¢t € [—7,0].
(As) fa(o, 1) = (0) [h(¥) 4+ ap(0)] ou la fonction h(y)) est continue et a > 0.

(A3) Ils existe deux constantes positives L; > 0, Ly > 0 tels que :

{|f1(¢1,1/)1) — fi(d2,¥o)| < Ly ||@ — |
| fo(@1,¢1) — fa(ga, ¥2)| < Lo ||@ — ¥||

17



Chapitre 1. Solutions d’ondes progressives pour des systémes de réaction-diffusion a
retard avec monotonie partielle

ou

{‘I’ = (¢1,¢1), ¥ = (¢2,12) € C([-7,0],R) avec
0<P(s),¥(s) < k,se€[-7,0,i=1,2.

soit 4 > 0 et muni C(R, R?) avec la norme d’affaiblissement, exponentiel définie par

@], = supe @ (t)]pe .
teR

notons également

B.(R,R?) := {<1> € C(R,R?): [B], < oo}.

Il est claire que (B,(R,R?), .| ) est un espace de Banach.

Définition 2.2.1 Une paire de fonctions continues

{ p(t) = (6(t), (1)) e
()Z(()y(t))pourteﬂ%

est appelée sur et sous solution de (2.8)si p .7, Bl et ;_)” existe presque partout dans R et

bornées sur R.

Et sont vérifiées par

dip (t) = ¢ (t) + fre(¢i,1,) <0, pp dans R (2.7)
st (1) — P (1) + foe @, ) <0, pp dans R
et

dlgb”(t) - cé(t) + flc@t,%) >0, pp dans R

dot)" (t) — V' (t) + fac(9,.¢,) > 0, pp dans R

18
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2.3 Cas quasi monotonie partielle

Bien que beaucoup des systémes modeles ne satisfait pas (QM) ou (QM*), ils peuvent étre
quasi monotones en ce concerne une certaine composante particuliére. le systéme (2.1)
fourni un prototype de ce systéme par lesquels nous sommes motivés pour proposer 1’état

quasi partiel de monotonie suivant la condition :

(PQM) il existe 2 constantes positives 5, > 0, 2 > 0 telles que

fie(d1,01) — fre(a, 1) + B [¢1(0) — ¢2(0)] > 0,
fre(P1, ¥1) — frc(@1, ) <0,
Joc(P1,91) — fac(d2,12) + B2 [101(0) — 12(0)] > 0,
ou
¢1,¢2,w1 et 1/12 S C([—T, 0],R)

avec

0 < ¢a(s) < d1(s) < k1,0 < ¢a(s) < Yu(s) < ka5 € [-7,0].

Dans cette chapitre, explorons l'existence des solutions de (2.3)-(2.6) avec fi.(¢y, ¢r) et
fac(@y, ) satisfait (PQM).

Dans ce qui suit, nous supposons que les sur et sous solution (¢(t), 1 (t)) et (¢(t), ¥ (t)) de
(2.3) sont données, telles que

(P1) (0,0) < ((t), ¥(1) < (6(8). ¥(t)) < (k1 k2), t € R.

(Py) limy——oo (6(1), ¥(1)) = (0,0) et limyoo((2), () = (i, k2).

(P3) sup,<,(¢(t), ¥ (1)) < (6(t), () pour tout t € R.
Nous précisons cela si 'un ou Pautre (¢(t),1(t)) ou (¢(t),¥(t)) est non décroissant, puis
(Ps) implique (P).

Pour les constantes ; > 0 et 55 > 0 dans (PQM), on définit

H:C(R,R?*) — C(R,R?
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par :

Hl(¢> w)@) = flc<¢t7¢t) + 51¢(t)7 ¢7 w S C(R7 R)a (28)

Ha (¢, ¥)(t) = facldr, ) + Batp(t), ¢,4 € C(R,R), (2.9)
L’opérateurs Hqiet Hy vérifie les propriétés suivantes.

Lemme 2.3.1 Soit (A;) et (PQM) vérifiés, alors

{H1(¢2,¢1)(t) < Hq(¢1,91)(t),
Hi(¢p1,01)(t) < Hi(¢r,v2)(2),

pour tout t € R, ¢;,10; € C(R,R) et i = 1,2 avec

0 < ga(t) < o1(t) < ky,
{0 < o(t) < ahi(t) < ko.

Preuve. D’aprés (PQM) et par un calcul simple on obtient

Hi(p1,91)(t) — Hi(d2,¥1)(t) = fie(Pre, V1e) + Bro1(t) — fie(dar, Y1e) — Bigpa(t)
= fre(P1: V1e) — fre(dar, V1e) + B (91 (t) — ¢a(2)]

Donc  Hy(¢1, ¥1)(t) — Hi(da,¢1)(t) = 0.

de plus,

Hy(¢1,91)(t) — Hi(1,02)(t) = fre(dw, Yie) + Bidn(t) — fre(dw, Yar) — Brga(t)
= flc(¢1t> wlt) - flc(¢lt7 th)

<0
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Lemme 2.3.2 Supposons (A;) et (PQM) vérifiés, alors pour tout (0,0) < (¢,¢) <
(k1,k2), 6(t) et 1(t) non décroissantes, on a :

i) Ha,0)(t) > 0.t € R

i1) Ha(o,1)(t) est non décroissante pour tout t € R

iii) Hy(¢a,12)(t) < Ha(¢1,11)(t) pour tout t € R, ¢;,¢; € C(R,R)

En terme de Hiet Hs, (2.3) peut étre écrit

{d1¢// (t) - Cgb, (t> - 6¢(t) + H1(¢7 ¢)(t) = (2 10)
doy)” (t) — ey (t) — Bib(t) + Ha(d,9)(t) = '
On définit
SVE _ erE
) 2d,
{)\3 _ f\/c;d+452d2’ Ay = C+\/c22d+4,32d2
On voit facillment que A\; < 0, Ay > 0, A3 < 0, Ay > 0, soit
Cr(R,R?) := {(¢,%) € C(R,R?) : (0,0) < (4,9) < (k1,k2)} et définissons
F= (Fla F2> : Ck(R> RQ) - C(Ra RQ) par :
t +oo
R0, 00(0) = gty | | 0, 0)(0)ds + [ (6,051

{

pour (¢,1) € Ck(R,R?), il est facile de montrer que F : Cy(R, R?) — C(R,R?) est bien

t +o00o
B, )(t) = zrnimsy {f N Hy(6, 0)()ds + [ MO Ho(o, w(s)ds] .

définie. et pour toutes ¢, € Cx(R,R?). Fi(¢,v) et Fy(¢,1)) vérifies

{d1F{/(¢,¢)—0F{(
dsFy (6, 40) — cF}

Hy(6,9)
! (6,10) Hy (6, (2.11)

AinSia F(¢,¢) = (Fl(¢7 w)a F2(¢7 ¢)) = (¢7 ¢)a i.e (¢7 ¢> est un pOint fixe de F.

Lemme 2.3.3 Suppossons que (Ay) et (PQM) sont vérifiés, alors pour tout
(0’0) S <¢7 ¢) S (k17k2)70n a
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a) F5(¢,1) est non décroissant pour tout t € R,
Fi(¢2,¢1) < Fi(é,¢1)
b) et Fy(¢1,91) < Fi(¢r, )

Fy(¢a,2) < Fo(d,¢1), pourt € R et ¢,9; € C(R,R),i = 1,2
avec 0 S ¢2(t} S ¢1<t) S kl et 0 S ¢2(t) S ?,Dl(t) S kg.

Preuve. Prouvous a) : Soit ¢t € R et s > 0 donné, nous avons

t+s +oo
F2<¢,w><t+s>F2<¢,w><t>M{ [ o )@+ [ M6 0)0) ]

—00 t+s

¢ +o0
_ d2<)\41_ " |:/ e)‘3(t9)H2(¢a¢)(9)d9+/e/\“(te)Hz(Q%Y#)(@)dH]

—00 t

— 00

T { [ Ot 0) (5 + )~ Hato, wwnde}

(e o]

* ﬁ {/ MO [Hy(9,0) (s + 0) — Ha(9, w(e)]de} .

t

Le lemmd2.3.2] nous donne : Hy(¢p,v)(s + 0) — Ha(p,1)(0) > 0, ce qui implique que

F>(¢,1)(t) est non décroissante pour t € R. =

Maintenant, nous définissons ’ensemble

( A
i) 1(t) est non décroissante

(¢,¢) € C(R,R?)
i)o(t) < o(t) < o(t)

| et () <9t) <o),

¢
¥

11 est facile de voir que I'((¢,¢), (,¢)) est non vide . En fait, soit

Po(t) = sup ¢(s) et o(t) = supY(s),

s<t s<t
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ainSiv (P3) implique <¢O(t)’¢0(t)) € F((?? %)7 (57 E))
I'((¢, ), (¢,1)) est convexe, fermé et borné.

Choisissons, maintenant le paramétre 1 > 0, pour la norme d’affaiblissement exponentiel

telle que p < min {—Ay, Ay, — A3, Ay} . Nous vérifions apres la continuité de F.

Lemme 2.3.4 Supposons que (A3) est vérifiée, alors F' = (Fy, Fy) est continue par rapport

a la norme |.|, dans B, (R,R?).

Preuve. La démonstration sera en 2 étapes. m
étapel :Est de prouver que H = (Hi, Hs) : B,(R,R?*) — B,(R,R?) est continue par
rapport & la norme ||, dans B,(R,R?). pour tout e > 0 fixe , soient § < ;—& et

LyiereT 451
D = (¢1,1¢1), ¥ = (¢2,v2) € B,(R,R?) avec

@ — | = sup|o(t) — w(t)| e <o,
teR
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Ona

[Hi(d1,90)(t) = Hi(¢a, ¢)(t)] e
< fi(Bues o) — Fi( Do, thor)| €M+ By [y — 2,
<Ly [|®p — Uy, e M+ By |y — ¢2|u

=L, sup |[B(s+1t)—WU(s+t) e 45 |0 4P

s€[—er,0]

<Ly sup |®(s+1t)—U(s+1t)| e 4 sup erlttsle=nltl 4 @ — v,
s€[—cr,0] s€[—cr,0]

W<, 1D — \II]Me_“‘”e_’“"t‘e“CT TN - \Ij’u
§L1€’UCT|¢—\I"#—|—51‘(I)—\IJ‘M
< (Lee"" + B) |@ — T,

<e

(1) car
SUDge(—crg) [B(s +1) — W(s + )] e = [@(s + 1) — W(s + 1) e
SUD,c[_r.0] ehlsttlg—nltl — opltl p—pl—ct| — oplt|pper
Donc : H : B,(R,R?*) — B, (R, R?) est continue.
étape 2 :Démontrons la continuite de F

Si F = (Fy, Fy),t>0

|Fy (1, 001) () — Fy(pa, 1bo) ()] e 8

1 Ay — A 24 St -

= di(A2 — A1) [(/L — A1) (A2 — p) + 22— 2 ] |Hi(o1,¢1) — Hi(d2,92)],
1 A2 — A1 21

S T T | @) - B,
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Si t < 0, nous obtenons

|Fy(p1,901) (1) — Fia, o) (t)| e 1

1 A2 — A1 20
: di(A2 — A1) [_(M + A1) (A2 + ) + A2 — M
< 1 l A2 — A\ n 20
“di(Me =) | (AN +p) A2 —p?

} |Hy(b1, ) — Ha(b0,02)),

} H(®)(1) — L (W)(0)],.

Par conséquent, la continuite de Fj suit celle de H;. la preuve de la continuité de F5 par

rapport & la norme |.|, dans B, (R,R?) est analogue & celle de F}.

Lemme 2.3.5 Soit (A1) et (PQM), alors

? (2.12)
(8

o
=
S
-
IA
<
IA
<
&
(ASS
IN
<
N
<
°,
@
B
n
=
+
@
Q.
L
§e]
=
@)
n
G
o
=

H\(6,0)(t) — Hi(6,0)(t) = f(@00,) — fuldn, ) + Bu(B(2) — 6(0))
= (@0 ) — Fi(61,) + Bi(B() — 6(1))
+ 160 ,) — fi(r 1)
> fi(600,) — Fi(dn 1)

>0
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Ce qui implique que
Hy(6,9)(t) > Hi(¢,¥)(1).

de méme

Hi(¢,9)(t) < Hi(o,¥)(t),

par consequent, on obtient

Hi(¢,0)(t) < Hi(¢,¥)(t) < Hi(o,¥)(2). (2.13)

Par un argument semblable, nous pouvons également obtenir

Hi(9, ) (E) < Halo.0)(1) < Ha(3.0)(0). (2.14)
De (2.13), il résulte
g . o 1 / A1(t—s) =
RB0)0) = R0.0)0) = ool [ 0 (60 - (6.0 ds

n / 209 [Hy(§,9) — Hi(¢,¢)] ds]

t

>0
et
— 1 / (= —
R(0.0)(0) = B0 D)0 = ol [ ) [Fo) - Fe.D)] s

N / -9 [Fy(¢, ) — Fy(¢, §)] ds]

t

)
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Ceci établit la premiére partie de (2.11). Répétons 'argument ce-déssus mais en utilisant

(2.13) a la place de nous arrivons a la deuxiéme partie de (2.11).

Aprés, nous prouvons que F (¢, ) < et Fy (o, p) > ¢, par la définition de la sur et sous

solution, nous avons

" /

413 (t) — 66 () — Bo(t) + Hi(B, ¥)(t) < 0. (2.15)

En choisissons (¢, 1) = (¢, 1)) dans (2.11) et notons par

51 (t) = F1(5, %)(t)v

alors

A1y (t) — ey (t) — By () + Hi($,0)() = 0 (2.16)

Soit w(t) = ¢, (t) — H(t) et la combinaisons de (2.15) et (2.16) nous donne
dyw” (t) — cw () — Bw(t) > 0

donc w < 0i.e. ¢ (t) < ¢(t) donc Fi(¢,1)) < ¢. Par un argument semblable, nous pouvons

démontrer que

Fi(¢,0) < ¢, Fo(¢,¢) <, Fi(¢,¥) <.

Lemme 2.3.6 Supposons que (PQM) est vérifié, alors

F:T((6,9), (6,%)) — T((¢, %), (6,4)), est compact.

Preuve. Nous établissons d’abord une évaluation pour F'.pour tout (¢,1)) € L((, 1), (6,7)),

)\16/\1t )\26)‘2t

.00 = 23 [ e moueis+ 55 [ e

—00 t
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Ainsi,

= suple " )/€AISH1(¢;¢)(5)dS

HF{(¢,w)(t) Bab (e s v

e [ m. s

t
t

|)\1| Art—plt| / —A1s uls| —Hsl
— _SuDpe e 86 s e H , S dS
d1(/\2 - /\1) teﬂg 1<¢ ¢)( )

—00
o0

)\2 Not— — —wls]
—————supe’? “t|/e A2selsl =" I (b, 4h) () ds
A — M) rek 16 9)(s)

t
t

= % (6,0, sup e+ / e Nisell g
1 2
b 22y (6,6)), sup ]o e ehlol g,
dl ()\2 - )\1) ’ H teR t
Sit >0, alors
A1 Ay

Fy(,9)(t)

|

H = di(p+ A1) (A2 — A1) 119, w”“ - dy( Ay — ) (Ag — Ay) 1H1(¢, ¢)||“

< 1 { A n Ao
T (A= A) L+ A1) (Me—p)

[ H1 (0, ),

Sit <0, alors

7600, < s @D,
A2 1 1
+d1(>\2—>\1)[/\2—g_/\2+1u‘ +)\J 1 Hy (0, 9)]l,,

< 1 { A1 . Ao
T di(Da— A1) L+ A) 0 (M —p)

] V6.,

Par la monotonie opposé de Hi(¢,1)) on écrit ¢ et 1 respectivement (voir le lemme 2.3.1)

et on a (0,0) < (¢,9) < (ki,kz). nous avons cela ||Hy (¢, )|, est borné par un nombre
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positive . Par conséquent, il existe une constante M telle que HF{(gb,@Z))(t)HM < M. pour

Fy(¢,), le calcul directe montre que

/ e (6, 1) (0)dB

—00

/ Ngea!
Fy(o,)(t) = m

)\46)\4t

+ [ e M H, (¢, ) (6)db.

T / (6. 0)(0)

i.e. F'(¢,7)(t) > 0. le point i1) du lemme 2.3.3 montre que F'(¢,)(t) > 0, cependant le
point i) du lemme 2.3.2 et sachant que A3 < 0 et \y > 0, alors on a

)\46)‘4t

+o00
0 < Fy(,9)(t) < B0 — ) / e M7 Hy(¢, ) (0)d0

+o0o

<M G / 0 4

Par conséquent (P;) montre que HFZ-'(gé,w)(t)Hu est également borné par une certaine
constante positive. L’évaluation ci-dessus pour F' montre que F (T((¢, ), (9, 1))) est equi-

continue. On voit facilement que est uniformément borné. Aprés, nous définissons

F(o,)(®), te[-n,n]
FO6,0)0) ={  F(6,0)(n), ¢ €n,+ox]
F(¢7 77/1)(—71), te ]_007 _n['

Alors, pour quel n > 1, FM™(D((¢,%), (¢,7))) est aquicontinue et uniformément borné
dans T'((¢,1), (¢, ). Maintenant, dans Uintervalle [-n,n], le théoréme d’Ascoli-Arzela

pour étre appliqué & F™ | impliquant que F™ est compact.D’autre part, F") — F dans

29



Chapitre 1. Solutions d’ondes progressives pour des systémes de réaction-diffusion a
retard avec monotonie partielle

B,(R,R?) si n — o0,

sup | F™ (¢, 4)(t) — F(, ¥)(t)] e "

teR

= sup [FW(6,9)(t) = F(o, ) (t)] e

te[—o00,—n]U[n,+o0]

< 2ke™M —, o 0.

donc F : T'((, 1), (6,7))) — L'((¢,7), (¢,7)),est compact.

Maintenant, nous somme en position pour énoncer et démontrer le théoréme principal

sutvant : |

Théoréme 2.3.1 Supposons que (Ay) — (A3) et (PQM) sont vérifiés et qu’il y’a sur et

sous solution (¢,v) et (¢,v) pour (2.3) satisfat (P1) — (Ps) et (Py) supyeg 1(t) > 0, 9(t)

est non décroissante avec

f (@, 0) = (f(u,0), f2(u,v)) # (0,0),

pour (u,v) € [SupteRQ(t),k‘l) X [supteR g(t),kg).

sup ¢(t) > Oet
teR

Alors, (2.3)-(2.6) possédent une solution avec la deuxiéme composante 1 (t) non décrois-

sante (t € R).C’est-a-dire, le systéeme (2.2) a un front d’onde progressive.

Preuve. Combinant les lemmes 2.3.1-2.3.6 avec le théoréme de point fixe de Schauder qui

donne lexistence d'un point fixe (¢*(¢),¢*(t)) de F dans T'((¢, ¢), (¢, ¥)) donc il se donne
une solution de (2.3). Reste a prouver que ce point fixe satisfait la condition de frontiere

asymptotique (2.6). Tout d’abord, d’apres (P,) et le fait que

0 < (0, )(t) < (6"(1),¥"(1)) < (&,0)(t) < (ky, ka),
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On a
lim (67, 4)(0) = (0.0,
deuxiémement, (¢*(t),0*(t)) C T'((¢, ), (¢,v)) implique que ¥*(¢) est non décroissante

monotone pour ¢ € R, et par conséquent lim; ., 1*(t) existe et satisfait

ky := lim ¢*(t) = sup¢*(t) > sup¢(t) > 0.
t—o0 teR teR —

Maintenant, utilisant la régle de 'Hopital a ¢*(t) = Fy(¢*(t),¢*(t)), on a

lim *(t) = Fy(o* (1), ¢*(t))

[t +00
1 1 A3(t—s) * )% Aa(t—s) x 1k
— tE)noo —d2(>\4 W / e Hy(¢*,¢")(s)ds + t/e Hy(¢", ") (s)ds
e eeis et mer vnsas
= da(ha — Ng) ot T Y
I S ['ng,w*)(t) . sz*,w*)(t)}
dz(/\4 - /\3) t—00 —A3 -\
B da(As — A3) fg’noo [ —A3 * Ay ] ‘

Sachant que

Hy(¢",407) () = facl@}, 907) + B2t (1),

et
Na — c—1/c2+4B2ds
3 — 2ds
et

)\ o C+\/02+462d2
4= ———

2ds )
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alors

t—o0 da(Ag — Ag) t—00 —A3 A1
b i [l ) ()
da(Ag — Az) t—00 (—=A3) (A1)

_ L [ (—4dB) (207, 97) + Bot" (1) ]

) = — i {fzcw:,w:)ww*(t) +fzc(¢2",w2“)+ﬁz¢*(t)}

(c = /2 4+ 4Pads)(c + /% + 4Pady)
- i [0 ]

(62 — C2 — 462d2)
|:f2c(¢;€k7 W)

AT 4 o).

t—00

= lim

t—o00

ce qui implique que

tgnoo f2c(¢;:ka ¢:> - O

comime f2c(¢;rk7 W) = w*(t) [hc<w:) + a¢* (t)] )

1 [ faclet,4)
o o)

ce qui montre que ki := lim; ., ¢*(¢) existe. Nous devons avoir

(fu(%ﬁé*), fgc(zf%§)) = (0,0).1a note (P,) implique que

alors ¢*(t) — he(¥7) ]

0 < supep (t) < k5 < ks

0 < supyep ¢(t) = limy_oo ¢(t) < limy_ g ¢*(t) = ki < ky

Enore d’aprés (Fy), on conclut que ki = k; et 7{%‘ = ko. Ansi le point fixe satisfait la

frontiere (2.6) qui donne un front des ondes progressives de (2.2).

Remarque 2.3.1 Dans la preuve du théoréme précédent, on voit que la deuziéme compo-

sante 1V*(t) est non décroissante et la premiére composante ¢*(t) ne posséde pas la mono-

tonie.

Une telle différence entre les composantes du front ondes progressives est due au fait

que nous avons seulement assumé la monotonie quasi partiel (PQM) pour la limite non-
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linéaire. De méme remarque s’applique également au théoréme 2.4.1 dans la prochaine

section.

2.4 Cas Partiellement exponentiel de non quasi-monotonie.

Dans cette partie on va etudier ’existence de la solution sous les condition :

(PQM™) il existe 2 constantes positives 5; > 0 et 5y > 0 telles que

[ f1e(01.90) — fre(da, 1) + B1 [61(0) — 6(0)] = 0
Jie(@1, 1) — fre(ér,12) <0
fac(@1,¥1) — fae(b2, ¥2) + B2 [11(0) — 12(0)] > 0
ol

\ ¢17¢27¢1 et 77D2 GC([_T’O]7R)

plus précisement, nous remplagons (P3) (employé pour garantir que 'ensemble I'*((¢, ¥), (6,1))

est non vide ) avec la présentation suivante
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(Py) l'ensemble

i) 1 est non décroissante dans R
i) (9,0 () < (6,¥)(8) < (3, D)(1)
iid) e [3(t) — 6(0)] e [(t) — (1))
(6.0) € C(R,R?)
M [o(t) — 6()] L™ [(t) — (1))
est non décroissante, ¢ € R.
iv) et [(t + 5) — ()]

est non décroissante, t € R, s > 0

\

est non vide.

Lemme 2.4.1 Supposons que (A1) et (PQM*) sont vérifiés, alors

Hi(a,¥1)(t) < Hi(d,91)(t)
Hi(¢1,11)(t) < Hi(p1,¢2)(t)
tER, ¢, € C(R,R), i=1,2

avec
i) 0 < o(t) < 1(t) < ki, 0 < aha(t) < or(t) < ko

ii) €21 [py(t) — da(t)] et €72 [1)y(t) — 1ho(t)] sont non décroissantes pour t.

Lemme 2.4.2 Supposons que (A;) et (PQM*) sont vérifié, alors pour tout (¢,v) €

(¢, %), (¢, 9)), on a

(1) Ha(g,¥)(t) 20, T € R.

(i1) Hay(p,1)(t) > 0 est non décroissante pourt € R.

(iii) Ha(d1,11)(t) < Ha(o, 1) (t) pour t € R, ¢y, b € C(R,R), i =1,2
avec

a) 0 < ga(t) < d1(t) <k, 0 < ho(t) < () < ko
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b) €%t [py(t) — da(t)] et €22 [ihy(t) — bo(t)] sont non décroissantes pour t.

Lemme 2.4.3 Supposons que (A;) et (PQM*) sont vérifié, alors pour tout (¢,v) €

(¢, 9), (¢,9)), on a
1)Fy(¢,9)(t) > 0 est non décroissante pour t € R.
)

2) Fy(p1,01)(t) < Fy(d, ) (t) pourt € R, ¢;,9; € C(R,R), i =1,2

avec
a) 0 < da(t) < du(t) <k, 0 < 9ha(t) < ¢u(t) < ko
b) 91 [y (t) — pa(t)] et €28 [hy(t) — 1po(t)] sont non décroissantes pour t.

I est évident que si (Pj) est vérifiée, alors Pensemble I'*((¢, ¥), (¢, 1)) est fermé, borné et

convexe de B, (R, R?), ainsi la continuité de F' ne dépend pas de (PQM) est le reste vraie.

Afin d’appliquer le théoréme de point fixe de Schauder, nous exigeons F' : I'" — I'* est

compact.

Lemme 2.4.4 Supposons que (A1) vérifié, alors

F(T*((¢,%), (9,9))) C T*((¢, ), (9, 9)).

Preuve. Soit (¢,7) € I'*((¢, ), (#,7)), par un changement semblable du lemme 2.3.5,

on peut vérifier que

F(¢a¢) = (Fl(gbaw)’FQ(gbaqu)))

satisfait la premiére et la deuxiéme conditions de I'*((¢,v), (¢, ¢)). On voit facilement que

si (PQM*) est satisfait, nous pouvons toujour choisir 5; et 32 suffisament grand tels que

c¢>1—min{pidy, fads}
et

Bi+A>0,60+X>0,8,4+ A3 > 0,0+ Ay > 0.
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Maintenant, d’apres le lemme 2.4.2, et par quelque calcul simples, on obtient

%eﬁzt [Fo(,0)(t + 5) — Fa(¢,9)(1)]

t+s +o0
_ A g 1 Aa(t-+5—0) Aa(t+5—0)
= e [dzw— " (/ MO (6, ) O)d0 + [ M H2<¢,¢><0>d0)

o] t+s

‘ﬁ ( / M Hy(,4:)(6)d0 + / e“(”)Hz(cb,%D)(G)dQ)]

oo t

P halt-0)
_ %65215 [/ PRV {H3(¢, ) (s +0) — Ha(p,)(0)} d@]

— 00

7 e—Ma(t=0)
+ %eﬂQt |:/ m {Hy (o, ) (s +0) — Ha(o,9)(0)} d@]

t

_ %6(52+/\3)t [/ Ci?(%i)@) {Ha(p,)(s+ 0) — Ha(p,7)(0)} d@]

—00

n %ewﬁw { / m {Ha(6,v)(s + 0) — Ho(e,)(0)} cw]

t

= (B2 + Ag)elP A {/ d;i {Ha(0,¢)(s +0) — Ha(,¥)(0)} d9]

J B0
+ (B + Agelrtaon [ [ e {600+ 0) — a(6.0) ) de]

> 0.

Ce qui vérifié la condition (iv) de I'* pour F'(¢, ). pour la condition (7i7) de I'* on procede
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Soit par substitution de (2.11) par (2.17) et (2.11) par (2.18) en prenant

wy = 5 - F1(¢7 w) et wy = E - F2(¢> ¢)
et en utilisant les lemmes 2.4.1 et 2.4.2

dywy (t) — cw, (t) — Brwi(t) < 0

dywy (t) — cwsy(t) — Bows(t) < 0.
Sachant que cw,(t) = c¢ (t) — cFy(¢,1),(2.17) nous donne

cH(t) > di (t) — Big(t) + Hi(, 8)(1).

ie.

_n

cun(t) = i () — Aid(t) + Ha(@, 0) () — cFi(6, ¥) (1)
— 4B (1) — BiB(t) + Hy (3, 0)() — dyF (6, 0)(1)
B (6, 0)(1) — Hi(0,8)()
= dyw; () — Brwn(t) + [Hi(6, 1) (t) — Hi(o,9)(t)]

> dywy (t) — Brws(t).
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posons h(t) = —cw; (t) — dywy (t) + frwi(t), t € R, alors h(t) > 0. i.e.
dywy (t) — cwy(t) — Brw(t) = —h(t), tER.

La théorie fondamentale de ’équation différentielle linéaire du deuxiéme ordre donne

t o]
1
wl(t) = Cle)‘lt + 026)\2t + m / GAl(tis)h(S>d8 + /GAQ(ts)h(SﬂlS’
t

— 00

avec C7 et (5 sont 2 constantes, \; < 0 et Ay > 0 ou

lim  w () =, lim q_b—t lim Fi(¢,¢) =0

t———00

et
Jim wy(t) = lim & — Jim Fy(¢,v) =k —k=0
ie.
Ol - CQ - 0
donc
w1<t) = a - F1(¢7 1/})
1 t 00
B M=) () ds + /e&(ts)h s)ds
TR / (s) t (s)
>0
Ainsi
t t
sty )= e [ N p(s)ds + el / s
& w =€ —_—— S)as € —_—— S)as
! di(hg — A1) di(My — A1)
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par conséquent

t

d d e M
= TPt (1)] = — | eBrtrn)t — h(s)d
[e wl( )] dt € / dl(}\Q _ )\1> (8) S

t
d e~ A28
il (B1+X2)t — h(s)d
T |° /dl(xz—xl) (s)ds

— 00

t
—A1s8
(61+ 1)6 dl()\Q_)\1> (8) S

—00

t
—X2s
A (51H2)t/—6 h(s)d
+ (81 + Az)e 509 =) (s)ds

— o0
— A1t e—/\gt

e
h(t) — elBrtAr2)t
(*) dl()\g — )\1)

di(A2 — A1)

t

+ elrtha)t h(t)

—A1s
(B1+A1)e IO —0) (s)ds
6—/\23

t
A (Bi+A2)t / h d
+ (B + Ag)e B0 =) (s)ds

—00

i,e.

Ainsi
d d

g [ @] 20, 2 [ Mua(®)] 2 0

(2.21)

De méme remplacant de nouveau (2.11) respectivement par (2.19) et (2.20) on obtient

facilement

()] 20, [etun(t)] =0

dt dt

ou

u1:F1(¢,¢)—¢, U2:F1(¢,¢)—1/),
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ce qui montre que F(¢, ) satisfait la condition (7i7) de I'*. par suite

F(¢,¢) C I

Lemme 2.4.5 Si (PQM*) est vérifié, alors

F:T*((¢,9),(0,9)) — T*((¢,%), (9,9)), est compact.

Preuve. La preuve est semblable a celle du lemme 2.3.6 =

En conclusion, combinant les lemmes 2.4.3-2.4.5 avec le théoréme de point fixe de Schauder
avec les méme argument que dans la preuve du théoréme 2.3.1, nous pouvons établir le

résultat suivant apparenté au théoreme 2.3.1.

Théoréme 2.4.1 Supposons que (A1) — (As) et (PQM*) sont vérifiés, et qu’il y a sur et
sous solution (§,v) et (¢, ) satisfaisant (Py), (Ps), (P;) et (Py), alors (2.3)-(2.6) posseéde

une solution avec la deuziéme composante 1) (t) non décroissante pour t € R.

C’est -a-dire, le systéme (2.2) a un front d’onde progressive.
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Annexe B : Abréviations et

Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expli-

quées ci-dessous :

ct . La classe des fonctions continument différentiables.

(X,T) : Espace topologique.

(E,d) : Espace métrique.

0 : Dérivées partielles.

c . Constant correspondant a la vitesse d’onde.
(¢,v) : Profil de la solution onde progressive

|| : Désigne la norme eucludidinne dans R?
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