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Introduction

On considère le système avec les termes de réaction et quasimonotone, c�est - à

- dire les systèmes de la forme

@

@t
u(x; t) = D

@2

@x2
u(x; t) + f(ut(x)); t > 0; x 2 R (1)

" équation aux dérivées partielles parabolique "

où u 2 Rn , D = diag(d1; d2; :::; dn) est une matrice diagonale dé�nie positive , avec

di > 0; i = 1; 2; :::; n , f : C([��; 0];Rn) �! Rn continue et veri�e les conditions :

f(0) = 0 = f(K) et f(u) 6= 0 pour u 2 ]0; K[ , ut(x) 2 C([��; 0];Rn) et dé�nie par

ut(x)(s) = u(t+ s; x) pour tout s 2 [��; 0] ; t > 0 , x 2 R

avec f : C([��; 0];Rn) �! Rn satisfaisant la quasimonotonicite suivant :

(PQM) il existe 2 constantes positives �1 > 0; �2 > 0 telles que8>>>><>>>>:
f1c(�1;  1)� f1c(�2;  1) + �1 [�1(0)� �2(0)] � 0;

f1c(�1;  1)� f1c(�1;  2) � 0;

f2c(�1;  1)� f2c(�2;  2) + �2 [ 1(0)�  2(0)] � 0;

où

�1; �2;  1 et  2 2 C([��; 0];R)

avec

0 � �2(s) � �1(s) � k1; 0 �  2(s) �  1(s) � k2; s 2 [��; 0]:
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Introduction

(PQM�) il existe 2 constantes positives �1 > 0 et �2 > 0 telles que

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

f1c(�1;  1)� f1c(�2;  1) + �1 [�1(0)� �2(0)] � 0

f1c(�1;  1)� f1c(�1;  2) � 0

f2c(�1;  1)� f2c(�2;  2) + �2 [ 1(0)�  1(0)] � 0

o�u

�1; �2;  1 et  2 2 C([��; 0] ;R):

avec

i) 0 � �2(s) � �1(s) � k1; 0 �  2(s) �  1(s) � k2; s 2 [��; 0] :

ii) e�1s [�1(s)� �2(s)] et e�2s [ 1(s)�  2(s)] est non décroissante si s 2 [��; 0] :

2



Chapitre 1

Outils Mathématiques

Dans ce chapiter nous proposons quelques dé�nition et propriètés de bases utiles pour

la suite de ce mémoire (les équations aux dérivées partielles , théorèmes du point �xes ,

méthode sous et sur-solution , .........) .

1.1 Les équations aux dérivées partielles

Dé�nition 1.1.1 (la dérivée partielle)

la dérivée partielle de la fonction f par rapport à x en (x; y) est la dérivées de la fonction

d�une seule variable réelle

x 7�! f(x; y) où y est constant

Elle est notée

@f(x;y)
@x

ou @f
@x
(x; y) ou @

@x
f(x; y) ou @xf(x; y)

En d�autres termes

@f(x; y)

@x
= lim

4x�!0

f(x+4x; y) � f(x; y)

4x

3



Chapitre 1. Outils Mathématiques

Dans le cas où la limite n�existe pas , on dit que la fonction f n�est pas partiellement

dérivable par rapport à x en (x; y) .

dans le contexte des fonctions de plusieurs variables , l�adjectif partiel signi�e par rapport

à une seule variable , les autres arguments étants constants .

D�une maniére analogue , la dérivée partielle de la fonction f par rapport à y en (x; y) est

la dérivée de la fonction d�une seule variable réelle

y 7�! f(x; y) où x est constant

Elle est notée

@f(x;y)
@y

ou @f
@y
(x; y) ou @

@y
f(x; y) ou @yf(x; y)

En d�autres termes

@f(x; y)

@y
= lim

4y�!0

f(x; y +4y) � f(x; y)

4y

Exemple 1.1.1 (calculs à la main)

Soit f(x; y) = x2

y
. Alors,

@
@x
(x

2

y
) = 1

y
@
@x
(x2) = 1

y
(2x) = 2x

y

@
@y
(x

2

y
) = x2 @

@y
( 1
y
) = x2 @

@y
(y�1) = x2(�1)y�2 = �x2

y2

Soit v(r; h) = �r2h . Alors ,

@v(r;h)
@r

= @
@r
(�r2h) = �h @

@r
(r2) = �h(2r) = 2�rh

@v(r;h)
@h

= @
@h
(�r2h) = �r2 @

@h
(h) = �r2

Dé�nition 1.1.2 (L�équations aux dérivées partielles)

On appelle équation aux dérivées partielles une équation dont l�inconnue est une fonction

de plusieurs variables et qui fait intervenir les dérivées partielles de cette inconnue l�étude

des équations aux dérivées partielles ( EDP pour les intimes ) est une branche inportante

4



Chapitre 1. Outils Mathématiques

de la recherche en mathématique on a la forme suivant de EDP :

G(x; y; :::::::; u;
@u

@x
;
@u

@y
; ::::::;

@2u

@x2
;
@2u

@x@y
;
@2u

@y2
; :::::) = 0

où G est une fonction de plusieures variables , (x; y; :::::::) variables indépendantes , u

variable dépendante

� @u
@x
� @2u

@y2
= 0 avec u = u(x; y) (équation de di¤usion)

u1(x; y) = 2x+ y2 solution dans tout R2:

u2(x; y) = e�x sin(y) solution dans tout R2:

u3(x; y) =
1p
4�x

e
�y2
4x solution dans 


�
x > 0

y 2 R

1.1.1 EDP linéaires du 1er ordre

A(x; y)
@u

@x
+B(x; y)

@u

@y
+ C(x; y)u = D(x; y)

est la forme la plus génerale pour une EDP
�
lin�eaire

1erordre
:

Dé�nition 1.1.3 Si u et ses dérivées partielles apparaissent séparément et " à la puis-

sance 1 " dans l�EDP, celle -ci dite linéaire .

Exemple 1.1.2 u = u(x; y)

� @u
@x
+ @u

@y
= 0 1er ordre linéaire

� @u
@x
+ @u

@y
+ sinu = 0 1er ordre non linéaire

� @u
@x
+ u@

2u
@y2

= 0 2�eme ordre non linéaire

cos(xy2)@u
@x
� y2 @u

@x
= tan(x2 + y2) 1er ordre , linéaire , inhomogène

� Pour une EDP linéaire homogène :
u1 solution
u2 solution

�
=) �u1 + �u2 est solution

5



Chapitre 1. Outils Mathématiques

1.1.2 Classi�cation des EDP linéaires du 2nd ordre , à coe¢ cients

constants

A
@2u

@x2
+B

@2u

@y@x
+ C

@2u

@y2
+D

@u

@x
+ E

@u

@y
+ Fu+G = 0

Les trois premiers termes correspondent à la partie principale . A,B,.........,G sont des

constantes

Le type de l�EDP dépend du signe de B2 � 4AC.

Classi�cation

Si B2 � 4AC >0, alors l�EDP est dite hyperbolique .

Si B2 � 4AC =0 , alors l�EDP est dite parabolique .

Si B2 � 4AC <0 , alors l�EDP est dite elliptique .

(i)
@2u

@y2
� c2

@2u

@x2
= 0 avec c > 0

B2 � 4AC=2c2 >0 . Ainsi l�équation des ondes est hyperbolique

(ii)
@u

@t
� d

@2u

@x2
= 0 avec d > 0

B2 � 4AC=0 . Ainsi l�équation de la di¤usion est parabolique .

(iii)
@2u

@x2
+
@2u

@y2
= 0

B2 � 4AC=�4 < 0 . Ainsi l�équation de laplace est elliptique .

(iv) y
@2u

@x2
� @2u

@y2
= 0 équation de Tricomi.

� y > 0 =) l�EDP est hyperbolique .

6



Chapitre 1. Outils Mathématiques

� y = 0 =) l�EDP est parabolique .

� y < 0 =) l�EDP est elliptique .

1.2 Espace de Banach

1.2.1 Espace Métrique

Dé�nition 1.2.1 Soit X un ensemble non vide .une distance(métrique) sur X est une

application (x; y) 7�! d(x; y) de X �X dans R+ telle que :

(D1) d(x; y) = 0() x = y:

(D2) d(x; y) = d(y; x); 8x; y 2 X:

(D1) d(x; y) � d(x; z) + d(z; y); 8x; y; z 2 X (in�egalit�e triangulaire):

Dé�nition 1.2.2 (Espace Normés) soit E un espace vectoriel réel une norme sur E est

une application x 7�! kxk de E dans R+ = [0;+1[ telle que :

(N1) kxk = 0 () x = 0:

(N2) k�xk = j�j kxk ;8� 2 R;8x 2 E:

(N3) kx+ yk � kxk+ kyk ;8x; y 2 E (in�egalit�e triangulaire):

Dé�nition 1.2.3 (Suite de Cauchy) Soit (X; d) un espace métrique . Une suite (xn) � X

est de cauchy () 8� > 0; il existe un n0 tel que d(xn; xm) < � dès que n;m � n0:

Dé�nition 1.2.4 (Complétude) Un espace métrique (X; d) est complet () toute suite

de cauchy (xn) � X est convergente.

Un espace normé (E; k:k) est de Banach () E est complet pour la distance associée à

k:k :

7



Chapitre 1. Outils Mathématiques

1.2.2 Espace topologique

Dé�nition 1.2.5 On appelle espace topologique un couple (X;T ) où est un ensemble et

T une famille de parties de X véri�ant :

(T1) � 2 T;X 2 T:

(T2) une intersection �nie d�éléments de T appartient à T:

(T3) une reunion quelconque d�éléments de appartient à T:

On appelle T la topologie sur X:

Exemple 1.2.1 X = Rn avec T la famille des ensembles ouverts de Rn:

Dé�nition 1.2.6 (La Compacité) Soit u une famille de parties d�un espace topologique

(X;T ) . on dit que u est un recouverement ouvert de X si X � T , c-à-d les membres de

u sont ouvert, et X =
S
U2u

U . On dit que � 2 u est un sous-recouvrement �ni si � est �ni

(contient un nombres �ni de membres) et X =
S
U2�

U:

Dé�nition 1.2.7 Une espace topologique X est compact si tout recouvrement ouvert de

X admet un sous-recouvrement �ni.

Dé�nition 1.2.8 (Convexité) On dit que C � E est un ensemble convexe si :

8t 2 [0; 1] ;8(a; b) 2 C2; ta+ (1� t)b 2 C:

1.3 Théorème du point �xe du Type Schauder

Ce théorème prolonge le résultat du théorème de Brouwer pour montrer l�existence d�un

point �xe pour une fonction continue sur un convexe compact dans un espace de Banach .

le théorème du point �xe de Schauder est plus topologique , est a¢ rme qu�une application

continue sur un convexe compact admet un point �xe , qui n�est pas nécessairement unique.

8



Chapitre 1. Outils Mathématiques

Théorème 1.3.1 Soit K un sous-ensemble non vide, compact , convexe dans un espace

de Banach E et suppossons T : K �! K une application continue. Alors T admet un

point �xe.

Preuve. Soit T : K �! K une application continue. comme K est compact , T est

uniformément continue ; donc , si on �xe � > 0; il existe � > 0 tel que pour tout x; y 2 K;

on a

kx� yk � � =) kT (x)� T (y)k � �;

de plus , il existe un ensemble �ni de points fx1; x2; :::; xpg � K tel que les boules ouvertes

de rayon � contrée aux xi recouvrent K ; i.e. K � [1�j�pB(xj; �): si on désigne L :=

vect(T (xj))1�j�p alors L est de dimension �nie, et K� := K \ L est compact convexe de

dimension �nie. 1 � j � p; on dé�nie la fonction continue 	j : E �! R par

	j =

8><>: 0 si kx� xjk � �

1� kx�xjk
�

sinon

il est clair que 'j est strictement positive sur B(xj; �) et nulle en dehors. On a donc , pour

tout x 2 K;
pP
j=1

	j(x) > 0; on peut dé�nir sur K les fonctions continue positives 'j par

'j =
	jPp

K=1	k(x)

pour les quelles on a
pP
j=1

'j(x) = 1 pour tout x 2 K; posant , pour x 2 K

g(x) =

pX
j=1

'j(x)T (xj):

La fonction g est continue (car elle est la somme des fonctions continues) et prend ses

valeurs dans K�(car g(x) est un barycentre des T (xj)). si on prend la restriction g=K� :

9



Chapitre 1. Outils Mathématiques

K� �! K�; g possède un point �xe y 2 K�:De plus :

T (y)� y = T (y)� g(y)

=

pX
j=1

'j(y)T (y)�
pX
j=1

'j(y)T (xj)

=

pX
j=1

'j(y) [T (y)� T (xj)] :

or si 'j(y) 6= 0 alors ky � xjk < �;et par suite kT (y)� T (xj)k < �:On a pour tout j

kT (y)� yk �
pX
j=1

'j(y) [T (y)� T (xj)]

�
pX
j=1

�'j(y) = �:

pour tout entier m , en peut trouver un point ym 2 K tel que kf(ym)� ymk � 2�m:ET

puisque K est compact, de la suite (ym)m2Z on peut extraire une sous-suite(ymk) qui

converge vers un point y� 2 K .Alors T étant continue , la suite (T (ymk)) converge vers

T (y�); et on conclut que T (y�) = y�;i,e y� est un point �xe de T sur K:

1.4 La méthode des sous-sur solutions

On s�intéresse à l�existence de solutions via la méthode de sous-sur solutions. on considère

le problème suivant :

�
��u(x) = f(x; u(x)) dans 


u(x) = 0 dans @

(1.1)

où f est une fonction dé�nie de 
� R �! R:

i) On dit que u est une sous solution du problème (1.1) si :

� pour presque tout x 2 
 , ��u(x) � f(x; u(x)) .

10



Chapitre 1. Outils Mathématiques

� pour tout x 2 @
 , u(x) � 0 .

ii) On dit que u est une sur solution du problème (1.1) si :

� pour presque tout x 2 
 , ��u(x) � f(x; u(x)) .

� pour tout x 2 
 , u(x) � 0 .

1.4.1 La fonction f de classe C1

le théorème suivant montre que le problème (1.1) admet une solution u 2 C2(
) � C(
)

quand f : 
� R �! R est une fonction de classe C1 par rapport à la variable u .

Théorème 1.4.1 Soient U (resp,U ) une sous solution (resp, une sur-solution )

du problème (1.1) tel que U � U dans 
 . alors les propriétés suivantes sont satisfaites :

� i) Il existe une solution u du problème (1.1) satisfaisant U � u � U .

� ii) Ils existent des solutions minimales et maximales uminet umax du problème (1.1) dant

l�intervalle
�
U;U

�
:

1.4.2 sous -sur solutions ordonnées

Théorème 1.4.2 Soient � et � respectivement une sous-solution et une sur-solution de

(1.1) , véri�ant � � � . f : E �! R et LP�carathéodory (voir [3]) avec

E = f(x; y) 2 
� R / � � y � �g et p > n . Alors le problème (1.1) admet une solution

u 2 W 2;p(
) telle que � � u � � démonstration (voir [3])

Exemple 1.4.1 Considérons le probléme aux limites unidimensionnel suivant :

��u" = 1p
u
� 1 sur ]0; �[

u(0) = u(�) = 0
(1.2)

Alors � = 1 est une sur-solution de ce problème (1.2) et � = Cx
3
2 (� � x)

3
2 est une

sous-solution pour C > 0 assez petit . ona � � �

11



Chapitre 1. Outils Mathématiques

On pose

f1 : ]0; �[� R�+ �! R

(x; u) 7�! 1p
u
� 1

On remarque la fonction f1 n�est pas dé�nie pour u � 0 .

Pour cela . On pose

E = f(x; y) 2 ]0; �[� R / �(x) � y � �(x)g

par conséquent , la fonction

f2 : E �! R

(x; y) 7�! 1p
u
� 1

est LP�carathéodory.

En e¤et , f2 implique que .

8(x; y) 2 E; jf2(x; y)j � h(x) =
1p

Cx
3
2 (� � x)

3
2

+ 1

avec h 2 LP (0; �) 8p 2
�
1; 3

4

�
Les conditions du théorème (1.4.2) sont satisfaites . Alors le problème (1.1) admet une

solution.

12



Chapitre 1. Outils Mathématiques

1.4.3 Sous-sur solutions mal ordonnées

Dé�nition 1.4.1 Une sous-solution �(resp. une sur-solution �) de (1.1) est dite stricte

, si pour toute solution u de(1.1) , on a u � � =) u >> � resp. u � � =) u << �

Le théorème suivant constitu une alternative du théorème (1.4.2) dans le cas où la sous

solution � et la sur solution � ne véri�ent pas � � �:

Théorème 1.4.3 On suppose que la fonction f : 
�R �! R est LP - carathéodory avec

p > n et que le problème (1.1) admet une sous- solution � et une sur-solution � telles

que :

1) 9x0 2 
; �(x0) > �(x0):

2)9h 2 LP (
);8p:p:x 2 
;8u 2 R; jf(x; u)� �1uj � h(x):

le problème (1.1) admet au moins une solution u 2 # où # =
�
u 2 C10(
)=u � � et u � �

	
=�

u 2 C10(
)=min(u� �) < 0 < max(u� x)
	

la démonstration de ce théorème fait appel au théorème d�Amman . Un résultat de mul-

tiplicité qui est connu sous le nom théorème de trois solution

Théorème 1.4.4 Supposons que nous ayons deux sous-solution strictes �1et �2de (1.1)

et deux sur-solution �1et �2 de (1.1) qui véri�ent

�1 << �1; �2 << �2; �2 
 �1; �1 � �2; �1 � �2:

si f : E �! R est Lp�carathéodory avec E = f(x; y) 2 
�R=�(x) � y � �(x)get p > n

alors (1.1) admet au moins trois solution u1; u2et u3qui véri�ent

�1 << u1 << �1; �2 << u2 << �2; et �1 << u3 << �2; avec u3 
 �1 et u3 � �2:

Remarque 1.4.1 L�hypothèse u� u n�est pas toujours satisfaite. c�est -à-dire il se peut

que u > u sur 
 . L�exemple èlèmentaire est suivant :

13



Chapitre 1. Outils Mathématiques

Considérons le problème de la valeur propre suivant :

�
�4u = �1u dans 


u = 0 sur @


Le problème admet une solution u de la forme u = Ce1 où C est une constante réel et

e1(x) > 0 pour tout x 2 
 . Choisissons

u = e1 et u = e1

Alors u(resp u) est sous-solution (resp. sur-solution) du problème (1.1) mais u > u:

14



Chapitre 2

Solutions d�ondes progressives pour

des systèmes de réaction-di¤usion à

retard avec monotonie partielle

Dans ce chapitre on étudier l�existence des solutions d�ondes progressives pour des systèmes

de réaction -di¤usion et preuve de quelques lemmes et quelque théorème

2.1 Introduction

Soit le problème (1)

On peut trouver beaucoup de tels systèmes et immédiat pourtant simple et le système de

Lotka-Volterra suivant de type coopération de concurrence

� @
@t
u(t; x) = d1

@2

@x2
u(t; x) + r1u(t; x) [1� a1u(t� �1; x)� b1v(t; x)]

@
@t
v(t; x) = d1

@2

@x2
v(t; x) + r2v(t; x) [1 + a1u(t; x)� b2v(t� �2; x)]

(2.1)

Dans ce chapitre , nous considérons les systèmes avec "monotonicity quasipartiel" (PQM)

ou "le monotonicité quasi partiellement exponentiel" a¤aibli (PQM�) dans le sens d�etre

15
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retard avec monotonie partielle

indiqué plus tard. A�n les idées mathématiques de ne pas être obscurci par la complexité

d�un système, nous nous limitons notre travail seulement sur les systèmes retardés de deux

équations de la forme suivante

� @
@t
u(t; x) = d1

@2

@x2
u(t; x) + f1(ut(x); vt(x))

@
@t
v(t; x) = d2

@2

@x2
v(t; x) + f2(ut(x); vt(x))

(2.2)

L�approche peut etre prolongée aux systèmes de plus de deux équations sans di¢ cultés

assentielles. nos nouveaux états monotonie quasi-partiele sont motivés près (2.1)et beau-

coup d�autre systèmes est une combinaison de la méthode d�itération à travers qui été

employée pour étudier l�initiale et des problèmes de valeur limite pour des systèmes de

réaction-di¤usion sans retarder

2.2 Préliminaires.

Dans tout ce chapitre nous adaptons les notations habituelles dans R2.pour u = (u1; u2)T

et v = (v1; v2)T , nous notons par u � v si ui � vi, pour i = 1; 2 et par u < v si u � v mais

u 6= v et par u << v si u � v mais ui 6= vi pour i = 1; 2:

Si u � v nous nontons également

8>>>><>>>>:
(u; v] := fw 2 R2 : u < w � vg

[u; v) := fw 2 R2 : u � w < vg

[u; v] := fw 2 R2 : u � w � vg

nous utilisons j:j pour désigner la norme euclidienne dans R2 et k:k pour désigner la norme

supremume dans C ([��; 0] ;R2) :

Une solution onde progressive de (2.2) est une solution (u(t; x); v(t; x)) de la forme spéciale

u(t; x) = �(x+ ct); v(t; x) =  (x+ ct) où �;  2 C2(R;R) et c > 0:

16
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substituant u(t; x) = �(x+ ct); v(t; x) =  (x+ ct) où on a noté x+ ct par t; nous obtenons

les équations d�onde correspondantes

�
d1�

"(t)� c�
0
+ f1c(�t;  t) = 0

d2 "(t)� c 0(t) + f2c(�t;  t) = 0
(2.3)

où fic(�s;  s) : Xc� = C ([�c�; 0] ;R2) �! R dé�nie par

�
fic(�;  ) = fi(�

c;  c) où
�c(s) = �(cs);  c(s) =  (cs); s 2 [��; 0] ; i = 1; 2: (2.4)

ici (�;  ) s�appelle un pro�l de la solution onde progressive ,et (2.4) s�appelle l�équation

d�onde correspondante pour (2.3).

Dans ce travail , nous somme seulement intéréssés par les fronts d�onde progressive qui

sont les solutions ondes progressive avec le pro�l satisfaisant les conditions de frontière

asymptotiques suivantes :

�
limt!�1 �(t) = �� limt!+1 �(t) = �+
limt!�1  (t) =  � limt!+1  (t) =  +

(2.5)

sans perte de la généralité, nous supposons que �� =  � = 0; �+ = k1 et  + = k2: Ainsi,

(2.5) devient �
limt!�1 �(t) = 0 limt!+1 �(t) = k1
limt!�1  (t) = 0 limt!+1  (t) = k2

(2.6)

En correspondance à (2.6), nous faisons les hypothèses suivantes :

(A1) f(e0) = f(ek) = 0 avec O < k = (k1; k2); où eu est fonction constante de [��; 0] !
R2prise de valeuru pour tout t 2 [��; 0] :

(A2) f2(�;  ) =  (0) [h( ) + a�(0)] où la fonction h( ) est continue et a > 0:

(A3) Ils existe deux constantes positives L1 > 0; L2 > 0 tels que :

�
jf1(�1;  1)� f1(�2;  2)j � L1 k��	k
jf2(�1;  1)� f2(�2;  2)j � L2 k��	k

17
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où �
� = (�1; 1);	 = (�2;  2) 2 C([��; 0];R) avec
0 � �(s);	(s) � k; s 2 [��; 0]; i = 1; 2:

soit � > 0 et muni C(R;R2) avec la norme d�a¤aiblissement exponentiel dé�nie par

j�j� = sup
t2R

e��jtj j�(t)jR2 :

notons également

B�(R;R2) :=
n
� 2 C(R;R2) : j�j� <1

o
:

Il est claire que (B�(R;R2); j:j�) est un espace de Banach.

Dé�nition 2.2.1 Une paire de fonctions continues

�
�(t) = (�(t);  (t)) et

�(t) = (�(t);  (t)); pour t 2 R;

est appelée sur et sous solution de (2.3)si �
0
; �

00
; �

0
et �

00
existe presque partout dans R et

bornées sur R:

Et sont véri�ées par

d1�
00
(t)� c�

0
(t) + f1c(�t;  t) � 0; pp dans R (2.7)

d2 
00
(t)� c 

0
(t) + f2c(�t;  t) � 0; pp dans R

et

d1�
00
(t)� c�

0
(t) + f1c(�t;  t) � 0; pp dans R

d2 
00
(t)� c 

0
(t) + f2c(�t;  t) � 0; pp dans R
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2.3 Cas quasi monotonie partielle

Bien que beaucoup des systèmes modèles ne satisfait pas (QM) ou (QM�), ils peuvent être

quasi monotones en ce concerne une certaine composante particulière. le système (2.1)

fourni un prototype de ce système par lesquels nous sommes motivés pour proposer l�état

quasi partiel de monotonie suivant la condition :

(PQM) il existe 2 constantes positives �1 > 0; �2 > 0 telles que8>>>><>>>>:
f1c(�1;  1)� f1c(�2;  1) + �1 [�1(0)� �2(0)] � 0;

f1c(�1;  1)� f1c(�1;  2) � 0;

f2c(�1;  1)� f2c(�2;  2) + �2 [ 1(0)�  2(0)] � 0;

où

�1; �2;  1 et  2 2 C([��; 0];R)

avec

0 � �2(s) � �1(s) � k1; 0 �  2(s) �  1(s) � k2; s 2 [��; 0]:

Dans cette chapitre, explorons l�existence des solutions de (2.3)-(2.6) avec f1c(�t;  t) et

f2c(�t;  t) satisfait (PQM).

Dans ce qui suit, nous supposons que les sur et sous solution (�(t);  (t)) et (�(t);  (t)) de

(2.3) sont données, telles que

(P1) (0; 0) � (�(t);  (t)) � (�(t);  (t)) � (k1; k2); t 2 R:

(P2) limt!�1(�(t);  (t)) = (0; 0) et limt!1(�(t);  (t)) = (k1; k2):

(P3) sups�t(�(t);  (t)) � (�(t);  (t)) pour tout t 2 R:

Nous précisons cela si l�un ou l�autre (�(t);  (t)) ou (�(t);  (t)) est non décroissant, puis

(P3) implique (P1):

Pour les constantes �1 > 0 et �2 > 0 dans (PQM), on dé�nit

H : C(R;R2) �! C(R;R2)
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par :

H1(�;  )(t) = f1c(�t;  t) + �1�(t); �;  2 C(R;R); (2.8)

H2(�;  )(t) = f2c(�t;  t) + �2 (t); �;  2 C(R;R); (2.9)

L�opérateurs H1et H2 véri�e les propriétés suivantes.

Lemme 2.3.1 Soit (A1) et (PQM) véri�és, alors

�
H1(�2;  1)(t) � H1(�1;  1)(t);

H1(�1;  1)(t) � H1(�1;  2)(t);

pour tout t 2 R; �i;  i 2 C(R;R) et i = 1; 2 avec

�
0 � �2(t) � �1(t) � k1;

0 �  2(t) �  1(t) � k2:

Preuve. D�aprés (PQM) et par un calcul simple on obtient

H1(�1;  1)(t)�H1(�2;  1)(t) = f1c(�1t;  1t) + �1�1(t)� f1c(�2t;  1t)� �1�2(t)

= f1c(�1t;  1t)� f1c(�2t;  1t) + �1 [�1(t)� �2(t)]

Donc H1(�1;  1)(t)�H1(�2;  1)(t) � 0:

de plus,

H1(�1;  1)(t)�H1(�1;  2)(t) = f1c(�1t;  1t) + �1�1(t)� f1c(�1t;  2t)� �1�2(t)

= f1c(�1t;  1t)� f1c(�1t;  2t)

� 0
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Lemme 2.3.2 Supposons (A1) et (PQM) véri�és, alors pour tout (0; 0) � (�;  ) �

(k1; k2); �(t) et  (t) non décroissantes, on a :

i) H2(�;  )(t) � 0; t 2 R

ii) H2(�;  )(t) est non d�ecroissante pour tout t 2 R

iii) H2(�2;  2)(t) � H2(�1;  1)(t) pour tout t 2 R; �i;  i 2 C(R;R)

En terme de H1et H2, (2.3) peut être écrit

�
d1�

00
(t)� c�

0
(t)� ��(t) +H1(�;  )(t) = 0

d2 
00(t)� c 0(t)� � (t) +H2(�;  )(t) = 0

(2.10)

On dé�nit ��1 = c�
p
c2+4�1d1
2d1

; �2 =
c+
p
c2+4�1d1
2d1

�3 =
c�
p
c2+4�2d2
2d2

; �4 =
c+
p
c2+4�2d2
2d2

On voit facillment que �1 < 0; �2 > 0; �3 < 0; �4 > 0; soit

Ck(R;R2) := f(�;  ) 2 C(R;R2) : (0; 0) � (�;  ) � (k1; k2)g et dé�nissons

F = (F1; F2) : Ck(R;R2) �! C(R;R2) par :

� F1(�;  )(t) = 1
d1(�2��1)

�
tR

�1
e�1(t�s)H1(�;  )(s)ds+

+1R
t

e�2(t�s)H1(�;  )(s)ds

�
F2(�;  )(t) =

1
d2(�4��3)

�
tR

�1
e�3(t�s)H2(�;  )(s)ds+

+1R
t

e�4(t�s)H2(�;  )(s)ds

�
:

pour (�;  ) 2 Ck(R;R2); il est facile de montrer que F : Ck(R;R2) �! C(R;R2) est bien

dé�nie. et pour toutes �;  2 Ck(R;R2): F1(�;  ) et F2(�;  ) véri�es

�
d1F

00
1 (�;  )� cF

0
1(�;  )� �1F1(�;  ) +H1(�;  ) = 0

d2F
00
2 (�;  )� cF

0
2(�;  )� �2F2(�;  ) +H2(�;  ) = 0

(2.11)

Ainsi, F (�;  ) = (F1(�;  ); F2(�;  )) = (�;  ); i:e (�;  ) est un point �xe de F:

Lemme 2.3.3 Suppossons que (A1) et (PQM) sont véri�és, alors pour tout

(0; 0) � (�;  ) � (k1; k2);on a
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a) F2(�;  ) est non décroissant pour tout t 2 R;

b)

8>>>><>>>>:
F1(�2;  1) � F1(�1;  1)

et F1(�1;  1) � F1(�1;  2)

F2(�2;  2) � F2(�1;  1); pour t 2 R et �i;  i 2 C(R;R); i = 1; 2
avec 0 � �2(t) � �1(t) � k1 et 0 �  2(t) �  1(t) � k2:

Preuve. Prouvous a) : Soit t 2 R et s > 0 donné, nous avons

F2(�;  )(t+ s)� F2(�;  )(t) =
1

d2(�4 � �3)

24 t+sZ
�1

e�3(t+s��)H2(�;  )(�)d� +

+1Z
t+s

e�4(t+s��)H2(�;  )(�)d�

35
� 1

d2(�4 � �3)

24 tZ
�1

e�3(t��)H2(�;  )(�)d� +

+1Z
t

e�4(t��)H2(�;  )(�)d�

35
=

1

d2(�4 � �3)

8<:
tZ

�1

e�3(t��)[H2(�;  )(s+ �)�H2(�;  )(�)]d�

9=;
+

1

d2(�4 � �3)

8<:
1Z
t

e�4(t��)[H2(�;  )(s+ �)�H2(�;  )(�)]d�

9=; :

Le lemme2.3.2 nous donne : H2(�;  )(s + �) � H2(�;  )(�) > 0; ce qui implique que

F2(�;  )(t) est non décroissante pour t 2 R:

Maintenant, nous dé�nissons l�ensemble

�((�;  ); (�;  )) :=

8>>>>>>><>>>>>>>:

i)  (t) est non décroissante

(�;  ) 2 C(R;R2)

ii)�(t) � �(t) � �(t)

et  (t) �  (t) �  (t):

9>>>>>>>=>>>>>>>;
Il est facile de voir que �((�;  ); (�;  )) est non vide . En fait, soit

�0(t) = sup
s�t

�(s) et  0(t) = sup
s�t

 (s);
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ainsi, (P3) implique (�0(t);  0(t)) 2 �((�;  ); (�;  )):

�((�;  ); (�;  )) est convexe, fermé et borné.

Choisissons, maintenant le paramètre � > 0; pour la norme d�a¤aiblissement exponentiel

telle que � < min f��1; �2;��3; �4g : Nous véri�ons après la continuité de F:

Lemme 2.3.4 Supposons que (A3) est véri�ée, alors F = (F1; F2) est continue par rapport

à la norme j:j� dans B�(R;R2):

Preuve. La démonstration sera en 2 étapes.

étape1 :Est de prouver que H = (H1; H2) : B�(R;R2) �! B�(R;R2) est continue par

rapport à la norme j:j� dans B�(R;R2): pour tout � > 0 �xe , soient � < �
L1e�c�+�1

et

� = (�1;  1);	 = (�2;  2) 2 B�(R;R2) avec

j��	j = sup
t2R

j�(t)�  (t)j e��jtj < �:
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Ona

jH1(�1;  1)(t)�H1(�2;  2)(t)j e��jtj

� jf1(�1t;  1t)� f1(�2t;  2t)j e��jtj + �1 j�1 � �2j�

� L1 k�t �	tkXc� e
��jtj + �1 j�1 � �2j�

= L1 sup
s2[�c�;0]

j�(s+ t)�	(s+ t)j e��jtj + �1 j��	j�

� L1 sup
s2[�c�;0]

j�(s+ t)�	(s+ t)j e��jt+sj + sup
s2[�c�;0]

e�jt+sje��jtj + �1 j��	j�

(1) � L1 j��	j� e��jtje��jtje�c� + �1 j��	j�

� L1e
�c� j��	j� + �1 j��	j�

� (L1e�c� + �1) j��	j�

� �

(1) car8><>: sups2[�c�;0] j�(s+ t)�	(s+ t)j e��js+tj = j�(s+ t)�	(s+ t)j e��t

sups2[�c�;0] e
�js+tje��jtj = e�jtje��j�c� j = e�jtje�c� :

Donc : H : B�(R;R2) �! B�(R;R2) est continue.

étape 2 :Démontrons la continuite de F

Si F = (F1; F2); t � 0

jF1(�1;  1)(t)� F1(�2;  2)(t)j e��jtj

� 1

d1(�2 � �1)

�
�2 � �1

(�� �1)(�2 � �)
+

2�

�21 � �2
e(�1��)t

�
jH1(�1;  1)�H1(�2;  2)j�

� 1

d1(�2 � �1)

�
�2 � �1

(�� �1)(�2 � �)
+

2�

�21 � �2

�
jH1(�)(t)�H1(	)(t)j� :
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Si t < 0; nous obtenons

jF1(�1;  1)(t)� F1(�2;  2)(t)j e��jtj

� 1

d1(�2 � �1)

�
�2 � �1

�(�+ �1)(�2 + �)
+

2�

�21 � �2
e(�2+�)t

�
jH1(�1;  1)�H1(�2;  2)j�

� 1

d1(�2 � �1)

�
�2 � �1

�(�+ �1)(�2 + �)
+

2�

�21 � �2

�
jH1(�)(t)�H1(	)(t)j� :

Par conséquent, la continuite de F1 suit celle de H1: la preuve de la continuité de F2 par

rapport à la norme j:j� dans B�(R;R2) est analogue à celle de F1:

Lemme 2.3.5 Soit (A1) et (PQM), alors

F (�((�;  ); (�;  ))) � �((�;  ); (�;  )):

Preuve. Pour quel (�;  ) avec (�;  ) � (�;  ) � (�;  ); nous réclamons que

8><>: F1(�;  ) � F1(�;  ) � F1(�;  )

F2(�;  ) � F2(�;  ) � F2(�;  )
(2.12)

On a � � � � � et  �  �  il s�ensuite d�après (PQM)

H1(�;  )(t)�H1(�;  )(t) = f1(�t;  t)� f1(�t;  t) + �1(�(t)� �(t))

= f1(�t;  t)� f1(�t;  t) + �1(�(t)� �(t))

+ f1(�t;  t)� f1(�t;  t)

� f1(�t;  t)� f1(�t;  t)

� 0
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Ce qui implique que

H1(�;  )(t) � H1(�;  )(t):

de même

H1(�;  )(t) � H1(�;  )(t);

par consequent, on obtient

H1(�;  )(t) � H1(�;  )(t) � H1(�;  )(t): (2.13)

Par un argument semblable, nous pouvons également obtenir

H2(�;  )(t) � H2(�;  )(t) � H2(�;  )(t): (2.14)

De (2.13), il résulte

F1(�;  )(t)� F1(�;  )(t) =
1

d1(�2 � �1)
[

tZ
�1

e�1(t�s)
�
H1(�;  )�H1(�;  )

�
ds

+

+1Z
t

e�2(t�s)
�
H1(�;  )�H1(�;  )

�
ds]

� 0

et

F1(�;  )(t)� F1(�;  )(t) =
1

d1(�2 � �1)
[

tZ
�1

e�1(t�s)
�
F1(�;  )� F1(�;  )

�
ds

+

+1Z
t

e�2(t�s)
�
F1(�;  )� F1(�;  )

�
ds]

� 0
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Ceci établit la première partie de (2.11). Répétons l�argument ce-déssus mais en utilisant

(2.13) à la place de nous arrivons à la deuxième partie de (2.11).

Après, nous prouvons que F1(�;  ) � � et F1(�;  ) � �; par la dé�nition de la sur et sous

solution, nous avons

d1�
00
(t)� c�

0
(t)� ��(t) +H1(�;  )(t) � 0: (2.15)

En choisissons (�;  ) = (�;  ) dans (2.11) et notons par

�1(t) = F1(�;  )(t);

alors

d1�
00

1(t)� c�
0

1(t)� ��1(t) +H1(�;  )(t) = 0 (2.16)

Soit w(t) = �1(t)� �(t) et la combinaisons de (2.15) et (2.16) nous donne

d1w
00
(t)� cw

0
(t)� �w(t) � 0

donc w � 0 i.e. �1(t) � �(t) donc F1(�;  ) � �: Par un argument semblable, nous pouvons

démontrer que

F1(�;  ) � �; F2(�;  ) �  ; F1(�;  ) �  :

Lemme 2.3.6 Supposons que (PQM) est véri�é, alors

F : �((�;  ); (�;  )) �! �((�;  ); (�;  )); est compact.

Preuve. Nous établissons d�abord une évaluation pour F 0
:pour tout (�;  ) 2 �((�;  ); (�;  ));

F
0

1(�;  )(t) =
�1e

�1t

d1(�2 � �1)

tZ
�1

e��1sH1(�;  )(s)ds+
�2e

�2t

d1(�2 � �1)

+1Z
t

e��2sH1(�;  )(s)ds:
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Ainsi,

F 0

1(�;  )(t)

�
= sup

t2R
[e��jtj

�1e
�1t

d1(�2 � �1)

tZ
�1

e��1sH1(�;  )(s)ds

+ e��jtj
�2e

�2t

d1(�2 � �1)

1Z
t

e��2sH1(�;  )(s)ds]

� j�1j
d1(�2 � �1)

sup
t2R

e�1t��jtj
tZ

�1

e��1se�jsje�
�jsj
H1(�;  )(s)ds

+
�2

d1(�2 � �1)
sup
t2R

e�2t��jtj
1Z
t

e��2se�jsje�
�jsj
H1(�;  )(s)ds

� j�1j
d1(�2 � �1)

kH1(�;  )k� sup
t2R

e�1t��jtj
tZ

�1

e��1se�jsjds

+
�2

d1(�2 � �1)
kH1(�;  )k� sup

t2R
e�2t��jtj

1Z
t

e��2se�jsjds:

Si t > 0; alors

F 0

1(�;  )(t)

�
� �1
d1(�+ �1)(�2 � �1)

kH1(�;  )k� +
�2

d1(�2 � �)(�2 � �1)
kH1(�;  )k�

� 1

d1(�2 � �1)

�
�1

(�+ �1)
+

�2
(�2 � �)

�
kH1(�;  )k� :

Si t < 0; alors

F 0

1(�;  )(t)

�
� ��1
d1(�2 � �1)

1

j�+ �1j
kH1(�;  )k�

+
�2

d1(�2 � �1)

����� 1

�2 � �
� 1

�2 + �

����+ 1

�+ �2

�
kH1(�;  )k�

� 1

d1(�2 � �1)

�
�1

(�+ �1)
+

�2
(�2 � �)

�
kH1(�;  )k� :

Par la monotonie opposé de H1(�;  ) on écrit � et  respectivement (voir le lemme 2.3.1)

et on a (0; 0) � (�;  ) � (k1; k2): nous avons cela kH1(�;  )k� est borné par un nombre
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positive . Par conséquent, il existe une constante M telle que
F 0

1(�;  )(t)

�
� M: pour

F2(�;  ); le calcul directe montre que

F
0

2(�;  )(t) =
�3e

�3t

d2(�4 � �3)

tZ
�1

e��3�H2(�;  )(�)d�

+
�4e

�4t

d2(�4 � �3)

1Z
t

e��4�H2(�;  )(�)d�:

i.e. F
0
(�;  )(t) � 0: le point ii) du lemme 2.3.3 montre que F 0

(�;  )(t) � 0; cependant le

point i) du lemme 2.3.2 et sachant que �3 < 0 et �4 > 0; alors on a

0 � F
0

2(�;  )(t) �
�4e

�4t

d2(�4 � �3)

+1Z
t

e��4�H2(�;  )(�)d�

� �4e
�4t

d2(�4 � �3)
H2(�;  )(t)

+1Z
t

e��4�d�

� 1

d2(�4 � �3)
H2(�;  )(t):

Par conséquent (P1) montre que
F 0

i (�;  )(t)

�
est également borné par une certaine

constante positive. L�évaluation ci-dessus pour F
0
montre que F (�((�;  ); (�;  ))) est equi-

continue. On voit facilement que est uniformément borné. Après, nous dé�nissons

F (n)(�;  )(t) =

8>>>><>>>>:
F (�;  )(t); t 2 [�n; n]

F (�;  )(n); t 2 ]n;+1[

F (�;  )(�n); t 2 ]�1;�n[ :

Alors, pour quel n � 1, F (n)(�((�;  ); (�;  ))) est aquicontinue et uniformément borné

dans �((�;  ); (�;  )): Maintenant, dans l�intervalle [�n; n] ; le théorème d�Ascoli-Arzela

pour être appliqué à F (n); impliquant que F (n) est compact.D�autre part, F (n) �! F dans
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B�(R;R2) si n �!1;

sup
t2R

��F (n)(�;  )(t)� F (�;  )(t)
�� e��jtj

= sup
t2[�1;�n][[n;+1]

��F (n)(�;  )(t)� F (�;  )(t)
�� e��jtj

� 2ke��n �!n!1 0:

donc F : �((�;  ); (�;  )) �! �((�;  ); (�;  ));est compact.

Maintenant, nous somme en position pour énoncer et démontrer le théorème principal

suivant :

Théorème 2.3.1 Supposons que (A1) � (A3) et (PQM) sont véri�és et qu�il y�a sur et

sous solution (�;  ) et (�;  ) pour (2.3) satisfat (P1) � (P3) et (P4) supt2R  (t) > 0; �(t)

est non décroissante avec

sup
t2R

�(t) > 0et

8><>: f(eu; ev) = (f1(eu; ev); f2(eu; ev)) 6= (0; 0);
pour (u; v) 2

�
supt2R �(t); k1

�
�
�
supt2R  (t); k2

�
:

Alors, (2.3)-(2.6) possèdent une solution avec la deuxième composante  (t) non décrois-

sante (t 2 R):C�est-à-dire, le système (2.2) a un front d�onde progressive.

Preuve. Combinant les lemmes 2.3.1-2.3.6 avec le théorème de point �xe de Schauder qui

donne l�existence d�un point �xe (��(t);  �(t)) de F dans �((�;  ); (�;  )) donc il se donne

une solution de (2.3). Reste à prouver que ce point �xe satisfait la condition de frontière

asymptotique (2.6). Tout d�abord, d�après (P2) et le fait que

0 � (�;  )(t) � (��(t);  �(t)) � (�;  )(t) � (k1; k2);
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On a

lim
t�!1

(��;  �)(t) = (0; 0);

deuxièmement, (��(t);  �(t)) � �((�;  ); (�;  )) implique que  �(t) est non décroissante

monotone pour t 2 R; et par conséquent limt�!1  
�(t) existe et satisfait

k�2 := lim
t�!1

 �(t) = sup
t2R

 �(t) � sup
t2R

 (t) > 0:

Maintenant, utilisant la règle de l�Hopital à  �(t) = F2(�
�(t);  �(t)); on a

lim
t�!1

 �(t) = F2(�
�(t);  �(t))

= lim
t�!1

1

d2(�4 � �3)

24 tZ
�1

e�3(t�s)H2(�
�;  �)(s)ds+

+1Z
t

e�4(t�s)H2(�
�;  �)(s)ds

35

= lim
t�!1

1

d2(�4 � �3)

26664
tR

�1
e��3sH2(�

�;  �)(s)ds

e��3t
+

+1R
t

e��4sH2(�
�;  �)(s)ds

e��4t

37775
=

1

d2(�4 � �3)
lim
t�!1

�
H2(�

�;  �)(t)

��3
� H2(�

�;  �)(t)

��4

�
=

1

d2(�4 � �3)
lim
t�!1

�
H2(�

�;  �)(t)

��3
+
H2(�

�;  �)(t)

�4

�
:

Sachant que

H2(�
�;  �)(t) = f2c(�

�
t ;  

�
t ) + �2 

�(t);

et 8>>>><>>>>:
�3 =

c�
p
c2+4�2d2
2d2

et

�4 =
c+
p
c2+4�2d2
2d2

;
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alors

lim
t�!1

 �(t) =
1

d2(�4 � �3)
lim
t�!1

�
f2c(�

�
t ;  

�
t ) + �2 

�(t)

��3
+
f2c(�

�
t ;  

�
t ) + �2 

�(t)

�4

�
=

1

d2(�4 � �3)
lim
t�!1

�
(�4 � �3) [f2c(�

�
t ;  

�
t ) + �2 

�(t)]

(��3)(�4)

�
=
1

d2
lim
t�!1

"
(�4d22) [f2c(��t ;  �t ) + �2 

�(t)]

(c�
p
c2 + 4�2d2)(c+

p
c2 + 4�2d2)

#

= lim
t�!1

�
(�4d22) [f2c(��t ;  �t ) + �2 

�(t)]

(c2 � c2 � 4�2d2)

�
= lim

t�!1

�
f2c(�

�
t ;  

�
t )

�2
+  �(t)

�
;

ce qui implique que

lim
t�!1

f2c(�
�
t ;  

�
t ) = 0:

comme f2c(��t ;  
�
t ) =  �(t) [hc( 

�
t ) + ���(t)] ;

alors ��(t) =
1

�

�
f2c(�

�
t ;  

�
t )

 �(t)
� hc( 

�
t )

�
;

ce qui montre que k�1 := limt�!1 �
�(t) existe. Nous devons avoir

(f1c(ek�1;ek�2); f2c(ek�1;ek�2)) = (0; 0):la note (P4) implique que
8><>: 0 � supt2R  (t) � ek�2 � k2

0 � supt2R �(t) = limt�!1 �(t) � limt�!R �
�(t) = k�1 � k1

Enore d�après (P4); on conclut que k�1 = k1 et ek�2 = k2: Ansi le point �xe satisfait la

frontière (2.6) qui donne un front des ondes progressives de (2.2).

Remarque 2.3.1 Dans la preuve du théorème précédent, on voit que la deuxième compo-

sante  �(t) est non décroissante et la première composante ��(t) ne possède pas la mono-

tonie.

Une telle di¤érence entre les composantes du front ondes progressives est due au fait

que nous avons seulement assumé la monotonie quasi partiel (PQM) pour la limite non-
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linéaire. De même remarque s�applique également au théorème 2.4.1 dans la prochaine

section.

2.4 Cas Partiellement exponentiel de non quasi-monotonie.

Dans cette partie on va etudier l�existence de la solution sous les condition :

(PQM�) il existe 2 constantes positives �1 > 0 et �2 > 0 telles que

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

f1c(�1;  1)� f1c(�2;  1) + �1 [�1(0)� �2(0)] � 0

f1c(�1;  1)� f1c(�1;  2) � 0

f2c(�1;  1)� f2c(�2;  2) + �2 [ 1(0)�  2(0)] � 0

o�u

�1; �2;  1 et  2 2 C([��; 0] ;R):

avec

i) 0 � �2(s) � �1(s) � k1; 0 �  2(s) �  1(s) � k2; s 2 [��; 0] :

ii) e�1s [�1(s)� �2(s)] et e�2s [ 1(s)�  2(s)] est non décroissante si s 2 [��; 0] :

plus précisement, nous remplaçons (P3) (employé pour garantir que l�ensemble ��((�;  ); (�;  ))

est non vide ) avec la présentation suivante
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(P �3 ) l�ensemble

��((�;  ); (�;  )) =

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

i)  est non décroissante dans R

ii) (�;  )(t) � (�;  )(t) � (�;  )(t)

iii) e�1t
�
�(t)� �(t)

�
; e�2t

�
 (t)�  (t)

�
;

(�;  ) 2 C(R;R2)

e�1t
�
�(t)� �(t)

�
; e�2t

�
 (t)�  (t)

�
;

est non décroissante, t 2 R:

iv) e�2t [ (t+ s)�  (t)]

est non décroissante, t 2 R; s > 0

9>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;
est non vide.

Lemme 2.4.1 Supposons que (A1) et (PQM�) sont véri�és, alors

8>>>><>>>>:
H1(�2;  1)(t) � H1(�1;  1)(t)

H1(�1;  1)(t) � H1(�1;  2)(t)

t 2 R; �i;  i 2 C(R;R); i = 1; 2

avec

i) 0 � �2(t) � �1(t) � k1; 0 �  2(t) �  1(t) � k2

ii) e�1t [�1(t)� �2(t)] et e�2t [ 1(t)�  2(t)] sont non décroissantes pour t:

Lemme 2.4.2 Supposons que (A1) et (PQM�) sont véri�é, alors pour tout (�;  ) 2

��((�;  ); (�;  )); on a

(i) H2(�;  )(t) � 0; t 2 R:

(ii) H2(�;  )(t) � 0 est non décroissante pour t 2 R:

(iii) H2(�1;  1)(t) � H2(�;  )(t) pour t 2 R; �i;  i 2 C(R;R); i = 1; 2

avec

a) 0 � �2(t) � �1(t) � k1; 0 �  2(t) �  1(t) � k2
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b) e�1t [�1(t)� �2(t)] et e�2t [ 1(t)�  2(t)] sont non décroissantes pour t:

Lemme 2.4.3 Supposons que (A1) et (PQM�) sont véri�é, alors pour tout (�;  ) 2

��((�;  ); (�;  )); on a

1)F2(�;  )(t) � 0 est non décroissante pour t 2 R:

2) F2(�1;  1)(t) � F2(�;  )(t) pour t 2 R; �i;  i 2 C(R;R); i = 1; 2

avec

a) 0 � �2(t) � �1(t) � k1; 0 �  2(t) �  1(t) � k2

b) e�1t [�1(t)� �2(t)] et e�2t [ 1(t)�  2(t)] sont non décroissantes pour t:

Il est évident que si (P �3 ) est véri�ée, alors l�ensemble �
�((�;  ); (�;  )) est fermé, borné et

convexe de B�(R;R2); ainsi la continuité de F ne dépend pas de (PQM) est le reste vraie.

A�n d�appliquer le théorème de point �xe de Schauder, nous exigeons F : �� �! �� est

compact.

Lemme 2.4.4 Supposons que (A1) véri�é, alors

F (��((�;  ); (�;  ))) � ��((�;  ); (�;  )):

Preuve. Soit (�;  ) 2 ��((�;  ); (�;  )); par un changement semblable du lemme 2.3.5,

on peut véri�er que

F (�;  ) = (F1(�;  ); F2(�;  ))

satisfait la première et la deuxième conditions de ��((�;  ); (�;  )): On voit facilement que

si (PQM�) est satisfait, nous pouvons toujour choisir �1 et �2 su¢ sament grand tels que8>>>><>>>>:
c � 1�min f�1d1; �2d2g

et

�1 + �1 > 0; �1 + �2 > 0; �2 + �3 > 0; �2 + �4 > 0:
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Maintenant, d�après le lemme 2.4.2, et par quelque calcul simples, on obtient

d

dt
e�2t [F2(�;  )(t+ s)� F2(�;  )(t)]

=
d

dt
e�2t

24 1

d2(�4 � �3)

0@ t+sZ
�1

e�3(t+s��)H2(�;  )(�)d� +

+1Z
t+s

e�4(t+s��)H2(�;  )(�)d�

1A
� 1

d2(�4 � �3)

0@ tZ
�1

e�3(t��)H2(�;  )(�)d� +

+1Z
t

e�4(t��)H2(�;  )(�)d�

1A35
=

d

dt
e�2t

24 tZ
�1

e�3(t��)

d2(�4 � �3)
fH2(�;  )(s+ �)�H2(�;  )(�)g d�

35
+
d

dt
e�2t

24 1Z
t

e��4(t��)

d2(�4 � �3)
fH2(�;  )(s+ �)�H2(�;  )(�)g d�

35
=

d

dt
e(�2+�3)t

24 tZ
�1

e��3�

d2(�4 � �3)
fH2(�;  )(s+ �)�H2(�;  )(�)g d�

35
+
d

dt
e(�2+�4)t

24 1Z
t

e��4�

d2(�4 � �3)
fH2(�;  )(s+ �)�H2(�;  )(�)g d�

35
= (�2 + �3)e

(�2+�3)t

24 tZ
�1

e��3�

d2(�4 � �3)
fH2(�;  )(s+ �)�H2(�;  )(�)g d�

35
+ (�2 + �4)e

(�2+�4)t

24 1Z
t

e��4�

d2(�4 � �3)
fH2(�;  )(s+ �)�H2(�;  )(�)g d�

35
� 0:

Ce qui véri�é la condition (iv) de �� pour F (�;  ): pour la condition (iii) de �� on procède
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comme suit, par la dé�nition de (�;  ) et (�;  ); on a

d1�
00
(t)� c�

0
(t)� �1�(t) +H1(�;  )(t) � 0 (2.17)

d2 
00
(t)� c 

0
(t)� �2 (t) +H2(�;  )(t) � 0 (2.18)

d1�
00
(t)� c�

0
(t)� �1�(t) +H1(�;  )(t) � 0 (2.19)

d2 
00
(t)� c 

0
(t)� �2 (t) +H2(�;  )(t) � 0: (2.20)

Soit par substitution de (2.11) par (2.17) et (2.11) par (2.18) en prenant

w1 = �� F1(�;  ) et w2 =  � F2(�;  )

et en utilisant les lemmes 2.4.1 et 2.4.2

d1w
00

1 (t)� cw
0

1(t)� �1w1(t) � 0

d2w
00

2 (t)� cw
0

2(t)� �2w2(t) � 0:

Sachant que cw
0
1(t) = c�

0
(t)� cF

0
1(�;  );(2.17) nous donne

c�(t) � d1�
00
(t)� �1�(t) +H1(�;  )(t):

i,e.

cw
0

1(t) � d1�
00
(t)� �1�(t) +H1(�;  )(t)� cF

0

1(�;  )(t)

= d1�
00

(t)� �1�(t) +H1(�;  )(t)� d1F
00

1 (�;  )(t)

+ �1F1(�;  )(t)�H1(�;  )(t)

= d1w
00

1 (t)� �1w1(t) + [H1(�;  )(t)�H1(�;  )(t)]

� d1w
00

1 (t)� �1w1(t):
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posons h(t) = �cw0
1(t)� d1w

00
1 (t) + �1w1(t); t 2 R; alors h(t) � 0: i.e.

d1w
00

1 (t)� cw
0

1(t)� �1w1(t) = �h(t); t 2 R:

La théorie fondamentale de l�équation di¤érentielle linéaire du deuxième ordre donne

w1(t) = C1e
�1t + C2e

�2t +
1

d1(�2 � �1)

24 tZ
�1

e�1(t�s)h(s)ds+

1Z
t

e�2(t�s)h(s)ds

35
avec C1 et C2 sont 2 constantes, �1 < 0 et �2 > 0 où

lim
t�!�1

w1(t) = lim
t�!�1

�� lim
t�!�1

F1(�;  ) = 0

et

lim
t�!1

w1(t) = lim
t�!1

�� lim
t�!1

F1(�;  ) = k � k = 0

i,e.

C1 = C2 = 0

donc

w1(t) = �� F1(�;  )

=
1

d1(�2 � �1)

24 tZ
�1

e�1(t�s)h(s)ds+

1Z
t

e�2(t�s)h(s)ds

35
� 0

Ainsi

e�1tw1(t) = e(�1+�1)t
tZ

�1

e��1s

d1(�2 � �1)
h(s)ds+ e(�1+�2)t

tZ
�1

e��2s

d1(�2 � �1)
h(s)ds

38



Chapitre 1. Solutions d�ondes progressives pour des systèmes de réaction-di¤usion à
retard avec monotonie partielle

par conséquent

d

dt

�
e�1tw1(t)

�
=

d

dt

24e(�1+�1)t tZ
�1

e��1s

d1(�2 � �1)
h(s)ds

35
+
d

dt

24e(�1+�2)t tZ
�1

e��2s

d1(�2 � �1)
h(s)ds

35
= (�1 + �1)e

(�1+�1)t

tZ
�1

e��1s

d1(�2 � �1)
h(s)ds

+ (�1 + �2)e
(�1+�2)t

tZ
�1

e��2s

d1(�2 � �1)
h(s)ds

+ e(�1+�2)t
e��1t

d1(�2 � �1)
h(t)� e(�1+�2)t

e��2t

d1(�2 � �1)
h(t)

= (�1 + �1)e
(�1+�1)t

tZ
�1

e��1s

d1(�2 � �1)
h(s)ds

+ (�1 + �2)e
(�1+�2)t

tZ
�1

e��2s

d1(�2 � �1)
h(s)ds

� 0

i,e.
d

dt

�
e�1tw1(t)

�
� 0; t 2 R:

Ainsi
d

dt

�
e�1tw1(t)

�
� 0; d

dt

�
e�1tw2(t)

�
� 0: (2.21)

De même remplaçant de nouveau (2.11) respectivement par (2.19) et (2.20) on obtient

facilement
d

dt

�
e�2tu1(t)

�
� 0; d

dt

h
e�2t2 u2(t)

i
� 0; (2.22)

où

u1 = F1(�;  )� �; u2 = F1(�;  )�  ;
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ce qui montre que F (�;  ) satisfait la condition (iii) de ��. par suite

F (�;  ) � ��:

Lemme 2.4.5 Si (PQM�) est véri�é, alors

F : ��((�;  ); (�;  )) �! ��((�;  ); (�;  )); est compact.

Preuve. La preuve est semblable à celle du lemme 2.3.6

En conclusion, combinant les lemmes 2.4.3-2.4.5 avec le théorème de point �xe de Schauder

avec les même argument que dans la preuve du théorème 2.3.1, nous pouvons établir le

résultat suivant apparenté au théorème 2.3.1.

Théorème 2.4.1 Supposons que (A1)� (A3) et (PQM�) sont véri�és, et qu�il y a sur et

sous solution (�;  ) et (�;  ) satisfaisant (P1); (P3); (P �3 ) et (P4), alors (2.3)-(2.6) possède

une solution avec la deuxième composante  (t) non décroissante pour t 2 R:

C�est -à-dire, le système (2.2) a un front d�onde progressive.
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Annexe B : Abréviations et

Notations

Les di¤érentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expli-

quées ci-dessous :

C1 : La classe des fonctions continument di¤érentiables:

(X;T ) : Espace topologique.

(E; d) : Espace métrique.

@ : Dérivées partielles.

c : Constant correspondant à la vitesse d�onde.

(�;  ) : Pro�l de la solution onde progressive

j:j : Désigne la norme eucludidinne dans R2
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