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Introduction

Parmi les branches les plus importantes en mathèmatiques, dans les temps anciens et

rècements type des èquations intègrale qui sont considèrès comme l�èpine dorsale de la

majeure partie de la science actuelle si pas tous.

Est apparu une autre blanche d�èquations embrasser intègrale dans la mème èquation, à

ètè introduit par Fredholm par la première fois en 1900, il a appelè les èquations intègrales.

Où nous trouvons un grand nombre de questions dans le domaine de l�ingènierie et les

sciences physiques et sociales sont formulèes mathèmatiquement sous la forme d�èquations

intègrales.

Ainsi notre mèmoire se compose de trois chapitres :

Dans le premier chapitre, nous commençons par classi�er les èquations intègrales en les

illustrant par des exemples, Ensuite nous prèsentons l�origine des èquations integrales et

la relation entre ces dernières et les èquations integrales.

Le deuxième chapitre est consacrè esssentiellement à prèsenter diverses mèthodes de

rèsolution numèrique des èquations integrales, cependant nous y dèvelppons certaines idèes

primordiales et les illustrerons avec quelques exemples.

Le troisième chapitre est cosacrè aux mèthodes de résolution numèrique où nous avons

utilisès les méthodes des collocations. En particulier, on applique la méthode de Galerkin

pour résoudre numériquement quelques équations intégrales mixtes de Fredholm-Volterra.
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Chapitre 1

Classi�cation et genése des équations

intégrales

Dé�nition 1.0.1

On appelle équation intégrale une équation qui contient la fonction inconnue sous le signe

d�integration. Telle est, par exemple, l�équation

' (s) =

Z b

a

K (s; t)' (t) dt + f (s) (1.1)

Où f et K sont des fonctions continues et ' est la fonction inconnue.

1.1 Classi�cation des équations intégrales

Il existe plusieurs types des équations integrales qui dependent essentiellement sur les

bornes d�intégration et le noyau de l�intègrale. On s�intéresse aux équations suivantes :
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Chapitre 1. Classi�cation et genése des équations intégrales

1.1.1 Equation intégrale de Fredholm

L�équation intégrale linéaire de fredholm de seconde espéce est sous la forme suivante :

' (s) = �

Z b

a

K (s; t)' (t) dt + f (s) a � s � b (1.2)

Où ' (s) est la fonction inconnue, la fonction K (s; t) qui s�appelle noyau avec le terme

libre f sont donnèes et � un paramètre numèrique.

une équation intégrale de la forme :

Z b

a

K (s; t)' (t) ds = f (s) a � s � b (1.3)

est ditè èquation de fredholm de premiere espèce.

Exemple 1.1.1 On considère l�èquation de Fredholm de seconde espèce

' (s) = 1 +
1

3

Z 1

�1
(s+ t)' (t) dt (1.4)

où le noyau K (s; t) = (s+ t) ; le terme libre f (s) = 1;et le paramètre � = 1
3
:

Exemple 1.1.2 On considère l�èquation de Fredholm de première espèce

s =

Z 0

�1
cos (st)' (t) dt (1.5)

où le noyau K (s; t) = cos (st) et le terme libre f (s) = s:

3



Chapitre 1. Classi�cation et genése des équations intégrales

Remarque 1.1.1 F (' (s)) = 'n (s) ; n 6= 1; ou sin' (s) etc...puis de volterra et èqua-

tions intègrales de Fredholm sont classès comme des èquations intègrales non-linèaires .

Comme pour les exemples les èlèments suivants èquations intègrales non-linèaires :

' (s) = f (s) + �

Z s

a

K (s:t)'2 (t) dt: (1.6)

' (s) = f (s) + �

Z s

a

K (s:t) sin (' (t)) dt: (1.7)

' (s) = f (s) + �

Z s

a

K (s:t) ln (' (t)) dt: (1.8)

Ensuite, si nous de¢ nissons f (s) = 0, de Volterra ou èquations intègrales de Fredholm,

puis la suite èquation intègrale homogène, dans le cas contraire, il est appelè èquation

intègrale non homogène.

1.1.2 Èquation intègrale de volterra

L�èquation intègrale linèaire de volterra de seconde espèce est sous la forme suivante :

' (s) = �

Z s

a

K (s; t)' (t) dt + f (s) a � s � b (1.9)

où ' (s) est la fonction inconnue, la fonction K (s; t) qui s�appelle noyau avec le terme

libre f sont donnèes et � un paramètre numèrique.
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Chapitre 1. Classi�cation et genése des équations intégrales

une èquation intègrale de la forme :

Z s

a

K (s; t)' (t) ds = f (s) ; a � s � b (1.10)

est dite èquation de volterra de premiere especè.

Exemple 1.1.3 On considère l�èquation de volterra de seconde espèce

' (s) = 2 +

Z s

0

' (t) dt; (1.11)

où le noyau K (s; t) = 1; le terme libre f (s) = 2 et le paramètre � = 1:

Exemple 1.1.4

On considère l�èquation de volterra de première espèce

ln (s) =

Z s

0

es+t' (t) dt (1.12)

où le noyau K (s:t) = es+t et le terme libre f (s) = ln (s) :

1.1.3 Equation intègrale singulière

Une èquation intègrale singulière est dè�nie comme une intègrale avec les limites in�nies

ou lorsque le noyau de l�intègrale devienne non liè à un certain moment dans l�intervalle.
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Chapitre 1. Classi�cation et genése des équations intégrales

Exemple 1.1.5 Le noyau faiblement singulier de la forme :

K (s; t) =
g (s:t)

js� tj� ; 0 < � < 1 (1.13)

Où � est donnè et g(s:t) est une fontion bornèe, K (s; t) est un exemple d�un noyau non

bornè. Cependant, une èquation intègrale dé�nie avec un noyau de type (1:13) est dite

èquation intègrale faiblement singulière.

Exemple 1.1.6 L�èquation suivante :

f (s) =

Z s

0

1p
s� t

' (t) dt (1.14)

est un exemple d�une èquation intègrale singulière est appelèe èquation intègrale d�Abel.

On appelle ègalement èquation d�Abel generalisèe une èquation de la forme :

f (s) =

Z s

0

' (t)

(s� t)�dt (1.15)

où � une constante telle que 0 < � < 1:

1.1.4 Èquations intègro-di¤èrentielles

Dans le dèbut des annèes 1900, vito volterra a ètudiè le phènomène de croissance de la

population et noveaux types d�èquations dèveloppèes et nommès comme èquations integro-

di¤èrentielles. Dans ce type d�èquations, la fonction inconnue ' (s) apparait comme la

combinaison du dèrivè ordinaire et sous le signe intègral.
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Chapitre 1. Classi�cation et genése des équations intégrales

Dans l�èlectrique problème d�ingènierie, le courant I (t) circulant dans un circuit fermè

puisse ètre obtenu en la forme de l�èquation integro-di¤èrentielle suivante sont classès

comme les èquations intègrales singulier.

L
dI

dt
+RI +

1

C

Z 1

0

I (s) ds = f (t) ; I (0) = I0 (1.16)

où L est l�inductance, R est la rèsistance, C la capacitance et f (t) l�applique tension.

Des exemples similaires peuvent ètre citès comme suit :

'00 (x) = f (x) + �

Z x

0

K (x� t)' (t) dt; ' (0) = 0; '0 (0) = 1 (1.17)

'0 (x) = f (x) + �

Z 1

0

K (xt)' (t) dt; ' (0) = 1 (1.18)

Èquations (1:16) et (1:17) sont des èquations integro-di¤èrentielles de volterra type, consi-

dèrant qu�èquations intègro-di¤èrentielles d�èquation(1:18) Fredholm type. Ces terminolo-

gies ont ètè conclus en raison de la prèsence de durèe indèterminèe et determinèe intègrales.

1.1.5 Èquations à noyau symètrique

Considèrons l�èquation intègrale de Fredholm de deuxième espèce

' (s) =

Z b

a

K (s; t)' (t) dt + f (s) (1.19)

Dont le noyau vèri�e les conditions

1)
R b
a

R b
a
jK (s:t) j2dsdt <1

2) K (s:t) = K (t:s)
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Chapitre 1. Classi�cation et genése des équations intégrales

Nous dirons qu�une telle èquation est à noyon symètrique.

1.2 Linèaritè et l�homogèneitè

Les èquations intègrales classès en deux autres types de classi�cations : la linèarite et

d�homogènèitè. Ces deux notions jouent un ròle important dans la structure des solutions.

Dans ce qui suit, nous soulignons les dé�nitions de ces concepts.

1.2.1 Notion de linèaritè

Si l�exposant de la fonction inconnue ' (s) dans le signe de l�intègrale est l�un, l�èquation

intègrale est appelè linèaire. Si la fonction inconnue ' (s) est d�exposant autre que un, ou

si l�èquation contient des fonctions non linèaire de ' (s), comme de e',cos'; et ln (1 + ') ;

l�èquation intègrale est appelè non linèaire. Pour expliquer ce concept, nous considèrons

les èquations suivantes :

' (s) = 1�
Z s

0

(s� t)' (t) dt (1.20)

' (s) = 1�
Z 1

0

(s� t)' (t) dt (1.21)

' (s) = 1 +

Z s

0

(1 + s� t)' (t)4 dt (1.22)

Les deux premiers exemples sont des èquations intègrales linèaires de Volterra et de Fred-

holm, respectivement, alors que le dernier est une èquation intègrale non linèaire de Vol-

terra.
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Chapitre 1. Classi�cation et genése des équations intégrales

1.2.2 Notion d�homogènèitè

Les èquations intègrales de seconde espèce sont classès comme homogène ou non homo-

gène, si la fonction f (s) dans le deuxième type de Volterra et Fredholm des èquations

intègrales est identiquemnt nulle, l�èquation est appelèe homogène. Sinon, elle est appelè

non homogène. Notez que cette propriètè est valable pour les èquations de seconde espèce

seulement. Pour clari�er ce concepte, nous considèrons les èquations suivantes :

' (x) = sin s+

Z s

0

st' (t) dt (1.23)

' (s) = s+

Z 1

0

(s� t)2 ' (t) dt (1.24)

' (s) =

Z s

0

(1 + s� t)' (t)4 dt (1.25)

Les deux premières èquations sont non homogène car f (s) = sin s et f (s) = s; tandis que

le dernier est homogène parce que les èquations f (s) = 0:

1.3 Exemples de problèmes conduisant à des èqua-

tions intègrales

Dans les paragraphes suivants du prèsent chapitre nous ètablirons les propriètès fonda-

mentales des èquations intègrales mais pour l�instant nous nous proposons de considèrer
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Chapitre 1. Classi�cation et genése des équations intégrales

1.3.1 quelques problèmes qui conduisent à de telles èquations

Equilibre d�une corde, c-à-d un �l matèriel èlastique et �exible de longueur l qui oppose à

la traction une rèsistance, proportionnelle à la valeur de cette traction.

Supposons les extrèmitès de la corde �xèes aux points s = 0 et s = l. Alors dans sa

position d�èquilibre la corde coincide avec le segment 0 � s � l de l�axe s.

Supposons maintenant que la corde soit soumise à une force P = P� qui agit verticalement

en un point s = �: Sous l�action de cette force la corde s�ècarte de sa position d�èquilibre

et prend, èvidemment, la forme de la ligne brisèe.

Cherchons l�ècart � de la corde au point � sous l�action de la force P� agissant en ce point. Si

la force P� est petite par rapport à la tension T0 de la corde non chargèe, alors la tension de

la corde chargèe peut ètre supposèe aussi ègale à T0: Cela ètant, de la condition d�èquilibre

de la corde on obtient l�ègalite

T0
�

�
+ T0

�

l � � = P�; (1.26)

d�où

� =
(l � �) �
T0l

P�

Dèsignons par u (s) la �èche de la corde en un point quelconque s sous l�action de la force

P�. Alors

u (s) = P�G (s; �) (1.27)

Où

G (s; �) =

8><>:
s(l��)
T0l

si 0 � s � �:
(l�s)�
T0l

si � � s � l:
(1.28)
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Chapitre 1. Classi�cation et genése des équations intégrales

De ces formules on voit immèdiatement que G (s; �) = G (�:s) :

Supposons à prèsent que la corde soit soumise à une force rèpartie uniformèment sur

cette corde avec la densitè p (�) : Si cette force est petite, la dèformation dèpend encore

linèairement de la force, et la forme de la corde chargèe est dècrire par la fonction

u (s) =

Z l

0

G (s; �) p (�) d� (1.29)

Donc, si la charge agissant sur la corde est donne, la formule (1:29) permet de dèterminer

la forme prise par la corde sous l�action de cette charge.

considèrons maintenent le problème inverse : dèterminer la rèpartition de la charge p telle

que la corde ait la forme donnèe u. On voit alors que pour trouver la fonction p connaissant

u, nous avons une èquation qui aux notations près coincide avec l�èquation (1:3) ; c-à-d.une

èquation intègrale de Fredholm de première espèce.

1.3.2 Oscillations libres et oscillations forcèes de la corde

Supposons maintenant que la corde oscille de façon quelconque. Soit u (s; t) la position, à

l�instant t, du point de la corde ayant l�abscisse s, et soit p la densitè linèaire de la corde.

La force d�inertie qui agit sur un èlement de longueur ds de la corde est ègale à

�@
2u (s; t)

@t2
�ds

donc

p (�) = �@
2u (�; t)

@t2
�

En substituant cette expression à p (�) dans la formule (1:29), on obtient

u (s; t) = �
Z l

0

G (s; �) �
@2u (�; t)

@t2
d� (1.30)
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Chapitre 1. Classi�cation et genése des équations intégrales

Supposons que la corde produit des oscillations harmoniques de frèquence constante ! et

d�amplitude u (s) dependant de s. Autrement dit, soit

u (s; t) = u (s) sin!t (1.31)

En portant cette expression dans (1:21) et en simpli�ant par sin!t, on obtient pour u

l�èquation intègrale suivante :

u (s) = �!2
Z l

0

G (s; �)u (�) d� (1.32)

Si, sous l�action d�une force extèrieure, les oscillations de la corde ne sont plus libres, mais

forcèes, alors, comme le montre un calcul simple, l�èquation des oscillations harmoniques

de la corde prend la forme

u (s) = �!2
Z l

0

G (s; �)u (�) d� + f (s) (1.33)

c-à-d. est une èquation de Fredholm non homogène de deuxième espèce.

1.3.3 Reduction d�une èquation di¤èrentielle à une èquation in-

tègrale

Parfois il y a intèret à rèduire la rèsolution d�une èquation di¤èrentielle à la rèsolution

d�une èquation intègrale. En dèmontrant l�existance et l�unicitè de la solution de l�èquation

di¤èrentielle

y0 = f (s; y)

12



Chapitre 1. Classi�cation et genése des équations intégrales

avec la conditon initiale y (x0) = y0; nous avons vu qu�il est commode de rèduire cette

èquation à l�èquation intègrale (non linèaire)

y = y0 +

Z s

0

(�; y) d�: (1.34)

une telle rèduiction est possible ausssi pour des èquations d�ordre supèrieur à un. considè-

rons, par exemple, l�èquation du second ordre

y00 + f (s) y = 0: (1.35)

En posant f (s) = �2 � � (x) où � = const, mettons-la sous la forme

y00 + �2y = � (s) y: (1.36)

comme on le sait, la solution de l�equation

y00 + �2y = g (s) (1.37)

peut s�ècrire sous la forme

y (s) = cos � (s� a) + 1
�

Z s

a

sin � (s� �) g (�) d�: (1.38)
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Chapitre 1. Classi�cation et genése des équations intégrales

Donc, trouver la solution de l�èquation (1:27) revient à rèsoudre l�èquation intègrale

y (s)� 1
�

Z s

a

� (�) sin � (s� �) y (�) d� = cos � (s� a) : (1.39)

1.4 Origines des èquations intègrales

Les èquations intègrales se posent dans de nombreuses applications scienti�ques et d�ingè-

nierie. Les èquations intègrales de Volterra pouvent ètre obtenues à partir de la conversion

de problèmes aux conditions initiales. Cependant, les èquations intègrales de Fredholm

peuvent ètre deduitèes des problèmes aux limites.

Nous allons prèsenter une mèthode qui permet de convertir un problème aux limite à une

èquation intègrale de Fredholm èquivalente.

type I

On considère le problème aux limites suivant :

u00 (s) + g (s)u (s) = h (s) ; 0 < s < 1 (1.40)

Avec les conditions aux limites :

u (0) = �; u (1) = � (1.41)

On pose

u00 (s) = ' (s) (1.42)
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Chapitre 1. Classi�cation et genése des équations intégrales

L�intègration des deux côtès de (1:42) donne :

Z s

0

u00 (t) dt =

Z s

0

' (t) dt (1.43)

Cela donne

u0 (s) = u0 (0) +

Z s

0

' (t) dt (1.44)

Où la condition initiale u0 (0) n�est pas donnèe dans un problème aux limite. La condition

u0 (0) il sera determinèe plus tard en utilisant la condition aux limites en s = 1:

Intègrer les deux côtès de (1:44), on obtient

u (s) = u (0) + su0 (0) +

Z s

0

Z s

0

' (t) dtdt (1.45)

Ou de façon èquivalente

u (s) = �+ su0 (0) +

Z s

0

(s� t)' (t) dt (1.46)

Pour dèterminer u0 (0), nous remplaçons s = 1 dans les deux côtes de (1:46) et en utilisant

la condition aux limites à u (1) = � nous trouvons

u (1) = �+ u0 (0) +

Z s

0

(1� t)' (t) dt (1.47)
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Cela donne

� = �+ u0 (0) +

Z 1

0

(1� t)' (t) dt (1.48)

Alors

u0 (0) = (� � �)�
Z 1

0

(1� t)' (t) dt (1.49)

La substitution de (1:49) dans (1:46) donne

u (s) = �+ (� � �) s�
Z 1

0

s (1� t)' (t) dt+
Z s

0

(s� t)' (t) dt (1.50)

La substitution de (1:42) et (1:50) dans (1:40), on obtient

' (s) + �g (s) + (� � �) sg (s)�
Z 1

0

sg (s) (1� t)' (t) dt+
Z s

0

g (s) (s� t)' (t) dt = h (s)

(1.51)

Et donc

' (s) = f (s) +

Z s

0

t (1� s) g (s)' (t) dt+
Z 1

s

s (1� t) g (s)' (t) dt (1.52)

Qui mène à l�èquation intègrale de Fredholm

' (s) = f (s) +

Z 1

0

K (s; t)' (t) dt (1.53)

Où

f (s) = h (s)� �g (s)� (� � �) sg (s) (1.54)
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Et le noyau K (s; t) et donnèe par

K (s; t) =

8><>: t (1� s) g (s) ; si 0 � t � s

s (1� t) g (s) ; si s � t � 1
(1.55)

Exemple 1.4.1

Convertir le problème aux limites suivant pour une èquation integrale èquivalente Fred-

holm :

u00 (s) + 3u (s) = cos s; u (0) = u (1) = 0 (1.56)

On remarque que � = � = 0 et g (s) = 3 et h (s) = cos s donc

f (s) = cos s (1.57)

Alors l�èquation intègrale de Fredholm :

' (s) = cos s+

Z 1

0

K (s; t)' (t) dt (1.58)

Et le noyau K (s; t) est donnèe par

K (s; t) =

8><>: 3t (1� s) si 0 � t � s:

3s (1� t) si s � t � 1:
(1.59)

17



Chapitre 1. Classi�cation et genése des équations intégrales

type II

On considère le problème aux limites suivant :

u00 (s) + g (s)u (s) = h (s) ; 0 < s < 1 (1.60)

Avec les conditions aux limites :

u (0) = �1; u
0 (1) = �1 (1.61)

On pose

u00 (s) = ' (s) (1.62)

Intègrer les deux côtès de (1:62) :

Z s

0

u00 (t) dt =

Z x

0

' (t) dt (1.63)

Cela donne

u0 (s) = u0 (0) +

Z s

0

' (t) dt (1.64)

Où la condition initiale u0 (0) n�est pas donnèe dans un problème de valeur limite. La

condition u0 (0) sera dèterminè par la suite à l�aide de la condition limite à u0 (1) = �1:
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Intègrer les deux côtès de (1:64) de 0 à s donne

u (s) = u (0) + su0 (0) +

Z s

0

Z s

0

' (t) dtdt (1.65)

Ou de façon èquivalente

u (s) = �1 + su
0 (0) +

Z s

0

(s� t)' (t) dt (1.66)

Pour dèterminer u0 (0) nous avons d�abord di¤erencier (1:66) par rapport à s pour obte-

nir

u0 (s) = u0 (0) +

Z s

0

' (t) dt (1.67)

En remplaçont x = 1 dans les deux côtès de (1:67) et en utilisant la condition aux limites

à u0 (1) = �1 nous trouvons

u0 (1) = u0 (0) +

Z 1

0

' (t) dt (1.68)

Cela donne

u0 (0) = �1 �
Z 1

0

' (t) dt (1.69)

D�où

u (s) = �1 + s[�1 �
Z 1

0

' (t) dt] +

Z s

0

(s� t)' (t) dt (1.70)
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La substitution de (1:62) et (1:70) dans (1:60) donne

' (s) + �1g (s) + �1sg (s)�
Z 1

0

sg (s)' (t) dt+

Z s

0

g (s) (s� t)' (t) dt = h (s) (1.71)

Alors

' (s) = f (s) +

Z s

0

tg (s)' (t) dt+

Z s

0

sg (s)' (t) dt (1.72)

Qui mène à l�èquation intègrale de Fredholm :

' (s) = f (s) +

Z 1

0

K (s; t)' (t) dt (1.73)

Où

f (s) = h (s)� (�1 + �1s) g (s) (1.74)

Et le noyau K (s; t) est donnèe par

K (s; t) =

8><>: tg (s) ; si 0 � t � s:

sg (s) ; si s � t � 1:
(1.75)

Exemple 1.4.2

Convertir le problème aux limites suivant pour une èquation integrale èquivalente Fred-

holm :

u00 (s) + u (s) = 0; u (0) = u0 (1) = 0 (1.76)

On remarque que �1 = �1 = 0 et h (s) = 0 donc
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Chapitre 1. Classi�cation et genése des équations intégrales

f (s) = 0 (1.77)

La substitution de ceci dans (1:58) donne l�èquation intègrale de Fredholm homogène :

' (s) =

Z 1

0

K (s; t)' (t) dt (1.78)

Et le noyau K (s; t) est donnèe par

K (s; t) =

8><>: t; si 0 � t � s:

s; si s � t � 1:
(1.79)
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Chapitre 2

Les mèthodes des rèsolutions des

èquations intègrales

Dans ce chapitre, nous prèsenterons quelques mèthodes analytiques et numeriques impor-

tantes pour rèsoudre les èquations intègrales de Fredholm de la deuxième espèce.

2.1 Mèthodes analytiques

Certaines èquations intègrales ont une solution et d�autres n�ont pas de solution ou qu�il

a un nombre in�ni des solutions.

Remarque 2.1.1 Il est impotant de dire que nous discuterons des mèthodes analytiques

dans l�espece C ([a; b]); jj:jj1) :

Théorème 2.1.1 Si l�èquation intègrale homogène de Fredholm

u (s) = �

Z b

a

K (s; t)u (t) dt, (2.1)
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Chapitre 2. Les mèthodes des rèsolutions des èquations intègrales

N�a que la solution triviale u (x) = 0; alors l�èquation de Fredholm non homogène cor-

respondante

u (s) = g (s) + �

Z b

a

K (s; t)u (t) dt; (2.2)

A toujours une solution unique. Ce théorème est connu par le théorème alternative de

Fredholm.

Théorème 2.1.2 Si le noyau K (s; t) dans l�èquation intègrale de Fredholm (2:2) est

continu, le rèel Fonction èvaluèe, bornèe dans le carrè a � s � b et a � t � b, et

si g (s) est une Fonction continue , puis une condition nècessaire à l�existence d�une solu-

tion unique pour l�èquation intègrale de Fredholm (2:2) est donnèe par

j�jM (b� a) < 1 (2.3)

où

jK (s:t) j �M M 2 R (2.4)

Au contruire, si la condition nècessaire (2:3) ne tient pas, alors une solution continue peut

exister pour l�èquation intègrale de Fredholm. Pour illustrer ceci

Exemple 2.1.1 Soit l�èquation intègrale de Fredholm

u (s) = 2� 3s+
Z 1

0

(3s+ t)u (t) dt (2.5)

Il est clair que si � = 1; jK (s; t) j � 4; et (b� a) = 1: Cela donne
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Chapitre 2. Les mèthodes des rèsolutions des èquations intègrales

j�jM (b� a) = 4 (2.6)

Cependant, l�èquation de Fredholm (2:5) a une solution exacte donnèe par

u (s) = 6s (2.7)

2.1.1 Mèthode du noyau dègènèrè

Dans cette section, la mèthode du noyau dègènèrè sera appliquèe pour èquations intègrales

de Fredholm avec des noyaux sèparables. Des èquations intègrales de Fredholm d�une

manière directe et donne la solution sous une forme exacte et non pas sous forme de sèrie,

cette mèthode sera appliquèe pour les noyaux dègènèrè ou des noyaux sèparables de la

forme

K (s; t) =
nX
i=1

!i (s) �i (t)

Où les fonction !1 (s) ; :::; !n (s) et les fonctions �1 (t) ; :::; �n (t) sont Linèairement indè-

pendant. Avec un tel noyau, l�intègrale de Fredholm du seconde type

u (s) = g (s) + �

Z b

a

K (s; t)u (t) dt (2.9)

Devient

u (s) = g (s) + �

nX
i=1

!i (s)

Z b

a

�i (t)u (t) dt; (2.10)

La technique de rèsolution de cette èquation dèpend essentiellement du choix du paramètre

complex � et sur la dè�nition de

�i =

Z b

a

�i (t)u (t) dt (2.11)
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Chapitre 2. Les mèthodes des rèsolutions des èquations intègrales

Chaque intègrale du côtè droit ne dèpend que de la variable t avec des limites constantes

d�intègration pour t. Cela signi�e que chaque intègrale est èquivalente à une constante. En

se fondant sur ce point, la substitution de (2:11) à (2:10) donne

u (s) = g (s) + �
nX
i=1

�i!i (s) (2.12)

Et le problème se rèduit à trouver les quantitès �i pour ce faire, on place la valeur de u (s)

donnèe par (2:12) dans (2:10) et on obtient

nX
i=1

!i (s)

�
�i �

R b
a
�i (t)

�
g (t) + �

Pn
i=1 �k!k (t)

�
dt

�
= 0 (2.13)

Mais les fonctions !i (s) sont linèairement indèpendantes, donc

�
�i �

R b
a
�i (t)

�
g (t) + �

Pn
i=1 �k!k (t)

�
dt

�
= 0; i = 1; :::; n (2.14)

Utilisation de la notation simpli�èe

Z b

a

�i (t) g (t) dt = hi,
Z b

a

�i (t)!k (t) = cik; (2.15)

Où hi et cik sont des constantes connues, l�èquation (2:14) devient

�i � �
nX
i=1

cik�k = hi, i = 1; :::; n (2.16)

C�est-à-dire un système de n èquations algèbriques pour les inconnues �i le dèterminant

D (�) de ce système est
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Chapitre 2. Les mèthodes des rèsolutions des èquations intègrales

D (�) =

266666664

1� �c11 ��c12 ::: ��c1n

��c21 1� �c22 ::: ��c2n
...

...
. . .

...

��cn1 ��cn1 ::: 1� �cnn

377777775
Qui est un polynôme en � de degrè n au maximun. En outre, il n�est pas identique à zèro,

puisque, quand � = 0, il se reduit à l�unitè. Pour toutes les valeurs de � pour lesquelles

D (�) 6= 0; le système algebrique (2:16) admet une solution unique mème pour l�èquation

intègrale (2:9). Dautre part, pour toutes les valeurs de � pour lesquelleD (�) devient ègal à

zèro, le système algebrique (2:16), et l�èquation intègrale (2:9), soit est insoluble, soit a un

nombre in�ni de solution. Remarque Que nous n�avons considèrè que l�èquation intègrale

du second type, où seule cette mèthode est applicable.

Exemple 2.1.2 Pour illustrer la mèthode ci-dessus, nous considèrons l�èquation intègrale

suivante dans le noyau dègènèrè

u (s) = � 2
�
cos (s) +

4

�

Z �
2

0

cos (s� t)u (t) dt (2.17)

Maintenant le noyau K (s; t)=cos (s� t) peut ètre ècrit comme K (s; t) = cos (s) cos (t) +

sin (s) sin (t) qui est un noyau sèparable tel que

K (s; t) =
nX
i=0

!i (s) �i (t) (2.18)

Où

!1 (s) = cos (s) �1 (t) = cos (t)

!2 (s) = sin (s) �2 (t) = sin (t)
(2.19)

Maintenant, en utilisant les techniques de la section (2:1:1) dans un domaine [a; b] et les
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relations R b
a
�i (t) g (t) dt = hi;

R b
a
�i (t)!i (t) = cik (2.20)

Nous avons

c11 =

Z b

a

�i (t)!i (t) dt =

Z �
2

0

cos (t) cos (t) dt (2.21)

=

Z �
2

0

cos (t)2 dt =
1

2

Z �
2

0

1 + cos (2t) dt =
�

4

c12 = c21 =

Z �
2

0

cos (t) sin (t) dt =
1

2
(2.22)

c22 =
�

4
(2.23)

h1 =
�2
�

R �
2

0
cos (t) cos (t) dt = �1

2
; h2 =

�1
�
;

Maintenant pour trouver �i dans la relation

�i � �
nX
k=1

cik�k = hi (2.24)

Lorsque cela peut ètre ècrit sous la forme matricielle comme

264
0B@ 1 0

0 1

1CA� �
0B@ c11 c12

c21 c22

1CA
375
0B@ �1

�2

1CA =

0B@ h1

h2

1CA
264
0B@ 1 0

0 1

1CA� 4

�

0B@ �
4

1
2

1
2

�
4

1CA
375
0B@ �1

�2

1CA
=

0B@ �1
2

� 1
�

1CA)

0B@ �1

�2

1CA =

0B@ 1
2

�
4

1CA
En utilisant la relation

u (s) = g (s) + �

nX
k=1

�i!i (s)
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Puis

u (s) = sin (s)

Qui est la solution exacte.

2.1.2 Mèthode de décomposition d�Adomian

L�idèe principale de la mèthode d�Adomian est de decomposer la fonction inconnue u (s)

de l�èquation en une somme d�un nombre in�ni de composantes dè�nies par la sèrie de

dècomposition

u (s) =
1X
n=0

un (s) (2.26)

Ou èquivalent

u (s) = u0 (s) + u1 (s) + ::::: (2.27)

Où les composants un�0 (s) ; doivent ètre dèterminès de manière rècursive. La mèthode de

dècomposition se prèoccupe de la rèalisation des composants. u0; u1; ::: .Individuelement.

La dètermination de ces composantes peut ètre rèalisèe de manière simple par une relation

de frèquence qui implique habituelement des intègrales simples qui peuvent ètre facilement

èvaluèes. Pour ètablir la relation de rècurence, nous substituons (2:26) dans l�èquation

intègrale de Fredholm

u (s) = g (s) + �

Z b

a

K (s; t)u (t) dt; (2.28)
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On obtient

1X
n=0

un (s) = g (s) + �

Z b

a

K (s; t)

" 1X
n=0

un (t)

#
dt; (2.29)

On èquivalent

u0 (s) + u1 (s) + ::: = g (s) + �

Z b

a

K (s; t) [u0 (t) + u1 (t) + :::] dt; (2.30)

La composante u0(s) est identi�èe par tous les termes qui ne sont pas inclus sous le signe

intègral. Cela sign�e que les composantes uj (s) de l�inconnu u (s) sont complètement

dèterminèe en dè�nissant la relation de rècurrence

u0 (s) = g (s) ; un+1 (s) = �

Z b

a

K (s; t)un (t) dt (2.31)

Ou èquivalent

u0 (s) = g (s) (2.32)

u1 (s) = �

Z b

a

K (s:t)u0 (t) dt

u2 (s) = �

Z b

a

K (s:t)u1 (t) dt

Et ainsi de suite pour les autres composantes. En consèquence, les composantes u0 (s) ; u1 (s) ; :::

.Sont complètement dèterminèes.Il en rèsulte que la solution u (s) de l�èquation intègrale

de Fredholm (2:28) est facilement obtenue sous forme de sèrie en utilisant l�hypothèse de

la sèrie dans (2:26). La mèthode de dècomposition a converti l�èquation intègrale en une

èlègante determination des composantes calculable, si une solution exacte existe pour le

problème, alors la sèrie obtenue convege très rapidement vers cette solution exacte. Ce-
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pendant, pour les problèmes concrets, lorsqu�une solution de formèe n�est pas obtenue,

un nombre tronquè de termes est habituellement utilisè à des �ns numèriques. Pour nous

utilisons de composants, plus nous obtenons de prècision.

Exemple 2.1.3 Pour illustrer la mèthode ci-dessus, nous considèrons l�èquation intègrale

suivante

u (s) = es � s+ s
Z 1

0

su (t) dt (2.33)

La mèthode de dècomposition adomienne suppose que la solution u(s) a une forme de sèrie

donnèe en (2 : 26). En remplaçant la sèrie de dècomposition (2:26) dans les deux côtès

(2:33) donne
1X
n=0

un (s) = e
s � s+ s

Z 1

0

t

" 1X
n=0

un (t)

#
dt (2.34)

Ou èquivalent

u0 (s) + u1 (s) + ::: = e
s � s+ s

Z 1

0

t [u0 (t) + u1 (t) + :::] dt (2.35)

Nous identi�ons la composante zèro par tous les termes qui ne sont pas inclus sous le signe

intègral. On obtient la relation de rècurence suivante

u0 (s) = e
s � s; uk+1 (s) = s

Z 1

0

t [uk (t)] dt (2.36)

Par consèquent, nous obtenous

u0 (s) = e
s � s:

u1 (s) = s

Z 1

0

t [u0 (t)] dt = s

Z 1

0

t
�
et � t

�
dt =

2

3
s:

u2 (s) = s

Z 1

0

t

�
2

3
t

�
dt =

2

9
s:
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Et L�utilisation de (2:26) donne la solution en sèrie

u (s) = es � s+ 2
3
s

�
1 +

1

3
+ :::

�
= es: (2.37)

2.1.3 Mèthode des approximations successives

La mèthode d�approximation successive fournit un schèma qui peut ètre utilisè pour rè-

soudre des problèmes de valeur initiale ou des èquations intègrales. Cette mèthode rèsout

tout problème en trouvant des approximations successives à la solution en commençant

par une approximation initiale comme u0 (s) appelèe approximation zèro qui peut ètre

toute fonction rèelle u0 (s), qui sera utilisèe dans une relation de rècurence à dèterminer

les autres approximations. Compte tenu des èquations intègrales de Fredholm du second

type

u (s) = g (s) + �

Z b

a

K (s; t)u (t) dt (2.38)

Et selon le chois de u0 (s) il existe deux mèthodes des approximations succesives.

1) La mèthode de Picard

Est obtenu pour u0 (s) = 0; 1 ou s est un rèel quelquonque.

2) La mèthode de la sèrie de Neumann

La mèthode de la sèrie de Neumann est obtenue lorsque u0 (s) = g (s) dans les autres

termes. tous les termes qui ne sont pas inclus sous le signe d�intègrale

u1 (s) = g (s) + �

Z b

a

K (s; t)u0 (t) dt (2.39)

= g (s) + �

Z b

a

K (s; t) g (t) dt

= g (s) + �'1 (s)

Où

'1 (s) =

Z b

a

K (s; t) g (t) dt
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La seconde approximation u2 (s) peut ètre obtenue comme

u2 (s) = g (s) + �

Z b

a

K (s; t)u1 (t) dt (2.40)

= g (s) + �

Z b

a

K (s; t) g (t) + �'1 (t) dt

= g (s) + �'1 (s) + �
2'2 (s) ds

Où

'2 (s) =

Z b

a

K (s; t)'1 (t) dt (2.41)

En procèdant de cette manière, on peut obtenir la solution �nale u (s)

u (s) = g (s) + �'1 (s) + �
2'2 (s) + :::+ �

n'n (s) + ::: = g (s) +
1X
n=1

�n'n (s) (2.42)

Où

'n (s) =

Z b

a

K (s; t)'n�1 (t) dt (2.43)

La sèrie (2:41) est connue sous le nom de sèrie Neumann. Cette sèrie in�nie est absolument

et uniformèment convegente, puisque

j�j � 1qR b
a

R b
a
K2 (s; t) dsdt

Si en plus nous avons Z b

a

K2 (s; t) dt � A

Où A est une constante, alors la sèrie de Neumann convege absolumement et uniformèment
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sur [a; b]. La solution �nale u (s) est obtenue par

u (s) = g (s) + lim
s!1

X
�k'k (s) ; (2.44)

Exemple 2.1.4 Soit l�èquation Intègrale de seconde espèce

u (s) = 1 +

Z 1

0

su (t) dt

En utilisant la mèthode d�opproximation successive (mèthode de la sèrie de Neumann ).

Pour la solution, considèrons que l�approximation zèro est u0 (s) = g (s) = 1; et alors la

première approximation peut ètre calculèe comme

u1 (s) = 1 +

Z 1

0

su0 (t) dt

= 1 +

Z 1

0

sdt

= 1 + s

En procèdant ainsi, nous trouvons

u2 (s) = 1 +

Z 1

0

su1 (t) dt

= 1 +

Z 1

0

s (1 + t) dt

= 1 +
3

2
x

Ainsi nous obtenons

un (s) = 1 + s [1 +
1

2
+
1

22
+ :::+

1

2n�1
]
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Et donc

u (s) = lim
n!1

un (s)

= 1 + lim
n!1

s

nX
k=0

1

2k

= 1 + lim
n!1

s:2

�
1� 1

2n

�
= 1 + 2s

C�est la solution.

Convergence de la mèthode des approximations successives

Théorème 2.1.3 Soit A : X ! X un opèrateur continue sur un espace de banach X

dont le rayon spectral vèri�e r (A) � 1: Alors la mèthode des approximations successive

de�nie par :

un+1 = Aun + f

converge pour tout u0 2 X; et f 2 X vers l�unique solution de u� Au = f :

Remarque 2.1.2 Ce rèsultat est très naturel en dimension �nie où le rayon spectral peut

ètre interprètè comme la plus grande valeur de N(A) pour l�enesmble des normes d�algèbre

N ; et on a dèjà vu qu�un critère de convergence est justement qu�une de ces norme veri. . . e

N(A) < 1 :

2.2 Mèthodes numèriques

Interpolation polynômiale de lagrange

Soit f une fonction continue sur [a; b], et soit :

4 : a � s0 < s1 < ::: < sn � b
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Une partition de l�intervalle [a; b], alors on choisi V = C ([a; b]) ; l�èspece des fonctions

continues :Vn+1 = Pn; l�espece des polynômes de degrè plus n. Alors l�interpolation de

lagrange de degrè n de la fonction f est dè�ni par :

pn (si) = f (si) ; 0 � i � n; pn 2 Pn:

L�interpolation fonctionnelle linèaire est donnèe par :

Lif = f (si) ; 0 � i � n:

On choisi Vj (s) = sj ,0 � i � n comme base de Pn; alors

det (LiVi)(n+1)�(n+1) =
Y
j>i

(sj � si) 6= 0

est appelè dèterminant de Vandemonde, telle que les formules

pn (s) =
nX
i=0

f (si)�i (s) ; �i (s) =
nY

j=o;i6=j

s� sj
si � sj

sont appellèes les formules d�interpolation polynômiale de lagrange.

2.2.1 Mèthodes de projection

Dè�nition des opèrateurs de projection

Dé�nition

Soit V un espace vèctoriel, V1 et V2 deux sous espace vectoriels de V: on dit que V est une

somme direct de V1et V2 et on ècrit V = V1 � V2 si tout v 2 V peut etre decomposè de la

manière unique

v = v1 + v2; v1 2 V1; v2 2 V2
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En outre, si V est muni d�un produit scalaire et que

8v1 2 V1; 8v2 2 V2 : hv1; v2i = 0

Alors V est appelè la somme directe orthogonale de V1 et V2:

Proposition 2.2.1 Soit V un espace vèctoriel, puis V = V1�V2 si et seulement s�il existe

un operateur linèaire P : V ! V tel que P 2 = P avec v1 = P (v) et v2 = (I � P ) (v) et

aussi V1 = P (V ) et V2 = (I � P ) (V ) :

Dé�nition 2.2.1 Soit V un espace de Banach ; un opèrateur P 2 L (V ) tel que P 2 = P

est appelè un opèrateur de projection

Si V est un espace d� Hilbret l�opèrateur P est appelè un opèrateur de projection or-

thogonal. Il est facile de remarquer que l�opèrateur de projection P est orthogonal si et

seulement si

hPv; (I � P ) (u)i = 0; 8u; v 2 V

Exemples d�operateurs de projection

Exemple 2.2.1 Soit V = C ([a; b]) ; et V1 = Pn �l�espace des polynômes de degrè infèrieur

ou egal à n; et soit 4 : a = x0 < x1 < ::: < xn = b une subdivision de l� intervalle [a; b]

dans ce cas pour v 2 C ([a; b]) on dè�nie Pv 2 Pn comme l� interpolation de lagrange

de v relativement à 4 (i:e) Pv (xi) = v (xi), 0 � i � n l� interpolation Pv est unique et

l�unicitè de cette interpolation donne

Pv (x) =

nX
i=0

 Y
j 6=i

x� xi
xi � xj

!
v (xi)

Exemple 2.2.2 En gènèrale, soit Vn est un sous espace de dimension n de l� espace d�

Hilbert V , Supposons que fu1; :::; ung une base orthonormal de Vn dans ce cas pour tout
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v 2 V la formule

Pv =

nX
i=1

hui; viui

dé�nie un opèrateur de projection de V dans Vn.

Principe des mèthodes de projection

Dans toutes les mèthodes de projection, on ètudie la rèsolution de l�èquation intègrale de

Fredholm de deuxième espèce de la forme

�' (s)�
Z
D

K (s; t)' (t) dt = f (s) ; (s 2 D) (2.47)

L�ensemble D est fermè et bornè d�un espace complet de fonctions V; tel que V = C (D)

ou V = L2 (D) presque partout. On choisi une suite �nie d�approximation de sous espace

Vn, tel que Vn � V; n � 1; et Vn de dimension Kn. Soit la base (�1; �2; :::; �k) de Vn;

(k = kn). Alors le principe du mèthode de projection consiste à trouver une suite de

fonctions 'n 2 Vn; tel que.

'n (s) =
knX
j=1

cj�j (s) ; s 2 D

On introduit le rèsidu rn (s) pour approcher la solution de (2:47)

rn (s) = �'n (s)�
Z
D

K (s; t)'n (t) dt� f (s)

=
kX
j=1

cj(��j (s)�
Z
D

K (s; t)�j (t) dt)� f (s)

On note cette approximation par ' � 'n: L�èquation (2:47) qui peut ètre ècritè sous la
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forme de notation d�opèrateur, tel que

(��K)' = f

et le rèsidu rn peut ètre ècrite sous forme

rn = (��K)'n � f

Les coe¢ cients fc1; c2; :::; cng doivent ètre choisi de telle sorte que

rn (s)! 0:

2.2.2 Mèthodes de collocation

Pour rèsoudre l�equation de Fredholm de deuxième espèce (2:47), on va choisir des noeuds

de points distincts s1; s2;:::;sk 2 D telle que

rn (si) = 0; (i = 1; :::; kn)

qui vont dèterminer les coe¢ cients fc1; c2; :::; cng comme solution du système linèaire

kX
j=1

cj(��j (si)�
Z
D

K (si; t)�j (t) dt) = f (si) ; i = 1; 2; :::; k (2.48)

D�où
kX
j=1

cj��j (si) =

kX
j=1

cj

Z
D

K (si; t)�j (t) dt+ f (si) ; i = 1; 2; :::; k

et puisque Pn' (s) = �'n (s) = �
Pkn

j=1 cj�j (s) ; alors

38



Chapitre 2. Les mèthodes des rèsolutions des èquations intègrales

Pn' (si) =
knX
j=1

Z
D

cjK (si; t)�j (t) + f (si) =
knX
j=1

cj��j (si)

En posant �j = cj�; alors l�èquation (2:48), peut ètre ècrite sous la forme :

Pn' (s) =

knX
j=1

�j�j (s)

Telle que s 2 C (D) ; et Pn : V = C (D) ! Vn; est un opèrateur de projection, et pour

dèterminer les coe¢ ciennts �i; on rèsout le système

knX
j=1

�j�j (si) = ' (si) ; i = 1; 2; :::; kn;

Ce système admet une seule solution si et seulement si

det[�j (si)] =

�������������

�1 (s1) �1 (s2) : : : �1 (sn)

�2 (s1) �2 (s2) : : : �2 (sn)

...
...

. . .
...

�n (s1) �n (s2) : : : �n (sn)

�������������
6= 0

Il faut noter que cette condition implique que le système des fonctions f�1; �2; :::; �kng

constitue un système linèairement indèpendant.

Application des Mèthodes de collocation Si on considère le système f1; s; :::; sng

des monômes linèairement indèpendants, alors on obtient le dèterminant de vandermonde.

pour tout i; (1 � i � kn) ; soit li 2 Vn; telle que :

li (si) = �ij =

8><>: 1, si i = j:

0; si i 6= j:
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D�où

Pn' (s) =

knX
j=1

' (si) lj (s) ; s 2 D

Le système fl1; l2; :::; lkg est appelè la base des fonctions de lagrange vèri�ant :

kPnk = max
s2D

knX
j=1

li (s) :

Si on prend Vn = spanf1; s; :::; sng; alors la base des fonctions de lagrange est donnèe par :

li (s) =

nY
j=0;i6=j

(s� sj)
(si � sj)

; (i = 0; 1; :::; n)

Exemple 2.2.3 Soit �l�equation intègrale de seconde espèce

u (x) = 1� 4
3
x+

Z 1

�1

�
xt2 � 1

�
u (t) dt

Prenant pour système complet sur [�1; 1] un système de polynômes de legendre fli (x)g

i = 1; 2; 3 avec l1 (x) = 1; l2 (x) = x; l3 (x) = 3x2�1
2
:

On cherche la solution sous la forme

u3 (x) = c1 + c2x+ c3
3x2 � 1
2

Le rèsidu est ègale a

r3 (x) = u3 (x)� 1 +
4

3
x�

Z 1

�1

�
xt2 � 1

��
c1 + c2t+ c3

�
3t2 � 1
2

��
dt:
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En calculant l�intègrale on obtient

r3 (x) =
4

3
x+ 3c1 �

2

3
xc1 + xc2 �

4

15
xc3 + c3

�
3

2
x2 � 1

2

�
� 1

d�après l�orthogonalitè du rèsidu r3 au système f1; x; 3x
2�1
2
g on a

hr3; 1i = 6c1 � 2 = 0

hr3; xi =
8

9
+
2

3
c2 �

8

45
c3 �

4

9
c1 = 0

hr3;
3x2 � 1
2

=
2

5
c3 = 0

On obtient

c1 =
1

3
; c2 = �

10

9
; c3 = 0

Donc la solution est

u3 (x) =
1

3
� 10
9
x
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Chapitre 3

Rèsolution numérique des èquations

intègrales de Fredholm-Volterra

3.1 Opèrateurs à noyau

L�èquation qui va nous intèresser dans le suite de cette section est l�èquation de Fredholm

du second type

�' (x)�
Z



K (x; t)' (t) dt = f (x) 
 � RN

On designe par 
 un ensemble compact inclu dans RN et soit C (
) l�espace des fonctions

continues sur 
 on lui associe le produit scalaire

hf; gi =
Z



f (x) g (x) dx

Cet espace est muni de la norme uniforme

kfk1 = max
x2


jf (x) j
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On va considèrer des èquations mettants en jeu des intègrales, sous la forme d�un opèrateur

linèaire.

Dé�nition 3.1.1 Soit K : 
�
! R une fonction continue on appel opèrateur integrale

à noyau K (:; :) l�opèrateur dè�ni par

K : ' 2 C (
)! K (') 2 C (
)

K (') (x) =

Z



K (x; t)' (t) dt

Cet opèrateur est continue, de norme

jjKjjL(C(
);C(
)) = max
x2


Z



jK (x; t) jdt

3.2 Les polynômes de legendre

Dé�nition Les polynômes de legendre sur l�intervalle [�1; 1] sont donnès par les formules

suivantes :

L0 (x) = 1

L1 (x) = x

Lm+1 (x) =
2m+ 1

m+ 1
xLm (x)�

m

m+ 1
Lm (x)m = 1; 2; 3; :::
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La forme gènèrale de la polynôme de legendre de n� ième degrè est dé�nie par

Ln (x) =

n
2X
r=0

(�1)r (2n� 2r)!
2nr! (n� 2r)! (n� r)!x

n�2r; n = 0; 1

Les quelques premières polynômes de legendre sont donnès ci-dessous :

L0 (x) = 1; L1 (x) = x; L2 (x) =
1

2

�
3x2 � 1

�
;

L3 (x) =
1

2

�
5x2 � 3x

�
; L4 (x) =

1

8

�
35x4 � 30x2 + 3

�
; :::

L�ensemble des (Lm (x) : m = 0; 1; 2; 3; :::) dans l�espace de Hilbert L2[�1; 1] est un en-

semble orthogonal complèt. L�orthogonalitè des polynômes de legendre sur l� intervale

[�1; 1] implique

hLi (x) ; Lj (x)i =
Z 1

�1
Li (x)Lj (x) dx =

8><>: 0; i = j

2
2i+1

; i 6= j

pour i; j = 0; 1; 2; :::; telle que h:; :i note le produit scalaire.

3.3 Mèthode de Galerkin

3.3.1 Application de la mèthode de collocation

Soit V = L2 (D) l�espace d�Hilbert des fonctions de carrè intègrable sur D.
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On note par h:; :i le produit scalaire sur V: Soit {�i} un système de fonctions orthogonales

telle que

hrn; �ii = 0; i = 1; :::; kn

Comme :

rn (x) =

kkX
j=1

�
cj

�
��j (x)�

Z
D

K (x; y)�j (x)

��
� f (x)

Donc :

hrn; �ii =
kkX
j=1

[cj f�h�j; �ii � hK�j; �iig]� hf; �ii = 0; (i = 1; :::; kn)

C�est le système linèaire de Galerkin, Il su¢ t de dèterminer les coe¢ cients ci:

3.3.2 Application de la mèthode de Galerkin

Soit à chercher une solution approchèe de l�èquation intègrale

�u (x)�
Z b

a

K (x; t)u (t) dt = f (x)

par la mèthode de Galerkin. On choisit un système de fonctions f�jg linèairement indè-

pendantes dans V = L2 (a; b) : On cherche une solution approchèe sous la forme

un (x) =
1

�

"
f (x) +

nX
i=1

Ai�i (x)

#

On a le rèsidu

rn (x) = �un (x)�
Z b

a

K (x; t)un (t) dt� f (x)

Donc

rn (x) = f (x) +
nX
j=1

Aj�j (x)�
1

�

Z b

a

K (x; t)

"
f (t) +

nX
j=1

Aj�j (t)

#
dt� f (x)
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D�où

rn (x) =
1

�

nX
j=1

Aj

�
��j (x)�

Z b

a

K (x; t)�j (t) dt

�
� 1

�

Z b

a

K (x; t) f (t) dt

D�après

hrn; �ii = h�rn; �ii =
Z b

a

�rn (x)�i (x) dx = 0

Z b

a

 
nX
j=1

Aj

�
��j (x)�

Z b

a

K (x; t)�j (t) dt

�
�
Z b

a

K (x; t) f (t) dt

!
�i (x) dx = 0

Il vient

nX
j=1

Aj

�
�

Z b

a

�j (x)�i (x) dx�
Z b

a

Z b

a

K (x; t)�j (t)�i (x) dtdx

�

=

Z b

a

Z b

a

K (x; t) f (t)�i (x) dtdx

On pose ;

�ij =

Z b

a

�j (x)�i (x) dx; �ij =

Z b

a

Z b

a

K (x; t)�j (t)�i (t) dtdx


i =

Z b

a

Z b

a

K (x; t) f (t)�i (x) dtdx

On obtient le système suivant

nX
j=1

Aj (��ij � �ij) = 
i; i = 1; :::; n (3.1)

Par consèquent, les coe¢ cients Aj; j = 1; :::; n; se dè�nissent à partir de rèsolution du

système (3:1)

Si

D (�) = det (��ij � �ij) 6= 0
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le système (3:1) dètermine de façon unique les coe¢ cients fAjg

Exemple 3.3.1 On se propose de rèsoudre par le procèdè de Galerkin l�èquation intègrale

suivante

u (x) = 1� 4
3
x+

Z 1

�1

�
xt2 � 1

�
u (t) dt

Prenant pour système complet sur [�1; 1] un système de polynômes de legendre fli (x)g1�i�3

avec

l1 (x) = 1; l2 (x) = x; l3 (x) =
3x2 � 1
2

On cherche la solution sous forme

u3 (x) = c1 + c2x+ c3
3x2 � 1
2

Le rèsidu est ègale à

r3 (x) = u3 (x)� 1 +
4

3
x�

Z 1

�1

�
xt2 � 1

��
c1 + c2t+ c3

3t2 � 1
2

�
dt

On calcule l�intègrale, on obtient

r3 (x) =
�
3c1 �

c3
2
� 1
�
+

�
�2
3
c1 + c2 �

4

15
c3 +

4

3

�
x+

3

2
c3x

2

D�après l�orthogonalitè du rèsidu r3 au système f1; x; 3x
2�1
2
g on a

hr3; 1i = 6c1 � 2 = 0

hr3; xi =
10

9
+ c2 �

4

15
c3 = 0

hr3;
3x2 � 1
2

i = 1

5
c3 = 0
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Donc

c1 =
1

3
; c2 = �

10

9
; c3 = 0

Ainsi on obtient une solution

u3 (x) =
1

3
� 10
9
x

Cette solution coïncide avec la solution exacte.

Algorithme de la méthode de Galerkin ( dans le cas équation intégrale mixte

de Fredholm-Volterra)

Soit l�équation intégrale de Fredholm-Volterra

u (x) = f (x) +

Z x

0

k (x; t)u (t) dt+

Z b

a

h (x; t)u (t) dt; x 2 [a; b] (3.2)

Nous utilisons la technique de la mèthode Galerkin pour trouver la solution approximative

un (x) de l�équation (3:2). Pour cela, nous Supposons que

un (x) =
nX
i=1

CiLi (x)

On substitue cet équation dans (3:2) ; nous obtenons

nX
i=1

Ci

�
Li (x)�

Z x

0

k (x; t)Li (t) dt�
Z b

a

h (x; t)Li (t) dt

�
= f (x)

Donc

nX
i=1

Cj

Z b

a

�
Li (x)�

Z x

0

k (x; t)Li (t)�
Z b

a

h (x; t)Li (t) dt

�
Lj (x) dx =

Z b

a

f (x)Lj (x) dx

Ainsi, pour chaque j = 0; 1; 2; :::; n , on obtient le système suivant

nX
i=0

Cjai;j = fj; i; j = 0; 1; 2; :::; n
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Où

ai;j =

Z b

a

�
Li (x)�

Z x

a

k (x; t)Li (t) dt�
Z b

a

h (x; t)Li (t) dt

�
Li (x) dx

fj (x) =

Z b

a

f (x)Li (x) dx

La rèsolution du système d�èquations ci-dessus ( c-à-dire trouver les inconnus Ci ) qui

permet obtenir la solution approchée un (x) :

L�erreur absolue maximun est donné par max erreur =Maxju (x)� un (x) j:

Nous avons maintenant quelques exemples suivants :

Exemple 3.3.2 Considèrons l�èquation intègrale linèaire mixte de Fredholm-Volterra de

la seconde espèce

u (x) = 2 cos (x)� x cos (2)� 2x sin (2) + x� 1 +
Z x

0

(x� t)u (t) dt+
Z 2

0

xtu (t) dt

Avec la solution exacte u (x) = cos (x).

Pour n = 3

L0 (x) = 1

L1 (x) = x

L2 (x) =
3

2
x2 � 1

2

L3 (x) =
1

2

�
5x3 � 3x

�
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Z 2

0

�Z x

0

(x� t)Li (t)Lj (t) dt�
Z 2

0

xtLi (t)Li (x) dt

�
dx

=

Z 2

0

(2 cos (x)� x cos (2)� 2x sin (2) + x� 1)Lj (x) dx

u3 (x) =
3X
i=0

CiLi (x) :

Pour dèterminer les coe¢ cients Ci, nous avons un système de quatre èquations et quatre

inconnues, en utilisant la méthode d�èlimination de Gauss, on peut rèsoudre ce système

Z 2

0

�
Li (x)Lj (x)�

Z x

0

(x� t)Li (t)Lj (x) dt�
Z 2

0

xtLi (t)Lj (x) dt

�
dx

=

Z 2

0

(2 cos (x)� x cos (2)� 2x sin (2) + x� 1)Lj (x) dx; i; j = 0; :::; 3

On obtient un système sous forme Ax = b telle que

A =

266666666664

�3:3333e+ 00 �4:0000e+ 00 �7:1333e+ 00 �1:7333e+ 01

�5:3333e+ 00 �5:5111e+ 00 �8:6667e+ 00 �2:0686e+ 01

�1:1133e+ 01 �1:0667e+ 01 �1:5062e+ 01 �3:4333e+ 01

�1:1133e+ 01 �1:0667e+ 01 �1:5062e+ 01 �3:4333e+ 01

�2:7333e+ 01 �2:6019e+ 01 �3:5333e+ 01 �7:7035e+ 01

377777777775

b = [7:7772e� 01 1:4066e� 01 � 4:3296e� 01 5:3060e� 02]T

La solution du système est les coe¢ cients Ci de polynômes de legendre de degrè 3 telle

que

c = [7:7772e� 01 1:4066e� 01 � 4:3296e� 01 5:3060� 02]T

Par consèquent, les rèsultats numèriques en appliquant la méthode de Galerkin (MG) d�
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exemple (2) dans le tableau 1.

x
valeur exacte

u (x) = cosx

valeur approximative MG

n = 3

Erreur ju3 (x)� u (x) j MG

n = 3

0 1:0000e+ 000 9:9420e� 01 5:8015e� 03

0:1000 9:9500e� 001 9:9394e� 01 1:0604e� 03

0:2000 9:8007e� 001 9:8150e� 01 1:4297e� 03

0:3000 9:5534e� 001 9:5765e� 01 2:3151e� 03

0:4000 9:2106e� 001 9:2321e� 01 2:1451e� 03

0:5000 8:7758e� 001 8:7896e� 01 1:3727e� 03

0:6000 8:2534e� 001 8:2570e� 01 3:5949e� 04

0:7000 7:6484e� 001 7:6422e� 01 6:2058e� 04

0:8000 6:9671e� 001 6:9533e� 01 1:3761e� 03

0:9000 6:2161e� 001 6:1982e� 01 1:7919e� 03

1:0000 5:4030e� 001 5:3848e� 01 1:8225e� 03

1:1000 4:5360e� 001 4:5211e� 01 1:4843e� 03

1:2000 3:6236e� 001 3:6151e� 01 8:4783e� 04

1:3000 2:6750e� 001 2:6747e� 01 2:8760e� 05

1:4000 1:6997e� 001 1:7079e� 01 8:2100e� 04

1:5000 7:0737e� 002 7:2260e� 02 1:5228e� 03

1:6000 �2:9200e� 002 �2:7318e� 02 1:8812e� 03

1:7000 �1:2884e� 001 �1:2715e� 01 1:6934e� 03

1:8000 �2:2720e� 001 �2:2644e� 01 7:5986e� 04

1:9000 �3:2329e� 001 �3:2440e� 01 1:1064e� 03

2:0000 �4:1615e� 001 �4:2022e� 01 4:0695e� 03

Table 1. Les rèsultats numèriques pour exemple 3.3.2
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Fig. 3.1 �Comparaion entre la solution exacte et la solution approchée de l�équation
intégrale dans l�exemple 3.3.2.

Exemple 3.3.3 Considèrons l�èquation intègrale linèaire mixte de Fredholm-Volterra de

la seconde espèce

u (x) =
2

3
x� 1

3
x4 +

Z x

0

xu (t) dt+

Z 1

0

xtu (t) dt

Avec la solution exacte u (x) = x; x 2 [0; 1]

Pour n = 1 on a

u1 (x) = C0L0 (x) + C1L1 (x)

Donc

Z 1

0

nX
i=0

CiLi (x)Lj (x) dx�
Z 1

0

Z x

0

x
nX
i=0

CiLi (t)Lj (x) dtdx�
Z 1

0

Z 1

0

xt
nX
i=0

CiLi (t)Lj (x) dtdx

=

Z 1

0

�
2

3
x� 1

3
x4
�
Lj (x) dx; j = 0; 1

264 5
8

8
15

7
30

1
16

375
264 c0
c1

375 =
264 4

15

1
6

375
c = [0; 1]T

Alors

u (x) = x

La solution approximative est coïnside avec la solution exacte.
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Exemple 3.3.4 Soit l�équation intégrale de Fredholm-Volterra :

u (x) = x� 2 exp (x) + exp (�x) + 1 +
Z x

0

t exp (x)u (t) dt+

Z 1

0

exp (x+ t)u (t) dt:

Avec la solution exacte u (x) = exp (�x) :

On utilise la même méthode précédente pour n = 3 et n = 5 on obtient deux systèmes

sous forme Ax = b telles que

266666664

�2:3116 �1:4061 �0:3690 0:1160

�1:5000 �0:8215 �0:1000 0:1513

�0:5439 �0:1972 0:1300 0:1706

�0:0399 0:0364 0:1170 0:1325

377777775

266666664

c0

c1

c2

c3

377777775
=

266666664

�1:3044

�0:9024

�0:3867

�0:0537

377777775
La solution du premier système est

C = [1:1536 � 1:0531 0:3080 � 0:0408]T

2666666666666664

�2:3116 �1:4061 �0:3690 0:1160 8:5729 �0:0446

�1:5000 �0:8215 �0:1000 0:1513 4:8549 �0:0561

�0:5439 �0:1972 0:1300 0:1706 0:9467 �0:0397

�0:0399 0:0364 0:1170 0:1325 �0:3890 0:0197

9:3767 5:0030 0:3947 �1:1315 �29:2123 0:4059

�0:0414 �0:0655 �0:0632 �0:0072 0:4982 0:0867

3777777777777775

2666666666666664

c0

c1

c2

c3

c4

c5

3777777777777775
=

2666666666666664

�1:3044

�0:9024

�0:3867

�0:0537

5:7158

0:0020

3777777777777775
La solution du deuxième système est

C = [�1:5942 � 2:6087 2:3188 0:2435 0:0250 0:0003]T

Les résultats numériques obtenus sont présentés dans les tableaux suivants

53



Chapitre 3. Rèsolution numérique des èquations intègrales de Fredholm-Volterra

x
valeur exacte

u (x) = exp (�x)

valeur approximative MG

n = 3

Erreur ju3 (x)� u (x) j MG

n = 3

0 1:0000e+ 0 9:9435e� 1 5:6530e� 3

0:1000 9:0484e� 1 9:0454e� 1 2:9402e� 4

0:2000 8:1873e� 1 8:2087e� 1 2:1387e� 3

0:3000 7:4082e� 1 7:4333e� 1 2:5068e� 3

0:4000 6:7032e� 1 6:7191e� 1 1:5903e� 3

0:5000 6:0653e� 1 6:0663e� 1 9:4502e� 5

0:6000 5:4881e� 1 5:4747e� 1 1:3420e� 3

0:7000 4:9659e� 1 4:9444e� 1 2:1416e� 3

0:8000 4:4933e� 1 4:4755e� 1 1:7815e� 3

0:9000 4:0657e� 1 4:0678e� 1 2:1111e� 4

1:0000 3:6788e� 1 3:7214e� 1 4:2643e� 3
Table 2. Rèsultats numèriques pour l�exemple 3.3.4 (n = 3):

x
valeur approximative MG

n = 5

Erreur ju5 (x)� u (x) j MG

n = 5

0 1:0000e+ 0 9:7109e� 7

0:1000 9:0484e� 1 3:7703e� 7

0:2000 8:1873e� 1 1:7275e� 7

0:3000 7:4082e� 1 2:7890e� 7

0:4000 6:7032e� 1 7:9891e� 8

0:5000 6:0653e� 1 2:9566e� 7

0:6000 5:4881e� 1 7:9333e� 7

0:7000 4:9659e� 1 2:6306e� 7

0:8000 4:4933e� 1 1:6220e� 7

0:9000 4:0657e� 1 3:3245e� 7

1:0000 3:6788e� 1 8:2716e� 7
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Table 3. Rèsultats numèriques pour l�exemple 3.3.4 (n = 5).

Fig. 3.2 �Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée de l�équation
intégrale dans l�exemple 3.3.4 pour n = 3 et n = 5:
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