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Introduction

Parmi les branches les plus importantes en mathématiques, dans les temps anciens et
réecements type des eéquations intégrale qui sont consideres comme l’épine dorsale de la
majeure partie de la science actuelle si pas tous.

Est apparu une autre blanche d’équations embrasser intégrale dans la méme équation, a
éte introduit par Fredholm par la premiére fois en 1900, il a appelé les équations intégrales.
Ou nous trouvons un grand nombre de questions dans le domaine de l'ingénierie et les
sciences physiques et sociales sont formulées mathématiquement sous la forme d’équations
integrales.

Ainsi notre mémoire se compose de trois chapitres :

Dans le premier chapitre, nous commencons par classifier les équations intégrales en les
illustrant par des exemples, Ensuite nous présentons 'origine des équations integrales et
la relation entre ces derniéres et les équations integrales.

Le deuxiéme chapitre est consacre esssentiellement & présenter diverses méthodes de
résolution numeérique des équations integrales, cependant nous y dévelppons certaines idées
primordiales et les illustrerons avec quelques exemples.

Le troisiéme chapitre est cosacré aux méthodes de résolution numeérique ol nous avons
utilises les méthodes des collocations. En particulier, on applique la méthode de Galerkin

pour résoudre numériquement quelques équations intégrales mixtes de Fredholm-Volterra.



Chapitre 1

Classification et genése des équations

intégrales

Définition 1.0.1

On appelle équation intégrale une équation qui contient la fonction inconnue sous le signe

d’integration. Telle est, par exemple, I’équation

so(s>=/ K(s,)p(t)dt + f(s) (1.1)

Ou f et K sont des fonctions continues et ¢ est la fonction inconnue.

1.1 Classification des équations intégrales

Il existe plusieurs types des équations integrales qui dependent essentiellement sur les

bornes d’intégration et le noyau de 'intégrale. On s’intéresse aux équations suivantes :



Chapitre 1. Classification et genése des équations intégrales

1.1.1 Equation intégrale de Fredholm

L’équation intégrale linéaire de fredholm de seconde espéce est sous la forme suivante :

90(8)2/\/ K (s,t)¢(t)dt + f(s) e <s<b

(1.2)

Ou ¢ (s) est la fonction inconnue, la fonction K (s,t) qui s’appelle noyau avec le terme

libre f sont données et A un parameétre numeérique.

une équation intégrale de la forme :

b
/K(s,t)gp(t)ds = f(s) a<s<b

est diteé equation de fredholm de premiere espéce.

Exemple 1.1.1 On considére I’ équation de Fredholm de seconde espéce

Pl =1+

3/ (s+t)p(t)dt

1

ot le noyau K (s,t) = (s +t), le terme libre f (s) = 1,et le paramétre A =

Exemple 1.1.2 On considére I’ équation de Fredholm de premiére espéce

s = / cos (st) p (t) dt

-1

ot le noyau K (s,t) = cos (st) et le terme libre f (s) = s.

3

(1.3)

1

w

(1.5)



Chapitre 1. Classification et genése des équations intégrales

Remarque 1.1.1 F(p(s)) = ¢"(s),n # 1, ou sinp (s) etc...puis de volterra et équa-
tions intégrales de Fredholm sont classés comme des équations intégrales non-linéaires .

Comme pour les exemples les éléments suivants équations intégrales non-linéaires :

o(s)=f(s)+ /\/s K (s.t) ©* (t) dt. (1.6)
w(s)=f(s)+ )\/S K (s.t)sin (¢ (t)) dt. (1.7)
o(s) = f(s) + )\/SK(s.t) In (¢ () dt. (1.8)

Ensuite, si nous deffinissons f (s) = 0, de Volterra ou équations intégrales de Fredholm,
puis la suite équation intégrale homogéne, dans le cas contraire, il est appelé équation

intégrale non homogéne.

1.1.2 Equation intégrale de volterra

L’équation intégrale lineaire de volterra de seconde espéce est sous la forme suivante :

o) = [ Ko + £ a<s<b (19)

ol ¢ (s) est la fonction inconnue, la fonction K (s,t) qui s’appelle noyau avec le terme

libre f sont données et A un paramétre numerique.
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une équation integrale de la forme :

/SK(s,t)w(t)ds: £s) . a<s<b (1.10)

est dite équation de volterra de premiere espece.

Exemple 1.1.3 On considére I’ équation de volterra de seconde espéce

w(s)=2+ /084,0 (t)dt, (1.11)

ot le noyau K (s,t) =1, le terme libre f (s) = 2 et le paramétre A = 1.

Exemple 1.1.4

On considére I’ équation de volterra de premiére espéce

In(s) = /Os et (t)dt (1.12)

1.1.3 Equation intégrale singuliére

Une equation intégrale singuliére est définie comme une intégrale avec les limites infinies

ou lorsque le noyau de l'intégrale devienne non lié & un certain moment dans l'intervalle.
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Exemple 1.1.5 Le noyau faiblement singulier de la forme :

_ g (s.t)
|5 —t]’

K (s,t) 0<ax<l (1.13)

Ou «v est donné et g(s.t) est une fontion bornée, K (s,t) est un exemple d’un noyau non
borné. Cependant, une équation intégrale définie avec un noyau de type (1.13) est dite

equation intégrale faiblement singuliére.

Exemple 1.1.6 L’ équation suivante :

fs) = / L (1.14)

est un exemple d’une équation intégrale singuliére est appelée équation intégrale d’ Abel.

On appelle également equation d’ Abel generalisée une équation de la forme :

f(s) = /U %dt (1.15)

ol & une constante telle que 0 < a < 1.

1.1.4 Equations intégro-différentielles

Dans le début des années 1900, vito volterra a étudié le phénoméne de croissance de la
population et noveaux types d’équations developpées et nommeés comme eéquations integro-
differentielles. Dans ce type d’équations, la fonction inconnue ¢ (s) apparait comme la

combinaison du dérive ordinaire et sous le signe integral.
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Dans 1'¢lectrique probléme d’ingénierie, le courant I (t) circulant dans un circuit ferme
puisse étre obtenu en la forme de ’équation integro-différentielle suivante sont classeés

comme les equations intégrales singulier.
L —|— RI + — / f(t),1(0)=1I (1.16)

ou L est I'inductance, R est la résistance, C' la capacitance et f (¢) Papplique tension.

Des exemples similaires peuvent etre cités comme suit :

" (z) +)\/ K(x—t)p(t)dt, ¢(0)=0, ¢ (0)=1 (1.17)

¢ () = f(z) + )\/0 K (xt) ¢ (t) dt, p((0)=1 (1.18)

Equations (1.16) et (1.17) sont des équations integro-differentielles de volterra type, consi-
dérant qu’équations intégro-differentielles d’équation(1.18) Fredholm type. Ces terminolo-

gies ont été conclus en raison de la présence de duree indéterminée et determinée integrales.

1.1.5 Equations & noyau symeétrique

Considérons I’équation intégrale de Fredholm de deuxiéme espéce

/Kst Dt + f(s) (1.19)

Dont le noyau verifie les conditions
1) [P [P |K (s.t) Pdsdt < oo
2) K (s.t) = K (t.s)
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Nous dirons qu’une telle équation est & noyon symeétrique.

1.2 Linéarité et ’homogéneité

Les equations intégrales classés en deux autres types de classifications : la linéarite et
d’homogeneéite. Ces deux notions jouent un role important dans la structure des solutions.

Dans ce qui suit, nous soulignons les définitions de ces concepts.

1.2.1 Notion de linéarité

Si 'exposant de la fonction inconnue ¢ (s) dans le signe de U'inteégrale est I'un, I’'équation
intégrale est appelé linéaire. Si la fonction inconnue ¢ (s) est d’exposant autre que un, ou
si ’équation contient des fonctions non linéaire de ¢ (s), comme de e?,cos ¢, et In (1 + ¢),
I’équation intégrale est appelé non lineaire. Pour expliquer ce concept, nous considérons

les équations suivantes :

o (s) = 1—/08 (s — ) o (1) dt (1.20)
p(s)=1 —/0 (s —t)p(t)dt (1.21)

go(s)zl+/os(1+s—t)g0(t)4dt (1.22)

Les deux premiers exemples sont des équations intégrales linéaires de Volterra et de Fred-
holm, respectivement, alors que le dernier est une equation intégrale non linéaire de Vol-

terra.



Chapitre 1. Classification et genése des équations intégrales

1.2.2 Notion d’homogénéite

Les equations integrales de seconde espece sont classés comme homogeéne ou non homo-
geéne, si la fonction f(s) dans le deuxiéme type de Volterra et Fredholm des équations
intégrales est identiquemnt nulle, I’équation est appelée homogéne. Sinon, elle est appelé
non homogene. Notez que cette propriéte est valable pour les équations de seconde espéece

seulement. Pour clarifier ce concepte, nous considérons les équations suivantes :

p(x) =sins + /OS sty (t) dt (1.23)
w(s)=s+ /0 (s —t)* @ (t) dt (1.24)

o (s) = /0 (14+s—1t) @) dt (1.25)

Les deux premiéres équations sont non homogene car f (s) =sins et f (s) = s, tandis que

le dernier est homogene parce que les équations f (s) = 0.

1.3 Exemples de problémes conduisant a des équa-
tions intégrales

Dans les paragraphes suivants du présent chapitre nous établirons les propriétés fonda-

mentales des eéquations integrales mais pour I'instant nous nous proposons de considérer
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1.3.1 quelques problémes qui conduisent a de telles équations

Equilibre d’une corde, c-a-d un fil materiel élastique et flexible de longueur [ qui oppose a
la traction une résistance, proportionnelle & la valeur de cette traction.

Supposons les extréemiteés de la corde fixées aux points s = 0 et s = [. Alors dans sa
position d’équilibre la corde coincide avec le segment 0 < s <[ de l'axe s.

Supposons maintenant que la corde soit soumise a une force P = P qui agit verticalement
en un point s = £. Sous l'action de cette force la corde s’écarte de sa position d’equilibre
et prend, évidemment, la forme de la ligne brisee.

Cherchons I’écart § de la corde au point £ sous I’action de la force P: agissant en ce point. Si
la force P est petite par rapport a la tension 7j de la corde non chargee, alors la tension de
la corde chargee peut étre supposee aussi égale a Tj. Cela étant, de la condition d’équilibre

de la corde on obtient I'egalite

o o
Tog—l—Tol_5

= F, (1.26)
d’ou

=8¢

P
Tol ¢

Designons par u (s) la fleche de la corde en un point quelconque s sous ’action de la force

Pe. Alors
u(s) = PG (s,§) (1.27)
Ou
U9 o< s<e.
Glag= | o T0=s=E (1.29
(l;osl)g si £<s<I.

10



Chapitre 1. Classification et genése des équations intégrales

De ces formules on voit immediatement que G (s,§) = G (£.5) .
Supposons & présent que la corde soit soumise & une force répartie uniformément sur
cette corde avec la densite p (£). Si cette force est petite, la deformation dépend encore

lineairement de la force, et la forme de la corde chargeée est décrire par la fonction

- /0 G (5,€)p(€) de (1.29)

Donc, si la charge agissant sur la corde est donne, la formule (1.29) permet de déterminer
la forme prise par la corde sous I'action de cette charge.

considérons maintenent le probleme inverse : déterminer la répartition de la charge p telle
que la corde ait la forme donnée u. On voit alors que pour trouver la fonction p connaissant
u, nous avons une équation qui aux notations pres coincide avec 1’équation (1.3) , c-a-d.une

équation integrale de Fredholm de premiére espece.

1.3.2 Oscillations libres et oscillations forcées de la corde

Supposons maintenant que la corde oscille de fagon quelconque. Soit u (s,t) la position, a
Iinstant ¢, du point de la corde ayant 1’abscisse s, et soit p la densite linéaire de la corde.

La force d’inertie qui agit sur un élement de longueur ds de la corde est égale &

_32u(3,t)

o P

donc

p(§) = —%P

En substituant cette expression a p (£) dans la formule (1.29), on obtient

u(€,t)
/G 8752 Gule) e (1.30)

11
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Supposons que la corde produit des oscillations harmoniques de fréquence constante w et

d’amplitude u (s) dependant de s. Autrement dit, soit

u(s,t) =u(s)sinwt (1.31)

En portant cette expression dans (1.21) et en simplifiant par sinwt, on obtient pour u

I’équation intégrale suivante :

l
u(s) = pu? / G (s5,€)u (€) de (1.32)

Si, sous ’action d’une force extérieure, les oscillations de la corde ne sont plus libres, mais
forcees, alors, comme le montre un calcul simple, I’équation des oscillations harmoniques

de la corde prend la forme

l
u(s) = pu? /0 G (5,€)u (€) e + £ (5) (1.33)

c-a-d. est une équation de Fredholm non homogeéne de deuxieme espéce.

1.3.3 Reduction d’une équation différentielle & une équation in-

tégrale

Parfois il y a intéret a réduire la résolution d’une équation difféerentielle & la résolution
d’une équation integrale. En demontrant ’existance et 'unicite de la solution de ’équation

différentielle

y' = f(s,9)

12
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avec la conditon initiale y (z9) = o, nous avons vu qu'’il est commode de réduire cette

équation a I’équation intégrale (non lineaire)

y= o+ /0 (6,y) d. (1.34)

une telle reduiction est possible ausssi pour des équations d’ordre supérieur & un. conside-

rons, par exemple, I’équation du second ordre

y'+ f(s)y=0. (1.35)

En posant f (s) = p? — o (x) ot p = const, mettons-la sous la forme

y'+ 'y =0(s)y. (1.36)

comme on le sait, la solution de I’equation

y' +p*y =g(s) (1.37)

peut s’écrire sous la forme

1 [ .
(s) = cospls —a) + - / sinp (s — €)g (€) dé. (1.38)

13
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Donc, trouver la solution de ’équation (1.27) revient a résoudre I’équation intégrale

y<s>—;/:a@)smp(s—£>y<§>d§=cosp<s—a>. (1.39)

1.4 Origines des équations intégrales

Les equations intégrales se posent dans de nombreuses applications scientifiques et d’inge-
nierie. Les équations intégrales de Volterra pouvent étre obtenues & partir de la conversion
de problémes aux conditions initiales. Cependant, les équations inteégrales de Fredholm
peuvent etre deduitées des problémes aux limites.

Nous allons présenter une méthode qui permet de convertir un probléme aux limite & une

équation intégrale de Fredholm équivalente.

type I

On considére le probléme aux limites suivant :

u(s)+g(s)u(s)=h(s), 0<s<1 (1.40)

Avec les conditions aux limites :

u(0)=a, u(l)=p (1.41)

On pose
u” (s) = ¢ (s) (1.42)

14
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L’integration des deux coteés de (1.42) donne :

/08 o () dt = /Osgp(t) dt (1.43)

Cela donne

u' (s) =u' (0) + /OS o (t)dt (1.44)

Ou la condition initiale u' (0) n’est pas donnée dans un probléme aux limite. La condition
u’ (0) il sera determinee plus tard en utilisant la condition aux limites en s = 1.

Integrer les deux cotes de (1.44), on obtient

w(s) = u(0) + st (0) + /0 S /0 "o (1) dtdt (1.45)
Ou de facon équivalente
u(s) =a+ su (0)—!—/08 (s—t)p(t)dt (1.46)

Pour déterminer u’ (0), nous remplagons s = 1 dans les deux cotes de (1.46) et en utilisant

la condition aux limites & u (1) = § nous trouvons

u(l):a—l—u'(())—l—/Os(l—t)go(t)dt (1.47)

15
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Cela donne

B:a+u’(0)+/01(1—t)<p(t)dt (1.48)

Alors
W (0) = (5 —a) - / (1— 1) (t) dt (1.49)

La substitution de (1.49) dans (1.46) donne

u(s):oz—l—(ﬁ—a)s—/o s(l—t)go(t)dt—i—/OS(S—t)go(t)dt (1.50)

La substitution de (1.42) et (1.50) dans (1.40), on obtient

¢(8)+ag(8)+(6—a)89(8)—/0 Sg@(l_w@)m/osg(s)<S_w<t>dzg:h<s>
(1.51)

Et donc

Qui meéne a I’équation intégrale de Fredholm

e =1+ [ Kspd (1.53)

Ou
f(s)=h(s)—ag(s) = (6 —a)sg(s) (1.54)

16
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Et le noyau K (s,t) et donnée par

K (s.1) = t(l—s)g(s),si0<t<s (155)
s(1—=1t)g(s),sis<t<1

Exemple 1.4.1

Convertir le probléme aux limites suivant pour une eéquation integrale équivalente Fred-

holm :

u” (s) +3u(s) =coss,u(0)=u(l)=0 (1.56)

On remarque que o = =0¢et g(s) =3 et h(s) = coss donc

f(s) =coss (1.57)

Alors I’équation intégrale de Fredholm :

v (s) =coss+ /0 K (s,t)p(t)dt (1.58)

Et le noyau K (s,t) est donnée par

3t(l—s) si0<t<s.
K (s,t) = (1.59)
3s(1—1t) sis<t<1.

17
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type 11

On considére le probléme aux limites suivant :

u'(s)+g(s)u(s)=h(s), 0<s<1 (1.60)

Avec les conditions aux limites :

uw(0) =ag,u (1) =5 (1.61)

On pose

u (s) = o (s) (1.62)

/OS u” () dt = /Om @ (t)dt (1.63)

Cela donne

u' (s) =u (0) + /OS o (t)dt (1.64)

Ou la condition initiale u’'(0) n’est pas donneée dans un probléme de valeur limite. La

condition u’ (0) sera détermine par la suite a I’aide de la condition limite a u’ (1) = f.

18
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Integrer les deux cotés de (1.64) de 0 & s donne

w(s) = u(0) + st (0) + /0 S /O "o (1) dtdt (1.65)

Ou de fagon équivalente

u(s) = ay + su (0)—1—/05 (s—t)p(t)dt (1.66)

Pour déterminer u' (0) nous avons d’abord differencier (1.66) par rapport & s pour obte-
nir

u' (s) =u' (0) + /OS @ (t)dt (1.67)

En remplagont z = 1 dans les deux cotes de (1.67) et en utilisant la condition aux limites

a u' (1) = 1 nous trouvons

u' (1) =o' (0) + /0 @ (t)dt (1.68)

Cela donne

o' (0) = fi — /0 o (1) dt (1.69)

D’ou

u(s) =oq +s[p — /0 @ (t) dt] + /05 (s—t)p(t)dt (1.70)
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Chapitre 1. Classification et genése des équations intégrales

La substitution de (1.62) et (1.70) dans (1.60) donne

¢®+mﬂ@+&w@—Asﬂﬂﬂwﬁffg®@—wﬂwﬁzﬂﬁ

Alors

Qui meéne a I'équation inteégrale de Fredholm :

w@=ﬂ$fAK®ﬁw@ﬁ

Et le noyau K (s,t) est donnée par

tg(s), si0<t<s.
K (s,t) = (5)

sg(s), sis<t<l1.

Exemple 1.4.2

(1.71)

(1.72)

(1.73)

(1.74)

(1.75)

Convertir le probléme aux limites suivant pour une eéquation integrale équivalente Fred-

holm :

u' (s)+u(s)=0, w(0)=1u(1)=0

On remarque que o3 = 1 =0 et h(s) =0 donc
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Chapitre 1. Classification et genése des équations intégrales

f(s)=0 (1.77)

La substitution de ceci dans (1.58) donne 1’é¢quation intégrale de Fredholm homogeéne :

@ (s) :/o K (s,t)p(t)dt (1.78)

Et le noyau K (s,t) est donnée par

t, st 0<t<s.
K (s,t) = (1.79)
s,s0 s <t< 1.
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Chapitre 2

Les méthodes des résolutions des

équations intégrales

Dans ce chapitre, nous présenterons quelques méthodes analytiques et numeriques impor-

tantes pour resoudre les equations intégrales de Fredholm de la deuxiéme espece.

2.1 Meéthodes analytiques

Certaines équations intégrales ont une solution et d’autres n’ont pas de solution ou qu’il

a un nombre infini des solutions.

Remarque 2.1.1 I est impotant de dire que nous discuterons des méthodes analytiques

dans espece C ([a, b)), ||.|]so) -

Théoréme 2.1.1 Si [’équation intégrale homogéne de Fredholm

b
u(s) = )\/ K (s,t)u(t)dt, (2.1)
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Chapitre 2. Les methodes des résolutions des equations intégrales

N’a que la solution triviale u(x) = 0, alors l’équation de Fredholm mon homogéne cor-

respondante

u(s)=g(s)+ /\/ K (s,t)u(t)dt, (2.2)

A toujours une solution unique. Ce théoréme est connu par le théoréme alternative de

Fredholm.

Théoréme 2.1.2 Si le noyau K (s,t) dans l’équation intégrale de Fredholm (2.2) est
continu, le réel Fonction évaluée, bornée dans le carré a < s < bet a <t < b, et
si g (s) est une Fonction continue , puis une condition nécessaire o l'existence d’une solu-

tion unique pour l’équation intégrale de Fredholm (2.2) est donnée par

MM (b—a) < 1 (2.3)

ol

K(st)| <M  MeR (2.4)

Au contruire, si la condition nécessaire (2.3) ne tient pas, alors une solution continue peut

exister pour I’equation inteégrale de Fredholm. Pour illustrer ceci

Exemple 2.1.1 Soit I’équation intégrale de Fredholm
1
u(s):2—38+/ (3s+t)u(t)dt (2.5)
0

Il est clair que si A =1, |K (s,t)| <4, et (b —a) = 1. Cela donne
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Chapitre 2. Les methodes des résolutions des equations intégrales

INM (b—a) = 4 (2.6)

Cependant, I’équation de Fredholm (2.5) a une solution exacte donnée par

u(s) = 6s (2.7)

2.1.1 Meéthode du noyau dégéneére

Dans cette section, la meéthode du noyau dégenere sera appliquee pour equations integrales
de Fredholm avec des noyaux séparables. Des equations intégrales de Fredholm d’une
maniére directe et donne la solution sous une forme exacte et non pas sous forme de série,

cette meéthode sera appliquee pour les noyaux degenére ou des noyaux separables de la

forme
K (s,t) = w;(s)v;(t)
i=1
Ou les fonction wy ($),...,wy (s) et les fonctions vy (t), ..., v, (t) sont Linéairement inde-

pendant. Avec un tel noyau, 'intégrale de Fredholm du seconde type
b
u(s)=g(s)+ )\/ K (s,t)u(t)dt (2.9)
Devient

n b
u(s) = g(s) +)\Zwi () / v; () u (t) dt, (2.10)

La technique de résolution de cette equation dépend essentiellement du choix du parameétre

complex A et sur la définition de

a; = /b vi (t)u (t) dt (2.11)
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Chapitre 2. Les methodes des résolutions des equations intégrales

Chaque intégrale du cote droit ne dépend que de la variable ¢ avec des limites constantes
d’intégration pour t. Cela signifie que chaque intégrale est équivalente a une constante. En

se fondant sur ce point, la substitution de (2.11) a (2.10) donne

u(s)=g(s)+ A Z a,w; (s) (2.12)

Et le probléme se réduit a trouver les quantités a; pour ce faire, on place la valeur de u (s)

donnee par (2.12) dans (2.10) et on obtient

i}mg{aﬁjﬁﬂw(g@+AZLaW“@>m}zo (2.13)

Mais les fonctions w; (s) sont linéairement indépendantes, donc

{aﬁjyﬁw(g@+AZ%aWM@>ﬁ}:m i=1,..n (2.14)

Utilisation de la notation simplifiee

b b
/ v; (t) g (t) dt = hy, / Ui (1) wi (1) = e, (2.15)

Ou h; et ¢ sont des constantes connues, I’équation (2.14) devient
ai—)\Zcikak = h;, 1=1,...,n (2.16)
i=1

C’est-a-dire un systéme de n équations algeébriques pour les inconnues «; le déterminant

D (X) de ce systeme est
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Chapitre 2. Les methodes des résolutions des equations intégrales

1— )\CH —)\C12 _)\Cln

D ()\) _ —)\621 1— )\022 —)\an
—)\Cnl _)\Cnl oo 1—= )\Cnn

Qui est un polynéme en A de degré n au maximun. En outre, il n’est pas identique a zéro,
puisque, quand A = 0, il se reduit a 1'unité. Pour toutes les valeurs de A pour lesquelles
D ()\) # 0, le systéme algebrique (2.16) admet une solution unique méme pour l'équation
inteégrale (2.9). Dautre part, pour toutes les valeurs de A pour lesquelle D (\) devient egal &
zéro, le systéme algebrique (2.16), et 'équation inteégrale (2.9), soit est insoluble, soit a un
nombre infini de solution. Remarque Que nous n’avons considére que 1’équation intégrale

du second type, ou seule cette méthode est applicable.

Exemple 2.1.2 Pour illustrer la méthode ci-dessus, nous considérons l’équation intégrale

suivante dans le noyau dégénére

s

u(s) = 2 cos (s) + % /02 cos (s —t)u(t)dt (2.17)

T
Maintenant le noyau K (s,t)=cos (s — t) peut étre écrit comme K (s,t) = cos (s) cos (t) +

sin (s) sin (t) qui est un noyau séparable tel que

K (s,t) = Zw (s) v; (1) (2.18)

wi (s) = cos (s) v (t) = cos (1) (2.19)

wy (8) =sin(s) vy (t) = sin(t)

Maintenant, en utilisant les techniques de la section (2.1.1) dans un domaine [a, b] et les
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Chapitre 2. Les methodes des résolutions des equations intégrales

relations

Sl (1) g (1) dt = b, [P0 () w: (1) = car (2.20)

Nous avons

c11 = / v; (t) w; () dt = /02 cos (t) cos (t) dt (2.21)

™ ™

3 1 [2
:/ Cos(t)2dt:—/ 1+Cos(2t)alt:z
0 2 Jo 4
2 . 1
C12 = Co1 = / cos (t) sin (t) dt = 5 (2.22)
0
7
Cog = Z (223)
hy = %fo% cos (t) cos (t) dt = —1, hy = =L,
Maintenant pour trouver «; dans la relation
a; — A Z Cik Ol = hZ (224)
k=1
Lorsque cela peut étre écrit sous la forme matricielle comme
1 0 ) C11 Ci2 a1 _ hl 1 0 B é % % (671
01 Co1 C29 (6] h2 1 7T % % (6]

U
e o
Q Q
[\ —_
Il
N b R I

En utilisant la relation
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Chapitre 2. Les methodes des résolutions des equations intégrales

Puis

u (s) = sin (s)

Qui est la solution exacte.

2.1.2 Meéthode de décomposition d’Adomian

L’idée principale de la methode d’Adomian est de decomposer la fonction inconnue w (s)

de I’équation en une somme d’un nombre infini de composantes définies par la seérie de

décomposition
u(s) = i U (5) (2.26)
n=0
Ou equivalent
u(s) =wug(s)+ug(s)+.... (2.27)

O les composants u,>¢ (s), doivent étre détermines de maniére récursive. La methode de
décomposition se préoccupe de la realisation des composants. ug, u1, ... .Individuelement.
La détermination de ces composantes peut étre réaliseée de maniére simple par une relation
de fréquence qui implique habituelement des intégrales simples qui peuvent étre facilement
evaluees. Pour établir la relation de récurence, nous substituons (2.26) dans l’équation

intégrale de Fredholm

w(s) = g (s) + A / K (s,8)u () dt, (2.28)
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On obtient
2 wn (5) = g (5) + A / K (5,0) [é w (t)] i, (2.29)
On aquivalent
o (5) + 1 (8) + . = g (5) + A/ab K (s,0) [uo (t) + un (1) + .. dt, (2.30)

La composante ug(s) est identifiée par tous les termes qui ne sont pas inclus sous le signe

integral. Cela signfie que les composantes u; (s) de I'inconnu u(s) sont complétement

déterminée en définissant la relation de récurrence

b
up (s) =g(s), Upt1(s) = )\/ K (s,t)u, (t)dt (2.31)
Ou équivalent

ug (s) = g (s (2.32)

)
up (s) = A b K (s.t)ug (t)dt

a

b
ug (s) = )\/ K (s.t)uy (t)dt

Et ainsi de suite pour les autres composantes. En conséquence, les composantes ug (s) , ug () , ...
Sont complétement déterminees.Il en résulte que la solution « (s) de I’équation intégrale
de Fredholm (2.28) est facilement obtenue sous forme de série en utilisant I’hypothése de
la série dans (2.26). La methode de décomposition a converti I’¢quation intégrale en une
élegante determination des composantes calculable, si une solution exacte existe pour le

probléme, alors la série obtenue convege trés rapidement vers cette solution exacte. Ce-
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Chapitre 2. Les methodes des résolutions des equations intégrales

pendant, pour les problémes concrets, lorsqu’une solution de formée n’est pas obtenue,
un nombre tronqué de termes est habituellement utilisé a des fins numeériques. Pour nous

utilisons de composants, plus nous obtenons de précision.

Exemple 2.1.3 Pour illustrer la méthode ci-dessus, nous considérons l’équation intégrale

sutvante

u(s):es—s—i-s/olsu(t)dt (2.33)

La méthode de décomposition adomienne suppose que la solution u(s) a une forme de série
donnee en (2 : 26). En remplagant la série de décomposition (2.26) dans les deux coteés

(2.33) donne
Zun (s)=¢"—s+ s/o t [Z Up, (t)] dt (2.34)

Ou equivalent
1
o (5) + 111 (5) + . :es—s—i—s/ Fuo (1) + ug (£) + ] dt (2.35)
0

Nous identifions la composante zéro par tous les termes qui ne sont pas inclus sous le signe

integral. On obtient la relation de récurence suivante

up (s) = e® — s, U1 (8) = S/o tug (t)] dt (2.36)
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Et L’utilisation de (2.26) donne la solution en série

u(s)=e —s+os <1+%+...> =" (2.37)

2.1.3 Meéthode des approximations successives

La meéthode d’approximation successive fournit un schéma qui peut étre utilisé pour re-
soudre des problémes de valeur initiale ou des équations intégrales. Cette méthode résout
tout probléme en trouvant des approximations successives a la solution en commengant
par une approximation initiale comme ug (s) appelée approximation zéro qui peut étre
toute fonction reelle ug (s), qui sera utilisée dans une relation de récurence a déterminer
les autres approximations. Compte tenu des équations intégrales de Fredholm du second
type
b
w(s) = g (s) +)\/ K (s,4)u () dt (2.38)
a

Et selon le chois de ug (s) il existe deux méthodes des approximations succesives.

1) La méthode de Picard

Est obtenu pour ug (s) = 0,1 ou s est un réel quelquonque.

2) La méthode de la série de Neumann

La meéthode de la série de Neumann est obtenue lorsque ug (s) = g (s) dans les autres

termes. tous les termes qui ne sont pas inclus sous le signe d’integrale

b
ui (s) =g (s)+ )\/ K (s,t)ug (t)dt (2.39)
:g(5)+)\/ K (s,1) g (1) dt

=9(s) + A1 (s)

o1 (5) =/ K (s,1) g (1) dt
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La seconde approximation us ($) peut étre obtenue comme

s (5) = g (5) + A / K (s,8)w () dt (2.40)
b
=g(s) +/\/ K (s,t) g (t) + \py (t) dt

=g () + Ap1 (8) + Ny (s) ds

pr(s) = [ Ko (2.41)

En procedant de cette maniére, on peut obtenir la solution finale u (s)

u(s) = g(s) + g1 (s) + X2 (8) + . + N0, (8) + ... = g (s) + Z Ao () (2.42)

Ou

©n (s) = / K (s,t) @n_1 (t)dt (2.43)

La série (2.41) est connue sous le nom de série Neumann. Cette série infinie est absolument

et uniformément convegente, puisque

Al < 1
VI K2 (s, 1) dsde

Si en plus nous avons

b
/K2(s,t)dt§A

Ou A est une constante, alors la série de Neumann convege absolumement et uniformément
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sur [a, b]. La solution finale u (s) est obtenue par

u(s) =g(s)+ lim Z Moo (s), (2.44)

§—00

Exemple 2.1.4 Soit l’équation Intégrale de seconde espéce

u(s)zl—l—/olsu(t)dt

En utilisant la méthode d’opproximation successive (méthode de la série de Neumann ).
Pour la solution, considérons que I’approximation zéro est ug (s) = g (s) = 1, et alors la

premiére approximation peut étre calculée comme

Ul(S):l‘l‘/OlSUO(t)dt

1
:1—|—/ sdt
0

=1+s
En procédant ainsi, nous trouvons
1
ug (s) =1 +/ suy (t) dt
0
1
:1+/ s(14+1t)dt
0
3
14+ =
+ 2x
Ainsi nous obtenons
(s) =1+ [1+1+1+ + 1}
Uy () = S -4+ —=4+...+—
2 22 2n—1
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Et donc

u(s) = lim w, (s)

1
=1+ lim SZ?

1
=144 lim 3.2(1—2—n)

=1+ 2s

C’est la solution.

Convergence de la méthode des approximations successives

Théoréme 2.1.3 Soit A : X — X un opérateur continue sur un espace de banach X
dont le rayon spectral vérifie r (A) < 1. Alors la méthode des approximations successive

definie par :

converge pour tout ug € X, et f € X vers 'unique solution de u — Au = f .

Remarque 2.1.2 Ce résultat est trés naturel en dimension finie ot le rayon spectral peut
étre interprété comme la plus grande valeur de N(A) pour l’enesmble des normes d’algébre

N ; et on a déja vu qu’un critére de convergence est justement qu’une de ces norme veri. . . €

N(A)<1:

Up1 = Aun + f

2.2 Meéthodes numeériques

Interpolation polyn6émiale de lagrange

Soit f une fonction continue sur [a, b, et soit :

AN a<sp<s<..<8,<b
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Une partition de l'intervalle [a, b], alors on choisi V' = C'([a,b]), I'éspece des fonctions
continues :V, ;1 = P,, 'espece des polyndémes de degré plus n. Alors l'interpolation de

lagrange de degreé n de la fonction f est defini par :
pn(s))=f(s;)), 0<i<m, p,€P,.
L’interpolation fonctionnelle linéaire est donnée par :
Lif =f(si), 0<i<n.
On choisi Vj (s) = 57,0 < i < n comme base de P,, alors

det (LiVi) srysneny = L] (85— i) #0

J>i

est appelé déterminant de Vandemonde, telle que les formules

pn(s):Zf(Si)¢i(S), b; (s) = H 555

S; — S5
j=oi#j "t

sont appellées les formules d’interpolation polynémiale de lagrange.

2.2.1 Meéthodes de projection
Définition des opérateurs de projection

Définition

Soit V' un espace véctoriel, V] et V5 deux sous espace vectoriels de V. on dit que V' est une
somme direct de Viet V5 et on écrit V = V) & V5 si tout v € V' peut etre decomposé de la
maniére unique

UV = V1 + Vg, Ule‘/l, vy € Vo
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En outre, si V' est muni d’un produit scalaire et que

Vo, € Vi, Yug € Vo (vg,v) =0

Alors V' est appelé la somme directe orthogonale de V; et V5.

Proposition 2.2.1 Soit V' un espace véctoriel, puis V = Vi &V, si et seulement s’il existe
un operateur linéaire P : V. — V tel que P> = P avec v; = P (v) et vg = (I — P) (v) et
aussi Vi =P (V) et Vo= —P)(V).

Définition 2.2.1 Soit V un espace de Banach; un opérateur P € L (V) tel que P> = P

est appelé un opérateur de projection

StV est un espace d’ Hilbret l'opérateur P est appelé un opérateur de projection or-
thogonal. 1l est facile de remarquer que I’ opérateur de projection P est orthogonal si et
seulement st

(Pu,(I = P)(u))=0, VYu,veV

Exemples d’operateurs de projection

Exemple 2.2.1 Soit V = C ([a,b]), et Vi = P, Tespace des polynémes de degré inférieur
ou egal a n, et soit A\ :a =1z <z <..<x, =0b une subdivision de I’ intervalle |a, b
dans ce cas pour v € C([a,b]) on définie Pv € P, comme 1’ interpolation de lagrange
de v relativement a A (i.e) Pv(x;) = v (x;), 0 < i < n [’ interpolation Pv est unique et

['unicite de cette interpolation donne

Exemple 2.2.2 En générale, soit V,, est un sous espace de dimension n de I’ espace d’

Hilbert V', Supposons que {uy, ..., u,} une base orthonormal de V,, dans ce cas pour tout
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v eV la formule

définie un opérateur de projection de V' dans V.

Principe des méthodes de projection

Dans toutes les méthodes de projection, on étudie la résolution de I’équation integrale de

Fredholm de deuxiéme espéce de la forme

- [ Keopwi=16).  (seD) (2.47)

L’ensemble D est fermeé et borné d’un espace complet de fonctions V, tel que V = C (D)
ou V = L* (D) presque partout. On choisi une suite finie d’approximation de sous espace
Vo, tel que V,, € Vin > 1, et V,, de dimension K,. Soit la base (¢1, @, ..., ¢x) de V,,,
(k =ky). Alors le principe du methode de projection consiste a trouver une suite de

fonctions ¢, € V,,, tel que.
kn
s):ch@-(s), seD
j=1

On introduit le résidu r, (s) pour approcher la solution de (2.47)

T (8) = Agn (s /Kstson )dt — f(s)

=05 ) = [ K (0 (6)dt) = )

On note cette approximation par ¢ = ¢,. L’équation (2.47) qui peut étre écrité sous la
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forme de notation d’opérateur, tel que

A=K)p=Tf

et le résidu r,, peut étre écrite sous forme
Th=A=K)o,—f
Les coefficients {c, g, ..., ¢, } doivent étre choisi de telle sorte que

rn(s) — 0.

2.2.2 Meéthodes de collocation

Pour résoudre ’equation de Fredholm de deuxiéme espéce (2.47), on va choisir des noeuds

de points distincts s1,s2 . sp € D telle que

77777

qui vont determiner les coefficients {cy, co, ..., ¢, } comme solution du systéme lineaire

S (A (s0) — / K (sit) (1) dt) = f (1), i=1,2, ..k (2.48)
=1 p

D’ou

k

> e, (si):ch/DK(si,t)(bj Oy dt+ f(s;), i=1,2 ..k

i=1 i=1
et puisque Pop (s) = Agn () = AN, i (s), alors
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kn

Pap (0 =3 [ el (500) 650 + £ (59 = Y- cidos (s

J=1

En posant «; = ¢; A, alors 'équation (2.48), peut étre écrite sous la forme :
kn
Pup(s) = a;o; (s)
j=1

Telle que s € C (D), et B, : V = C (D) — V,, est un opérateur de projection, et pour

determiner les coefficiennts «;, on résout le systéme

kn,
ZOngbj (87,> :(p(Si), 1= 1,2,...,]6”,
j=1

Ce systéme admet une seule solution si et seulement si

¢1(s51) O1(s2) - ¢1(sn)

et (o] = | O 6 ) |

On (51) Pn(s2) ... On(sn)

Il faut noter que cette condition implique que le systéme des fonctions {¢1, ¢, ..., dr, }

constitue un systéme linéairement indépendant.

Application des Méthodes de collocation Si on consideére le systéme {1,s,...,s"}
des monomes linéairement indépendants, alors on obtient le déterminant de vandermonde.

pour tout 7, (1 < i < k,), soit ; € V,,, telle que :
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D’ou
kn

Pio(s) =Y ¢(s)l(s), seD

Jj=1

Le systeme {l1,ls, ..., } est appelé la base des fonctions de lagrange verifiant :

k’lL
1Pall = meagzl ()
]:

Si on prend V,, = span{l, s, ..., s}, alors la base des fonctions de lagrange est donnée par :
L (s) = ﬁ (5—55) (i=0,1,..,n)
7 ‘ (SZ‘ — )yt

Exemple 2.2.3 Soit l’equation intégrale de seconde espéce

u(x):1—§$+/1 (zt® — 1) u(t)dt

1

Prenant pour systéme complet sur [—1,1] un systéme de polynomes de legendre {l; (x)}

i=1,2,3 avec Iy (z) = 1,13 (x) = z,l3(x) = 3122_—1

On cherche la solution sous la forme

32 —1
2

ug (r) =1+ cox + ¢3

Le residu est egale a

(@) = s (1) ~ 1+ 37 - /_1 (at? — 1) (cl oot + oy (3t22_ 1)) d.

1
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En calculant I'integrale on obtient

4 2 4 3, 1
r3(x) = 3% + 3¢ — 3% + xey — 15563 + 3 <§a: — 5) -1

d’aprés l'orthogonalite du résidu r3 au systéme {1, z, 3””22’1} on a

(r3,1) =6c; —2=10

(rg,x) = 9 + 202 — 4%63 0= 0

(rs, 3x22— 1 _ 203 _0
On obtient
= écQ = —%,03 =0
Donc la solution est
ug () = % — %Oib‘
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Chapitre 3

Reésolution numérique des équations

intégrales de Fredholm-Volterra

3.1 Opérateurs a noyau

L’équation qui va nous intéresser dans le suite de cette section est ’équation de Fredholm

du second type

Ago(x)—/gK(x,t)go(t)dt:f(x) QCcRY

On designe par © un ensemble compact inclu dans R¥ et soit C () I’espace des fonctions

continues sur €2 on lui associe le produit scalaire

<f,g>=Af(x)g(x)dx

Cet espace est muni de la norme uniforme

|l = max| f (z) |
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Chapitre 3. Reésolution numérique des equations intégrales de Fredholm-Volterra

On va considérer des équations mettants en jeu des intégrales, sous la forme d’un opérateur

linéaire.

Définition 3.1.1 Soit K : Q2 x 0 — R une fonction continue on appel opérateur integrale

a noyau K (.,.) Uopérateur défini par

K:peC(()— K(p)eC(Q)
K (o) (x):/ﬂK(x,t)<p(t)dt

Cet opérateur est continue, de norme

K| Lc@).o@) = max/ | K (x,t) |dt
e Q

3.2 Les polynétmes de legendre

Définition Les polyndmes de legendre sur l'intervalle [—1, 1] sont donneés par les formules

suivantes :
LU (SE’) = 1
Ly(x) ==z
2m + 1 m
L, = ——PL,, =1,2,3,
o1 (2) = L (@) = —C Ly (@) m
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Chapitre 3. Reésolution numérique des equations intégrales de Fredholm-Volterra

La forme geéneérale de la polynome de legendre de n— iéme degré est définie par

n

2 , 2n — 2r)! "0
Lu(@) =2, (-1 2"7“!(75—27“)!()72—7“)'96 =01

r=0 ’

Les quelques premiéres polynémes de legendre sont donneés ci-dessous :

Lo(z) =1, Ly (x) =z, Ly (z) = % (32— 1),
1 1
Ly (v) = 5 (52 = 3x) , La(x) = 3 (352" —302* +3) , ...

L’ensemble des (L, (z) :m =0,1,2,3,...) dans I'espace de Hilbert L?[—1,1] est un en-
semble orthogonal complét. L’orthogonalite des polynémes de legendre sur 1’ intervale

[—1,1] implique

! 0, i=j
(Li(2) . L; (2)) = / Li (x) Ly (x) dz = ;

pour i,j = 0,1,2, ..., telle que (.,.) note le produit scalaire.

3.3 Meéthode de Galerkin

3.3.1 Application de la méthode de collocation

Soit V' = L? (D) I'espace d’Hilbert des fonctions de carre inteégrable sur D.
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Chapitre 3. Reésolution numérique des equations intégrales de Fredholm-Volterra

On note par (., .) le produit scalaire sur V. Soit {¢;} un systéme de fonctions orthogonales

telle que
(rp, ¢y =0, i=1,..k,
Comme :
ki
n@ =Y o (@ [ Keno@| -
Donc :
ki
{rm, #1) = Z [ej {0 bi) — (K oy, 0} — (f,0:) =0, (i=1,. k)

C’est le systeme lineaire de Galerkin, Il suffit de determiner les coefficients c;.

3.3.2 Application de la méthode de Galerkin

Soit & chercher une solution approchée de ’equation integrale

b
_/ K (a,t)u(t) dt = f (z)

par la meéthode de Galerkin. On choisit un systéme de fonctions {¢;} linéairement inde-

pendantes dans V = L? (a,b) . On cherche une solution approchée sous la forme

U, () = <

) + Z A (95)]

On a le résidu

o () = Ay, (x /K:z:tun )dt — f (z)

Donc

n b
D)+ A0 @) - 5 [ K )

ORI <t>] a1 (x)
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Chapitre 3. Reésolution numérique des equations intégrales de Fredholm-Volterra

D’ou

Tn )\ZA{A@ /Ka:tqﬁj dt}——/Kwt

D’apres

b
<rn,¢z>—<xrn,¢z>:/ Aty (2) s () dz = 0

/(ZA [Aaﬁg /thqs] dt} /Ka:t )gbi(az)dx:()

11 vient

n

>4 ([ e (x)d:c—/ab/abm,twj ()6 () e
//K (2.1) (1) 6 () dtda

On pose;

= [ ) (@) 6y (@) de, By = / b / K (21) 6, (1) 6 () did
:/ab/abK(x,t)f(t)qSi(x)dtdx

On obtient le systéme suivant
ZAj ()\Ckij _62]) = Y, 1= 1,...,7’L (31)
j=1

Par consequent, les coefficients A;, j = 1,...,n, se définissent & partir de résolution du
systéme (3.1)
Si

D (A) = det (Aay; — Bij) # 0
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Chapitre 3. Reésolution numérique des equations intégrales de Fredholm-Volterra

le systéme (3.1) détermine de fagon unique les coefficients {4;}

Exemple 3.3.1 On se propose de résoudre par le procédé de Galerkin I’équation intégrale

sutvante
4 1
u(r)=1- gx—i—/ (at® = 1) u(t)dt
1

Prenant pour systéme complet sur [—1, 1] un systéme de polynomes de legendre {l; (z) }1<i<3

avec

On cherche la solution sous forme

32 —1
2

ug (r) = c1 + cox + ¢3

Le residu est egale a

4 LD 32 —1
r3(x):u3(x)—1+§x— (at> = 1) {1+ cat + c3 5 dt
-1

On calcule I'intégrale, on obtient

2 4 4 3
r3(x) = (301 _ 8 1) + (——01 + ey — —cy + —) T+ —cgx?

2 3 15 3 2
D’apres 'orthogonalite du résidu r3 au systéme {1, z, 3:”22’1} on a
<7"37].> :601—220
10
<T3,x> = 34‘02 — 1—563 =0
322 —1 1
= ;=0
(13, 9 ) 503
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Chapitre 3. Reésolution numérique des equations intégrales de Fredholm-Volterra

Donc
cl—%, 62——%, c3 =0
Ainsi on obtient une solution
ug (r) = % - %x

Cette solution coincide avec la solution exacte.
Algorithme de la méthode de Galerkin ( dans le cas équation intégrale mixte
de Fredholm-Volterra)

Soit I’équation intégrale de Fredholm-Volterra

T b
u(x):f(:v)—i-/o k:(x,t)u(t)dt—{—/ h(x,t)u(t)dt,z € [a,b] (3.2)

Nous utilisons la technique de la méthode Galerkin pour trouver la solution approximative

up, (z) de I'équation (3.2). Pour cela, nous Supposons que

up () = Z C;L; (x)

On substitue cet équation dans (3.2), nous obtenons

ilci {Li - /oxk@’t) Li(t)de - /abh(fr,t) Li (t) df} = /(@)

Donc

ZZR;OJ-/: [Li@:)—/:va,t)Li(t)—/abh<x,t>Li<t>dt] Lj(x)dZU:/abf(x)Lj(x)dx

Ainsi, pour chaque 7 =0,1,2,...,n , on obtient le systéme suivant

> Ciaiy=f;, i,j=012 .n
=0
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Chapitre 3. Reésolution numérique des equations intégrales de Fredholm-Volterra

Ou

a,,j:/ab [Li(;v)—/:k(:v,t)lli(t)dt—/abh(:z:,t)Li(t)dt] Li (z) dw

La résolution du systéme d’équations ci-dessus ( c-a-dire trouver les inconnus C; ) qui

b
f; () = / f (2) Li (2) da

permet obtenir la solution approchée u,, ().

L’ erreur absolue maximun est donné par max erreur = Maz|u (z) — u, (x) |.

Nous avons maintenant quelques exemples suivants :

Exemple 3.3.2 Considérons [’équation intégrale linéaire mizte de Fredholm-Volterra de

la seconde espéce

u(x) :2cos(x)—xcos(2)—2xsin(2)+:c—1+/Oz(x—t)u(t)dt—i-/;xtu(t)dt

Avec la solution exacte u (x) = cos (z).

Pour n =3
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Chapitre 3. Reésolution numérique des equations intégrales de Fredholm-Volterra

/02 (/Ox (x —t) L; (t) L; (t)dt — /02 wtL; (t) L (x) dt) de

- /0 (2cos (x) —xcos(2) —2xsin (2) + . — 1) L; (z) dz

us (x) = Z CiL; (x).

Pour deéterminer les coefficients C;, nous avons un systéme de quatre équations et quatre

inconnues, en utilisant la méthode d’ élimination de Gauss, on peut résoudre ce systéme

/0 : (Li (2) L (z) — /O ) L (1) L (2) di — /0 St () L (1) dt) da

2
_ / (208 () — & cos (2) — 2wsin (2) + & — 1) L; (2) d, iy j = 0, ..., 3
0

On obtient un systéme sous forme Ax = b telle que

—3.3333e + 00 —4.0000e + 00 —7.1333e +00 —1.7333e + 01
—5.3333e +00 —5.5111le +00 —8.6667¢ 400 —2.0686¢e + 01
A=1 -1.1133¢ + 01 —1.0667¢ +01 —1.5062¢ + 01 —3.4333¢ + 01
—1.1133e +01 —1.0667e¢ +01 —1.5062e¢ 401 —3.4333¢e + 01

| —2.7333¢ + 01 —2.6019¢ + 01 —3.5333¢ + 01 —7.7035¢ + 01

b=1[7.7772¢ — 01 1.4066e —01 —4.3296e — 01 5.3060e — OZ]T
La solution du systéme est les coefficients C; de polynémes de legendre de degré 3 telle
que

c=[7.7772¢ — 01 1.4066e — 01 — 4.3296e¢ — 01 5.3060 — 02]"

Par consequent, les résultats numeriques en appliquant la méthode de Galerkin (MG) d’
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exemple (2) dans le tableau 1.

valeur exacte  valeur approximative MG Erreur |us (z) — u (x) | MG

u(zr) =cosw n=3 n=3

0 1.0000e + 000 9.9420e — 01 5.8015e — 03
0.1000  9.9500e — 001 9.9394e — 01 1.0604e — 03
0.2000  9.8007e — 001 9.8150e — 01 1.4297e — 03
0.3000  9.5534e — 001 9.5765e — 01 2.3151e — 03
0.4000  9.2106e — 001 9.2321e — 01 2.1451e — 03
0.5000  8.7758e — 001 8.7896e — 01 1.3727e — 03
0.6000  8.2534e — 001 8.2570e — 01 3.5949¢ — 04
0.7000  7.6484e — 001 7.6422e — 01 6.2058e — 04
0.8000  6.9671e — 001 6.9533e — 01 1.3761e — 03
0.9000 6.2161e — 001 6.1982e — 01 1.7919¢ — 03
1.0000  5.4030e — 001 5.3848e — 01 1.8225e¢ — 03
1.1000  4.5360e — 001 4.5211e — 01 1.4843e — 03
1.2000  3.6236e — 001 3.6151e — 01 8.4783e — 04
1.3000  2.6750e — 001 2.6747e — 01 2.8760e — 05
1.4000 1.6997e — 001 1.7079e — 01 8.2100e — 04
1.5000  7.0737e — 002 7.2260e — 02 1.5228e — 03
1.6000 —2.9200e — 002 —2.7318e — 02 1.8812e — 03
1.7000 —1.2884e — 001 —1.2715e — 01 1.6934e — 03
1.8000 —2.2720e — 001 —2.2644e — 01 7.5986e — 04
1.9000 —3.2329e — 001 —3.2440e — 01 1.1064e — 03
2.0000 —4.1615e — 001 —4.2022¢ — 01 4.0695e¢ — 03

Table 1. Les resultats numeriques pour exemple 3.3.2
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Chapitre 3. Reésolution numérique des equations intégrales de Fredholm-Volterra

Fic. 3.1 — Comparaion entre la solution exacte et la solution approchée de 1’équation
intégrale dans I’exemple 3.3.2.

Exemple 3.3.3 Considérons [’équation intégrale linéaire mizte de Fredholm-Volterra de

la seconde espéce

2 1 T 1
u(r) = o — —2* +/ zu (t) dt +/ xtu (t) dt
3 3 0 0

Avec la solution exacte u(x) = x,x € [0,1]

Pourn=1ona

uy (z) = CoLg (z) + C1 Ly (2)

5 8 4
8 15 1 _ |15
71 1
30 16 “ 6
c=10,1)"
Alors
u(z) ==z

La solution approximative est coinside avec la solution exacte.
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Exemple 3.3.4 Soit I’équation intégrale de Fredholm-Volterra :
T 1
u(r) =z —2exp(z)+exp(—z)+1 +/ texp () u(t) dt+/ exp (x +t) u (t) dt.
0 0

Avec la solution exacte u (z) = exp (—x).
On utilise la méme méthode précédente pour n = 3 et n = 5 on obtient deux systémes

sous forme Ax = b telles que

—2.3116 —1.4061 —0.3690 0.1160 Co —1.3044

—1.5000 —0.8215 -0.1000 0.1513 c1 —0.9024

—0.5439 —0.1972 0.1300 0.1706 Co - —0.3867
I —0.0399 0.0364 0.1170 0.1325 1o ] I —0.0537 |

La solution du premier systéme est

C =[1.1536 — 1.0531 0.3080 — 0.0408]"

- —2.3116 —1.4061 —0.3690 0.1160 8.5729  —0.0446 11 Co - - —1.3044 -
—1.5000 —-0.8215 —0.1000 0.1513 4.8549  —0.0561 c1 —0.9024
—0.5439 —-0.1972 0.1300  0.1706 0.9467  —0.0397 C2 —0.3867
—-0.0399 0.0364 0.1170 0.1325 —0.3890 0.0197 C3 - —0.0537
9.3767  5.0030  0.3947 —1.1315 -—29.2123 0.4059 Cq 5.7158
—0.0414 —-0.0655 —0.0632 —0.0072  0.4982 0.0867 Cs 0.0020

La solution du deuxiéme systéme est

C = [-1.5942 — 2.6087 2.3188 0.2435 0.0250 0.0003]"
Les résultats numériques obtenus sont présentés dans les tableaux suivants
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valeur exacte valeur approximative MG Erreur |us (z) — u (z) | MG

u(z) =exp (—x) n=3 n=3

0 1.0000e 4 0 9.9435e — 1 5.6530e — 3
0.1000 9.0484e — 1 9.0454e — 1 2.9402e — 4
0.2000 8.1873e — 1 8.2087e — 1 2.1387e — 3
0.3000 7.4082e — 1 7.4333e — 1 2.5068¢e — 3
0.4000 6.7032¢ — 1 6.7191e — 1 1.5903e — 3
0.5000 6.0653¢ — 1 6.0663¢ — 1 9.4502e — 5
0.6000 0.4881le — 1 0.4747e — 1 1.3420e — 3
0.7000 4.9659¢ — 1 4.9444e — 1 2.1416e — 3
0.8000 4.4933e — 1 4.4755e — 1 1.7815e — 3
0.9000 4.0657e — 1 4.0678e — 1 2.1111e — 4
1.0000 3.6788¢ — 1 3.7214e — 1 4.2643e — 3

Table 2. Résultats numériques pour 'exemple 3.3.4 (n = 3).

valeur approximative MG

n=>5 n=2>

0 1.0000e + 0 9.7109¢ — 7
0.1000 9.0484e — 1 3.7703e — 7
0.2000 8.1873e — 1 1.7275e — 7
0.3000 7.4082¢ — 1 2.7890e — 7
0.4000 6.7032¢ — 1 7.9891e — 8
0.5000 6.0653¢ — 1 2.9566e — 7
0.6000 5.4881e — 1 7.9333e — 7
0.7000 4.9659%¢ — 1 2.6306e — 7
0.8000 4.4933e — 1 1.6220e — 7
0.9000 4.0657e — 1 3.324be — 7
1.0000 3.6788¢ — 1 8.2716e — 7
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Chapitre 3. Reésolution numérique des equations intégrales de Fredholm-Volterra

Table 3. Résultats numeériques pour 'exemple 3.3.4 (n = 5).

Fic. 3.2 — Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée de 1’équation
intégrale dans ’exemple 3.3.4 pour n = 3 et n = 5.
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