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Introduction

Le développement de la théorie des fonctions & variation bornée s’est fait dans un sens comple-
tement inattendu et que l'inventeur de ces fonctions ne pouvait certainement pas prévoir, car ce

développement n’est devenu possible qu’apres les travaux de H. Lebesgue sur les intégrales définies.

Ce type de fonctions est apparait la premiére fois dans les travaux de Jordan en 1881 pour I’étude
de Séries de Fourier. Il pose déja les premiers fondements de I’étude intrinséque des fonctions a
variation bornée. Il donne, exactement comme nous le ferions aujourd’hui, le moyen de reconnaitre
si une fonction donnée f(x) est a variation bornée dans un intervalle (a,b) et il définit sa variation

positive, sa variation négative et sa variation totale dans cet intervalle.

N

Il montre que les fonctions & variation bornée sont intégrables au sens de Riemann et que les

intégrales indéfinies de fonctions bornées sont des fonctions & variation bornée.

En Séries de Fourier tout le monde connait le théoréme de Dirichlet sur la convergence des Séries de
Fourier. La démonstration s’applique aux fonctions bornées qui n’ont qu’un nombre fini d’extrémes

et de discontinuités

Une autre importance des ces fonctions est ’explication la dérivation faible ou (aux sens de dis-
tributions). En effet au siecle dernier s’est posé la question de savoir si les fonctions appartenant
a telle ou telle catégorie, comme les fonctions continues ou monotones, admettent nécessairement
des dérivées (sur R ou sur R privé d’un ensemble de mesure nulle). C’est Weierstrass qui a fourni
le premier résultat en construisant une fonction continue sans dérivée. En voici un exemple da a

Van der Waerden, fondé sur le fait qu’une suite de nombres entiers ne peut étre convergente que
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si ses termes restent constants a partir d’un certain rang. Pour x € R, on pose :

oy - 300

ou {z} désigne la distance de = a l'entier le plus proche. f est continue sur R, mais dérivable

nulle part.

D’autre part I'extension du concept aux fonctions de plusieurs variables n’est pas aussi simple.
La théorie abstraite de la mesure et la géométrie ont permet d’élargir cette classe aux fonctions
de plusieurs variables qui est aujourd’hui un outil tres puissant pour modéliser de nombreux phé-
nomeénes et affronter quantité de problémes mathématiques. C’est surtout & partir des années 50,

avec les travaux de De Giorgi, qu’elles ont pris une place centrale dans le calcul des variations.

Notamment, le probléme des surfaces minimales, les fonctions & variation bornée ont permis d’étu-
dier de nombreux phénomeénes tels que les transitions de phases, les fractures, la segmentation ou
d’autres applications en traitement d’images, des problémes de discontinuités libres tels que cer-
taines questions de plasticité ou de la théorie des cristaux liquides. C’est également un bon cadre
pour étudier des questions de nature géométrique telles que les diverses variantes du probléeme
isopérimétrique.

Le présent mémoire contient trois principaux chapitres :

le premier chapitre est consacré aux études des fonctions monotones et leur lien avec la dérivabilité.
Dans la deuxiéme section on introduit le concept des fonctions a variation bornée. On va caractériser

ce type de fonctions et.

Dans le deuxiéme chapitre, on va étudier sa liaison avec d’autres classes telles que les fonctions
monotones et les fonctions lipchitziennes. Notamment va citer des résultats concernant la différen-
tiabilite des fonctions monotones sur I'espace R sauf éventuellement sur un ensemble de mesure
nulle, puis on démontre le théoréme célebre de Lebesgue. On se termine ce chapitre par la structure
de I'espace de Banach des fonctions a variation bornée et démontrer le théoréme de densité da a

Helly.

Dans le troisiéme chapitre, on étend la notion de fonctions a variation bornée aux fonctions définies
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sur R™. On va définir I’espace de Banach des fonctions a variations bornée sur un domaine borné de
R™. Afin avoir illustré I'importance de cette classe de fonctions dans les applications, on a introduit
un model variationnel proposé par de Rudin-Osher-Fatemi lors de I’étude de la restauration des
images dégradées. Ce modéle consiste essentiellement & minimiser la variation totale de certaines

fonctionnelles.



Chapitre 1

Fonctions a variation bornée

1.1 Subdivisions d’un intervalle

Soit [a, b] un intervalle de R. On appelle subdivision de [a, b] tout n+ 1 -upplet P = (to,t1, - ,t,)

satisfaisant

a=ty<tg <---<t,=0b.

La norme de P est définie par || P|| = max {¢; —t;_1 : 1 <i < n}. Notons qu’une telle quantité est

toujours strictement positive.

L’ensemble des subdivisions de [a, b] est noté par S ([a,b]) .

Définition 1.1.1 Soient P = (to,t1,- -+ ,t,) et Q = (S0, 81, , Sm) deux subdivisions de [a,b].

(7). On dira que P est inclus dans Q si {to,t1, - ,tn} C {S0,51, "+ ,Sm}, et dans ce cas on note
Pco.

(17). On dira qu’une subdivision R = (rg,ry, -+ , 1) est la réunion de P et Q si{ro,r1, -+ ,rx} =

{to,t1, -+ ,tn} U{S0,51, ", Sm}, et dans ce cas on note R = P U Q.

Proposition 1.1.1 Soient P et ) deuz partitions de |a,b].

(i). S P CQ alors ||Qf < |[P]].



Chapitre 1. Fonctions & variation bornée

(). [|PU Q[ < min {[|P[, |Q]}-

Preuve. Posons P = (tg,t1, -+ ,t,) et Q = (So, 51, , Sm)-
(). Soiti € {1,---,m}. Alors il exist 0 < j < n tel que t;_; < s; < t;. Comme P C (), on obtient

que t;_1 < s;_1. Par conséquent
si—si-1 <ty — i1 <P

Drou [|Q[] < [|P[]-
(7). Comme P C P UQ alors ||[PUQ| < ||P||. De méme on obtient que ||PUQ| < [|Q]]. D’ou

|PUQ| <min{||P],|Q]}, ce qui termine la preuve.

1.2 Fonctions a variation bornée

Pour toute fonction f : [a,b] — C et toute subdivision P = (tg,t1,- - ,t,) de [a,b], on pose
v (f,P) = |f(ts) = flte-)l.
k=1

Cette quantité représente la longueur de la ligne polygonale passant par les points f(t;), 0 < i < n.

1.2.1 Propriétés de fonctions a variation bornée

Proposition 1.2.1 Soient f : [a,b] — C une fonction et P,QQ € S([a,b]). Si P C Q alors
v(f,P) <v(f,Q)

Preuve. Posons P = (tg,t1, - ,t,) et Q@ = (So,S1,*+ ,Sm). Comme P C @, il existe une applica-

tion strictement croissante

¢:{0,1,--- ;n}—{0,1,--- ,m},
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vérifiant ¢; = s4(;). En effet pour tout ¢, € P C @ il existe un unique ¢(7) tel que t; = s4(;). En
plus, on

ti+1 = S¢(i+1) >t = Se(i) = Qb(l + 1) > ¢<Z)

Il vient alors

n

v(f,P) =3 1) = f(tin)l = D |f (sow) = flsoin)|

=1

=Y | F(se) = Fs0t-1) + f (setr1) = f (s6—2) + -+ f (Se-n+1) + f (566-1)]
=1
0

n ¢
<D D f () = f skl

i=1 k=g(i—1)+1
d(n)=m
= S 1 (sy) = (sl = v (£.Q),

J=1

ce qui termine la preuve. m

Définition 1.2.1 (Variation totale) Une fonction f : [a,b] — C est dite a variation bornée s’il

existe une constante M > 0 telle que
v(f,P) < M pour tout P € S ([a,b]).

Dans ce cas, L(f) = sup{v(f,P): P € S([a,b])} est appelée la variation totale, ou la longueur
de f.

Proposition 1.2.2 Soient f,g : [a,b] — C deux fonction a variation bornée et o, € C. Alors

af + Bg est aussi une fonction & variation bornée. En plus, on a

L(af + Bg) < lal L(f) + |8 L (o) .
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Preuve. Soit P = (tg,t1, - ,t,) une subdivision de [a,b]. On a

v(af+ Bg, P) = Z [(af + Bg) (t:i) — (af + Bg) (ti-1)]
< |al Z |f (t:) = f (tica)| + 18] Z lg (ti) — g (ti-1)]

< el L(f) + 8] L(g)-

Par conséquent, L(af + Bg) < |a| L(f) +|B|L(g). =
Comme conséquence directe de la proposition précédente, on signale que f : [a,b] — C est a

variation bornée si, et seulement si, Re f et Im f le sont.

Proposition 1.2.3 Soient f : [a,b] — C une fonction a variation bornée et ¢ € ]a,b].

Alors f1 := flla,q €t fa:= fijey) sont a variation bornée. En plus, on a
L(f)=L(f)+L(f).

Preuve. Soient P, € S ([a,c]) et P, € S ([c,b]) Notons par P la subdivision de [a, b] formée par

les points de P, et P5. Il vient alors que
v(fi, ) +v(fe, P2) =v(f,P) < L(f).
Ce qui montre que f; et fs sont & variation bornée et

L(fi)+L(f:) <L(f).

Pour démontrer I'autre inégalité, considérons une subdivision arbitraire @) de [a,b] Soit P =
(2o, -+ ,2,) la subdivision de [a,b] obtenue en rajoutant a @) le point ¢ s’il n’y est pas. On a

@ C P. On pose

C:l’l,Pl:(I(),ZEl,"' ,ZL'p) GS([CL,Z)D et PQZ(C,IP_H,"' ,b) ES([(I,b])
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D’apres la proposition (1.2.1]), on a: Q@ C P alors L (f,Q) < L(f, P). D’autre part

v(f,Q) <v(f,P)=v(fi,A)+v(fe,2) <L(fi)+L(f).

Par conséquent,

L(f)<L(f)+L(f2).

Proposition 1.2.4 Soit f : [a,b] — R une fonction.

(7). Si f est lipschitzienne, alors [ est a variation bornée.

(i7). Si f est monotone, alors f est a variation bornée et L (f) = |f (a) — f (b)].

Preuve.

(7). Comme f est lipschitzienne, il existe un réel a positive tel que

[f () = f W)l < ale—yl.

Soit P = (xq,- -+ ,x,) € S([a,b]). On a

|
—

n

V(£ P) =S 1f () — F @) €03 (s —2) = a (b a),

0

>
Il

donc f est & variation bornée et L (f) < a(b—a).

(7). Supposons que f est croissante et soit P = (zg, -+ ,x,) € S ([a,b]). Alors :

|
—

n

v(f,P)= i |f @rir) = f @)l = ) (f (wraa) = f (21)) = £(0) = [ (a) .

0

e
Il

Ainsi f est & variation bornée et L (f) = f (b) — f (a) .

Si f est décroissante, alors

f o:[-b,—a] =R
tHf(_t)a

8
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est une fonction croissante, et donc

D’ou f est a variation bornée. m

Proposition 1.2.5 Soit f : [a,b] — R une fonction. Alors les assertions suivantes sont équiva-

lentes

(7). f est a variation bornée,

(17). f=f1— f2 0u fi1, fo:[a,b] = R sont deux fonctions croissantes.

Preuve. (i) = (ii). On consideére la fonction

L(fiiaz) st x €la,b
fi() = (fifa.a]) € Ja, b]

0 st T =a.

Alors f; est croissante. En effet, pour a <z <y < b, on a

L(fl[a,a:]) < L(f\[a,a:}) + L(f\[a:,y}) = L(fl[a,y])'

On pose : fo = f1 — f. Pour tout z,y € [a,b] tels que x < y, on a

f2(y) = fi@) = (L(filag) — Lfia)) = (f(y) = f(2))
= L(f,[ [z, 9]) = (f(y) = f(2)) =2 0.

Ce qui montre que f5 est croissante.

(i) = (7). Découle immédiatement de Proposition ([1.2.4]) et du fait que les fonctions monotones

sont & variations bornées. m

Proposition 1.2.6 Soit f : [a,b] — C une fonction a variation bornée. Alors :

(i). f est intégrable au sens de Riemann.
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(17). f est bornée.

Preuve.

(7). Quitte a considérer les parties réelle et imaginaire de f, on peut supposer que f est a valeurs
réelles. D’aprés Proposition , f = fi— foou f; et fy sont des fonctions croissantes.
Comme toute fonction monotone sur [a, b] est intégrable au sens de Riemann, on obtient que f
est intégrable au sens de Riemann.

(73). Soit = € ]a, b| et considérons P = (a,x,b) € S (|a,b]). Alors il vient :

[f (@) = 1f ()] < [f(z) = fla)] v (f, P) < L(f),

par conséquent, |f(z)| < L(f)+ |f (a)| pour tout = € [a,b].

Exemple 1.2.1 La fonction f : [0,1] — R définie par f(0) = 0 et f(x) = xcos< six # 0 est

continue mais n’est pas a variation bornée.

Preuve. On considére la subdivision suivante de [0, 1] :

1 1 1
P,=0< —< T< < — < =<1,
nrt  (n—1) T T
alors
n—1 n—1
1 1 cos(k+1)m coskrm
P,) > ~r{)]= - ,
v(fi ) 2 f((k+1)7r) f(lmr)‘ k+ 1) ke
k=1 k=1
donc
n—1 n—1
1 1 1 1 2
v(f,P) > — ———‘2— —,
™ k+1 &k 7Tk:1]{3—|—1

or la série ) k+r1 diverge donc f n’est pas a variation bornée. m

10



Chapitre 2

Théoréme de dérivation de Lebesgue

2.1 Points de discontinuité d’une fonction a variation bor-
née

Soit f : [a,b] — R Les limites a gauche et a droite, lorsqu’elle existent, seront notées respectivement

par :

f(z3) = lim f(z) et f(25) = lim f(z) ou zo € [a,b].

Théoréme 2.1.1 Toute fonction & variation bornée f :€ [a,b] — C, admet une limite & gauche
et une limite a droite en tout point de [a.b]. En plus, l'ensemble des points de discontinuité de f

est dénombrable.

Avant de démontrer ce théoréme, on a besoin d’établir certains résultats.

Notons que si f est croissante, alors
f(zg) =sup{f(z):x <o}, et f(zf) =inf{f () : 2> z0}.
De méme si f est décroissante, alors

f(zg) =inf{f(z) 12>z}, et f(zf) =sup{f(2):2>x0}.

11
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Lemme 2.1.1 Soit f : R — R une fonction croissante. Alors :
(1). f(x%) et f(x™) existent pour tout xy € R.

(ii). fa*) < f(g) < flwo) < f (o) <FO). Sia<an<h

Lemme 2.1.2 Soint f : [a,b] — R une fonction croissante et x1,2s, - ,z, € |a,b[. Alors

0< (f(a™) = f@)+ ) (f ()= Fla)+(FO) = f(07)) < f) = f(a).
k=1
Lemme 2.1.3 Soit f : R — R une fonction croissante. Alors Disc(f) est un ensemble dénom-

brable.

Proposition 2.1.1 Soit f : [a,b] — R une fonction croissante.

Alors p = f — S est une fonction croissante et continue sur [a,b] .

Théoréme 2.1.2 Soit f : [a,b] — C une fonction a variation bornée. Alors f = ¢ + Sy ot ¢ est

continue et a variation bornée, et Sy a variation bornée.

Définition 2.1.1 Une fonction f : [a,b] — C est dite de classe C' par morceauz, s’il existe une
subdivision (to,t1,- -+ ,t,) de [a,b] telle que f soit de classe C* sur chaque intervalle |ty _1,tx[,1 <

k<n.

Proposition 2.1.2 Si f : [a,b] — C est une fonction de classe C' par morceauz, alors f est a

b
L (fiian) :/a |f (t)| dt.

Preuve. Par la proposition ([1.2.3)), on peut supposer, sans perte de généralité, que f est de classe

variation bornée et

C'. Soit P = (tg,t1, -+ ,t,) une subdivision de [a,b] .On a

:Z’f<ti)_ zl|_

<Z/ ()] dt = /\f )| dt.

12

()



Chapitre 2. Théoreme de dérivation de Lebesgue

Par conséquent, f est a variation bornée et L (f) < f |f(t)] dt.

Soit € > 0. Comme f’ continue, elle est uniformément continue sur [a, b], et donc il existe 6 > 0 pour
lequel |f'(t) — f'(s)| < e pour tout t,s € [a,b] vérifiant [t — s| < §. Choisissons un entier positif
n tel que (b —a) /n < 6, et considérons la subdivision P = (tg,t1,--+ ,t,) out; =a+i(b—a)/n
pour 0 < i < n. Le théoréme des accroissements finis assure I'existence d’un certain ¢; € |t;_1,t;[

satisfaisant f (¢;) — f (ti—1) = f' (¢;) (t; — ti—1), 1 <@ < n. Il en résulte

o= H'—Z/ \dt—Z\f e (h— )
=Z/‘ 1 (0] = 1 ()
<Z/ 1 (c)] dt.

Or,pour 1 <i<netteclt,_q,t[,onal|t—c| <(b—a)/n<4 etdone|f(t)— f(c) <e.

Par suite

b n n ti
[ir@ldes > 1re - seol+ey [
@ i=1 i=1 Yti—1
<L(f)+e(b—a).
Finalement, comme ¢ est arbitraire, on obtient ff If ()] dt <L(f). m

Proposition 2.1.3 L’ensemble des fonctions continues dans [a,b] & valeurs dans C, noté par
C ([a,b],C), est dense dans ’ensemble des fonctions intégrable au sens de Riemann, i.c : L' ([a,b]) =

C ([a,b],C).

Théoréme 2.1.3 Soit f : [a,b] — C une fonction intégrable au sens de Riemann.

Alors la fonction

F(x / f(t)dt pour tout x € [a,b],

est a variation bornée et L (F / |f(t)]dt.

13
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Preuve. Soit P = (to,t1,--- ,t,) € S([a,b]). On a :

n

v(FP) =Y IF (8) = F(tea) = Y

=1

ggllmwzmy

[ﬁmﬂ

i—

D’ou F est a variation bornée et

L (Fjag) < 11 - (2.1)

Soit € > 0. Comme f € L'([a,b]) = W, il existe g : [a,b] — C continue telle que
If —gll; < e, on pose

G(z) = / g(t)dt pour tout x € [a, b].

Par la proposition (2.1.2), On a L(G) = ||g||,. D’autre part, I'inégalité (2.1) appliquée & f — g
donne L (F — G) < ||f — g||; < e. Par conséquent,

£l < 1 = glly + llglly < llglly +& = L (Gla) +¢

<L(G—F)+L(F)+e<L(F)+2.

Comme ¢ est arbitraire, on obtient ||f||; < L(F). m

2.2 Théoréme de Helly

1
loc

Théoréme 2.2.1 L’image dans L;,.(R) de tout ensemble borné de V B(R) est relativement com-
pacte, c’est-a-dire que : pour toute suite (uc)e~obornée dans V B(R), il éxiste une sous-suite (u.r)

et u € L (R) tels que

loc

liin ||uer — u||L1(I) = 0, pour tout intervalle borné I.

e'—0

Corollaire 2.2.1 Soit F' = {f : [a,b] — C} une famille de fonction de classa C* par morceauz

telle que || f||, < k et ||f|l; < k pour tout f € F. Alors il existe une suite (f,) C F qui converge

14
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simplement sur [a,b] .

2.3 Théoréme de Lebesgue pour la différentiabilité des

fonctions monotones

On définit les dérivés supérieurs et inférieurs d’une fonction réelle f définie sur un intervalle ouvert

I par :

_ x+h)— f(z x+h)— f(z
Df(I)—liIhnjélpf( i ]z /() et Qf(]?)—lil}}lj(l)lff( il l)z I )

On dit que f est une fonction différentiable en x € I si les dérivés supérieure et inférieure de f a

x sont finis et égaux.

On a ensuite prouvé un résultat important. Si f est une fonction croissante sur [a,b], puis pour

tous a € R avec a > 0 nous avons que :
m*({x € (a,b) : Df(x) > a}) <

m*({x € (a,b) : Df(z) = 00}) = 0.

On utilise ces résultats pour prouver un théoréme extrémement important appelé théoréme de
Lebesgue pour la différentiabilité des fonctions monotones. Ce résultat nous dit que chaque fonction
monotone f (croissante ou décroissante) définie sur un intervalle ouvert (a,b) est différentiable

presque partout (a,b).

Théoréme 2.3.1 Soit f une fonction monotone sur (a,b) (bornée ou non bornée). Alors f est

différentiable presque partout (a,b).

f est montone — f est différentiable presque partout.

Preuve. Soit f une fonction croissante sur l'intervalle (a, b).

— 11 suffit de prouver le résultat pour quand (a,b) est un intervalle ouvert borné. Si (a,b) est un
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Chapitre 2. Théoreme de dérivation de Lebesgue

sans limite, On peut écrire (a,b) = U2, (an, by) ot {(an,b,)} —, est une séquence d’intervalles
ouverts bornés de telle sorte que (a,,b,) C (ay11, byy1) pour tout n € N.

— Dongc, si f est différentiables presque partout sur chaque intervalle ouvert borné (a,, b,) il existe
un ensemble E, C (a,,b,) tel que m(E,) =0 et f est différentiable sur tout (ay,,b,) \ E,. Donc
f est différentiable sur tout de U2, (ay,, b,) \ E, = (a,b) \ U2, E,,. Mais une union dénombrable
d’ensembles de mesure Lebesgue 0 a Lebesgue mesure 0, alors f est différentiable presque partout
(a,b).

— Rappelons maintenant que f est dit différentiable en = € (a,b) si les dérivées supérieure et
inférieure de f sont finies et égales. Donc, I’ensemble des points pour lesquels f n’est pas diffé-

rentiables sur (a, b) est :

{z € (a,b): Df(z) =0} U{z € (a,b): 00> Df(x) > Df(x)}.

— Nous avons déja prouvé que si f est une fonction croissante alors m*({z € (a,b) = Df(x) =
oo}) = 0. II faut donc montrer que m*({z € (a,b) : oo > Df(z) > Df(x)}) = 0.
— Pour chaque o, 8 € Q, soit E,p = {:U € (a,b): Df(z) < B <a< Df(x) < oo}, on peut écrire

I’ensemble ci-dessus comme 'union suivante :

{z € (a,b): 00> Df(z) > Df(x)} =Uapeg {z € (a,b) : Df(z) < f < a < Df(z) < o}

= Ua,peqEo,p-

— Donc on a besoin de montrer que m*(E, g) = 0 pour chaque «, 3 € Q.
— Soit € > 0 donné. Pour un fixe o, 8 € R avec 8 < a soit £ = E, g. Il existe alors un ensemble
ouvert O" avec E C O’ tel que m*(0') < m*(E) + . Soit O = O’ N (a,b). Alors O est aussi un

ensemble ouvert, et est tel que £ C O C (a,b) et tel que :

m*(0) <m*(0") < m*(E) + e
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Chapitre 2. Théoreme de dérivation de Lebesgue

— Définir la collection d’intervalles fermés I par :

T =A{le,d] CO: f(d) = fc) <B(d =)}

— Alors Z est une couverture Vitali de E. (Cela peut étre prouvé de maniére similaire a une partie
de la preuve mentionnée en haut de cette page). PuisqueF C (a,b) et que nous supposons que
(a, b) est un intervalle ouvert borné, nous avons m(E) < co. Donc, par le théoréme de couverture

de Vitali, puisque m(F) < oo et Z est une couverture Vitali de E, il existe une collection finie

d’intervalles fermés mutuellement disjoints {[c1, d1], [ca, da], - - - , [cn, dp]} dans T tel que :
m*(E\ Up_; [k, di]) < €. (2.2)
— Maintenant :
Y [f(di) — fler)] < iﬁ [di — ci] < Bm*(O) < B[m*(E) + €. (2.3)
k=1 k=1

— On note maintenant que pour chaque k € {1,2,...,n} onaque EN[cy, di,] C {z € [k, di] : Df(z) > |al}.

Donc, pour chaque k£ on a

(B0 e del) < (o € fevedi): DF@) > o)) < 0 ()~ ] 2
— On écrit £ = (E\ Up_; [cr, di)) U (Up_; [k, di) N E) pour que alors :

m* (E) =m"(E\ Up_ [ex, di]) +m* (Up_; [ck, di] N E)

22) -

€+ Zm* ([ck, de] N E)  (puisque les [k, dx] sont mutuellement disjoints)
k=1

&9 1

< et )~ [F(dy) — flex)]
k=1

E3)

< e+%(m*(E)+e).

— Puisque € > 0 est arbitraire, on obtient que m* (E) < Zm* (E). On note que si m*(E) > 0,

|al
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cette inégalité implique que 1 < % et donc |a] < f alors o < 8 qui est en contradiction puisque

B < a. 1l faut donc que m*(E) = 0.

— Donc f est différentiable presque partout (a,b).

2.4 Intégrale de Lebesgue du dérivé d’une fonction crois-

sante

Théoréme 2.4.1 Soit f une fonction croissante sur [a,b]. Alors f'(x) > 0 (ou il est défini) et

[P F(x)de < £ (b) = f (a).

Preuve. Soit f une fonction croissante sur [a,b] (et donc augmentant sur (a,b)). Puis par le
théoréme de Lebesgue sur la différenciabilité des fonctions monotones, f est différentiable presque
partout sur (a, b) et donc f'(x) existe presque partout sur (a, b). Pour chaque = € (a, b) pour lequel

f'(x) est défini, on a que la limite suivante existe et est finie En :

f(z) = lim

h—0

flx+h) - fx)
- :

— Soient h = % et en n — oo nous avons que h — 0 et donc pour chaque x € (a,b) pour lequel

f'(x) est défini, nous avons que :

(2.5)

— (I faut faire attention quant a certains n suffisamment grands, f peut ne pas étre défini comme
x+ % on considére n suffisamment grand pour que f(x + %) soit défini).

— Puisque [ est une fonction croissante, f(z + ) — f(z) > 0 et clairement - > 0. On note
également que f’(z) est une limite ponctuelle des fonctions mesurables de Lebesgue, alors f/(z)
est une fonction mesurable de Lebesgue.

— Maintenant, les fonctions dans la limite en (2.5) sont toutes mesurables et non négatives de
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Lebesgue, et comme 1 — oo ces fonctions convergent ponctuellement vers f’(z) presque partout
sur [a,b]. Donc, par le lemme de Fatou pour Fonctions mesurables de Lebesgue non négatives,

nous avons cela :

b
/ f'(z)dz < liminf

n—oo

§1i7£riior01f{ / f(x %)dm—n/bf(x)dx]

/” Sz + %1) — f@)

— Maintenant on a ca :

o e Dyars [ sras = | [ o [ e

1
n
1

. /W f(:c)dm%—/bb% f(x)dx—/aa+" fydet [ f(x)dm]

1
a+n

. :/bbﬁ F()dx — /aaﬁ f(x)dx] | (2.6)

— Puisque f est croissante sur [a,b] on a f(a) < f(x) pour tous x € [a, b] et ainsi :

L= [ s [T e

— Donc :

_ / " Fla)dr < —%f(a). (2.7)

— De méme, on a que f(x) < f(b) pour tout z € [a,b] et ainsi :
b+ b+~ 1
[ s < [ s < po) (2.8)
b b
— Donc de et (| et (2.6) on obtient :

. / S e n [ e <n[L0) - L] = 10 - s,
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— Puisque cela est vrai pour tout n suffisant, nous avons que :

/ f@)de < f(b) - f(a).

2.5 Primitives de fonctions Lebesgue intégrables

On rappelle, a partir des critéres d’intégrabilité pour que les fonctions soient nulles presque partout,
g

les résultats suivants :

1. Si f est une fonction Lebesgue intégrable non négative définie sur un ensemble Lebesgue

mesurable F et /f =0 alors f(x) =0 p. p. sur E.
E

2. Si f est une fonction Lebesgue intégrable sur [a,b] et F(z) = / f(t)dt. Si F(x) = 0 pour

tout x € [a, b] alors f(z) =0 p.p. sur E.

On prouve maintenant un résultat trés important.

Théoréme 2.5.1 Soit f une fonction Lebesgue intégrable bornée sur [a,b] et soit F(x) = [ f(t)dt.

Alors F' () = f(x) presque partout sur [a,b].

Preuve. Du théoréme énoncé ci-dessus, comme f est Lebesgue intégrable sur [a, b], on a d’apres le
lemme F' est a variation bornée sur [a, b]. Cela signifie que F' peut étre exprimé comme différence
de deux fonctions croissantes sur [a, b], c’est-a-dire que F' = F; — F» ou Fj et F, croissantes sur
[a,b]. Du Théoréme de Lebesgue sur la différenciabilité des fonctions monotones, puisque F; et
F5 sont des fonctions monotones, F; et Fy sont différenciables presque partout sur [a,b] et donc
F = F, — F; est différentiable presque partout sur [a, b].

— Maintenant, puisque f est borné sur [a, b], il existe un M € R, M > 0 tel que pour tout x € |[a, b|

on a cela :

[f(z)| < M.
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— Pour chaque n € N, on définit une suite de fonctions sur [a, b] par :

(2.9)

— Par convention, soit F'(xz) = F(b) pour tout > b. Comme on a déja établit que F' est continu
sur [a,b], on a chaque F,, est une fonction Lebesgue mesurable sur [a,b]. Donc (F,(x))52, est
une suite de fonctions Lebesgue mesurables de.

— En outre, pour chaque n € N on a que :

(2.10)

— Donc (F,,())$2, est une séquence de fonctions mesurables de Lebesgue définies sur [a, b] (m([a, b]) <
o0) telles que (F,(x))32, uniformément bornée et que (F,(z))s°, converge ponctuellement
presque partout sur [a,b] vers F’(x). Nous avons donc le théoréme de convergence uniforme
pour les suites de fonctions convergentes point par point :

b b
/ F'(z)dx = lim [ F,(x)dz.

n—oo
a
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— Et pareillement, pour chaque ¢ € [a, b] on a cela :

/ F'(z)dr = lim [ F,(z)dx

dz

= lim
n—o0
a

B c 1 c
= lim n / F<x—|——) d:L‘—/ F([L’)dl}
n—aoo a n a

c+% c
= lim n / F (z)dz —/ F(x)dm]

CF(er%)—F(x)

o[ - [ o]
~ F(¢)— F(a)

P ()
_ /acf(x)dx.

— Alors, pour tout ¢ € [a, b] nous avons cela :

/ F'(z)dx = lim [ f(x)dz.

n—oo
a

— Donc, pour tout ¢ € [a, b] nous avons cela :

/ F(e) — f(a))de = 0.

— Par le résultat (2.9) mentionné en haut de la page, nous avons que F'(x) — f(z) = 0 presque
partout sur [a, b], donc F'(z) = f(z) presque partout sur [a, b].
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Chapitre 3

Fonction a variation bornée dans un

domaine

On va définir dans ce chapitre I’espace de fonctions & variation bornée dans un domaine borné
Q de R", BV (2). On va voir a travers d’un exemple concret le probléme de la restauration des
images ou s’intervient cet espace. Notamment, on va présenter un modeéle variationnel proposé par
Rudin-Osher-Fatemi. Ce modéle consiste essentiellement a minimiser la variation totale de certains

fonctionnel.

3.1 Espace BV ({2) des fonctions a variation bornée

3.1.1 Définitions et propriétés

On rappelle ici la définition de 1’espace BV (£2) (on suppose que €2, le domaine de I'image, est un

ouvert borné Lipschitz de R?) :

Définition 3.1.1 BV (Q) est le sous-espace des fonctions u € L' () telle que la quantité suivante
soit finie :

J () = sup { [ @ (€@ dre € CH @B, el < 1} | (3.1)
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BV (2) muni de la norme

lull gy = llull i) + 7 (),

est un espace de Banach.

Siu € BV (Q), la dérivée au sens des distributions Du est une mesure de Radon bornée et

correspond a la variation totale |Dul| (Q) .

Propriétés :
) C R? étant un ouvert borné Lipschitz, alors :

1. Si uw appartient & BV (€2), on a la décomposition suivante de Du :
Du = Vudx + D?u,

ou Vudz est la partie absolument continue de Du par rapport & la mesure de le besgue £2, et
D#u la partie singuliére. De plus, on peut redécomposer D*u sous la forme : Du = DIu+ D u

avec D7u qui correspond aux sauts de u et Du a sa partie cantorienne.
2. Si Q est connexe et si Du = 0, alors u = cste.

3. L’application v —— J (u) de BV (2) dans R, est semi-continue inférieurement (sci) pour la

topologie de L (2).

BV () C L*(Q).

BV (Q) Cc L' (),
avec injection compacte.

Pour plus de détails sur BV (£2), on renvoie le lecteur a [6] .

L’intérét de I'espace BV en traitement d’image vient essentiellement du fait qui’il autorise les dis-

continuités le long de courbes (plus généralement, en dimension N, le long de surfaces de codimen-
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sion N —1). En particulier, il autorise la présence de bords, C’est un espace qui est particuliérement
bien adapté pour les images géométriques (méme si par-contre on sait que BV ne convient pas pour
modéliser certaines images naturelles). Le succeés de BV en traitement d’image est étroitement lié

a celui du modele de Rudin-Osher-Fatemi [7] que nous présentons dans la sous-section suivante.

3.1.2 Modéle de Rudin-Osher-Fatemi (ROF)

Le débruitage est I'un des objectifs majeurs du traitement d’images. Etant donnée une image
dégradée f, on cherche a reconstruire I'image originale non bruitée u. L’approche variationnelle de

ce genre de probléme consiste & s’intéresser a la minimisation d’une fonctionnelle du type :
. 2
inf | = ul} + L (u).

ou L (u) est un terme de régularisation (on est amené a introduire un tel terme, car le probléme de
restauration est mal posé). Une régularisation classique dite de Tychonov, qui consiste a prendre
L(u) = [ | Dul” ne s’avére pas un bon choix en traitement d’images. En effet, une telle régulari-

sation est trop forte, en particulier, les bords de 'images sont érodés.

Pour contourner cet inconvénient, les auteurs de [7] ont proposé d’utilisier une régularisation basée
sur la variation totale, i.e. de prendre L (u) = J(u) = [|Du|. L’intérét d’un tel choix pour la
fonction de régularisation provient du fait que la variation totale en dimension deux autorise les
discontinuités sur des courbes, et donc en particulier la présence des bords dans I'image restaurée.
Ainsi, méme si numériquement ’approche s’avére plus délicate, la régularisation par la variation

totale s’est imposée comme une bonne approche en traitement d’images.

Dans , les auteurs décomposent une image f en une composante v appartenant a BV (£2) et une
composante v dans L? (2). Dans ce modele, v es supposée étre le bruit. Dans une telle approche,

I’énergie minimisée est la suivante :

1
in / Dul + = ||v] ) | (3.2)
(u,0)EBV ()X L2(R)/ f=u+v ( 0 o) )
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En pratique dans , la solution numérique est calculée a partir de I’équation d’Euler-Lagrange
associée & (3.2) (aprés avoir remplacé le terme [ |Du| par [ |Vul). L’étude mathématique de (3.2)
a été faite dans [2] . Pour améliorer les résultats de restauration d’images par variation totale, il

est possible de rajouter d’autres contraintes dans le processus de minimisation.

Nous allons décrire maintenant une méthode originale pour résoudre numériquement le probléeme

B2.

3.1.3 Discrétisation

Dans ce paragraphe, nous fixons les notations relatives aux images discrétes, que nous utiliserons
dans la suite de ce travail. Une image numérique, ou discrete, est un vecteur a deux dimensions de
taille NV x N. On note X I'espace euclidien RV*V et Y = X x X. On munit I’espace X du produit

scalaire :

(w,0)x = > wizvij,

1<ij<N

et de la norme :

lullx = 4/ (wu)x

Pour définir une variation totale discréte, on introduit d’abord une version discréte de I'opérateur

gradient. Si v € X, le gradient Vu est un vecteur de Y donné par :

(Vu), = ((Vu)l, . (Vu)?, )

Ui j+1 — Wi Sl j < N

0 si i=N 0 si j=N.
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La variation totale discréte de u est alors donnée par :

T = Y |(va),|

1<ij<N

On introduit également une version discrete de 1'opérateur divergence. On le définit par analogie

avec le cadre continu en posant :

div=-V~,

ou V* est l'opérateur adjoint de V : i.e., pour tout p € Y et u € X, (—divp,u)y = (p, Vu)y..

Il est aisé de vérifier que :

Pi;—Pia; s 1<i<N P, =P, st 1<j<N
(div (p))i,j = pil,j si o 1=1 + p?’j sioj=1
_pzl—l,j si i=N —paj_l si j=N.

On utiliserons aussi une version discréte de 'opérateur Laplacien définie par :
Vu = div Vu.

3.1.4 Algorithme de projection de Chambolle

Récemment, Antonin Chambolle a proposé dans [1] un algorithme de projection pour résoudre le

probléme de Rudin-Osher-Fatemi. Plus précisément, le probléme étudié dans [1] est le suivant :
inf (7 (u) + 5 1 —ull? (33)
inf u o ully | - .

Comme J d’finie par (3.1) est homogene de degré un (i.e. J(Au) = AJ (u) Yu et A > 0), il est
standard (cf ) que J* la transformée de Legendre-Fenchel de J,

J* (v) = sup ((u,v) x = J (u)),
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est la fonction indicatrice d’un ensemble convexe fermé K. Un calcul rapide montre que K s’identifie
a I’ensemble :

K ={div(g) /g €Y, |gi;l <1Vi,j}.

0 sivek
J* (V) = xk (v) = (3.4)

+00 sl non .

Le résultat suivant est montré dans [1f :

Proposition 3.1.1 La solution de est donnée par :

U:f—/\PAK(f)a (3-5)

ou P est le projecteur orthogonal sur NK.

Preuve. Donnons ici quelques éléments pour montrer (3.5 (nous suivons ici la démarche de )

On note 9.J le sous différentiel de J (voir [10)) défini par :
we dJ (u) <= J () >J(u)+ (w,v—u)y, YveX.

Si w est minimiseur de (3.3)), alors nécessairement :

0e “;Af +0J (u), (3.6)

(13.6) est équivalent & :
f—u
A

€ dJ (u). (3.7)

On passe ensuite a une formulation duale en utilisant une identité classique en analyse convexe

(dans [4), qui affirme que (3.7) est équivalente & u € 9.J* (%) soit encore

f-u o1, (f—u
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f 2
L. _ . w—% ,
On en déduit que w = f—/\“ est un minimiseur de w + 3J* (w). Comme J* es donnée par

1) cela implique que w = f;A“ est la projection orthogonale de { sur le convexe K.

On remarque de plus que Px ({) = %P,\ i (f), et on en déduit 1) [ |

Algorithme

donne un algorithme pour calculer Pk (f) qui peut s’écrire :
min {[Adiv (p) = fI% : p/ Pyl S 1 Vi, j=1,--- N}

(3.8) peut se résoudre par une méthode de point fixe.

et
nil _ pi;+ 7 (V(div (p") - f/>‘)>i,j

Y| (Vi ) - £

Et [1] donne une condition suffisante pour que I'algorithme converge :

(3.8)

(3.9)

Théoréme 3.1.1 Supposons que le paramétre T dans vérifie T < 1/8. Alors Adiv (p")

converge vers Pyi (f) quand n — +o0.

La solution du probléeme est donc donnée par :

u=f—Adiv (p™).

o, lim p" — p*=°.

n—oo

(3.10)

Nous wutiliserons dans la suite cet algorithme a plusieurs reprises. Il présente l’avantage d’étre

simple et efficace.
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