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Introduction

Dans ce mémoire, on s’intèresse à un aspect important de la théorie qualitative des sys-

tèmes différentiels planaires, à savoir les cycles limites. Il s’agit de solutions périodiques

isolées dans l’ensemble de toutes les solutions périodiques d’un système différentiel au-

tonome plan donné. Ils sont représentés dans le plan de phase par des courbes fermées

simples et lisses. Les autres solutions se rapprochent des cycles limites ou s’en éloignent

asymptotiquement lorsque le temps croit indéfiniment, il s’agit là de stabilité ou d’insta-

bilité des cycles limites. Le concept de cycles limites parait pour la première fois dans

les fameux articles de Poincaré (1881, 1882, 1885, 1886). Puis au début du 20ème siècle,

dans le 2ème congrès international de Mathématiques en 1900 à Paris, David Hilbert

a présenté son célèbre exposé intitulé "Problèmes Mathématiques". La 16ème de ses 23

problèmes s’était de déterminer le nombre maximal de cycles limites existants pour le

système différentiel suivant : 
dx

dt
= Pn(x, y)

dy

dt
= Qn(x, y)

où Pn et Qn sont des polynômes de degré ≤ n.

Pour l’existence et l’absence des cycles limites, ils existent quelques anciens résultats large-

ment appliqués, tels que le théorème de Poincaré-Bendixson, le critère de Bendixson

et le critère de Dulac. Mais pour le problème d’unicité, la situation est plus compliquée

et demande beaucoup plus d’estimation exacte.
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Introduction

Ce travail est organisé de la manière suivante :

—Chapitre 1 : Comporte quelques notions préliminaires des systèmes différentiels, intro-

ductives et nécessaires à la compréhension de l’ensemble de ce travail. On commence par

définir les systèmes dynamiques, la notion de flot, les points d’équilibre, la linéarisation

des systèmes différentiels non linéaires au voisinage des points d’équilibres, le portrait

de phase, les solutions périodiques et leurs stabilités, et les ensembles limites.

— Chapitre 2 : Nous proposons quelques résultats d’éxistence et l’absence des cycles

limites dans R2. Puis nous avons étudié la stabilité des cycles limites, comme nous pré-

sentons quelques généralisations de résultats connus en dimension deux à la dimension

n, en utilisant les résultats théorique de R.A.Smith et en ajoutant des hypothèses sup-

plémentaires. Il s’agit des généralisations des théories de Poincaré et Bendixson, nous

terminons ce chapitre par une application dans R3.
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Chapitre 1

Notions préliminaires et généralités

L’objectif essentiel de ce chapitre est d’étudier quelques notions générales et préliminaires

pour l’étude qualitative des systèmes dynamiques et des équations différentielles ordinaires.

Nous commençons par donner les notions de système dynamique, flot, point critique, et

linéarisation. Nous introduisons aussi le théorème d’existence et d’unicité. Ensuite, nous

examinons la nature et la stabilité des points d’équilibres. Enfin nous terminons par donner

la définition des solutions périodiques et leur stabilité.

1.1 Système dynamique

Un système dynamique est un modèle permettant l’évolution au cours temps d’un ensemble

des objets en intéraction il est défini par un triplet (D, I, ϕ) constitué de l’espace d’états

D, du domaine temporel I, et d’une application de transition d’état ϕ : I × D → D

qui permet de définir à partir d’un vecteur de condition initiale l’état du système à tout

instant.
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Chapitre 1. Notions préliminaires et généralités

Définition 1.1.1 : Un système dynamique sur Rn est une application :

ϕ : R+ × Rn → Rn

définie sur tout R+ × Rn, telle que :

— ϕ(., X) : Rn → Rn est continue,

— ϕ(t, .) : R+ → Rn est continue,

— ϕ(0, X) = X,

— ϕ(t+ s,X) = ϕ(t, ϕ(s,X)) pour tout t, s ∈ R+,X ∈ Rn.

Exemple 1.1.1 : Soit le système différentiel :

 Ẋ(t) = AX(t)

X(0) = X0.
t ∈ R+, X0 ∈ Rn,

où A est une matrice constante. La solution de ce système est :

X (t) = exp (tA)X0, ∀t ∈ R

engendre un système dynamique du fait que l’application :

ϕ : R+ × Rn → Rn

qui à tout t ∈ R+, X ∈ Rn associé :

ϕ (t,X) = exp (tA)X

vérifiée les quatre propriétés du système dynamique.
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Chapitre 1. Notions préliminaires et généralités

1.1.1 Formulation des systèmes dynamiques

Les systèmes dynamiques sont classés en deux catégories :

1. Dans le cas où la composante temps est continue, le système dynamique est présenté

par un système d’équation différentielle de la forme :

Ẋ = F (X, t)⇔



ẋ1 = f1(x1, . . . , xn, t)

ẋ2 = f2(x1, . . . , xn, t)

...

ẋn = fn(x1, . . . , xn, t).

X ∈ D ⊂ Rn, t ∈ I ⊂ R.

Si la fonction F est linéaire, le système dynamique est dit linéaire, et si le temps est

exprimé explicitement dans la fonction F , le système est dit "non autonome".

2. Dans le cas où le temps est discret, le système dynamique est présenté par une

application (fonction itérative)

Xk+1 = f(Xk, k), Xk ∈ Rn.

Remarque 1.1.1 : Dans ce travail nous intéréssons aux systèmes dynamiques autonome

et à temps continue.du type :

Ẋ = F (X) , X ∈ D ⊂ Rn, t ∈ I ⊂ R. (1.1)

Définition 1.1.2 :

1. On appelle solution du système (1.1) toute application dérivable X : I → D, définie

sur un intervalle non vide I ⊆ R et telle que, pour tout t ∈ I :

X(t) ∈ D ⊂ Rn et Ẋ(t) = F (X(t)).
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Chapitre 1. Notions préliminaires et généralités

2. L’ouvert D est appelé l’espace de phase.

3. Une fonction
∼
X est appelée prolongement de la solution X si elle est définie sur un

intervalle
∼
I contenant strictement I.

4. La solution X est dite maximale (on dit aussi non prolongeable ) si elle n’admet pas

de prolongement, c’est-à-dire l’intervalle I est l’intervalle maximal d’existence de la

solution X.

Définition 1.1.3 : Soit IX l’intervalle maximal d’existence de la solution X.

1. La trajectoire (ou l’orbite) de X est définie par : γ(X) = {X (t) : t ∈ IX}.

2. La semi-orbite positive est définie par γ+(X) = {X (t) : t ≥ 0}.

3. La semi-orbite négative est définie par : γ−(X) = {X (t) : t ≤ 0}.

Définition 1.1.4 : On appelle point singulier (ou point d’équilibre ou point critique) du

système (1.1), le point X∗ ∈ Rn tel que :

F (X∗) = 0.

Définition 1.1.5 : Un portrait de phase est l’ensemble des trajectoires dans l’espace de

phase.

Définition 1.1.6 : Soit Φ (t,X0) la solution du système (1.1) telle que Φ (0, X0) = X0.

L’ensemble des applications Φt : Rn → Rndéfinies par Φt (X0) = Φ (t,X0), est appelé le

flot du système (1.1).

1.1.2 Existence et unicité des solutions

Dans cette partie en va étudier l’éxistence et l’unicité d’une solution. La condition que

F soit continue ne suffi t pas que la solution est unique. On verra dans le théorème de
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Chapitre 1. Notions préliminaires et généralités

Cauchy-Lypschitz que si F est localement lipschitzienne alors le problème admet une

solution unique.

Définition 1.1.7 : Le problème de trouver une solution du système (1.1) satisfaisant à la

condition initiale X (t0) = X0 est appelè problème de Cauchy.

Définition 1.1.8 :

1. On dit que F est Lipschitzienne sur D, s’il existe une constante L telle que :

‖F (X)− F (Y )‖ ≤ L ‖X − Y ‖ , ∀x, y ∈ D.

La constante L est appelé une constante de Lipschitz pour F.

2. On dit que F est localement Lipschitzienne sur D, si tout point de D possède un

voisinage ouvert inclus dans D sur lequel F est Lipschitzienne.

Théorème 1.1.1 (Cauchy_Lipschitz) : Soit le problème de Cauchy :

 Ẋ = F (X)

X(t0) = X0.

Si F est continue et localement Lipschitzienne sur D dans Rn, le problème de Cauchy

admet une solution maximale unique sur D.

Remarque 1.1.2 : Le théorème d’existence et d’unicité est encore assuré sous l’hypothèse

que F ∈ C1(D).

1.1.3 Stabilité des points singuliers

L’analyse de la stabilité d’un système dynamique permet d’étudier l’évolution de sa trajec-

toire d’état lorsque l’état initial est proche d’un point singulier. Il existe quelques concepts
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Chapitre 1. Notions préliminaires et généralités

pour la stabilité des systèmes dynamiques tels que la stabilité au sens de Lyapunov.

Définition 1.1.9 : Soit X∗ un point singulier du système (1.1) :

1. X∗ est dit stable au sens de Lyapunov si :

∀ε > 0, ∃δ > 0 : ‖X(t0)−X∗)‖ < δ =⇒ lim
t→+∞

‖X(t)−X∗‖ < ε ∀t ≥ t0.

2. X∗ est dit asymptotiquement stable au sens de Lyapunov si :

∀η > 0 : ‖X(t0)−X∗‖ < η =⇒ lim
t→+∞

‖X(t)−X∗‖ = 0.

3. X∗ est dit instable si elle n’est pas stable.

Fig. 1.1 —Différents types de stabilité au sens de Lyapunov

Exemple 1.1.2 : Soit le système :


�
x = −y
�
y = x

.

X∗ = (0, 0) est un point singulier.
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Chapitre 1. Notions préliminaires et généralités

La solution qui vérifie (x(0), y(0)) = (x0, y0) est :

(
x(t)

y(t)

)
=

(
x0 cos t − y0 sin t

x0 sin t − y0 cos t

)
.

∀ε > 0, ∃δ > 0 telle que :

∥∥∥∥(x0

y0

)∥∥∥∥ < δ ⇒
∥∥∥∥(x(t)

y(t)

)∥∥∥∥ < ε ; ∀t > 0.

∥∥∥∥(x(t)

y(t)

)∥∥∥∥ = |x(t)|+ |y(t)| = |x0 cos t − y0 sin t|+ |x0 sin t − y0 cos t| < 2 (|x0|+ |y0|)

= 2

∥∥∥∥(x0

y0

)∥∥∥∥ < 2δ, on prend δ ≤ ε

2
,

d’où X∗ est stable au sens de Lyapunov.

lim
t→+∞

∥∥∥∥(x(t)

y(t)

)
−
(

0

0

)∥∥∥∥ = lim
t→+∞

(x2(t) + y2(t)) = x2
0 + y2

0 = c > 0 9 0.

Donc, la solution n’est pas asymptotiquement stable.

Définition 1.1.10 : Considèrons le système (1.1), et X∗ est un point singulier :

1. Le système :
�
X =

(
∂Fi
∂Xj

(X∗)

)
X, 1 ≤ i, j ≤ n,

est appelé linéarisation de(1.1) en X∗.

2. On appelle X∗ point singulier hyperbolique de (1.1), si toutes les valeurs propres de

la matrice Jacobienne
(
∂Fi
∂Xj

(X∗)

)
sont à partie réelles non nulles.
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Chapitre 1. Notions préliminaires et généralités

Définition 1.1.11 : (Classification des points singuliers)

Considèrons le système linéaire
�
X(t) = AX(t) (1.2)

1. Si les valeurs propres de A sont réelles et de même signe (négatives ou positives) ,

la solution X∗ = 0 est appelée noeud.

2. Si les valeurs propres de A sont réelles et de signe différents , la solution X∗ = 0 est

appelée selle (col).

3. Si les valeurs propres de A sont complexes avec Re(λi) 6= 0, i = 1, ..., n , la solution

X∗ = 0 est appelée foyer.

4. Si les valeurs propres de A sont complexes avec Re(λi) = 0, i = 1, ..., n , la solution

X∗ = 0 est appelée Centre.

Théorème 1.1.2 : Stabilité de Lyapunov (la méthode indirecte)

1. L’origine est un équilibre asymptotiquement stable de (1.2) si et seulement si toutes

les valeurs propres de A sont de partie réelle strictement négative.

2. L’origine est un équilibre instable de (1.2) si A a au moins une valeur propre de

partie réelle strictement positive.

3. L’origine est un équilibre stable de (1.2) si et seulement si :

i) Toutes les valeurs propres de A sont de parties réelles négative ou nulle.

ii) Pour toute valeur propre de A à partie réelle nulle, les multiplicités algébrique et

géométrique coïncident.

10



Chapitre 1. Notions préliminaires et généralités

Théorème 1.1.3 : Soit X∗ un point singulier hyperbolique de (1.1). Alors :

1. X∗ est assymptotiquement stable si et seulement si l’origine est assymptotiquement

stable pour le système linéarisé en X∗.

2. X∗ est instable si et seulement si l’origine est instable pour le système linéarisé en

X∗.

Théorème 1.1.4 : Stabilité de Lyapunov (la méthode directe)

Soit E un voisinage ouvert de Rn contenant un point équilibre X∗, et V une fonction

continûment différentiable, qui satisfait les conditions suivantes :

— V (X ∗) = 0 ,

— V (X) > 0, si X 6= X∗,où X ∈ Rn, (V est dite définie positive),

alors :

1. Si
�
V (X) ≤ 0, ∀X ∈ E, on a X∗ est stable.

2. Si
�
V (X) < 0, ∀X ∈ E, X∗ est asymptotiquement stable.

Exemple 1.1.3 : On considère le système :


�
x = −y3

�
y = x3

Pour déterminer la stabilité de l’équilibre X∗ = 0, posons : V (x, y) = x4 + y4.

On a V (0) = 0 et V est définie positive, et on a :

.

V (x, y) =
∂V

∂x

�
x+

∂V

∂y

�
y = 4x3(−y3) + 4y3(x3) = 0.

Donc, on déduit que l’origine est stable.
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Chapitre 1. Notions préliminaires et généralités

1.2 Solutions périodiques

Les points singuliers ne sont pas les seuls éléments déterminant le comportement qualitatif

des solutions d’un système dynamique, mais il existe d’autre types tels que les solutions

périodiques. Le premier problème que nous recontrons est l’existence des solutions pério-

diques dans Rn, et dans cette section nous proposons quelques résultats d’absence des

orbites périodiques.

Définition 1.2.1 : Une solution X(t) du système (1.1) est une solution périodique de

période T si est seulement si chacune de ses n composantes xi(t) est périodique de période

T .

Pour tout t ∈ R, X(t+ T ) = X(t)⇐⇒



x1(t+ T ) = x1(t)

x2(t+ T ) = x2(t)

...

xn(t+ T ) = xn(t).

Remarque 1.2.1 :

1. Si X(t) a une période T , la solution a aussi une période kT, et supposons que T est

la plus petite période.

2. Les points d’équilibres sont considèrés comme des solutions périodiques à une période

arbitraire T ∈ R+.

Exemple 1.2.1 : L’oscillateur harmonique est régi par l’équation différentielle

..
x+ ω2x = 0.

12



Chapitre 1. Notions préliminaires et généralités

Cette équation équivaut au système :


.
x = y

.
y = −ω2x

Ce système s’intègre facilement puisque :

dy

dx
= −ω2x

y

ce qui donne pour ensemble de solutions :

y2 +−ω2x2 = C.

Autrement dit, ce système possède une famille continue à un paramètre de solutions pé-

riodiques représentées dans le plan de phase par des ellipses.

Théorème 1.2.1 : Soit X (t) une solution du système (1.1), supposons qu’il existe deux

instants t1 et t2 (t1 < t2) tels que : X(t1) = X(t2) (c.à.d que l’orbite de X (t) se recoupe).

Alors, X (t) est une solution périodique définie pour tout t ∈ R.

Lemme 1.2.1 : Une solution périodique du système différentiel autonome (1.1) corres-

pond à une orbite fermée dans le plan de phase, et une orbite fermée correspond à une

solution périodique.

Alors en topologie l’orbite d’une solution périodique est topologiquement équivalent au

cercle de centre 0 et de rayon 1. Cela signifie qu’il existe un homéomorphisme h : Rn → Rn

qui transforme toute orbite périodique en ce cercle c’est à dire que cet homéomorphisme

transforme le système (1.1) en un système équivalent qui admet le cercle de centre 0 et de

rayon 1 comme solution périodique.

13



Chapitre 1. Notions préliminaires et généralités

Proposition 1.2.1 : Toute solution périodique entoure au moins un point d’équilibre.

Théorème 1.2.2 : (Critère de fonction de Lyapunov)

Considèrons le système (1.1), et X∗ est un point singulier.

Si tel système admet une fonction de Lyapunov il ne peut admettre d’orbite fermée.

Preuve. : En effet si X est une solution correspondant à une orbite fermée, ∀t, X(t) 6= X∗

(sinon le cycle se réduit à un point) et donc

d

dt
V (X(t)) =

−−−−−−−−−→
gradV (X(t)).F (X(t)) < 0,

ce qui signifie que la fonction t→ V (X(t)) est strictement décroissante le long de l’orbite

fermée or ceci est absurde.

( ceci ne prouve pas que X(t)→ X∗ la preuve étant plus délicate)

Exemple 1.2.2 : Considèrons le système


�
x = −x+ 4y

�
y = −x− y3

Posons V (x, y) = x2 + 4y2. Alors

 V (x, y) > 0, ∀(x, y) 6= (0, 0),
−−−−−−−−→
gradV (x, y).F (x, y) = −2x2 − 8y4;

−−−−−−−−→
gradV (x, y).F (x, y) < 0.

Ainsi V est une fonction de Lyapunov et le système n’admet donc pas d’orbite fermée

(toutes les trajectoires tendent vers 0).

14



Chapitre 1. Notions préliminaires et généralités

Définition 1.2.2 : Supposons que le système différentiel puisse s’écrire sous la forme
.
x = −

−−−−−−→
gradV (x) où x ∈ U ⊆ Rn et V est une fonction C1 définie sur U à valeur dans R.

On dit alors que V est un potentiel du système.

Théorème 1.2.3 : ( La méthode du gradient )

Si un système admet un potentiel il ne peut admettre d’orbites fermées.

Exemple 1.2.3 : Soit le système :


�
x = sin(y)

.
y = cos(y)

Le système n’admet pas d’orbites fermées puisqu’il admet la fonction V (x, y) = −x sin(y)

comme potentiel.

1.3 Stabilité des solutions périodiques

Supposons que le système (1.1) admet une solution périodique Φ (t), définie pour tout

t ∈ R et telle que Φ (t+ kT ) = Φ (t) pour tout k ∈ Z.

Dans ce paragraphe nous considérons une autre définition de la stabilité d’une solution pé-

riodique, appelée "stabilité au sens de Poincaré" qui est plus significative et fait intervenir

la distance d’un point X à la courbe périodique Φ(t) :

d = inf
τ∈[0,T [

‖X − Φ(τ)‖ .
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Définition 1.3.1 : Soit X (t) une solution du système (1.1) définie par X (t0) = X0 :

1. Φ (t) est dite orbitalement stable ou stable au sens de Poincaré si :

∀ε > 0, ∃δ > 0 : ‖X(t0)− Φ(t0)‖ ≤ δ =⇒ d(t) = inf
τ∈[0,T [

‖X(t)− Φ(τ)‖ ≤ ε, ∀t ∈ [t0,+∞[ .

2. Φ (t) est dite asymptotiquement stable au sens de Poincaré si elle est stable et si de

plus :

lim
t→+∞

d(t) = 0.

3. Φ (t) est instable si elle n’est pas orbitalement stable.

Remarque 1.3.1 : Pour une solution périodique, la stabilité au sens de Lyapunov im-

plique la stabilité au sens de Poincaré, mais la réciproque n’est pas vraie en général.

Exemple 1.3.1 : Soit le système :


.
x(t) = −y

√
(x2 + y2)

.
y(t) = x

√
(x2 + y2)

qui admet l’unique point critique 0. En résolvant ce système en coordonnées polaires

 x = r cos θ

y = r sin θ
r ≥ 0,

on a

r2 = x2 + y2 ⇒ r
.
r = x

.
x+ y

.
y

θ = tan−1(y/x)⇒
.

θ =
x
.
y − y .x
x2 + y2

16
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on obtient 
.
r(t) = 0 ⇒ r(t) = r0

.

θ(t) = r(t)⇒ θ(t) = r0t+ θ0, θ0 = θ(0).
(1.3)

L’origine 0 est fermé de cercles centrés. Soit Φ(t) une solution périodique définie par

(1.3). Pour étudier la stabilité de cette solution, nous considèrons un voisinage de Φ(0)

défini par ‖X − Φ(0)‖ ≤ δ, un point X(0) appartenant à ce voisinage et la solution X(t)

correspondante qui est un cercle de centre 0, de rayon r0 + α, |α| ≤ δ. Donc

∀ε > 0, ∃δ > 0 tel que ‖X(0)− Φ(0)‖ ≤ 0⇒ d(t) ≤ ε t ≥ 0,

ce qui prouve que la solution Φ(t) sont stable au sens de Poincaré.

Cependant la solution Φ(t) est instable au sens de Lyapunov. Pour le prouver il suffi t de

montrer que, ∀δ > 0, il existe au moins une solution X(t) définie par ‖X(0)− Φ(0)‖ ≤ δ.

En effet, pour la solution Φ(t) on a pour l’instant t1

‖X(t1)− Φ(t1)‖ = 2r0 + α.

Donc la condition de stabilité au sens de Lyapunov ne peut pas être satisfaite : la solution

Φ(t) est instable au sens de Lyapunov.

1.4 Auxiliaires géométrique des systèmes autonomes

Considérons la solution X(t) du système (1.1) de valeur initial X(0) = X0 correspond

dans l’espace de phase à une orbite qui nous indiquons par γ(X0). Alors si X(t1) = X1,

nous avons γ(X1) = γ(X0).

Parfois nous distinguerons le comportement de la solution pour t ≥ 0, correspondant à

17
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l’orbite positive γ+(X0), et le comportement pour t ≤ 0, correspondant à l’orbite négative

γ−(X0) ; γ(X0) = γ+(X0) ∪ γ−(X0).

Dans le cas des solutions périodiques nous avons : γ+(X0) = γ−(X0).

Définition 1.4.1 : ( Ensemble ω_limite et α_limite )

* q ∈ Rn est appelé un point ω_limite de p ∈ Rn si et seulement si :

∃ {tn} , telle que Φtn(p)→ q, si tn → +∞. où Φtn(p) = X (tn, p) .

* q ∈ Rn est appelé un point α_limite de p ∈ Rn si et seulement si :

∃ {tn} , telle que Φtn(p)→ q, si tn → −∞.

Définition 1.4.2 : Un point q dans Rn est appelé point limite positif de l’orbite γ(X0)

correspondant à la solution X(t), s’il existe une suite croissante des nombres t1, t2, · · · →

+∞ tels que les points de γ(X0) correspondant à X(t1), X(t2), · · · ont point limite q.

De la même manière on définit un point limite négatif en utilisant une suite décroissante

des nombres ti.

Définition 1.4.3 :

• L’ensemble de tous les points limite positifs d’une orbite γ est appelé le ω-limite de γ,

noté par ω(γ).

• L’ensemble de tous les points limite négatifs de γ est appelé α-limite de γ, noté par α(γ).

Exemple 1.4.1 : Considèrons le système linéaire autonome dans R2

 ẋ1 = x2

ẋ2 = −x1.
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L’origine est un centre pour le plan de phase. Toutes les orbites sont fermées. Considèrons

une orbite γ. Il est clair que chaque point p de γ est à la fois positif et négatif. Choisissez

par exemple p = (1, 0). L’orbite γ à la paramétrisation (cos t,− sin t), choisir pour un point

limite positif la suite tn = 2πn− π

n
, n = 1, 2, 3, ... . Donc (x1(tn), x2(tn))→ (1, 0).

Nous avons pour chaque orbite : ω(γ) = α(γ) = γ.

Définition 1.4.4 : L’ensemble S est invariant si pour tout point x ∈ S alors l’orbite

γ(x) ⊂ S.

— L’ensemble S est invariant positif si x ∈ S alors γ+(x) ⊂ S.

— L’ensemble S est invariant négatif si x ∈ S alors γ−(x) ⊂ S.

Théorème 1.4.1 : Les ensembles α(γ) et ω(γ) sont fermés et invariants, nous avons

que si l’orbite positive γ+ est bornée, donc l’ensemble de ω_limite est compact, connecte,

et non vide.

Définition 1.4.5 : Un ensemble M ⊂ Rn est appelé un ensemble minimale du système

(1.1), si M est le plus petit sous ensemble fermé, invariant et non vide.

Théorème 1.4.2 : Supposons que A est un ensemble non vide, compact, invariant du

système (1.1) dans Rn, alors il existe un ensemble minimal M ⊂ A.

Théorème 1.4.3 : Si M est un ensemble minimal, borné de (1.1) dans R2, alors M est

un point singulier ou une orbite périodique.
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Les cycles limites

Dans ce chapitre, on s’intéresse plus particulièrement à l’étude des cycles limites. Nous

débuterons par l’étude qualitative des cycles limites. Ensuite, nous exposons des principaux

résultats sur l’existence et l’absence. Ainsi que la stabilité de cycles limites dans le plan

( théorie de Poincaré-Bendixson ). Enfin, nous présentons quelques généralisations de la

théorie de Poincaré et Bendixson dans Rn.

2.1 Portrait de phase et cycles limites

Un autre comportement possible pour une trajectoire est de tendre vers un mouvement

périodique, dans le cas d’un système planaire, cela signifie que les trajectoires tendent vers

ce que l’on appelle un cycle limite.

Définition 2.1.1 : On appelle cycle limite une orbite périodique qui est isolée dans l’en-

semble des orbites périodiques, c’est à dire qu’on ne peut pas trouver une autre orbite

fermée dans son voisinage.
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Les cycles limites sont aussi des séparatrices : ils séparent des régions où les trajectoires

ont des comportements différents.

Théorème 2.1.1 : Γ étant la trajectoire d’un cycle limite, toutes les trajectoires inter-

ieures et exterieures voisines de Γ sont telle que : soit elles s’enroulent toutes en spirales

autour de Γ pour t→ +∞ ou bien t→ −∞.

Exemple 2.1.1 : Soit le système différentiel :

 ẋ = x− y − x (x2 + y2)

ẏ = x+ y − y(x2 + y2),

en coordonnées polaires x = r cos θ, y = r sin θ, le système précident devient :

 ṙ = r(1− r2)

θ̇ = 1,

ce système a deux états d’équilibres r = 0 et r = 1.

La solution générale distincte de zéro est donnée par :

r2 (t) =
1

1 + Ae−2t
, θ = t− t0,

Ainsi, en utilisant l’espace des phases (x, y), toutes les trajectoires exepté l’équilibre r = 0,

tendent vers le cycle r = 1 (s’enroulent en spirales autoure du cercle).

Remarque 2.1.1 : Les cycles limites sont des phénomènes non linéaires. Il ne peuvent

apparaîtres dans des systèmes linéaires, ce qui implique que les centres ne sont pas des

cycles limites.
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Définition 2.1.2 : ( Classification des cycles limites )

1. Si toutes les trajectoirs interieures et exterieures s’enroulent autour de Γ, pour t→

+∞, le cycle limite est stable.

Fig. 2.1 —Cycle limite stable

2. Si toutes les trajectoirs interieures et exterieures s’enroulent, toutes en spirale autour

de Γ pour t→ −∞, le cycle limite est instable.

Fig. 2.2 —Cycle limite instable

3. S’il existe dans sont voisinage des trajectoires convergentes et d’autres divergentes,

le cycle limite est semi-stable.

Fig. 2.3 —Cycle limite semi-stable
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2.2 La théorie de Poincaré-Bendixson

Pour étudier l’existence des solutions périodiques, on présente les critère de Bendixson et

Dulac qui affi rment l’absence des cycles limites, et le théorème de Poincaré-Bendixson qui

affi rme l’existence des cycles limites pour des systèmes différentiels dans le plan.

Maintenant nous allons nous intéresser à la question : comment prouver qu il en existe

une orbite fermée isolée ?

2.2.1 Existence et unicité des cycles limites

On considère le système autonome :


�
x = f(x, y)

�
y = g(x, y)

(2.1)

dans un domaine D ⊂ R2.

Le théorème de Poincaré-Bendixson permet de décrire tous les ensembles ω_limites com-

pacts d’un système dynamique planaire.

Théorème 2.2.1 : (Poincaré-Bendixson)

Considèrons l’équation (2.1) dans R2 et où f, g ∈ C1 (D). Supposons que γ+est une orbite

bornée et positive et que ω(γ+) ne contient que des points ordinaires. Alors ω(γ+) est une

orbite périodique. De plus si ω(γ+) 6= γ+ alors l’orbite périodique est appelé cycle limite .

Un résultat analogue est valable pour une orbite bornée et négative.

Preuve. : D’après le théorème (1.4.1), ω(γ+) est compacte, connecte et non vide, alors le

théorème (1.4.2) donne qu’il existe un ensemble minimale borné M ⊂ ω(γ+), tel que M

contient des points ordinaires, à cause du théorème (1.4.3) M est une orbite périodique.
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Corollaire 2.2.1 : Soit D un ensemble fermé borné ne contenant aucun point singulier et

supposons que D est positivement invariant . Alors il existe un cycle limite contenu dans

D.

Exemple 2.2.1 : En considère un rectangle avec des coins à (−1, 2), (1,−2), (−1,−2)et

(1, 2), prouvons que le système suivant a au moins un cycle limite :


�
x = y − 8x3.

�
y = 2y − 4x− 2y3.

Les points singuliers sont trouvés par résolvant les équations
�
x =

�
y = 0.

Soit y = 8x3. Alors
�
y = 0 si x(1− 4x2 + 256x8) = 0. Le graphique de la fonction est donné

à la figure (a). Le graphique n’a pas de racines et l’origine est le seul point singulier. Il

n’est pas diffi cile de montrer que l’origine est un foyer instable. Considèrons le flot sur les

côtés du rectangle (la figure (b)) :

— sur y = 2, |x| ≤ 1,
.
y = −4x− 12 < 0.
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— sur y = −2, |x| ≤ 1,
.
y = −4x+ 12 > 0.

— sur x = 1, |y| ≤ 2,
�
x = y − 8 < 0.

— sur x = −1, |y| ≤ 2,
�
x = y + 8 > 0.

Le rectangle est positivement invariant et il n’y a pas d’autres points singuliers que l’origine

qui est instable.

Par conséquent, il existe un cycle limite stable à l’intérieur du rectangle par le corollaire

du théorème de Poincaré—Bendixson.

Théorème 2.2.2 : (Critère de Dulac)

On considère le système (2.1) où f et g sont de classe C1 sur un ouvert E ⊂ Rn. Soit ψ

une fonction de classe C1. Soit A une région annulaire de E .

Si
∂

∂x
(ψf) +

∂

∂y
(ψg) ne change pas de signe dans A, alors il y a un seul cycle limite

contenu dans A.

Preuve. : Supposons que Γ1 et Γ2 des cycles limites encerclant K des périodes T1 et T2,

respectivement. On applique le théorème de Green à la région R.

∫∫
R

[
∂ (ψf)

∂x
+
∂ (ψg)

∂y

]
dxdy =

∮
Γ2

(ψfdy − ψgdx) +

∫
L

(ψfdy − ψgdx)−
∮
Γ1

(ψfdy − ψgdx)

−
∫
L

(ψfdy − ψgdx) .

Maintenant, sur Γ1 et Γ2 ,
�
x = f et

�
y = g , alors :

∫∫
R

[
∂ (ψf)

∂x
+
∂ (ψg)

∂y

]
dxdy =

T2∫
0

(ψfg − ψgf)dt−
T1∫

0

(ψfg − ψgf)dt = 0;

contradiction avec l’hypothèse
∂

∂x
(ψf) +

∂

∂y
(ψg) 6= 0 dans D. Par conséquent, il y a au

plus un cycle limite contenu entièrement dans D.
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Exemple 2.2.2 : Utilisons le critère de Dulac pour prouver que le système a un cycle

limite unique dans D. 
�
x = −y + x(1− 2x2 − 3y2)

�
y = x+ y(1− 2x2 − 3y2)

En utilisant les transformations aux coordonnées polaires :

r
�
r = x

�
x+ y

�
y , r2

�
θ = x

�
y − y �x

Donc, le système devient 
�
r = r(1− 2r2 − r2 sin2 θ)
�
θ = 1

l’origine est un seul point singulier. Sur le cercle


r =

1

2
,

�
r =

1

2
(
1

2
− 1

4
sin2 θ). d’où

�
r > 0

Sur le cercle  r = 1,

.
r = −1− sin2 θ d′où

.
r < 0
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Donc  Si r ≥ 1 alors
.
r < 0

Si 0 < r ≤ 1

2
alors

.
r > 0

Par conséquent, il existe un cycle limite dans A = {r :
1

2
< r < 1} d’aprés le corollaire

du théorème de Poincaré—Bendixson.

div(X) = 2(1− 4r2− 2r2 sin2 θ) si
1

2
< r < 1 , alors div(X) < 0. Puisque la divergence ne

change pas le signe dans A, il y a au plus un cycle limite dans A selon le critère de Dulac.

2.2.2 Non existence des cycles limites

Nous venons de voir, par l’application du théorème de Poincaré-Bendixson ou de ses corol-

laires, qu’il est possible de montrer l’existence d’au moins un cycle limite pour un système

dynamique donnée. Nous allons maintenant voir deux critères qui permettent d’exclure

l’existence de tout cycle limite, dans un certains domaine.

Théorème 2.2.3 : (Critère de Bendixson)

Supposons que le domaine D ⊂ R2 soit simplement connexe (pas de trous en D), et (f, g)

est continmûment différentiable dans D. Le système (2.1) n’admet pas de cycle limite dans

D, si ∇(f, g) (div (f, g)) non nulle et ne change pas de signe en D.

Preuve. : Supposons que ∇(f, g) conserve un signe constant différent de zéro. De plus

supposons qu’il existe un cycle limite pour le système (2.1) représenté par une orbite fermée

C contenue entièrement dans D. Notons par G l’interieur de C.
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Appliquons le théorème de Gauss de la forme :

∫
G

∫
∇(f, g)dσ =

∮
C

(fdy − gdx)

=

∮
C

(f
dy

ds
− gdx

ds
)ds

Où s est la surface interieure à C. La dernière intégrale est égale zéro puisque l’orbite

fermée C correspond à une solution de l’équation (2.1). Alors la première intégrale s’anulle,

il en résulte une contradiction avec la supposition.

Exemple 2.2.3 : Considère le système dans R2

 ẋ = f(x, y) = y + x3

ẏ = g(x, y) = x+ y + y3
=⇒


∂f

∂x
(x, y) = 3x2

∂g

∂y
(x, y) = 1 + 3y2,

La divergence de la fonction vectorielle est 3x2 +3y2 +1 puisque cette expression est définie

positive , alors le système n’a pas de cycles limites selon le critère de Bendixson.

Théorème 2.2.4 : (Critère de Dulac)

On considère le système (2.1) où f et g sont de classe C1. Soit ψ une fonction de classe

C1. Supposons que le domaine D ⊂ R2 soit simplement connexe (’il n’a pas de trous.).

Si
∂

∂x
(ψf) +

∂

∂y
(ψg) non nulle et de signe constant sur D, alors il n’y a pas de cycle

limite contenu entièrement dans D.
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2.2.3 Stabilité des cycles limites

Considérons γ(t) est un cycle limite de période T pour le système (2.1).

Définition 2.2.1 : Si la quantité

T∫
0

(
∂f

∂x
+
∂g

∂y
)(γ(t))dt est différente de zéro, on dit que

le cycle limite est hyperbolique.

Théorème 2.2.5 : Soit γ une orbite périodique du système (2.1) de période T . On dit

que :

* γ est un cycle limite hyperbolique stable si :

S =

T∫
0

(
∂f

∂x
+
∂g

∂y
)(γ(t))dt < 0.

* γ est un cycle limite hyperbolique instable si :

S =

T∫
0

(
∂f

∂x
+
∂g

∂y
)(γ(t))dt > 0.

Exemple 2.2.4 : Soit le système :

 ẋ = f(x, y) = −y + x(1− x2 − y2)

ẏ = g(x, y) = x+ y(1− x2 − y2).

On a :

γ(t) = (cos(t), sin(t)),

est un cycle limite de période 2π .
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Alors :

S =

2π∫
0

(
∂f

∂x
+
∂g

∂y
)(cos(t), sin(t))dt

=

2π∫
0

[
(1− 3x2 − y2) + (1− x2 − 3y2)

]
(cos(t), sin(t))dt

=

2π∫
0

(1− 3 cos2(θ)− sin2(θ)) + (1− cos2(θ)− 3 sin2(θ))dt

=

2π∫
0

(2− 4 cos2(θ)− 4 sin2(θ))dt

=

2π∫
0

− 2dt = −4π < 0.

Donc γ(t) = (cos(t), sin(t)) est un cycle limite hyperbolique stable.

2.2.4 Section de Poincaré

Nous présenterons maintenant une méthode d’étude du comportement qualitatif des solu-

tions périodiques d’un système différentiel, appelée méthode des sections de Poincaré ou

application du premier retour qui peut être utilisée pour les systèmes
.

X = F (X) dans Rn.

Nous décrirons cette méthode dans le cas le plus simple des systèmes autonomes dans R2

pour simplifier l’étude.

Supposons qu’il existe un segment de droite S transversalement traversé (aucune trajec-

toire n’est tangentielle à S) alors S est appelé une section Poincaré. Considérons un point

r0 situé sur S. comme la montre la figure suivante, suivez le flot de la trajectoire jusqu’à

ce qu’elle rencontre ensuite S en un point r1. Ce point est connu comme le premier retour

de l’application discrète Poincaré P : S → S, définie par :
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rn+1 = P(rn),

où rn correspond à rn+1 et tous les points se trouvent sur S, trouver la fonction P équi-

valent à résoudre les équations différentielles(2.1) . Malheureusement, cela est très rarement

possible, et il faut compter sur des solveurs numériques pour faire des progrès.

Exemple 2.2.5 : On considère le segment de ligne :

S =
{

(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ 1, y = 0
}
.

On trouve la section de Poincaré pour le système suivant et la liste les huit premiers retours

sur S étant donné que r0 = 1.

Soit le système :  ẋ = −y − x
√
x2 + y2

ẏ = x− y
√
x2 + y2,

en coordonnées polaires, le système devient :

 ṙ = −r2

θ̇ = 1,
(2.2)
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L’ensemble des équations (2.2) peut être résolu en utilisant les conditions initiales :

r(0) = 0, θ(0) = 0.

Les solutions sont données : 
r(t) =

1

1 + t

θ(t) = t.

Les trajectoires circulent autour de l’origine avec une période de 2π, en substituant t, le

flot est défini par :

r(t) =
1

1 + θ(t)
.

Le flot est dans le sens inverse des aiguilles d’une montre, et les retours successifs requis

se produisent lorsque θ = 2π, 4π, . . . une carte définissant ces points est donnée par :

rn =
1

1 + 2nπ
.

Sur S, où n = 1, 2, . . . comme n → +∞, la suite de points se déplace vers le point

d’équilibre à l’origine comme prévu, à présent :

rn+1 =
1

1 + 2(n+ 1)π
.

L’algèbre élémentaire est utilisée pour déterminer l’application de retour Poincaré P, qui

peut être exprimée comme :

rn+1 = P(rn) =
1

1 + 2πrn
.
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Les huit premiers retours sur le segment de ligne S se produisent aux points :

r0 = 1, r1 = 0.13730, r2 = 0.07371, r3 = 0.05038, r4 = 0.03827,

r5 = 0.03085, r6 = 0.0258, r7 = 0.02223, r8 = 0.01951.

Exemple 2.2.6 : On considère le segment de ligne :

S =
{

(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ x <∞, y = 0
}
.

On détermine la stabilité du cycle limite dans le système suivant :

 ẋ = −y + x(1−
√
x2 + y2)

ẏ = x+ y(1−
√
x2 + y2).

On coordonnée polaire le système devient :

 ṙ = r(1− r)

θ̇ = 1.
(2.3)

L’origine est un foyer instable, et il y a un cycle limite Γ de rayon 1 centré à l’origine.

Un portrait de phase montrant deux trajectoires est donné dans la figure suivante :

Le système (2.3) peut être résolu puisque les deux équations différentielles sont séparables.

Les solutions sont données par :


r(t) =

1

1 + C exp(−t)
θ(t) = t+ θ0.

Avec C et θ0 sont des constantes.
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Chapitre 2. Les cycles limites

Fig. 2.4 —Deux trajectoires pour le système (2.3) l’une commençant à (2, 0) et l’autre à
(0.01, 0).

Les trajectoires circulent autour de l’origine avec une période 2π.

Supposons qu’une trajectoire commence en dehors de Γ on S, disons en r0 = 2.

Les solutions sont alors données par :


r(t) =

1

1− 1

2
exp(−t)

θ(t) = t,

par conséquent, une application de retour peut être exprimée comme :

rn =
1

1− 1

2
exp(−2nπ)

,

où n est un nombre naturel. Si, toutefois, une trajectoire commence à l’intérieur de S,

disons r0 =
1

2
, alors :

r(t) =
1

1 + exp(−t) , θ(t) = t,
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et une application de retour est donnée par :

rn =
1

1 + exp(−2nπ)
.

Dans les deux cas rn → 1 comme n → ∞. le cycle limite est stable des deux côtés, et le

cycle limite Γ est hyperbolique stable puisque rn → 1 comme n→∞ pour tout point initial

en dehors de l’origine.

Le théorème suivant donne une meilleure méthode pour déterminer la stabilité d’un cycle

limite.

Théorème 2.2.6 : Définir le multiplicateur caractéristique M à être :

M =
dP

dr

∣∣∣∣
r∗

où r∗ est un point fixe de l’application Poincaré P correspondant à un cycle limite Γ, puis

si :

1. |M | < 1, Γ est un cycle limite stable hyperbolique.

2. |M | > 1, Γ est un cycle limite instable hyperbolique.

3. |M | = 1 et
d2P

dr2
6= 0, alors le cycle limite est stable d’un côté et instable de l’autre,

dans ce cas Γ est appelé un cycle limite semi stable.

Définition 2.2.2 : Un point d’équilibre r∗ de la période une d’une application Poincaré

P est appelé hyperbolique si |M | = 1.
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Chapitre 2. Les cycles limites

Exemple 2.2.7 : On utilise le théorème précédent pour déterminer la stabilité du cycle

limite.

Considérons le système (2.3), l’application retour le long de S est donnée par :

rn =
1

1 + C exp(−2nπ)
, (2.4)

où C est une constante, donc :

rn+1 =
1

1 + C exp(−2(n+ 1)π)
. (2.5)

En substituant C =
1− rn

rn exp(2nπ)
de l’équation (2.4) en (2.5) donne l’application Poincaré :

rn = P(rn) =
rn

rn + (1− rn) exp(−2π)
.

L’application Poincaré a deux points équilibres, l’un à zéro et l’autre à r∗ = 1, correspon-

dant

au point équilibre à l’origine au cycle limite Γ, respectivement à présent :

dP

dr
=

exp(−2π)

(r + (1− r) exp(−2π))2
,

en utilisant le calcule élémentaire, et

dP

dr

∣∣∣∣
r∗

= exp(−2π) ' 0.00178 < 1.

Donc le cycle limite Γ est une attraction hyperbolique.
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Chapitre 2. Les cycles limites

2.3 Existence des cycles limites dans Rn

Le théorème de Poincaré-Bendixson sur l’existence des solutions périodiques est valable

uniquement pour les systèmes autonomes dans le plan (n = 2). Dans cette section nous

généralisons ce théorème au cas n > 2, en ajoutant d’autres hypothèses. Dans ce que suit

nous allons utiliser les résultats théoriques de R.A.Smith.

2.3.1 La théorie de R.A.Smith

Considèrons le système différentiel autonome

.

X = F (X) (2.6)

Où F est une fonction continue de Rn dans Rn.

Supposons que F (x) satisfait l’hypothèse suivante

(H1) Il existe un sous-ensemble S de Rn tel que F (X) soit localement Lipschitzienne sur

S.

(H2) Il existe une forme quadratique : U(x) = x∗Pux telle que

U(x1(t)− x2(t)) ≤ 0 ∀t ∈ R

où x1(t), x2(t) sont des solutions bornées de l’équation (2.6) entièrement contenues dans

S.

(H3) Pu est une matrice carrée d’ordre n, réelle, constante, symétrique, régulière et pos-

sédant 2 valeurs propres négatives et (n− 2) valeurs propres positives.

On a alors le théorème suivant :

Théorème 2.3.1 : Supposons que l’équation (2.6) satisfait (H1),(H2),(H3) est possède

37



Chapitre 2. Les cycles limites

une semi-orbite bornée γ ⊂ S. Si ω(γ) ne contient aucun point singulier de l’équation (2.6)

alors ω(γ) contient au moins une orbite périodique.

Remarque 2.3.1 : Pour obtenir des résultats plus forts (assurer l’unicité) nous ajoutons

les hypothèses suivantes :

(H4) Il existe des constantes positives λ, ε1 et une forme quadratique V (x) telle que pour

toutes solutions x1(t) et x2(t) de l’équation (2.6) on ait

d

dt
V (x1(t)− x2(t)) + 2λV (x1(t)− x2(t)) ≤ −ε1 |x1(t)− x2(t)|2

pour tout les t pour les quels x1(t) et x2(t) appertiennent à S.

(H5) Il existe des constantes positives µ, ε2 et une forme quadratique W (x) telle que pour

toutes solutions x1(t) et x2(t) de l’équation (2.6) on ait

d

dt
W (x1(t)− x2(t))− 2µW (x1(t)− x2(t)) ≤ −ε2 |x1(t)− x2(t)|2

pour tout les t pour les quels x1(t) et x2(t) appertiennent à S.

(H6) V (x) = x∗Pvx, W (x) = x∗Pwx , où Pv et Pw sont des matrices carrées d’ordre n

symétriques telles que (Pv −Pw) possède deux valeurs propres négatives et (n− 2) valeurs

propres positives. On a alors le théorème suivant :

Théorème 2.3.2 : Supposons que l’équation (2.6) satisfait (H1),(H4),(H5) (H6) est

possède une semi-orbite bornée γ ⊂ S. Si ω(γ) ne contient aucun point singulier de l’équa-

tion (2.6) alors ω(γ) contient au moins une orbite périodique et elle est unique.

Considèrons l’hypothèse :

(H7) V (x) = x∗Pvx , Pv est une matrice carrée d’ordre n, réelle, constante, symétrique,

et possèdant 2 valeurs propres négatives et (n− 2) valeurs propres positives.
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Théorème 2.3.3 : Supposons que l’équation (2.6) vérifie les hypothèses (H1),(H4),(H7)

est possède une semi-orbite bornée γ ⊂ S. Si ω(γ) ne contient aucun point singulier de

(2.6) alors ω(γ) est une orbite périodique de l’équation (2.6) et elle est unique.

2.3.2 Existence d’orbites récurrentes

Dans la pratique, pour appliquer les résultats des théorèmes (2.3.2) et (2.3.3) il est naices-

saire de prouver l’existence d’une semi-orbite bornée γ de (2.6) telle que ω(γ) ne contienne

aucun point singulier. Considèrons les hypothèses suivantes :

(H8) x = 0 est l’unique point de Rn tel que F (x) = 0.

(H9) La matrice jacobienne J(x) =

[
dF

dx
(x)

]
existe et est continue sur un voisinage de

x = 0.

(H10) Il existe une constante β < 1 et une matrice K de type n×n telle que |x|β [F (x)−Kx]→

0, quand x→∞

(H11) J(0) ne possède aucune valeurs propre z telle que 0 ≥ Re z ≥ −λ, où λ est la

constante de l’hypothèse (H4).

(H12) La matrice K possède au moins une valeur propre z0 telle que 0 > Re z0 >-λ, mais

ne possède aucune valeurs propre z telle que µ ≥ Re z ≥ 0.

Théorème 2.3.4 : Supposons que l’équation (2.6) satisfait (H1), (H4), (H5) avec S =

Rn. Supposons de plus que (H8), (H9), (H10), (H11), (H12) soient satisfaites. Alors la

semi-orbite de l’quation (2.6) possède les trois propriétés suivantes :

1. Si ω(γ) est non vide, alors γ est une semi-orbite bornée.

2. Si 0 ∈ ω(γ), alors 0 est l’unique point dans ω(γ).

3. 0 /∈ ω(γ) pour au moins une semi-orbite bornée γ de (2.6).
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Corollaire 2.3.1 : Supposons que (H6) soit vérifie ainsi que les hypothèses du théorème

(2.3.4). Alors l’quation (2.6) possède au moins une orbite périodique. De plus pour toute

semi-orbite de l’quation (2.6) l’ensemble ω(γ) est vide ou réduit au point critique 0 ou bien

est une orbite périodique de l’quation (2.6).

On supose que l’équation (2.6) satisfait les deux hypothèses suivantes :

(H13) Il existe des constantes positives λ, ε et une matrice P de type n × n, constante,

réelle, symétrique, singulière, avec deux valeurs propres négatives et (n−2) valeurs propres

positives telle que

(x− y)∗P [F (x)− F (y) + λ(x− y)] ≤ −ε |x− y|2 ,∀x, y ∈ S.

où (x − y)∗ est le vecteur transposé de (x − y) et |x− y| est la norme euclidienne du

vecteur (x− y).

(H14) Il existe un sous-ensemble ouvert D borné de Rn positivement invariant avec fer-

meture D ⊂ S tel que sa frontière ∂D entoure toute orbite de (2.6) qui la rencontre.

Cette derniére hypothèse signifie que si x est une solution de (2.6) telle que x(t0) ∈ ∂D

alors x(t) ∈
_

D pour tout t > t0 et il existe t1 > t0 tel que x(t) ∈ D pour tout t > t1.

Définition 2.3.1 : On dit que l’équation (2.6) est dissipative s’il existe une constante

b > 0 et une fonction τ :(0,∞) → (0,∞) telle que toute solution x de (2.6) qui vérifie

|x(t0)| ≤ ρ exisite pour t0 ≤ t < +∞ et vérifie |x(t)| < b pour t > t0 + τ(ρ).

Si on choisit ρ > b et on prend pour D l’union de toutes les semi-orbites qui au temps t0

sont dans la boule |x| < ρ, alors D est un ouvert borné satisfaisant (H14).

Théorème 2.3.5 : Supposons que l’équation (2.6) satisfait (H13) et (H14) et D contient

un seul point critique k. Supposons de plus que F soit continûment différentiable dans un
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voisinage de k avec Re z2 > 0 > Re z3 où z1,z2,...,zn sont les valeurs propres de la matrice

jacobienne de F au point k arrangées dans l’ordre : Re z1 ≥ Re z2 ≥...≥ Re zn. Alors toute

semi-orbite dans D converge soit vers k soit vers une trajectoire fermée quand t→ +∞ et

D contient au moins une trajectoire fermée qui soit orbitalement stable. Si de plus f est

analytique dans S alors D contient seulement un nombre fini de trajectoires fermées et au

moins une d’elle est asymptotiquement orbitalement stable.

2.3.3 Application

On considère le système d’équations différentielles dans R3 suivant d’un paramètre α ∈ R,

et on étudier suivant les valeurs de ce paramètre, l’exsistence des solutions périodiques

pour ce système : 
dx

dt
= −αx− F (y)

dy

dt
= −αy − F (z)

dz

dt
= −αz − F (x)

(2.7)

Théorème 2.3.6 : On supose vérifiées les hypothèses suivantes :

1. α ∈
]

1

4
,
1

2

[
,

2. F ∈ C1(R),
.

F (0) = 1 et
1

2
<

.

F (x) <
3

2
,

3. lim
x→+∞

x

2
− f(x)

x
= 0.

Alors le système (2.7) admet au moins une solution périodique orbitalement stable.

Preuve. : Nous allons vérifier qu’avec les hypothèses qu’on a, le système (2.7) vérifiée les

hypothèses (H13) et (H14).

Ecrivons d’abord le système (2.7) sous la forme

dx

dt
= Ax+BΦ(Cx) (2.8)
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où A,B et C sont des matrices réelles et constantes de type n× n ,n× r, n× s , respec-

tivement, et Φ une fonction continue de Rs dans Rr. Si S ⊂ Rn et CS = {Cx : x ∈ S}

alors CS ⊂ Rs. On suppose qu’il existe une constante Λ(CS) ≥ 0 telle que

|Φ(ε1)− Φ(ε2)| ≤ Λ(CS) |ε1 − ε2| , ∀ε1, ε2 ∈ CS.

La matrice de type r × s

χ(z) = C(zI − A)−1B telle que det(zI − A) 6= 0

Si A n’a pas de valeur propre z telle que Re z = −λ, alors on peut définir µ(λ) =

sup |χ(iω − λ)|

en posant A = J(0), B = C = I3 où J(0) est la matrice Jacobiènne du second membre de

(2.7) , prise en x = 0. On a alors

A =


−α −1 0

0 −α −1

−1 0 −α


et on obtient

Φ


x1

x2

x3

 =


x2 − F (x2)

x3 − F (x3)

x1 − F (x1)


Avant de poursuivre la démonstration nous allons d’abord annoncer quelques lemmes.

Lemme 2.3.1 : Avec λ = α > 0, on a :

µ(λ) = sup |χ(iω − λ)| = 2 et µ(λ)−1 =
1

2
.
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Lemme 2.3.2 : Pour que le système (2.7), écrit sous forme (2.8) , il suffi t que

1

2
<

.

F (x) <
3

2
, ∀x ∈ R.

Lemme 2.3.3 : Pour que le système (2.7) soit dissipatif, il suffi t d’avoir

lim
x→+∞

x

2
− F (x)

x
= 0.

Des lemmes (2.3.1),(2.3.2),(2.3.3), on déduit que sous les hypothèses du théorème, le sys-

tème (2.7) vérifie les hypothèses (H13) et (H14).

Pour terminer la démonstration du théorème, il suffi t de vérifier que l’ensemble D pour

lequel on vérifie l’hypothèse (H14), contient un seul point critique k et que la matrice

Jacobienne du second membre du système(2.7) au point k a ses valeurs propres telles

que : Re z1 ≥ Re z2 > 0 > Re z3. Pour cela, observons d’abord que l’équation (2.7) n’admet

comme point critique que le point 0 et que la matrice Jacobienne du second membre du

système (2.7) en ce point est précisément la matrice A dont les valeurs propres sont telles

que :  Reλ1 = Reλ2 = −α +
1

2
> 0 si α <

1

2
,

Reλ3 = −α− 1 < 0 si on prend ρ > b

et D l’ensemble de toutes les semi-orbites qui à un temps t0 sont dans la boule |x| < ρ

alors D vérifie (H14) et 0 ∈ D. Ainsi, toutes les hypothèses du théorème sont vérifiées et

donc le système (2.7) admet au moins une solution périodique orbitalement stable. Ceci

achève la démonstration du théorème.
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Conclusion

Dans ce mémoire on s’est intéressé à l’étude qualitative des systèmes différentiels au-

tonomes, il est important pour un système différentiel de savoir s’il admet ou non une

solution périodique, de plus si cette solution périodique est isolée, on parle par définition

d’un cycle limite.

Dans le premier chapitre on a présenté certains résultats de base, concernent la théorie

qualitative des systèmes dynamique en particulier les systèmes différentiels autonomes,

pour la compréhension de la suite. Dans le deuxième chapitre on a considéré une classe

importante des solutions périodiques nommées les cycles limites. Ce chapitre est réparti en

deux parties, dans la première partie on a étudier l’existence, unicité non-existence et sta-

bilité des cycles limites dans R2, où nous avons utilisé la théorie de Poincaré-Bendixson. On

a consacré la deuxième partie à une généralisation obtenus grâce à la théorie de R.A.Smith

pour l’existence des solutions péridique dans R3
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Annexes

Annexe 1 : Forme quadratique

Définition 2.3.2 Soit ϕ : E × E → k une forme bilinéaire symétrique (ie :

— ϕ est symétrique : ∀(x, y) ∈ E2, ϕ(x, y) = ϕ(y, x)

— ϕ est linéaire par rapport à la 2éme variable (∀β ∈ K, ∀(x, y, y′) ∈ E3 ϕ(x, βy + y′) =

βϕ(x, y) + ϕ(x, y′).

On appelle une forme quadratique associée à ϕ l’application notée φ, de E dans K définie

par :

∀x ∈ E, φ(x) = ϕ(x, x)

Annexe 2 : Courbe de Jardan

Théorème 2.3.7 : Toute courbe de Jordan J ( courbe fermée du plan sans points doubles

) dans R2 dévise le plan en deux composantes connexes disjointes dont elle est la frontière

commune, une d’entre elles est bornée, plus précisément

R2 \ J = Se ∪ Si avec Se ∩ Si = �

Se est non bornée, appelée extérieur de J ; Si est bornée, appelée intérieur de J .
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Annexe B : Abréviations et Notations

Fig. 2.5 —La courbe de Jardan

Théorème 2.3.8 Soit J une courbe de Jordan de longueur finie. Supposons que P et Q

soient deux fonctions continues différentiables définies sur l’intérieur D de J . Alors

∫∫
D

[
dP

dx
+
dQ

dx

]
dxdy =

∮
J

(Pdy −Qdx) .
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