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Introduction Générale

La “meécanique quantique” a été inventée (entre 1925 et 1930) pour les besoins de la
cause c’est-a-dire pour comprendre et expliquer les phénomeénes observés a 1’échelle
atomique, la stabilité des atomes et le caractére discret des spectres atomiques sont des
phénomeénes radicalement en contradiction avec les lois de la physique de Newton et de
Maxwell. Le cadre conceptuel de la physique quantique est, a plus d’un titre,
révolutionnaire et joue aujourd’hui encore un réle essentiel dans notre compréhension de la
structure de la matiere [1]. La mécanique quantique constitue un changement
révolutionnaire dans notre compréhension du monde microscopique. Elle remet en cause
séverement la validité des lois classiques et se poseen théorie alternative a la mécanique

classique tout en I’englobant et en possédant un spectre d’application plus large[2].

La resolution de I'équation Schrédinger se simplifie considérablement et ses
solutions permettent davoir une vision simple de problemes physiques réels dont la

résolution exacte est complexe et élaborée [3].

On montre que la méthode semi inverse est un outil puissant pour cherche les
principes variationneles pour des problemes physiques linéaires directement a partir des

équations de champ sans utiliser multiplicateur de Lagrange [4,5].
Ce travail se divisée en trois chapitres qui sont organisés comme suit :

Dans le premier chapitre, nous discutons les notions essenticlles de 1’aspect
variationnels parce que La plupart des problemes de la physique ne peuvent étre résolus
exactement, et donc ont besoin d'étre traités approximativement. Il existe des méthodes
couramment utilisées dans la mécanique quantique: telle que la méthode variationnelle et

aussi nous avons présenté I’équation d’Euler et Lagrange.

Dans le deuxiéme chapitre, nous présentons 1’équation de Schrodinger stationnaire

dans un potentiel central, pour 1’étude d’un systéme physique.

Le troisieme chapitre, nous appliquons la méthode variationnelle semi inverse-B-
Spline pour un type de potentiel et qui concerne le cas de coulomb, pour trouverles

énergies et les états correspondants E et R (r) respectivement.
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I-1 Introduction

La résolution des équations se ramene a la recherche de géodésiques dans un espace
approprié (en général l'espace des états du systeme physique étudié), sachant que ces
géodésiques sont les extrémales d'une certaine intégrale représentant la longueur de l'arc
joignant les points fixes dans cet espace abstrait. Les équations d'Euler-Lagrange sont
I’archétype des méthodes utilisées pour résoudre les équations dans ce cadre, Pour cette

raison, nous allons discuter dans ce chapitre I'équation Euler et de Lagrange [6].

La technique que nous allons donner est d'une importance centrale dans la théorie de
la dynamique, et plus généralement, pour trouver I'équation du mouvement pour plusieurs
systemes physiques, un exemple classique est donné par le probléme de brachistochrone de
Jean Bernoulli. Nous envisageons une particule, déplacée par une distance horizontale, et
une distance verticale d'un point particulier A. Nous supposons la particule commence a
l'origine O. Le probleme qui se pose est alors: sur quel chemin de O a un point donné A

sera une particule (au repos a I’0O), sous la gravité, et sans friction, dans moins de temps

[7]1.

Commencons l'écriture de I'énergie de la particule, a tout instant, comme suivant [8]:
Sv? =gy (I-1)

(Ou nous avons mis la masse égale a l'unité). Nous pouvons alors écrire le temps pris

pour un mouvement particulier comme :

t
re [
0

ds
v

a 2\'/2
:f—(lﬂ’) (1-2)

(2gy) /2

T est une fonctionnelle de la trajectoire y(x) en question et a I’abscisse de A.

Nous écrivons T[y(x)], et une fois y(x) est donnée nous pouvons calculer T[y]. La
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question est quelle 'y  minimisant T [9]. Nous allons formuler
ce probléme comme un exemple d’une classe plus générale des problémes de calcul

variationnel [10].

-2 Le Calcul Des variations

Le calcul des variations est une des branches classiques des mathématiques. De
nombreux mathématiciens exceptionnels, Lagrange ou Hilbert pour ne citer que les plus
célébres, ont contribué a son développement. Le calcul de variations peut se révéler utile a
la physique, a I’ingénierie, a la biologie ou encore a ’économie, mais bien naturellement
aussi a d’autres branches des mathématiques telle que la géométrie ou bien 1’é¢tude des

équations différentielles [11].

Le probleme posé, ¢’est-a-dire trouver une fonction, ou une famille de fonctions, qui
minimise un certaine intégrale, s’appelle le calcul des variations ou le calcul variationnel.
On le doit a Euler qui en avait compris le fonctionnement et a Lagrange qui fit

d’importantes contributions [12].

|-2-1 Equation d’Euler-Lagrange

Avant de donner la définition générale d’un probléme variationnel lagrangien,
on deécrit deux exemples, la recherche des plus courts chemins sur une surface, et
le principe de Fermat en optique géométrique. Une fois obtenues les équations qui
caractérisent les extrémales, on reconnaitra la nature variationnelle des équations de
la dynamique pour une particule dans un champ de potentiel (principe de moindre
action de Hamilton) [13].

Notion de fonctionnelle

La fonctionnelle est une généralisation de la fonction. Plutét que de dépendre
d’une (ou plusieurs) variable, une fonctionnelle dépend d’une (ou plusieurs)
fonction, elle-méme dépendant d’une (ou plusieurs) variable. C’est donc une

“fonction de fonction”.
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Considérons une fonction y(x) dépendant d’une variable x et une fonction f

a trois variables non indépendantes f(y(x),y'(x),x), ol '(x) = % . La fonction

y(x) étant connue, la fonction f prend donc une valeur déterminée pour une
valeur de x donnée. Nous verrons que la dépendance en la dérivée y’'(x) intervient

fréquemment, en particulier en mécanique.

Remarquons que la fonction f dépend de x explicitement, mais aussi implicitement a

travers y(x) et y'(x). La dérivée totale de f par rapport a x est donc :

d 0 of d of dy' of af , of .
_f=_f+_f_y+_f,_y=_f+_fy _|__f,y (1_3)
dx O0x OJdydx OJdy dx 0dx OJdy dy

Définissons la fonctionnelle S[y] par ’intégrale :

S(y) = j F 00,y (), ) dx (-4

La fonctionnelle S[y] est donc un nombre qui dépend de la fonction y(x).
L’approche variationnelle va nous permettre de déterminer la fonction y(x) telle que

S[y] soit stationnaire (extrémale), sachant que y(x,) et y(x,) sont donnés.

Nous allons montrer que la fonction y(x) qui remplit cette condition doit

vérifier I’équation d’Euler-Lagrange [14] :

————==0 (1-5)

I-2-2 Démonstration de L’équation d’Euler-Lagrange

Supposons que 1’on connaisse la fonction y,(x), qui rende S extrémale.
Puisque S[y,] est stationnaire, une petite variation n(x) de la fonction y(x)

implique une variation 6S = 0 au premier ordre en n(x). Posons explicitement :

y(x) =y, +n(x) (I1-6)
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Ou Vx,n(x) << yo(x) et calculons la variation induite de la fonctionnelle pour une

valeur de x fixée :

§s = jx 2[f()’o () + 00,y () +1'C0),x) = f(¥(0),y',(0),x)]dx  1-7)

Au premier ordre enn(x) etenn’(x), ona

, , , d of
FO0G) + 1007 o) + 7 W) = Foy o @3) + o) + S ) a-9)

Donc :
X2
dS = j I1-9
X1
En intégrant par parties la seconde intégrale, on obtient :
d of of 1x,
5= g - galac o gy a-10

Puisque y(x;) et y(x,) sont fixes, n(x;) = n(x;) = 0 et le dernier terme de 1’équation

s’annule. Il reste :

B d of
55_fx ()[ay e L (1—11)

Comme 8S = 0, quelle que soit n(x) on doit avoir :

————==0 (1-12)

C’est I’équation d’Euler-Lagrange, qui s’écrit plus explicitement :

of 0%*f 0% f , 0%*f
oy 0y ox 6y'6yy ay”

-y =0 (1—13)
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En général, les équations d'Euler-Lagrange conduisent a une équation
différentielle ordinaire non linéaire du second ordre. Ceci est généralement trés difficile
a résoudre directement. Cependant, nous savons qu'il peut y avoir un certain nombre de
simplifications possibles [15].

1-2-3 Formule de Beltrami

Si la fonction f ne dépend pas explicitement de la variable x, (Z—£=0), on

obtient la formule de Beltrami :

! of =C [—-14
f=Y'g= (1-14)
Ou C est une constante.
Démonstration :
Calculons :
d [f ,af] of Yy of . || 9%f ,+62f .,
S\ =Y T3Y T3V —Y Ay B4
dx ay'l ady oy dy'0y ay”
of a*f , 9*f
|2 1-15
lay ayay” ay'zy ( )

D’apres I’équation d’Euler, le terme entre crochets est nul, ce qui démontre la
formule [16].

I-3 Quelques Exemples
Voyons comment tout cela fonctionne avec certains exemples physiques concrets
I-3-1 Le Principe de Fermat de Moindre Instant

Le principe de Fermat est un principe physique qui décrit la propagation des
rayons lumineux. En 1657, Pierre de Fermat propose une approche plus abstraite, basée

sur I’idée que "La nature agit toujours par les voies les plus courtes et les plus simples".
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Le principe de Fermat s’énonce comme un principe de moindre de temps, et peut
s’exprimer ainsi :

"Cet état montre qu'un rayon de lumiére entre deux points fixes dans un milieu se

déplacant le long d’un chemin, il peut traverser dans un minimum de temps".

L'indice de réfraction, dans le milieu est relié a la vitesse de la lumiére par :

1
n=-—
c

(1—16)

Pour trouver le chemin, nous minimisons :

T=jdt=j%=jnds (I1-17)

Donnons n(x,y) en deux dimensions, nous cherchons y pour 6T = 0, ou :

T = f fl + y'z n(x, y)dx (I-18)

Pour n indépendante de y , I’intégrale premiére donne :
n !
Yy —K

—_— (I-18)
/1+y'2

Avec K une constante. Si est également indépendant de x, puis :

y' = const (1-19)

Nous pouvons écrire y' = tan 8. Donc :

!

' y

y = ———=const (I-20)
/1+y’2

En on aura entre deux milieux, la relation:



Chapitre | Calcul Variationnels

K =n,sinf; =n,cos6, (I-21)

Qui est la loi de Snell.

1-3-2 Géodésiques

Un géodésique est le chemin de longueur minimale entre deux points fixes sur une

surface donnée. A titre d’exemple, on considére la sphére unité.

S=fds (1-22)

ou:

ds? = d6? + sin?(0) d¢ (I1-23)

Choisissons 8 comme variable indépendante, et on cherche donc une solution de la
forme ¢ (0) :

S = f dOF(6,0,9) (I-24)

AVvec :

F = J1+sin2(9)®'2 (1 —25)

et le prime désigne la différenciation par rapport a 6. Maintenant, F est indépendante

de @, et ainsi, implique que dF /0@’ est une constante :

sin?(6)@’

=K (1—26)

Jl + sin2(6)9"”

Est une constante. Cette équation donne le chemin du grand cercle [17].
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I1-3-3 Le Brachistochrone

Historiquement le probleme prototype qui a introduit le calcul des variations est un
des probléemes les plus connus de I’histoire des mathématiques, le probléme
Brachistochrone : trouver la courbe le long de laquelle une particule soumise a un champ
de pesanteur uniforme glisserait d’un point a(0,0) a un point b(x,y,) en un minimum de
temps. Ce probleme a été posé par Jean Bernoullien 1696 comme un challenge pour les
mathématiciens de son époque. La solution fut trouvée par Jean Bernoulli lui-méme ainsi

que par son frére Jacques Bernoulli, Newton, Leibniz et I’Hopital [18].

La fonctionnelle en question est :

a
V24T = [ axF(vy) (a-27)
0
Avec :
, 1+y”
Fiy,y) = (1—28)
y
Par le deuxieme cas de I’intégrale premiere, 1'équation d'Euler — Lagrange
implique :

1+ y% 1 ’
/ yy —y'ngx (1-29)
/1+y'2

ou K est une constante. Ceci implique que :

y=|=-1 (1-30)

Avec 2¢ = 1 K,. Nous résolvons ceci de maniére paramétrique, en posant :

y = 2c sin?0
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= c¢(1 — cos20) (I-31)

Telque & = 0 al’origine.

Alors :

3 \/Zsinez _ (0) (Q)de
*= | F=cost csin () cos (3
=cfd9(1—cos@)

1
= c(@—isinZH) (I-32)

Il s'agit de I'équation paramétrique d'une cycloide.

10
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Chapitre Il Equation de Schrodinger

I1-1 Introduction

La résolution de I’équation générale de Schrodinger sans 1’observable temps
permet 1’obtention d’une solution a la fonction d’onde et une évaluation de
I’énergie correspondante. Cette manipulation s’exprime directement par 1’introduction
d'un potentiel décrivant une situation physique donnée. Particularisée par le
cas des états liés, I’équation différentielle peut alors fournir des résultats discrets
pour I’énergic et une fonction d’onde normalisable. La résolution numérique
de [I’équation de Schrodinger par sa transformation en un systeme d’équation
linaire a coefficients constants a permis la réalisation de modeles mathématiques aussi
bien dans le cas des systtmes a potentiel simple que dans le cas
de ceux de forme quelconque et compliquée. Par des simplifications adéquates,
I’équation de Schrédinger a été également appliquée avec succes a la détermination de

nombreux cas supposés jusqu’ici difficilement gérables [19].

Le probleme fondamental de la mécanique quantique de I’atome est celui du

mouvement de I’¢lectron dans un champ d’attraction central.

Dans ce chapitre, nous introduisons I’équation de Schrodinger stationnaire d’une

particule dans un potentiel central.

11-2 Equation de Schrodinger stationnaire

En générale 1’équation de Schrodinger d’un systéme quantique est donnée par [20] :

) oy
H llu(T', t) = ih E (II - 1)

Les fonctions d’ondes ¥Wqui porte le nom des fonctions propres qui sont les

solutions de I’équation (/I — 1) sont donnees par :

iE
Y = Yient (11— 2)
Ou ¥, est I’amplitude

Pour des états stationnaires, |IE indépendant du temps, I’équation de Schrédinger se

simplifie en I’équation de Schrodinger stationnaire :

11
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H¥(r) = E¥Y(r) (11 - 3)

Ou FE est I’énergie totale du systeme qui porte le nom des valeurs propres.

L’opérateur Hest un opérateur nommé Hamiltonien, c’est I’opérateur quantique pour

I’énergie totale du systéme :

H=E +V() = —%A + V(r) (I1—4)

11-3 Equation De Schrédinger Indépendante Du Temps

11-3-1 Formulation

En mécanique classique, I’équation d’onde de fréquence v et de longueur d’onde 4

se déplacant suivant la direction x associée au mouvement d’une particule est donnée par:
(X
Y(x,t) = ¥, exp [Zm (7— vt)] (I - 5)
Ou : ¥(x,t) est la fonction d’onde et ¥, son amplitude

Qui dépend des coordonneées (x,y, z) et du temps t de la particule. Si le systéme est

indépendant du temps, la fonction d’onde peut réduire a :

W(x,t) = Woexp (2ni7) (Il - 6)
’ A
Calculons :& etdz—w
dx dx
Donc :
d¥(x) 2mi
dx = Tlp(x) (II - 7)
Et:
?y (zm>2 WG _
dx  \2 x (Ir=8)
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D’aprés la relation fondamentale de Louis de Broglie, qui attache a toute particule

possédant la quantité de mouvement p = mv, une onde de longueur d’onde est égale :

h
A==
p
(11 — 8) S’écrit :
d?¥ (x) p?
= —4—Vy 11—
- P () 1= 9)
On aura donc :
d2+4292 vY=0 [1-10
dx?  h? B ( )
D’autre part,ona:
mv? =2E. =2(E-V) (ImI—11)
Et: Eczémvzetpzmv

Ou :

E. : L’énergie cinétique de la particule de masse m et de vitesse v.

E : L’énergie totale du systeme.

V : L’énergie potentielle.

En tenant compte de ces relations, ’équation (I — 10) s’écrit :

o + 8r*m (E-V¥=0 I-12
dx? h?2 B ( )
Ou encore :
h? d?
<— 8m7m do? + V> Y(x) =E¥(x) (IT—-13)

13
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(11 — 13) Est une équation différentielle d’une particule de masse mse déplagant dans
un espace a trois dimensions en coordonnées cartésiennes.et qui constitue I’équation de

Schrodinger. Elle s’écrit la plupart du temps, tout simplement sous la forme :

8m2m

( i A+ V(x)) Y(x) = E¥Y(x) (I - 14)

On suppose 1’énergie potentielle V (x) est indépendante du temps.
Ou Ay est le laplacien de la fonction .

L’équation de Schrddinger est une équation differentielle qui n’a de solution que
pour certaines valeurs de E les valeurs permise de I’énergie portent le nom de "valeurs
propres", et les solutions ¥ qui leur correspondent portent le nom de " fonctions

propres".

On peut retenir la forme abrégée de I’équation :

HY¥Y(x) = E¥(x) (IT—=15)
ou:
hZ
H=——A4+V
2m

H : Désigne I’operateur Hamiltonien [21].

11-3-2 La Fonction d’onde :

Considérons une particule quantique qui se déplace sur une droite. Si ’on fait une
mesure de la position de la particule, la densité de probabilité de trouver la particule a
I’endroit x au temps t est donnée par le module au carré d’une amplitude de probabilité
complexe Y(x,t) [22] :

P(r,t) = |¥(r,t)|? (II—16)

14
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La probabilité de présence dans un volume dv au voisinage de ce point est :

dP = ¥2(r, t)dv (11— 17)

Comme la probabilité de présence du corpuscule dans tout 1’espace est de 1, on doit

m W2(r, t)dv = 1 (Il — 18)

C’est la condition de normalisation de la fonction d’onde.

avoir :

I1-4 Equation de Schrédinger dans un potentiel central

Un potentiel central est un potentiel qui ne dépend que de la distance r de la particule
a I’origine des coordonnées. Il intervient dans de nombreux systémes physiques dont 'un

des plus importants est celui d’une particule plongée dans un potentiel coulombien [23].

I1-4-1 Hamiltonien Quantique

En mécanique quantique, on cherche a résoudre 1’équation aux valeurs propres de

I’hamiltonienH, observable associée a I’énergie totale [24].

Cette équation s’écrit en représentation{|r)} :

hZ
l—%A +V)|¥E@) = Ev () (I1-19)

Comme le potentiel V' ne dépend que de la distance r de la particule a 1’origine des
coordonnées, est invariant pour toute rotation et nous dirons que ce mouvement possede la

symétrie sphérique, est décrit par I’équation de Schrodinger de la forme [25] :

hZ
l— Tz AT V)| W, 0,9) = E¥(r,6,9) (11 - 20)

15
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Qu’on peut représenter A en coordonnées sphériques, a la place des coordonnées
cartésiennes.

Onencore : A(x,y,z) — A(r, 0, @) avec les coordonnées sphériques :

. 0<r< oo
x—rs%necosgo . 0<60<m
y =rsinf cos @ Ou : ot
z=rcosb 0<o<2n
Le laplacien A prend la forme suivante :
A oy N 0y N 0y
~ 0x%2  dy?  0z2
_16(26>+1 1 6(_96)+1 0?2 0 21
“rzor\" ar) T2 (sin 900\>" " 96) " sinzg a2 ( )
Le moment cinétique orbital a pour forme :
12 = hZ( 9 s ea)+ L o (11 — 22)
B sin6a0 >V 96) " sinze d@?

Ou L? est le moment cinétique orbital.

L’expression (II —22) est tiré a partir du passage en coordonnées polaires,

I’expression de L comme vecteur dans la base 1,7, k

L. = hsi 0 +cos<p 0

x = (Sm‘pae tan@ dg

L = —ih 0 +sin<p 0
y l(COS(pae tan 6 0¢
L _ho

27 i de
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Chapitre Il Equation de Schrodinger

Ainsi A est exprimé en terme de L par la relation :

1 , 0\ L2
b= 5 (7 5) 7 (I=23)

11 suffit alors de comparer I’expression (I — 21) a celle de I’opérateur L? pour voir

que ’hamiltonien quantique H :

L2+V(r) (Il — 24)

Etre mis sous une forme tout a fait analogue a :

n=f
T 2m 2mr?

L2+V(r) (Il — 25)

P. est le moment conjugué de r.

11-4-2 Séparation des variable

¥ Peut étre mise sous la forme :

¥(r, 0, ) = R(r).0(0). ®(¢)

Avec :
Y(6,9) = 0(0)2(p)
D’ou :
W(r,60,9) = R().Y(6, ) (Il — 26)
Avec :

HY = EY
{LZIP =10+ 1)h2’}'}

L,¥ = mh¥

17



Chapitre Il Equation de Schrodinger

Les y™ (6, ) sont normés les harmoniques spheriques.

21 s

| a0 [y @)1 sinoas =1
0 0

Il suffira donc de normaliser separément () .
flR(r)erZdr =1
0

Pour un état lié, Les fonctions propres de L? sont des fonctions appelées, les
harmonique sphériques y;™ (8, ¢), ayant pour valeurs propres [(l + 1) h?avec !l = 1,2, ...
et m varie entre -let +[, il ne faut pas confondre le nombre quantique m de

y™(6, ) avec la masse m de H. On a alors :

L?Y™(6,9) = b1+ Dy (6, ¢) (11 —27)

Ainsi I’équation de Schrodinger prend la forme suivante :

h? 1 92 +h2 I(l+1)
Zmrarzr 2m 12

+V(r)|R(r) = ER(r) (I —28)

11-4-3 Equation Radiale

L’équation radiale est donnée par la relation (/I — 28), Nous réécrivons sous la

forme [26]:

h? 1 92 h? I(l+ 1)
Zmrarzr 2m  r?

+ V()| Ry, (r) = E;R(r) (IT—29)

Maintenant posons S, ;(r) = rR,;(r), (les indices n et [ sont les nombres
quantiques, sont introduits dans la fonction R(r) et dans I’énergie E ) et en multipliant les
deux membres de 1’équation (/I —29) par r, on obtient pour S, ,(r)’équation

différentielle suivante :

18



Chapitre Il Equation de Schrodinger

h? 1 02 h2 I(1+1)

2mr arzr 2m  r?

+ V(@) | S (r) = E, ;S(r) (Il — 30)

Cette équation est trés analogue a celle que I’on aurait a résoudre si, dans un
probléme a une dimension, une particule de masse m était assujettie a se déplacer dans un
potentiel effectif V, (-, (r) tel que:

2 I(1 + 1)

Veff (T') = ﬁ 72 + V(T') (H - 31)

11-4-3-1 Comportement L’origine Des Solutions(r — 0) :

On suppose que le potentiel V (r)reste ni pour r tendant vers 0; ou au moins ne tend

pas vers I’infini plus rapidement que % , et V(r) vérifie la condition suivante [27] :

lin% Vir2=0=>Vr-0)= L.« < 2.Considérant une solution de I’équation, et
-

ro’

supposant gu’elle se comporte 1’origine comme 72.

Sni(M)ro =17 (I1-32)

Et en égalant a zéro le coefficient du terme dominant, on obtient la relation :
viv+1)+Il(l+1)=0etdonc:v=1,v=10+1.
Pour une valeur E, ; , ona deux solutions linéairement indépendantes.
Les solutions acceptables de I’équation s’annulent I’origine quel que soit [, puisque :
St (g = crt*t (I - 33)

Consequemment, il faut ajouter I’équation la condition :

5,,(0)=0 (Il — 34)
11-4-3-2 Comportement Asymptotique(r — oo) :
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Chapitre Il Equation de Schrodinger

Supposons le potentiel V(r)tend asymptotiquement vers zéro plus vite que %:

lim,_, rV(r) = 0, ’équation (II-30) se réduit a [28]:

2

WSM (T) + KZSn‘l (T)r_mo ~ () (H - 35)
Ou K = “Z:I”E et parce que V(r) s’annule a I'infini et que 1(1:21) tend vers 0. Le spectre
d’énergie comporte deux parties :
Si E <0 ¢ Spi(P)roe ~exp(—Kr)ouK = _T (11 - 36)
Si E,i>0 : S i(1)rse ~Aexp(iKr) + B exp(—iKr)

La derniere expression représente la superposition d’une onde plane <«incidente»

exp(iKr) et une onde plane ««éfléchier» exp(iKr).
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Chapitre 1lI La Méthode Variationnelle Semi -Inverse- B-Spline

I11-1 Introduction

Dans ce chapitre on va présenter les résultats des états liés de 1’équation de
Schrodinger avec le potentiel de Coulomb. Nous utilisons la méthode variationnelle semi
inverse avec des bases B-spline.

I11-2 Présentation de la méthode B-Spline

Les fonctions B-splines ont été évoluées avec succes dans les principales disciplines
de la mécanique quantiques, des solides et nucléaires et de la physique atomique et
moléculaire. Les fonctions B-splines fournissent une base raisonnable et cohérente et peut
offrir une trés grande précision pour la construction de multiple variétés de problemes
numeriques. Les fonctions B-splines constituent un ensemble complet de fonctions de base

qui vont rapprocher des fonctions données dans le domaine d'intérét [29].

Les B-splines sont des polynémes définis sur des sequences d'intervalles appropriées
[30-33]. Les polyndmes ont la caractéristique d'étre nuls partout sauf sur une séquence

précise d'intervalle [34].

On prend un ensemble de pointsx;, qui sont appelés nceuds. Les splines d'ordre k
(degrék — 1) sont des fonctions definies dans les intervalles x; < x < x;,, €t une formule

de récurrence est donnée par I’expression:

r—r; Tiyg — 7T
Bije(r) = ————Byp_1(r) + ————By1_1(r) (-1
Tivk-1 —Ti Tivk — Tit+1
Oui=123,....
En tenant compte de la condition initiale,
By (x) = {O, ailleurs (Il = 2)

On peut représenter les fonctions B-spline d’ordre 3, 4, 5 et 7 comme dans les

tableaux 1,2,3 et 4 respectivement.
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Chapitre 111

Tableau.l11.1 Fonctions B-spline, ordre 3

La Méthode Variationnelle Semi -Inverse- B-Spline

Les fonctions B-spline d’ordre ,3

Intervalle de x

X < x < Xjyq

Xiv1 =X < Xjy

Xi =@(X—xi)3
3 3 1

Y, = —§+E(X—Xi)—ﬁ(x—xi)2
1

Zi =577 (Xiss — x)?

Xiv2 =X < Xiy3

Tableau.111.2 Fonctions B-spline, ordre 4

Les fonctions B-spline d’ordre,4

Intervalle de x

Xi =$(x_xi)3 X <X < Xjp1
2 2 < x < X
Vi=—gm—x) + 5 —x) - (x —x)+3 Yirn = XS Xivz
1 4‘ 10 22 X < x < Xx;
= 3 2 i+2 = i+3
Z; —ﬁ(x_xi) Tz (x —x;) +7(x—xl) 3
W, = B} = 6113 (xp4q — X)3 Xi43 S X < Xiyq
Tableau.l11.3 Fonctions B-spline, ordre 5
Les fonctions B-spline d’ordre, 5 Intervalle de x
1 . .
Xi = SR (x —x)* Xi S X < Xiyq
1 1 1 < .
Y, = ﬁ"‘ a(x xiv1) + 5 an? (x = x41)* +— 6h3 (x —xi41)3 Xi+1 S X < Xiyp
6h4 (x xi+1)4
11 1 < .
Zi= 24 + ﬁ(x Xi+2) — W(x — Xi42)% = 2h3 —(x — xi42)3 Xivz S X < Xiyg
T ant (x = xi42)*
1 1 1 Xiz3 S x <X;
W; = >4 en — (Xi4a — ) + W(xiﬂ —x)% - m(xiﬂ - x)3 3 = i+
T 6ht (Xi4q — 2)*
Ui = W(XH,S - x)4 Xita =x< Xi+s
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Tableau.l11.4 Fonctions B-spline, ordre 7

Les fonctions B-spline d’ordre, 7 Intervalle de x
X, = (%0}16 (x — xi)6) xX; < x < Xjpq
Y, = (%O + 121Oh (x = xi41) + ﬁ(x — Xi41)? Yis1 S X< itz
+ 36h3 (x—x41)° + 482 (c = x0)*
+ 1205 (x = xi41)° — 120R6 (x — xi+1)6)
Z;= (21—190 + Zilh (x —xi42) + %(X — Xit2)? ¥irz S X < i
+ 36h3 (x — x;42)° — Toh (x = xi42)*
- 241h5 (x = xi42)° + ﬁ(x - xi+2)6)
W, = (% + % (x — xi43) — %(x — Xi43)? Xivg S X< Xivs
+ % (x —x343)° + AR (c = xi43)*
+ ﬁ (x —x43)° + 361h6 (x — xi+3)6)
Ui = (% + 3_1h(x — Xipa) = %(x — Xi4a)? Fiea S XS Xivs
oy (= xiya)® s (= )
s (= X+ e (6 = x100)°)
Fi = (535 + a7 Ceies = ) + gy Grs = 207 Firs X < v
+ ﬁ (Xiy6 — X)° + ﬁ(xi+6 —x)*
+ ﬁ (Xiy6 — X)° — ﬁ (xiy6 — x)6>
S, = (ﬁ (07 — x)6> Xive =X < Xjy7
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Chapitre 1lI La Méthode Variationnelle Semi -Inverse- B-Spline

111-3 Formulation de la méthode variationnelle semi inverse-b-

Spline

Nous allons maintenant introduire le potentiel de coulomb dans 1’équation radiale de

Schrodinger:

h? d ( 2dR>+ Rll+1)  Ze?
2mr2dr dr

- —E|JR=0 I11.3
2mr? 4meyr > ( )
Ou : Z le nombre atomique et e la charge de la particule.

Cependant, nous pouvons réécrire 1’équation (5.1) sous la forme :

RI(l+1) Ze?
2mr? 4dmeyr

S h? d?R  h? dR
Ur;R;R)R)=———— - —— ¢

- E> R=0 (I111.4)

Ou prime et double prime désignent les dérivees par rapport a r. Les conditions de
consistance pour [l'existence dune intégrale fonctionnelle ont été décrites dans
la Réference [35-39]. Pour le cas unidimensionnel (1D), nous avons :

ou d (8U>

R~ ar\or (I11.5)

Nous appliquons la condition de consistance (5.3) a I’équation (5.2), il est aisé de
vérifier que cette condition n’est pas satisfaite. Par conséquent, nous utilisons un facteur

auxiliaire g(r) et réécrire 1’équation.(I11.4) en tant que:
Y(r;R;R,R") = g(r)U(r;R;R,R) =0 (111.6)

Dans [I’équation. (II1.5), U est remplacé par Y. Maintenant la condition de

consistance est satisfaite a condition que g(r) = r2.

Maintenant, I'équation différentielle (II1.6) peut étre dérivée a partir d'une fonction
spécifiqgue comme condition stationnaire. Pour trouver cette fonctionnelle, nous appliquons
la méthode semi- inverse qui fournit jusqu'a présent la meilleure technique pour établir des
principes variationnels pour de nombreux problemes physiques. L'idée de base de la

méthode semi- inverse est illustrée comme suit:
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Chapitre 1lI La Méthode Variationnelle Semi -Inverse- B-Spline

Nous construisons dans une forme alternative un processus général fonctionnel pour

I’équation.(I11. 6) en tant que:

+o0

J(R) = f Ldr (111.7)

0

Dans laquelle L est une fonction de Lagrange, qui se lit :

L= aZth (ri—}:) + bw(r) — E)(rR)? + F (111.8)

Ou F est une fonction inconnue de R etou ses dérivés, a et b sont des constantes
arbitraires a déterminer. On utilise la fonction (I11.8), La condition de stationnarité, nous
obtenons le principe variationnel nécessaire de I’équation (I11.8)on a :

o1 { h? (dR

J(R) = f - E) +(W(r)—E)R2}r2dr (I11.9)
0

La i éme fonction de base B-Spline d'ordre k (degré k — 1) est défini comme suit :

T Tivg — T

T' —
B (r) =————B;1(r) + Biyyx-1(r) (111.10)
Titk-1 — 1i Tivk — Tit+1
(1, t <7 <t
By (r) = {0, ailleurs (111.11)

Il s'ensuit que chaque B-Spline B;, (r) différe du zéro seulement dans le domaine
t; < r < t;,,.Autrement, nous étendons la solution comme une combinaison linéaire de
fonctions de B-spline dans lequel les coefficients g; Sont supposés des inconnus a

déterminer.

N-1
R(r) = S, (r) Z q:B,(r) (I11.12)

Ou nous avons maintenant baissé I’indice k sur le B;, () pour simplicité d'écriture.
La fonction S (r) exprime les comportements asymptotiques des solutions en ce qui

concerne les grandes distances.
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Il peut étre souvent tres instructif d’examiner d’autres exemples qui peuvent étre
considérés du point de vue pédagogique comme un banc d’essai. Ce point est illustré dans

ce qui suit.

I11-4 Application numérique

Pour illustrer comment fonctionne cette méthode et voir si elle est efficace, un bon
test peut étre fait par examen d'un exemple physique réel. Etre plus précis, nous utilisons

donc le cas du moment angulaire [ = 0 (I’état s),l =1 (I'état p) etl = 2 (I'état d).

Nous pouvons deviner les solutions en mettant la forme suivante

aux fonctions d'onde radiales

N-1
R(r) = exp~c" Z AB;(r) (111.13)
i=0

Remarque : En pratique nous avons pris la fonction radiale R(r) comme étant une
combinaison linéaire des B-splines B;(r) qui contiennent tous les comportements

asymptotiques possibles de la maniere suivante :

N-1
R(r)= ) A;B;(r)
2

Cette représentation est faisable parce que les profils de toutes les configurations

peuvent étre approchés par des polynémes.

Ou c et A; sont des quantités constantes a déterminer, et sont utilisés comme des
parametres variationnels libres du probléme a I'étude. ces parametres variationnels sont
déduits de la variationnelle fonctionnelle J(R) (équation(II1.9)) qui soumise a la

condition de minimisation :
6J(R) =0 (111.14)

La condition d'optimisation (I11.14) donne les ensembles d'équations algébriques en

termes des parameétres variationnels. Dans tous les exemples nous adoptons le systeme des

2
unités atomiques dans lequel A = m = 4; =1
0
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Solution pour lecas: 1 =0

Nous cherchons des solutions sous la forme :

R(r) = exp=or Z BB, (r) (111.15)
i=0

Dans l’intervalle[a, b], ou N = 10, le degré de B-spline k = 2 et une séquence de

nceud approprié est choisi comme :
a=0=T'0<T'1<"-<T'N+k=b=35,
Et en mettent Z = 1.

En remplacant (I1.15) dans (I11.9), puis en utilisant la condition de minimisation
(I11.14) avec respect a {B;}-;' et a et Avec Mathematica on obtient un systéme

d’équations algébriques de {f;}N-!, a et E.
Nous trouvons pour les énergies E les valeurs suivantes:

—0.129367
E ={-0.0549583 (111.16)
—0.0277147

Tableau.ll1.5 décrit les solutions pour lecas (I = 0:n =2,n=3,n =4) , calculée par
la méthode semi inverse variationnelle B-Spline, dans laquelle on a pris des déférents

degrés de B-Spline, et déférents nombres de points, dans 1’intervalle [0 — 35].

casn’l casn’2 casn’3
Energie E (exacte) | E (numérique) | E (numérique) | E (numérique)
intervalle [0 — 35] [0 — 35] [0 —35]
Degrék 2 3 3
Nbs de points 10 10 15
Ey —0.125 —0.129367 —0.106182 —0.12995
Esq —0.0555555 | —0.0549583 —0.0480474 —0.0556339
ELo —0.03125 —0.0277147 —0.021649 —0.0280151
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Solution pour lecas: 1 =1

La solution que nous recherchons est exprimée sous la forme :

N-1
R(r) =exp™"r Z 8;B;(r) (111.17)
i=0
Dans I’intervalle [a, b], ou N = 10, le degré de B-Spline k = 2 et une séquence de
nceud approprié est choisi comme :
a=0=ry<nrn < <ry;r=b=30,etonposeZ =1

en remplacant (I11.17) dans (I11.9), puis en utilisant la condition de minimisation

(I11.14) avec respect a {5;}-;' et y et Avec Mathematica on obtient un systeme

d’équations algébriques de {8;}Y-,!, ¥ et E. Nous trouvons pour les énergies E les valeurs
suivantes:
—0.123155
E ={-0.0549161 (111.18)
—0.0348419

Tableau.IIl.6 : décrit les solutions pour le cas [ = 1, calculée par la méthode semi
inverse variationnelle B-Spline, dans laquelle on a pris des déférents degrés de B-Spline,
dans les intervalles [0 — 30] et [0 — 40].

casn’l casn’2 casn’3
Energie E (exacte) E (numérique) | E (numérique) | E (numérique)
Intervalle [0 —30] [0 —30] [0 —40]
Degrék 2 3 3
Nbs de points 10 10 10
Eyy —0.125 —0.123155 —0.124005 —0.12303
E3 —0.0555555 —0.0549161 —0.0553032 —0.0548422
Esq —0.03125 —0.0348419 —0.0350216 —0.0317769
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La Méthode Variationnelle Semi -Inverse- B-Spline

Solution pour lecas: I = 2

Tableau.II1.7(a,b et c): décrit les solutions pour le cas [ = 2, calculée par la méthode

variationnelle semi- inverse B-Spline, dans laquelle on a pris des déférents dégrées de B-

Spline, et déférents nombres de points , dans les intervalles [0 — 35] et [0 — 40].

Tableau.lll.7.a

casn’l casn’2
Energie E (exacte) E (numérique) | E (numérique)
intervalle [0 —35] [0 —40]
Degrék 2 2
Nbs de points 8 8
Es, —0.0555555 —0.0547537 —0.0541589
E4, —0.03125 —0.0322273 —0.0298819
Tableau.I11.7.b
casn’3 casn'4
Energie E (exacte) E (numérique) | E (numérique)
intervalle [0 —40] [0 —40]
Degré k 3 3
Nbs de points 8 10
Es, —0.0555555 —0.0512694 —0.0528251
E4, —0.03125 —0.0278814 —0.0289705

29




Chapitre 1lI La Méthode Variationnelle Semi -Inverse- B-Spline

Tableau.Ill.7.c

casn’s casn’6 casn’7
Energie E (exacte) E (numérique) | E (numérique) | E (numérique)
intervalle [0 —40] [0 —40] [0 —40]
Degrék 1 2 3
Nbs de points 8 8 8
Es, —0.0555555 —0.0555552 —0.0541589 —0.0512694
E,, —0.0307733 —0.0298819 —0.0278814
—0.03125

I11-5 Présentations Graphiques

Lecas:l=0

La représentation graphique des fonctions d’ondes qui correspondent aux énergies

calculées a été déduite a partir de la combinaison lineaire suivante :

() = ) CB()

Ou C; : sont les coefficients correspondants a chaque énergie.

B;(r) : sont les fonctions B-Spline.

on prend le cas cas n"2: (k = 2, N = 10), Nous obtenons les états de configuration

suivants : 2s, 3s et 4s a savoir R,q, Rzg €t R, respectivement.

L’énergie de I’état 2s est donnée par: E,, = —0.129367, définit le premier état

excité avec la fonction d’onde suivante :

N-1
Ry = Z Cij(r)
j=1

On trouve les paramétres C; comme suit :
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X

r90069.5
31346.6
11047.3
3087.55
C; =< 898.831
232.92
63.2598
15.7443
\4.10941
Y
70000
60000
50000
40000
30000
20000
10000
I 5 10 15 20 25 30 35

Figure. I11.1 : y(x) = R(r) représente le 1¢" état excité R,,(r) (I = 0, le cas n°2)

L’énergie de I’état 3s est donnée par : E;, = —0.0549583, définit deuxiéme état

excité avec la fonction d’onde suivante :

R3y =

N-1
j=1

On trouve les paramétres C; comme suit :

Ci:<

(—97.3866
11.7792
45.4348
43.0562
29.7387
17.794
9.72108
497148

\ 2.34532
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a0 |

20 |

35
o |
o |

-60 F

Figure. 111.2 : y(x) = R(r) représente le 2'°™ état excité R, (1) (I = 0, le cas n°2).

L’énergie de I’état 4s est donnée par : E,, = —0.0277147, définit troisieme état

excité avec la fonction d’onde suivante :

N-1
Rip = ) GB,(r)
j=1
On trouve les parametres C; comme suit :

r 10.1775
—2.73373
—5.15409
—2.55106
C; =% 0.664368
2.56835
3.06601
2.66061
\ 1.82896
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Figure. 111.3 : y(x) = R(r) représente le 3:*™¢ état excité R,y (r) (I = 0, le cas n°2).

Lecas:l=1

Dans les figures, nous affichons la variation des états d’ondes p par rapport a r pour

représenter les trois fonctions d'onde non normalisée R, (1), R31 (1) et Ry, (7).

1.75 00°
1.500°
6

1.25 (10
100°
750000
500000
250000

Yy

10 20 30 40

Figure. 111.4 : y(x) = R(r) représente I’état fondamental R, (r) (I = 1, le cas n°3).
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200 f

10 20 30 40

-200 F

-400

-600 F

Figure. I11.5 : y(x) = R(r) représente le 1°" état excité R;,(r) (I = 1, le cas n°3).

-2
-4

Figure. 111.6 : y(x) = R(r) représente le 2:€™¢ état excité R,,(r) (I = 1, le cas n°3).

Lecas:l =2

Dans les figures, nous affichons la variation des états d’ondes d par rapport a r pour

représenter les deux fonctions d'onde non normalisée Rs, () et R4, (7).

34



Chapitre 1lI La Méthode Variationnelle Semi -Inverse- B-Spline
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200
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10 20 30 40

Figure. 111.7: y(x) = R(r) représente I’état fondamental Rs, () (I = 2, le cas n°2).

10 20 30 40

~10 [

15 [

Figure. 111.8 : y(x) = R(r) représente le 1°" état excité R,,(r) (I = 2, le cas n°2).

111.6 Discussion et Conclusion

la méthode variationnelle semi-inverse-B-Spline appliquée aux cas [ =0,l =1, [ =
2, donne d’excellents résultats.

- Pour 1l = 0, on trouve trois états, le premier état excité , le deuxieme état excité et
le troisieme état excité. Dans ce cas, nous avons trouveé des résultats excellents pour
le dégrée 3 mais plutbt mieux pour le cas du degré 2, utilisé avec le méme
intervalle [0 — 35] et le méme nombre de points, c.a.d. si on augmente le degré de
B-spline, le résultat ne s’améliore pas. Si on augmente le nombre de points, on

trouve des meilleurs résultats, voir le tableau.ll1.5.
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Remarque pour lecasl =0 :

Les résultats obtenus pour les énergies sont bons avec le choix modéré du degré et le
nombre de B-splines incorporé aux fonctions d’ondes, par contre les fonctions radiales ne
sont pas bien représentées. 1l faut pousser le calcul avec des degrés trés supérieur a 2 et
I’inclusion d’un grand nombre de B-spline, mais en contrepartie le programme demande un
temps d’exécution énorme. Plus clairement, en fait, les fonctions sont décalées plus a
gauche et une partie n’est pas bien représentée due a la remarque signalée ici. Autrement
dit, nous avons perdu un changement de signe dans cette zone pour toutes les
configurations : en effet la fonction radiale R,,(r) décrit le ler état excité, Rs,(r) décrit le

2eme état excité et R, (r) décrit le 3éme état excité.

- Pour 1l =1, on trouve trois états, 1’état fondamental, le premier état excité et le
deuxiéme état excité. dans I’intervalle [0 — 30], si on augmente le degré de B-
spline, le résultat s’améliore pour 1’état fondamental et le premier état excité et le
contraire avec le deuxiéme état excité, mais dans l’intervalle [0 — 40], nous
avons trouvé d’excellents résultats. Dans I’intervalle [0 — 30], les résultats ne
sont pas déterminés completement car cet intervalle ne représente pas le domaine
complet de la fonction d’onde de deuxiéme état excité. Si on ¢€largit I’intervalle
comme [0 — 40], le résultat s’améliore. Avec le méme discussion, avec le méme
degré, quand on variée I’intervalle entre [0 —30] et [0 —40], le résultat
s’améliore pour le deuxi¢me état excité et le contraire avec les autres états, voir le

tableau.lll.6.

- Pour l = 2, on trouve deux états, I’état fondamental et le premier état excité. On
utilise trois variantes, la largeur de I’intervalle, le nombre de points et le degré de

B-spline.

La largeur d’intervalle: si on élargit I’intervalle comme [0 —40], le résultat
s’améliore pour le premier état excité mais le contraire avec 1’état fondamental, voir le

tableau.lll.7.a.
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Nombre de points : si nous augmentons le nombre de points, ou nous diminuons le
pas de B-spline, nous pourrons obtenir une précision tres grande, mais, en contrepartie le

temps de calcul devient considérable, voir le tableau.l11.7.b.

Le degré de B-spline : si nous augmentons le degré de B-splines, ou autrement dit
nous augmentons le nombre de fonctions splines, la précision de résultat est diminue, voir

le tableau.lll.7.c.

D’apreés I’ensemble des résultats obtenus au cours du traitement de la méthode

variationnelle semi inverse B-Spline, nous pouvons objectivement conclure :

Avec un bon choix de I’intervalle et un pas adéquat, la méthode donne d’excellentes

valeurs pour les énergies et une meilleure représentation de la fonction d’onde.

Les énergies des etats liés pour le cas fondamental, le premier et le second état excité

sont obtenues avec une excellente précision.

Les résultats obtenus ont été confirmés avec un accord trés satisfaisant avec la

méthode des séries entiéres.

Cette investigation prometteuse fournit en plus des idées sur I’adaptation de la méthode
variationnelle semi inverse B-Spline pour ce type de potentiel et peut étre aussi sans criante

adaptée pour d’autres variétés de potentiel compliqués.
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Conclusion Générale

En mécanique quantique I’état d’un systéme est donné par la fonction d’onde qui est
la solution de 1’équation de Schrédinger. Ainsi donc, ce travail fait intervenir une nouvelle
méthode variationnelles spécialement la méthode semi- inverse variationnelle et sa
combinaison avec les fonctions B-Splines pour résoudre 1’équation de Schrodinger radiale.
Le potentiel mis en action est par excellence le potentiel Coulombien. Apres une
introduction aux calculs vatiationnel et la présentation de 1’équationd’EulerLagrange,Nous

avons aussi fait un bref rappel de I’équation de Schrodinger stationnaire.

Dans ce travail, Nous sommes arrivés aux resultats corrects produits par I'image
quantique dans le cadre de l'introduction de I'équation de Schrédinger. Le potentiel en 3D
radial est utilisé dans le traitement de I'équation de Schrédinger. Nous avons testé quelques

configurations des états et les énergies obtenues sont exactes.

D’aprés I’ensemble des résultats obtenus au cours de ce travail, nous pouvons tirer

les faits suivants :

Avec un bon choix de I’intervalle et ’augmentation de dégrée des B-Spline, et que le
choix de I’intervalle doit inclure obligatoirement toutes les fonctions B-Splines ayant un
degré donne. Cette remarque n’est pas la seule, mais c’est une condition nécessaire pour

offre une garantie des résultats sans se soucier d’une éventuelle surprise inattendue.

Cette technique de calcul, peut étre appliquée avec succés a d’autres opérateurs
comme [’Hamiltonien de Dirac. Cette question sera discutée dans un travail futur et

constituera une suite a ce travail.

Enfin, les résultats obtenus jusqu’a maintenant nous encouragent a souligner la
nécessité d’une élaboration plus poussée, du point de vue numérique, I’introduction d’une

base étendue dans la présentation des fonctions d’onde a partir des B-Splines.
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Résumé

Nous avons introduit le formalisme variationnel pour chercher les solutions dans le cadre
quantique. Nous avons utilisé la méthode variationnelle semi-inverse ensemble avec les
bases B-Splines pour extraire les structures des etats lies de I'equation de Schrodinger. Nous
avons traités les énergies et les états liés correspondants pour les systéemes de potentiel du

type de coulomb.

Des résultats tres satisfaisant ont été obtenus.

Abstract

We introduced the variational formalism to search solutions in the quantum framework. We
used the semi inverse variational method together with B-spline bases to extract the structures
of bound states of the Schrédinger equation. We treated the energies and corresponding bound

states for the systems of potential of the type de coulomb.

Results very satisfactory were obtained.



	III-3 Formulation de la méthode variationnelle semi inverse-b- Spline
	III-4 Application numérique
	Solution pour le cas: 𝒍=𝟎
	Solution pour le cas: 𝒍=𝟏
	Solution pour le cas: 𝒍=𝟐
	Le cas: 𝒍=𝟎
	Le cas: 𝒍=𝟏
	Le cas: 𝒍=𝟐

	III.6 Discussion et Conclusion

