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Première partie

Théorie et Exemples
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Introduction

Au début de 20 siécle, de nombreux travaux ont étés e¤ectués sur une nouvelle

théorie connue par la mécanique quantique. Cette derniére dont le domaine est trés

vaste a été développée dans le but de mettre au point des formalismes décrivant

la structure …ne de la matiére. Des e¤orts considérables ont été consacrés par les

théoriciens dans ce sens a…n d’apporter des explications aux nombreux problémes

physiques soulevés à l’époque [1 2 3]. Inspiré par l’idée de louis de Broglie, d’Einstein

et de Max Planck, Erwin Schrödinger a établit sa célèbre équation ondulatoire de

l’électron [4]. Par la suite, Dirac réécrit la forme relativiste de cette équation [5 6] et

introduit une méthode de factorisation de l’oscillateur harmonique en 1928.

Dés lors, Schrōdinger note certaines symétries de son équation et fournit une

méthode de factorisation des Hamiltoniens [4]. Aprés une décennie, Infeld et Hull [7]

généralisent cette méthode pour d’autres systémes quantiques.

Au début des années quatre vingts, la physique des particules élémentaires a

tenter de faire une conception de la structure fondamentale de la matiére en vue

d’uni…er les quatre forces de la nature. Cette théorie suggére d’utiliser l’hypothése

de partenaire pour chaque particule où chaque fermion a comme partenaire un boson

et vice versa. Cette symétrie entre ces deux derniers est connue par la supersymétrie

et abrégée par l’appellation ’SUSY’[8 9 10, 11 12]. Appliquée au départ aux systémes

à haute énergie [8 9] dont l’analyse expérimentale ne parait pas évidente, le concept

de la supersymétrie a rencontré des di¢cultés critiques pour s’imposer.

A…n de contourner cette contrainte, les physiciens ont pensé à tester cette super-

symétrie en mécanique quantique ’SUSYQM’[10 11] où des exemples d’application

sont accessibles. En fait, le recours à la mécanique quantique était dans le but de trai-

ter des systèmes de dimension (3D ) où le test de la brisure de symétrie est possible.

Au cours de ces essais via la SUSYQM, une mise au point de la propriété de l’inva-
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riance de forme suggérée par Gendenshtein en 1983 [13] a montré qu’il est possible

de trouver des solutions algébriques à certains potentiels qui n’ont pas de solutions

analytiques. En e¤et, cette méthode attribuée à des systémes quantiques a fait l’ob-

jet de beaucoup d’études [13 ¡ 21]. Leur particularité de factorisation a permet de

construire le formalisme général de cette théorie servant comme outil de base pour

traiter d’autres cas plus compliqués [22 23]. le formalisme a contribué dans l’étude

des systèmes quantiques et qui a conduit les physiciens à établir un nouveau domaine

qui est connu maintenant par le nom de la mécanique quantique supersymétrique .

Les idées de la SUSY ont contribué à la naissance de plusieurs nouvelles approches

dans di¤érentes branches de la physique ; physique atomique, moléculaire, nucléaire,

statistique, physique de solide et bien sur la mécanique quantique.

Dès le début des recherches sur la SUSY, il a été clair qu’elle n’était pas seule-

ment un modèle pour tester les méthodes de la théorie des champs, mais aussi un

outil intéressant et puissant par ses propres idées. Pour la première fois, les idées

de la SUSY ont été appliquées en mécanique quantique non relativiste (SUSYQM)

par Nicolai en 1976, et ensuite en 1981 par Edward Witten qui a proposé une classe

de grands modèles uni¤és au sein du cadre théorique de terrain. Plus précisément,

il a considéré des modèles (en Moins de quatre dimensions) dans lesquelles SUSY

pourrait être brisée dynamiquement.Cela a conduit à la découverte remarquable de

SUSY en quantum Mécanique traitant de systèmes inférieurs ou égaux à trois di-

mensions.,Nicolai et Witten [24] ont montré le lien avec la méthode de factorisa-

tion, proposée pour la première fois par Schrödinger pour résoudre algébriquement

le problème de l’atome d’hydrogène ;Ces travaux ont été généralisés par la suite par

Infeld et Hull qui ont obtenu une large classe de potentiels exactement solubles en

considérant six formes di¤érentes de factorisation.(thèses état lié) Un développement

considérable a été donné à ces travaux par plusieurs auteurs , et notamment après

l’introduction du concept d’invariance de forme en 1983 par Gendenshtein [25]. Ce
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concept est à l’origine de la découverte d’une large classe de potentiels analytique-

ment (algébriquement) solubles.

Cette nouvelle approche est devenue très célèbre par sa simplicité à obtenir le

spectre des potentiels supersymétriques algébriquement et avec un moindre coût. Elle

est maintenant généralisée et appliquée à la résolution de problèmes avec potentiels

non hermitiens.

Ce mémoire a été intitulé une initiation à la supersymétrie, car le but est de

nous introduire dans le monde incroyable de la supersymétrie, pour cela nous avons

structuré ce travail en trois chapitres principaux,

Le premier chapitre dont nous avons essayé d’expliquer les déférentes raisons qui

on conduit à une approche supersymétrique puis d’introduire un formalisme de base

de cette méthode.

Un deuxième chapitre où nous avons cité quelques exemples d’utilisations de ce

formalisme sur di¤érents potentiels,

Un troisième chapitre, dont nous avons essayé de déterminer les énergies et les

fonctions propres pour deux potentiels di¤érents en utilisant la MQSUSY,

Bien sûr en terminant par une conclusion générale.
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Chapitre 1

Le Modèle Standard et la

Supersymétrie

1.1 Introduction

Ce chapitre s’articule en deux parties

² Le modèle standard et ses limites dans un premier temps, nous allons rap-

peller les éléments essentiels du modèle standard en montrant qu’ils peuvent être

compris comme étant les reliquats à basse énergie d’une théorie plus fondamentale

décrivant la physique aux très hautes énergies. On précisera ensuite les limites du

modèle standard en insistant sur le problème le plus quantitatif celui de la hiérarchie

de masse.

² La supersymétrie ces limites indiquent l’existence d’une théorie plus fonda-

mentale que nous allons essyer de décrire le cadre général de la solution qui s’est

révélée être à la fois la plus cohérente et la plus riche : la supersymétrie [26] 
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Chapitre 1. Le Modèle Standard et la Supersymétrie

1.2 Le Modèle Standard

Le Modèle Standard est le résultat de cinquante années d’e¤orts, de recherche et

de mesures pour décrire la physique des particules élémentaires. Il s’appuie sur les

solides piliers que sont la relativité restreinte, la mécanique quantique et la notion de

symétrie. Le M.S comprend la description des 3 forces fondamentales (électromagné-

tique, faible et forte) à l’échelle microscopique et décrit la matière par l’intermédiaire

de 3 familles de fermions. Ces fermions sont classés en quarks (sensibles aux interac-

tions électromagnétiques, faibles et fortes), et en leptons (sensibles aux interactions

électromagnétiques et faibles). Les bosons de jauge, quant à eux, véhiculent les in-

teractions qu’elles soient de type électromagnétique (photon , de masse nulle), faible

(3 bosons Massifs + , ¡ et ) ou forte (8 gluons  de masses nulles). Toutes

ces particules sont considérées comme ponctuelles dans les limites expérimentales

actuelles · 10¡18) [27] 

1.2.1 Insu¢sances du Modèle Standard (MS)

Le constat expérimental précédent, en faveur du MS, confronté au constat théo-

rique suivant est source d’étonnements dans la communauté des physiciens des par-

ticules. En e¤et, le MS n’explique pas, par exemple, les nombres quantiques des

particules (charge électrique, isospin faible, couleur,...), ne prédit pas le spectre de

masse ni n’inclut l’interaction gravitationnelle [28] 

La masse du neutrino

Le Modèle Standard minimal confère une masse nulle aux neutrinos. Or, les tra-

vaux de Matasoshi Koshiba (2002) au détecteur SuperKamiokande au Japon ont

permis de prouver qu’ils possédaient une masse. Il faut donc compléter le Modèle

Standard pour obtenir une prédiction correcte de cette masse.
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Chapitre 1. Le Modèle Standard et la Supersymétrie

Les fermions

Le Modèle Standard en tant que tel n’est pas capable d’expliquer l’existence des

trois familles de fermions, ni de prédire leurs masses.

Le problème hiérarchique

L’énergie typique de la Grande Uni…cation (l’énergie pour laquelle les constantes

de couplage des trois interactions fondamentales du Modèle Standard deviennent

sensiblement équivalentes) se situe aux alentours de 1016GeV , alors que celle des

particules du Modèle Standard se situe aux alentous de 102GeV. On en vient alors

à se demander comment un écart si grand est possible entre masses des particules et

énergie de grande uni…cation alors que la brisure de symétrie (apparaisant à l’éner-

gie de grande uni…cation) devraient être le phénomène provoquant l’apparition des

masses.

La gravité

À part la prédiction de l’hypothétique graviton qui n’a jamais encore été observé,

la gravité est la seule interaction fondamentale à être la grande absente du Modèle

Standard actuel [29] 

1.3 Supersymétrie

1.3.1 Principe

Origine des théories supersymétriques :

Deux grandes classes de symétries sont à distinguer en Physique : Les symétries

d’espacetemps (réunies dans le groupe de Poincaré) et les symétries internes qui se
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Chapitre 1. Le Modèle Standard et la Supersymétrie

classent en deux sous-catégories, à savoir les symétries globales (saveur, chirale) et

les symétries de jauge (couleur, électrofaible). Les premières tentatives d’uni…cation

de ces deux genres de symétries furent non relativistes. Ces modèles concernaient les

quarks et rassemblaient le groupe SU(2) de spin et SU(3) de saveur dans un groupe

SU(6). En 1967, Coleman et Mandula furent à l’origine d’un théorème [30] qui est le

plus précis et le plus puissant d’une série de “no-go theorems” traitant des symétries

possibles de la matrice S, dans le cadre de la théorie quantique des champs. D’après

ce théorème, si G est un groupe de symétrie connexe de la matrice S qui contient le

groupe de Poincaré, qui met un nombre …ni de particules dans un supermultiplet et

qui a des générateurs pouvant être représentés comme des opérateurs d’intégration

dans l’espace des moments (avec des noyaux qui sont des distributions), si la ma-

trice S n’est pas triviale et si les amplitudes de di¤usion élastique sont des fonctions

analytiques de s et t dans un voisinage de la région physique, alors G est locale-

ment isomorphique au produit direct du groupe de Poincaré devait être graduée (qui

contiennent à la fois des commutateurs et des anticommutateurs) a…n de ne pas violer

la connection entre le spin et la statistique [31]. Une algèbre graduée comprend des

générateurs , appartenant à une algèbre de Lie, et des générateurs , obéissant à

des relations d’anti-commutation entre eux et à des relations de commutation avec

les  [28] 

[] s  [ ] s  f g s 

si l’on considére une extention du groupe poincaré, les  reprisentent les généra-

teurs du groupe de PoincaréLa seconde relation permet à l’extension obtenue de ne

pas être trivialement un produit direct entre le groupe de Poincaré et le groupe associé

aux générateurs . Ces générateurs , ne commutant pas avec les transformations

de Lorentz, changent le spin des particules. Les générateurs  possèdent donc un
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Chapitre 1. Le Modèle Standard et la Supersymétrie

spin contrairement aux , d’où la notation (  pour bosonique et  pour fermio-

nique). De plus, le théorème de Coleman-Mandula supprime la possibilité de prendre

les  de spin entier. Ce nouveau groupe échange donc les fermions et les bosons

introduisant ainsi une nouvelle symétrie. Notons que cette symétrie Bose-Fermi a

aussi été introduite en 1971 par Neveu, Schwarz et Ramond, dans des modèles de

cordes pour les fermions. Haag, Sohnius et Lopuszanski prouvèrent ensuite que l’al-

gèbre de supersymétrie (ou superalgèbre) était la seule algèbre graduée généralisant

le groupe de Poincaré, compatible avec une théorie quantique des champs [32] [33].

L’introduction de représentations linéaires de la supersymétrie dans le contexte de la

théorie quantique des champs fut donnée la première fois par Wess et Zumino en 1974

[34]. Peu après, Ferrara, Salam, Strathdee,Wess et Zumino inventèrent le formalisme

des superespaces et superchamps [35-39]. Depuis le début des années 1980, des e¤orts

importants ont été investis dans le développement de la supersymétrie tant sur le

plan expérimental que théorique. Aucun partenaire supersymétrique d’une particule

du Modèle Standard, c’est à dire aucune particule supersymétrique, n’a cependant

été découvert à ce jour [28] 

Tableau 1 : Les particules du MS et leurs superpartenaires [40]
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Chapitre 1. Le Modèle Standard et la Supersymétrie

Fermions et bosons

Boson : Les bosons sont des particules qui ne doivent pas satisfaire le principe

d’exclusion de Pauli. Elles peuvent donc être nombreuses à occuper le même état

quantique. On peut considèrer des opérateurs bosoniques de création et d’annihila-

tion, qui ont respectivement pour e¤et de créer et annihiler une particule dans un

état quantique donné.

Fermion : Par opposition aux bosons, les fermions sont des particules qui doivent

satisfaire le principe d’exclusion de Pauli. Dans un état donnée, il ne peut donc y avoir

que 0 ou 1 fermion. La Supersymétrie n’est rien d’autre qu’une symétrie supposée

entre fermions (12) [28] 

1.3.2 Motivation de la supersymétrie

Quelles sont aujourd’hui les motivations pour la supersymérie ? Tout d’abord,

la supersymétrie (SUSY ) apporte un cadre particulièrement propice aux théories

de grande uni…cation dites théories GUT (Grand Uni…cation Theory) [41 42 43 44]

ainsi qu’aux modèles d’uni…cation des forces incluant la gravitation vers 1019GeV :

Les théories de cordes (supercordes si elles incluent SUSY ). Dans le modèle GUT

supersymétrique basé sur le groupe de jauge SU(5), si l’échelle e¤ective de brisure de

la supersymétrie est de l’ordre du TeV, les trois constantes de couplage du Modèle

Standard s’uni…ent à l’échelle d’uni…cation MGUT, ce qui n’est pas le cas dans le

modèle non supersymétrique GUT basé sur le groupe de jauge SU(5). De plus, dans le

modèle GUTSU(5) supersymétrique, l’échelle d’uni…cation est repoussée de MGUT

t 1015GeV (cas du modèle GUTSU(5) non supersymétrique) à MGUT t 2.1016GeV

ce qui augmente le temps de vie du proton. Notons cependant que dans les théories
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Chapitre 1. Le Modèle Standard et la Supersymétrie

SUSY, la stabilité du proton est menacée par des opérateurs non renormalisables.

Par ailleurs, SUSY o¤re un candidat naturel pour la masse cachée de l’Univers :

La LSP (Lightest Supersymmetric Particle), qui est la particule supersymétrique

la plus légère. En e¤et, la LSP est stable (excepté dans les scénarios dans lesquels

la symétrie de R-parité est violée, et interagit faiblement avec la matière. Mais la

principale motivation pour les théories SUSY reste la résolution du problème des

hiérarchies d’échelles de masse comme nous l’avons déjà montionné précédemment

[28] 

1.3.3 Formulation hamiltoniènne de la MQSUSY

Commutation et anticommutation

Le commutateur de deux opérateurs A et B se calcule de la manière suivante

[45]

[] =  ¡  (1.1)

On dé…nit également leur anticommutateur

fg =  + (1.2)

Sur ce principe et on se basant sur ce qui a été décrit précedament, on peut

également dé…nir des opérateurs fermioniques de création et d’annihilation (que nous

noterons respectivement + et  ). Ceux-ci satisfont les relations d’anticommutation
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Chapitre 1. Le Modèle Standard et la Supersymétrie

f y g = 1 f y  yg = f g = 0 (1.3)

De la même manière que les opérateurs bosoniques  et + satisfont les relations

de commutation

£
 +

¤
= 1

£
 +

¤
= [ ] = 0 (1.4)

1.3.4 Equation de Schrödinger stationnaire

L’équation de Schrödinger pour l’évolution dans le temps de la fonction d’onde

(¡!  ) d’une particule repérée par son vecteur position ¡! s’écrit :

~





³¡!
 

´
= 

³¡!
 

´
(1.5)

Où  est l’opérateur hamiltonien de la particule et ~ la constante de Planck. Si la

particule est en interaction avec un potentiel scalaire stationnaire et en l’absence de

champ magnétique,  ne dépendra pas explicitement du temps et prendra la forme

simple suivante :

 = ¡
~2

2
4+ (¡! ) (1.6)

Où m est la masse de la particule, supposée constante, 4 est l’opérateur Laplacien

et  (¡! ) étant l’opérateur d’énergie potentielle associée au potentiel d’interaction.

Les états physiques sont celles qui correspondent à des solutions pour lesquelles
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Chapitre 1. Le Modèle Standard et la Supersymétrie

(¡!  )est normalisable sur tout l’espace de dé…nition de  (¡! ) . Autrement dit

(¡!  ) appartient à l’espace de Hilbert des fonctions de carré sommable :

Z

¡! j  (¡!  ) j2 1 (1.7)

Car j  (¡!  ) j2 représente la densité de probabilité de présence. Pour résoudre

une équation du type (15) dans le cas stationnaire, on utilise souvant la technique de

séparation des variables d’espace et du temps. Ceci consiste à chercher les solutions

sous la forme d’un produit d’une fonction de l’espace et d’une fonction du temps :

 (¡!  ) =  () (¡! ) (1.8)

En substituant (18) dans (15), on obtient après séparation

~

 ()

 ()


=

1

 (¡! )
 (¡! ) (1.9)

Il s’agit d’une égalité entre deux expressions, dont l’une ne dépend que de l’espace

et l’autre ne dépend que du temps, qui n’est satisfaite que si chaque membre est égal

à la même constante. Ainsi, si on dénote cette constante par  () et  (¡! ) seront

donnés par

 ()


= ¡



~
 () (1.10)

dont la solution est simplement donnée par
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Chapitre 1. Le Modèle Standard et la Supersymétrie

 () =  (0) exp

µ

¡


~
()

¶

(1.11)

et

 (¡! ) =  (¡! ) (1.12)

L’équation (112)que doit satisfaire la fonction  (¡! ) est une équation aux valeurs

propres de l’opérateur  agissant dans l’espace de Hilbert. Par conséquent les valeurs

propres  de l’Hamiltonien coïncident avec les énergies possibles que peut prendre la

particule soumise aux interactions extérieures. Cette équation est appelée "équation

de Schrödinger stationnaire".

Selon la forme de l’interaction, les solutions physiques peuvent être de deux na-

tures di¤érentes. Les solutions étendues dans l’espace, c’est-à-dire qui ne s’annulent

qu’à l’in…ni, représentent les états de di¤usion et sont associées à des énergies ap-

partenant au spectre continu de la particule. Par contre, les solutions localisées dans

l’espace, c’est-à-dire qui s’annulent à l’extérieur d’un domaine fermé et borné, repré-

sentent les états liés [46 47] et correspondent à des énergies discrètes appartenant au

spectre quanti…é. Un système physique peut avoir uniquement des états de di¤usion

ou uniquement des états liés comme il peut avoir les deux à la fois. Pour un hamil-

tonien du type (16), on peut avoir une idée sur la nature du spectre directement à

partirde la forme du potentiel si ce dernier est à une dimension de l’espace,  (¡! )

´  (), ou central,  (¡! ) ´  (). Dans ces cas particuliers, comme en mécanique

classique [48], l’existence d’un minimum pour le potentiel est une signature de l’exis-

tence d’états localisés et par conséquent d’un spectre d’énergies quanti…ées dont le

nombre dépend de la profondeur du minimum. Par ailleurs, on montre que dans ces
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cas le spectre n’est pas dégénéré [47], de sorte qu’à chaque niveau d’énergie quanti-

…ée correspond une seule fonction propre caractérisée par le nombre de zéro qu’elle

possède sur l’intervalle de dé…nition du potentiel [49] ; la plus basse énergie lui cor-

respond une fonction d’onde qui n’a aucun zéro et est appeléé niveau fondamental,

celle du premier niveau excité possède un seul zéro, et ainsi de suite, c’est à dire de

façon générale la fonction d’onde du nième niveau excité possède exactement  zéro.

Toutes les solutions ne satisfaisant pas ces conditions ne peuvent pas représenter des

états physiques.

1.3.5 La SUSY pour l’étude de potentiels à une dimension

Cette section peut être considérée comme une première étape importante pour la

découverte de nouveaux potentiels analytiquement solubles. Nous y verrons com-

ment, à partir d’un potentiel donné, générer ses superpartenaires. Il est connus

maintenant que l’Hamiltonien Supersymmétrique HS d’un système de combinition

de bosons et fermions est écrit comme la somme de l’hamiltonien bosonique HB et

fermionique HF [50] 

 =  + (1.13)

En substituant les superpartenaires hamiltoniens + et ¡ [51] 

 =

0

@
¡ 0

0 +

1

A (1.14)

Pour l’Hamiltonien à une dimension 1, il est redi…nit comme + dans l’eq

(114)Un des ingrédients principaux pour la résolution exacte des problèmes d’un

potentiel dimensionnel est le raccordement entre les fonctions d’onde et le potentiel.
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Ce n’est pas toujours evident de connaitre exactement le potentiel (jusqu’ à une

constante) juste en connaissant la fonction d’onde de l’état fondamental (ou toute

autre fonction d’onde d’un autre état). Le non donné à ces opérateurs n’est pas

dépourvu de sens car celui de création augmente les valeurs propres, et d’annihilation

les diminue.

Soit l’Hamiltonien d’une particule

1 = ¡
~22

22
+ 1 () (1.15)

On va voir ici qu’il est possible de déterminer le potentiel 1() si l’on connaît

l’état fondamental [52]. Si 0() (l0état fondamental) tend vers zéro pour  ! §1

et ne possède aucun noeud, et si on choisit l’énergie de l’état fondamental de l’Ha-

miltonien 1comme étant zéro (
(1)
0 = 0). Alors on a l’équation de Schrödinger de

la fonction d’onde de l’état fondamental 0() :

10 () = ¡
~220
22

+ 1 ()0 () (1.16)

A partir de cette équation, on trouve facilement une expression de 1

1 () =
~2

00

0 ()

20 ()
(1.17)

Une fois que nous réalisons ceci, il est maintenant très simple de factoriser l’hamil-

tonien en utilisant :

1 = y (1.18)
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 =
~

p
2




+ () (1.19)

+ = ¡
~

p
2




+ () (1.20)

Les opérateurs de création et d’annihilationy et  sont une généralisation d’opé-

rateurs y et  que nous avions cité précédament. Ceci nous permet d’identi…er

1 = 2 ()¡
~

p
2

 0 () (1.21)

Cette équation est l’équation bien connue de Riccati. Où  () est généralement

connu sous le nom de ”” en littérature de la MQ SUSY. La solution

pour  () en termes de fonction d’onde d’état fondamental est :

 () = ¡
~

p
2


0

0 ()

0 ()
(1.22)

Cette solution est obtenue à condition que 0 = 0 est satisfaite, nous avons au-

tomatiquement une solution 10 = y0 = 0 La prochaine étape en construisant

la théorie SUSY liée à l’hamiltonien original 1 est de dé…nir l’opérateur 2 = y

obtenu en renversant l’ordre de  et de y Une peu de simpli…cation prouve que

l’opérateur 2 est en fait la correspondance hamiltonienne à un nouveau potentiel

2 ()

2 = ¡
~22

22
+ 2 () (1.23)
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2 () = 2 () +
~

p
2


0

(1.24)

Les potentiels 1() et 2() sont connus en tant que les potentiels partenaires

supersymmetriques ou encore les potentiels "SUSY-partenaires".

Notez que les valeurs propres d’énergie de 1 et de 2 sont semi-dé…nies positifs

((12) ¸ 0). Pour   0, l’équation de Schrödinger pour 1

1
(1)
 = +(1) = (1)

 (1) (1.25)

implique

2

³
(1)

´
= +(1) = (1)



³
(1)

´
(1.26)

De la même façon, l’équation de schrödinger pour 2

2
(2)
 = +(2) = (2)

 (2) (1.27)

Implique

1

³
+(2)

´
= ++(2) = (1)



³
+(2)

´
(1.28)

D’aprés les éqs (122) et (128) et du fait que 
(1)
0 = 0, il est clair que les valeurs

propres et les fonctions propres des deux hamiltoniens 1 et 2 sont reliées par

18
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(2)
 = 

(1)
+1 (1.29)

(1)
0 = 0 (1.30)

(2) =


(1)
+1p

+1

(1.31)


(1)
+1 =

+(2)q


(2)


(1.32)

( = 0 1 2) Notez que si 
(1)
+1 ( 

(2)
 ) de 1(2) est normalisé alors la fonction

d’onde (2) (
(1)
+1) dans les éqs. (131) et (132) est également normalisé. De plus,

ces relations nous montrent que si l’on connaît toutes les fonctions propres de 1,

on peut déterminer les fonctions propres de 2 en appliquant l’opérateur  , et si

l’on connaît toutes les fonctions propres de 2, on peut déterminer les fonctions

propres de 1 (mis à part l’état fondamental, qui n’a pas de SUSY-partenaire) en

appliquant l’opérateur y. l’operateur (y) convertit non seulement une fonction

propre de 1 (2) à une fonction propre de 2(1) avec la même énergie, mais elle

détruit également (crée) un noeud supplémentaire dans la fonction propre. Puisque

la fonction d’onde de l’état fondamental de 1est annihilée par l’opérateur  cet état

n’a aucun partenaire de SUSY. Ainsi l’image que nous obtenons est que en sachant

toutes les fonctions propres de 1 nous pouvons déterminer les fonctions propres de

2 en utilisant l’opérateur  et vice versa en utilisant y nous pouvons reconstruire

toutes les fonctions propres de 1 de ceux de 2 excepté l’état fondamental. Ceci

est illustré dans la …gure(1¡ 1) [28] 
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Fig (1-1) : Action des opérateurs  et +

La raison fondamentale de la dégénérescence des spectres de 1 et de 2 peut être

comprise trés facilement des propriétés de l’algèbre de SUSY. On peut maintenant

écrire et considérer une matrice hamiltonienne SUSY de la forme

 =

0

@
1 0

0 2

1

A (1.33)

Cette matrice hamiltonienne fait partie d’une algèbre fermée qui contient les

opérateurs bosoniques et fermioniques avec des relations de commutation et d’anti-

commutation (voir l’algèbre précédemment). Nous considérons les opérateurs super-

charges  et y(déjà rencontrés lors de l’étude de l’algèbre SUSY) sous la forme

 =  y et y = y dans un cadre général[53], ce qui est équivalent à

 =

0

@
0 0

 0

1

A (1.34)
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+ =

0

@
0 +

0 0

1

A (1.35)

De par la généralisation des opérateurs de créaton et d’annihilation. Dans ce

contexte, l’e¤et de  et de yest de relier les fonctions d’onde de 1 et 2

Les relations suivantes de commutation et d’anticommutation décrivent la super-

algèbre fermée sl (1 / 1) :

[] =
£
+

¤
= 0

©
+

ª
=  fg =

©
+ +

ª
= 0 (1.36)

Le fait que les supercharges  et y commutent avec  c’est le responsable de la

dégénérescence. Les opérateurs  et y peuvent être interprétés comme opérateurs

qui changent des degrés de liberté bosoniques au fermioniques et vice versa. Ceci est

élaboré au plus loin dans les exemples de l’oscillateur harmonique de SUSY (Voir réf

[53 54]).

Factorisation et Hiérarchies d’Hamiltoniens

Dans ce qui précède nous avons trouver qu’une fois qu’on connait la fonction

d’onde de l’état fondamental qui correspond à 1, on peut trouver le superpotentiel

de l’éq (122). On sait aussi que la fonction d’onde de l’état fondamental du partenaire

hamiltonien 2 est déterminée par le premier état exité 1 en appliquant l’opérateur

1, donc on vient de voir qu’on peut déterminer 2 si l’on connaît 1. On peut dès

lors aussi refactoriser 2 pour déterminer son partenaire 3, puis refactoriser 3

pour déterminer son partenaire 4, et ainsi de suite. Chaque nouvel Hamiltonien a

un état lié de moins que le précédent.
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Pour simpli…er on prend ~ = 2 = 1

1 = +1 1 + 
(1)
0 = ¡

2

2
+ 1 () (1.37)

où

1 =



+1 ()  +1 = ¡




+1 ()  1 = ¡

 ln
³

(1)
0

´


(1.38)

Le partenaire SUSY Hamiltonien est donné alors

2 = 1
+
1 + 

(1)
0 = ¡

2

2
+ 2 () (1.39)

où

2 () = 2
1 +

0

1 + 
(1)
0 = 1 () + 2

0

1 = 1 ()¡ 2
2

2
ln

(1)
0 (1.40)

On doit introduire la notion 
()
   est le niveau d’énergie et () refert le m’ième

hamiltonien . Les valeurs propres et les fonctions propres des deux hamiltoniens

1 et 2


(1)
+1 = (2)

  (2) =
³

(1)
+1 ¡

(1)
0

´¡1
2
1

(1)
+1 (1.41)

Maintenant commençant par 2 dont l’énergie fondamentale est 
(2)
0 = 

(1)
1 , on

peut simuler généralement le troisième hamiltonien 3 comme le partenaire SUSY

de 2, d’aprés ceci nous pouvons écrire 2 sous la forme
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2 = 1
+
1 + (1)

0 = +2 2 + (1)
1 (1.42)

où

2 =



+2 ()  +2 =




+2 ()  2 () = ¡

 ln
³

(2)
0

´


(1.43)

3 = 2
+
2 + 

(1)
1 = ¡

2

2
+ 3 () (1.44)

1 () = 2
2 +

0

2+
(1)
1 = 2 ()¡2

2

2
ln20 = 1 ()¡2

2

2
ln

¡
10 

2
0

¢
(1.45)

En outre

3
 = 2

+1 = 1
+2 (1.46)

3 =
¡
1
+1 ¡2

0

¢¡ 1
2 2

2
+1 (1.47)

=
³

(1)
+2 ¡

(1)
1

´¡ 1
2
³

(1)
+2 ¡ 

(1)
0

´¡1
2

21
1
+2

De cette manière, c’est clair que si l’Hamiltonien d’origine 1 a un nombre 

d’états liés, aux valeurs propres 
(1)
 et aux fonctions propres (1) avec 0 ·  ·

(¡1), alors on peut toujours générer une hiérarchie de (¡1) Hamiltoniens 12,

..., telle que (où  = 2 3  ) a le même spectre de valeurs propres que
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1, à part que  n’a pas les ( ¡ 1) premières valeurs propres de 1 [52]. Pour

 = 2 3  

 est alors donné par la relation suivante :

 = + + (1)
¡1 = ¡

2

2
+  () (1.48)

où

 =



+ ()   () = ¡

 ln
³

()
0

´


(1.49)

on a aussi les relations

()
 = 

(¡1)
+1 = ¢ ¢ ¢ = 

(1)
+¡1 (1.50)

() =

·³

(1)
+¡1 ¡ 

(2)
¡1

´¡1
2

¢ ¢ ¢
³

(1)
+¡1 ¡

(1)
0

´¡ 1
2

¸

¡1 ¢ ¢¢¢1
(1)
+¡1 (1.51)

 () = 1 ()¡ 2
2

2
ln

³
(1)0 ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ (¡1)0

´
(1.52)

Dans ce chemin, connaître tout les valeurs propres et fonctions propres de 1

on sera directement tout les valeurs propres d’énergie et fonctions propres de la

hiérarchie de  ¡ 1 Hamiltonien.
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1.4 Brisure de la SUSY

On vient de voir que si on connaît les solutions d’un hamitonien, c’est-à-dire

ses fonctions propres et ses valeurs propres, on peut obtenir les solutions de son

partenaire. D’après (121) et (124) ces deux hmiltoniens partenaires sont construits

à partir du superpotentiel  (), déduit de la fonction propre de l’état fondamental

¡0 () du potentiel en question en inverssant

 () = ¡
~

p
2




log¡0 () (1.53)

Le problème c’est qu’on général la fonction propre de l’état fondamental ¡0 ()

n’est pas connue au préalable, et il faut donc se débrouiller pour résoudre l’équation

non linéaire de Riccati (1.21) qui admet une in…nité de solutions "mathématiques".

Cependant après résolution, on doit sélectionner parmi toutes les solutions possibles

celle qui génère la fonction propre de l’état fondamental. Autrement dit si on dénote

cette solution par 0(), il faudrait que l’expression

exp

Ã

¡

p
2

~

Z 

0 () 

!

(1.54)

soit une fonction d’onde satisfaisant aux contraintes physiques, requises pour la

fonction d’onde de l’état fondamental. En particulier, elle doit être de carré sommable

et garantissant l’hermiticité de l’hamiltonien. Il se trouve que ces deux conditions

sont satisfaites si on exige que l’expression (1.54) soit une fonction continue, bornée

et s’annulant seulement aux extrémités du domaine de dé…nition du potentiel en

question.On doit donc avoir
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exp

Ã

¡

p
2

~

Z 

0 () 

!

!

! 0 (1.55)

Si la contrainte (1.55) est satisfaite on dit que la symétrie est non brisée, sinon

il y’a brisure de symétrie. Notons que la technique supersymétrique utilisée comme

méthode de résolution de l’équation de Schrödinger stationnaire n’est applicable, que

si la symétrie et non brisée, car en cas de brisure de symétrie elle peut conduire à

des résultats complètements erronés [55] 
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Exemples d’utilisation de la

supersymétrie

2.1 Introduction

Si le mouvement de la particule est con…né sur une droite, le potentiel est alors

une fonction à une seule variable de l’espace. Dans ce cas l’équation de Schrödinger

de la particule ne dépend que d’une seule variable de l’espace. L’hamiltonien du type

(1.5), s’écrit alors [55]

 = ¡
~22

22
+  () (2.1)

De nos jours, ce type de problèmes de mécanique quantique à une dimension et

d’une importance capitale en physique, dans le domaine du solide où de l’électronique.

Parmi les potentiels les plus utilisés on cite le potentiel de l’oscilateur harmonique,

le potentiel à une dimension du type Rosen-Morse et le potentiel de Pöschl-Teller et
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d’autres encore ;

– Le potentiel hyperbolique de Pöschl-Teller est donnée par

 () =
¡0

cosh2 ()
(2.2)

où 0 est  sont des constantes positives.

L’allure de ce potentiel pour  = 0 = 1 est représentée sur la …gure (2-1)

Le potentiel de hyperbolique de Pöschl-Teller à une dimension

Dans ce cas, il existe des solutions étendues correspondant à un spectre continu

d’énergies positives,  ¸ 0. Les solutions d’énergies strictement négatives,   0,

sont toutes localisées et correspondent à un spectre quanti…é selon la loi suivante [25]

 = ¡
~22

8

"

¡ (2+ 1) +

r

1 +
80
~22

#

 pour 0 ·   max (2.3)

avec
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max =
1

2

Ãr

1 +
80
~22

¡ 1

!

(2.4)

Ainsi, le nombre des états localisés dépend de la profondeur du potentiel,0 et de

sa largeur .

– On entend par “oscillateur harmonique quantique” un système dont l’amplitude

de probabilité ( ) est solution de l’équation de Schrödinger

~





³¡!
 

´
= 

³¡!
 

´
(2.5)

où

 =
2

2
+
1

2
22 (2.6)

Par séparation des variables, nous sommes donc amenés à résoudre l’équation

¡
~2

2

2 ()

2
+
1

2
22 () =  () (2.7)

Classiquement une particule dans un potentiel harmonique est toujours liée et

con…née dans une région limitée de l’espace. Ainsi pour une énergie  (arbitraire mais

…xée) la particule est con…née dans la région de l’espace où  () · . En mécanique

quantique une particule dont l’amplitude de probabilité est solution de l’équation

(2.7) sera également dans un état lié. A la lumiére des exemples traités dans les

paragraphes précédents, nous nous attendons à une amplitude de probabilité de carré

sommable (normalisable) qui ne s’annulle pas dans la région classiquement interdite
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mais y décroît su¢samment vite. Mais surtout nous nous attendons également à

une quanti…cation de l’énergie : l’équation (2.7) admet des solutions physiquement

acceptables uniquement pour certaines valeurs discrétes de . E¤ectivement c’est ce

qui se passe. On trouve en e¤et que le spectre de l’hamiltonien (2.6) est donné par

 = (+ 1) ~ (2.8)

avec  = 0 1 2¢¢¢ .

L’intervalle constant (~) entre deux “niveaux successifs” d’énergie est une des

caractéristiques de l’oscillateur harmonique. Le terme 1
2
~

dans l’équation (2.8) est appelé “énergie au point zero”.

A présent nous allons voir trois autres exemples où le formalisme de la SUSY a

bien été appliqué pour résoudre l’équation de Schrödinger.

2.2 le potentiel à une dimension du type Rosen-

Morse

Considérons le potentiel à une dimension du type Rosen-Morse, donné par

 () = ¡
2

cosh2 
+ 2 tanh  (2.9)

dé…ni sur l’intervalle ]¡1+1[ et dont l’allure est donnée dans la …gure suivante :
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Le potentiel à une dimension du type Rosen-Morse.

Il est claire, d’après cette allure et du fait que  ! ¡1  () = ¡2, que si

des états liés existent, leurs énergies dans le système d’unités ~ = 2 = 1 seraient

comprises entre ¡2 et ¡25 (le minimum du potentiel). En utilisant l’approche SUSY

le potentiel ¡() est donné par

¡ () =  2 ()¡
 ()


=  () = ¡

2

cosh2 
+ 2 tanh ¡ 0 (2.10)

où 0est l’énergie de l’état fondamental, qui est à priori inconnue, et  () le

superpotentiel.

En principe, il faut résoudre l’équation di¤érentiel de Riccati (23) pour obtenir

 () mais ici on va juste le proposer et véri…er s’il convient ou pas. Considérons

donc le choix

0 () =  tanh +  (2.11)
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où  et  sont deux paramètres réels. En reportant (24) dans (23), on obtient

2

cosh2 
+ 2 tanh  ¡0 = ¡

 (+ 1)

cosh2 
+ 2 tanh+ 2 + 2 (2.12)

Par identi…cation, on établit trois équations pour les paramètres   et 0, qui

sont

 (+ 1) = 2 (2.13)

 = 1 (2.14)

2 + 2 = ¡0 (2.15)

Les équations (26) et (27) serviront pour …xer  et  et l’équation (28) per-

mettra de déterminer l’énergie de l’état fondamental. On trouve donc deux solutions

distinctes dont les caractéristiques sont regroupées dans le tableau suivant :

 1 ¡2

 1 ¡1
2

0 ¡2 -17
4

0 () tanh + 1 ¡2 tanh ¡ 1
2

0 ()
exp(¡)
 cosh

 cosh2 

lim ! ¡1 0() 2 1

lim ! ¡1 0() 0 1

(2.16)

32



Chapitre 2. Exemples d’utilisation de la supersymétrie

où C est une constante de normalisation …nie.

On constate donc que, pour les deux solutions possibles, d’une part l’énergie

obtenue pour l’état fondamental est loin des valeurs permises et d’autre part la

contrainte suivante n’est pas satisfaite.

exp

0

@¡

p
2

~

Z

0()

1

A¡¡¡¡¡!
 !  0 (Contrainte)

En conclusion, les superpotentiels qu’on a proposés ne conduisent pas à la solution

physique du problème. Ainsi, s’il n’existe que ces deux solutions pour l’équation (23),

la supersymétrie serait brisée pour le potentiel (22). Par ailleurs, si on veut que la

symétrie ne soit pas brisée, on doit …xer les paramètres  et  de sorte que la fonction

de l’état fondamental, qui est facilement obtenue sous la forme

0() s exp

µ

¡

Z

( tanh  + ) 

¶

= exp (¡) (cosh)¡ (2.17)

s’annule pour  ! §1 (contrainte). On constate que 0 () satisfait cette condi-

tion si

(+ )  0   (2.18)

En dehors de ces limites, (24) conduit à une brisure de symétrie.

33



Chapitre 2. Exemples d’utilisation de la supersymétrie

2.3 Traitement exact des interactions du Potentiel

Coulombien perturbé

Une nouvelle méthode pour la solvabilité exacte des systèmes quantiques est

discuté et utilisé pour obtenir des expressions analytiques en dimensions fermées pour

les solutions exactes de l’atome d’hydrogène dans le potentiel externe ¢ () = +

2 qui est basé sur la théorie de perturbation supersymétrique. L’un des problèmes

de la mécanique quantique non relativiste est de trouver des solutions exactes à

l’équation de Schrödinger pour les potentiels utilisés dans di¤érents domaines de

la physique. En particulier, les potentiels de Coulomb perturbés représentent les

modèles simpli…és de nombreuses situations rencontrées dans les domaines atomique,

moléculaire, de la physique des particules de la matière condensé. L’obtention de

résultats analytiques a suscité beaucoup d’intérêts aux solutions de ces potentiels

dans des dimensions arbitraires. Ces problèmes ont été étudié depuis des années et

aucune solution générale n’a encore été trouvée[56].

 () = ¡ +  + 2 (2.19)

Une telle classe de potentiels, sont des candidats possibles pour le potentiel de

quarkonium ( le quarkonium désigne un meson sans saveur), comme l’a indiqué le

spectroscopie des mesons. Dans le cas particulier de  = 0 et   0 de tels poten-

tiels réduire au potentiel bien connu de charmonium (dont les particules élementaires

constituants sont des antiquarks et des quarks de charme). Outre sa pertinence dans

spectroscopie lourde de quarkonium, cette classe de potentiels avec  = 0 présente des

applications en physique atomique. L’e¤et Stark dans un atome d’hydrogène dans un

la dimension est donnée exactement par le potentiel de charmonium ( étant le para-

mètre de champ). La classe plus générale de ces potentiels avec   0 est également
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pertinentes en physique atomique. Cela pourrait être interprété comme le potentiel

perçu par un électron d’un atome exposé à un mélange approprié d’électrique et ma-

gnétique des champs. De plus, les noyaux en présence d’un fond d’électron forment

un système qui est important pour la physique de la matière condensée et pour

le laboratoire et plasmas stellaires. Le potentiel entre deux noyaux inclus dans un

tel plasma est approximativement Coulombien plus oscillateur harmonique, ce qui

correspond à  = 0 dans (29).

Comme la forme exacte de telles interactions est en grande partie inconnue, il est

donc souhaitable d’étudier les propriétés analytiques générales d’une grande classe

de potentiels dans (29). Dans ce contexte, l’analyticité des niveaux d’énergie pour ce

genre de potentiels a été étudié de manière rigoureuse par de nombreux auteurs en

utilisant théories di¤érentes [57¡ 70] en relation avec leurs applications potentielles

en des problèmes de spectroscopie.

Dans cet exemple, nous introduisons une alternative, un formalisme simple pour

un algébrique solution de l’équation de Schrödinger avec le potentiel de Coulomb

perturbé et trouver des solutions exactes dans l’espace N-dimesions. Le nouveau for-

malisme est basé sur le la mécanique quantique supersymétrique et utilise l’esprit

de la théorie des perturbations, dans lequel il n’y a pas de place pour les inconvé-

nients rencontrés dans les calculs avec les théories de perturbation disponibles dans

la littérature. Le travail présenté dans cette Cette lettre précise également, dans le

cadre puissant du formalisme actuel, que le Le potentiel de (29) est en fait un poten-

tiel invariant de forme parfaitement soluble, contrairement à la revendication dans

un travail récent [67] où les auteurs ont déclaré que la mécanique quantique super-

symmetrique donne des solutions exactes pour un seul état que pour le Potentiel de

Coulomb perturbé dans (29) qui a été traité comme un potentiel quasi-exactement

soluble. Introduisons maintenant le formalisme. Léquation d’onde radiale réduite

de Schrödinger pour un potentiel sphérique symétrique dans l’espace N-dimensions
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s’écrit

~200 ()

2 ()
=  ()¡,  () =  ()+¢ () ,  () = 0 ()+

¤ (¤ + 1) ~2

22

(2.20)

où 0 est l’un des potentiels parfaitement solubles, tels que le potentiel de cou-

lomb et les potentiels d’oscillateur l’harmonique utilisés dans le présent travail ,

 = 0 1 2  étant le nombre quantique radial, et ¤ = ( ¡ 3)2 avec  =  + 2.

Nous voyons que l’équation radiale de Schröodinger en N dimensions a la même

forme que la un en trois dimensions. Par conséquent, étant donné que le potentiel

a la même forme quelle que soit la dimension, la solution en trois dimensions peut

être utilisée pour obtenir la solution dans des dimensions arbitraires simplement par

l’utilisation de la substitution  ! ¤. Dans l’équation ci-dessus, ¢ représente la

petite perturbation (=  + 2)en supposant le paramètre de potentiel a est grand

par rapport aux autres paramètres de couplage  et  dans (29) en tenant compte

des interactions de Coulomb perturbées tandis que pour le cas de grand  et relative-

ment petit  et  le potentiel de perturbation implique  () = ¡+ conduisant

à un potentiel d’oscillateur harmonique perturbé. Cette fonctionnalité importante

sera utilisée plus tard dans ce travail pour tester les résultats. En utilisant l’esprit de

la théorie standard de perturbation , nous mettons ici en avant un formalisme plus

général pour traiter les problèmes de perturbation de la mécanique quantique e¢ca-

cement dans un cadre simple, qui a déjà été discuté en détail à travers les travaux

récents [71 72] impliquant di¤érentes applications du modèle.

Commencer avec

 () =  () () (2.21)
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dans laquelle  est la fonction propre normalisée connue pour le potentiel parfai-

tement soluble dans(29) incluant le terme barrière et  est une fonction modératrice

due à le potentiel perturbateur. En remplaçant (211) par (210), on obtient

~2

2

µ
00

+

00

+ 2

0
00




¶

=  ¡  (2.22)

Avec les nouvelles dé…nitions,

 = ¡
~

p
2

0


, ¢ = ¡
~

p
2

0


(2.23)

on arrive à

~200
2

=  2
 ¡

~
p
2

 0
 =  ¡  (2.24)

où  est la valeur propre du potentiel d’intérêt parfaitement résolu, et

~2

2

µ
00

+ 2

0
0




¶

= ¢ 2
 ¡

~
p
2
¢ 0

 + 2¢ = ¢ ¡¢ (2.25)

dans laquelle  est le terme de correction pour l’énergie due à ¢ et  =

 +¢. Par la suite, Eq. (212) réduit à

( +¢)
2 ¡

~
p
2

( +¢)
0 =  ¡  (2.26)

Comme le spectre complet et les fonctions d’onde sont connus dans l’analyse forme

pour les potentiels exactement solubles apparus dans (214), il faut ici résoudre (215)
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obtenir sous une forme fermée les corrections à la fois des fonctions d’énergie et des

ondes. En procédant avec le potentiel de Coulomb perturbé dans des dimensions

arbitraires

 () =

·

¡



+
¤(¤ + 1)

22

¸

+  + 2 (2.27)

et dé…nir le superpotentiel, pour les solutions,

=0 () =

r


2



(¤ + 1)~
¡
(¤ + 1) ~
p
2

(2.28)

menant à la première partie du potentiel dans le support, et de la littérature, la

fonction d’onde normalisée correspondante et l’énergie sont,

=0 () = 0¤+1 exp

·

¡


(¤ + 1) ~2


¸

, =0 = ¡
2

2~2 (¤ + 1)2
(2.29)

Pour le potentiel perturbateur, ¢ = + 2, le seul choix physiquement accep-

table est

¢=0 () =
p
 (2.30)

qui satisfait l’éq. (2.15) d’où l’on voit facilement que

¢=0 =
 ( ¡ 1) ~2

4
,  =

2
p
2

( ¡ 1) ~
(2.31)
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Il est souligné que de telles solutions ont en général des contraintes sur le potentiel

paramètres tels qu’ils sont apparus dans (2.20). Ces contraintes di¤èrent pour chaque

valeur propre, et par conséquent, diverses solutions ne correspondent pas au même

potentiel et ne sont pas orthogonal. À partir de (2.21), la fonction de modération

=0 () = exp

"

¡

p
2

~

Z 

¢=0 ()

#

= exp

·

¡
 ( ¡ 1)

4
2

¸

(2.32)

Par conséquent, la fonction d’onde complète pour le potentiel  = 0dans (1.41)

prend la forme

=0 () =  ()=0 () = 0(
¡1
2 ) exp

·

¡
2

( ¡ 1) ~
 ¡

 ( ¡ 1)

4
2

¸

(2.33)

En…n, l’énergie exacte de l’état fondamental est

=0 = =0 +¢=0 = ¡
22

~2 ( ¡ 1)2
+

 ( ¡ 1) ~2

4
(2.34)

Les résultats en équations (2.33) et (2.34) sont exacts et en accord avec ceux de

[67 68]. Comme indiqué précédemment, le potentiel dans (2.17) se comporte égale-

ment comme un oscillateur harmonique dans le cas pour le  et relativement petit 

et . Cela permet de véri…er explicitement les résultats obtenus ci-dessus et la …abilité

du formalisme introculé. Pour cette considération, nous dé…nissons les superpoten-

tiels

=0 () =
p
 ¡

(¤ + 1)
p
2

 ¢=0 () =
2
p


(2.35)
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qui donnent, par l’utilisation de l’un ou l’autre des équations. (214) et (215)

ensemble, ou (216) seul,

=0 =
~
p


p
2

(2¤ + 3)  ¢=0 = ¡
2

4
(2.36)

qui sont exactement équivalents à ceux trouvés pour le cas de Coulomb perturbé

dans (2.24). De même, avec (2.25), on arrive facilement à (2.23). Pour la générali-

sation, nous précisons encore que la technique actuelle est également applicable aux

états excités, pour lesquels il faut utiliser l’invariance de forme la propriété et la

relation entre les partenaires supersymétriques [73]

 + ( 0) =  ¡ ( 1) + (1) (2.37)

où 0 = ¤ et 1 = (0) = ¤+1 sont les paramètres indépendants de la position

tandis que  § sont les partenaires supersymétriques

(=0 +¢=0)
2 §

~
p
2

(=0 +¢=0)
0 =  § ¡ ¡

=0 (2.38)

Qui dépendent des superpotentiels dans (2.18) et (2.20) pour le cas    . Palier

en gardant à l’esprit que le remplacement ¤ de ¤ +1 dans  ¡(¤) conduit à  ¡

(¤ 1) et en maintenant les paramètres potentiels  et  comme dans [67 68] tout

en permettant le changement, voir éq. (221), nous obtenons par les calculs simples

 = ¡
 ¡

2

4
+

~
p


p
2

(2¤ + 3) 
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¡
 =

X

=1

 () = ¡
~
p


p
2

[(2¤ + 3)¡ 2 (+ ¤) + 3]

 = ¡
2

4
+

~
p


p
2

[2 (+ ¤) + 3]  + 0 1 2 (2.39)

Ce qui est en accord avec [68] dans un espace à N dimensions et avec [65] en trois

dimensions. En outre, il est facile de construire les fonctions d’ondes d’état  à partir

de la fonction d’onde de l’état fondamental utilisant la dé…nition supersymétrique

[73]

¡+1 ( 0) ® + ( 0)
¡
 ( 1)  + ( 0) = ¡

~
p
2

·
2

2
+

0=0 ( 0)

=0 ( 0)

¸

(2.40)

Nous concluons par deux remarques. Premièrement, le formalisme actuel peut

être généralisé à toutes les forces polynomiales

 () = 2 +2¡1 + ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢+ +2 (2.41)

comme traitement alternatif mais simple aux autres travaux [74], et d’autres

références. Avec la prise en compte du problème de Coulomb perturbé, nous avons

clari…é que la solution explicite de l’équation de Schrödinger associée à la famille

potentielle en (2.30) reste possible dans un parallèle presque complet avec  = 1.

Dans cette voie, les travaux sont en cours. La deuxième remarque que nous souhaitons

faire est que, mis à part l’intérêt inhérent on a dans l’existence de solutions exactes,
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les résultats rapportés ici sont probables être utile dans les calculs de perturbation

pour les énergies de l’état excité et les fonctions d’ondes, en particulier si la méthode

d’autres théories de perturbation est apparue dans la littérature pour évaluer les

corrections de second ordre et d’ordre supérieur peut être étendue pour couvrir de tels

cas. Dans ce contexte, nous pensons que la forme simple de notre nouvelle approche

de ces problèmes ouvre une nouvelle direction de développement vers de nombreux

applications pratiques à construire et à apprécier.

2.4 Potentiel carré in…ni

Examinons un potentiel bien connu, à savoir le puits carré in…ni, et déterminons

son potentiel de partenaire SUSY. Considérons une particule de masse m dans un

puits carré in…ni potentiel de largeur L

 () = 0, 0 ·  · , (2.42)

= 1, 0    1,   

On sait que la fonction d’onde d’état fondamental est normalisée


(1)
0 =

µ
2



¶ 1
2

sin
³



´
 0 ·  ·  (2.43)

et l’énergie de l’état fondamental est

0 =
~2

22
(2.44)
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Soustraction de l’énergie de l’état fondamental pour pouvoir factoriser l’hamilto-

nien , les valeurs propres énergétiques de 1 =  ¡0 sont

(1)
 =

 (+ 2)

22
~2  = 0 1 2 ¢ ¢ ¢ ¢ ¢¢ (2.45)

et les fonctions propres normalisées de 1 sont les mêmes que celles de , Le

superpotentiel de ce problème est facilement obtenu en utilisant l’équation

(1) =

µ
2



¶ 1
2

sin
(+ 1)


 0 ·  ·  (2.46)

Le superpotentiel de ce problème est facilement obtenu en utilisant des équations.

(1.22) et (2.33)

 () = ¡
~

p
2

cot () (2.47)

et donc le potentiel de partenaire supersymétrique 2 est

2 () =
~2

22
£
2 cos 2 ()¡ 1

¤
(2.48)

Les fonctions d’onde pour 2 sont obtenues en appliquant l’opérateur  aux

fonctions d’onde de 1. En particulier, nous constatons que les premières fonctions

d’ondes d’état excitée normalisées sont


(2)
0 = ¡2

r
2

3
sin2 ()  

(2)
1 = ¡

2
p

sin () sin (2) (2.49)

Ainsi, nous avons montré en utilisant SUSY que deux potentiels assez di¤érents

correspondant à 1 et 2 ont exactement les mêmes spectres, sauf que 2 est lié de
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moins. Etat. La …gure (2-2) montre les potentiels de partenaires supersymétriques

1 et 2 et le premier peu de fonctions propres. Pour plus de commodité, nous avons

choisi  =  et ~ = 2 = 1 Nous pouvons maintenant commencer à partir de 2 et

utiliser sa fonction d’onde d’état fondamental donnée par l’éq (2.39), le superpotentiel

correspondant s’avère être

2 () = ¡
~

p
2

2


cot () (2.50)

et donc le potentiel partenaire 3() se révèle être

3 () =
~2

22
£
6 cos 2 ()¡ 4

¤
(2.51)

Le potentiel de puits carré in…ni  = 0 de largeur  et son partenaire SUSY

 = 2 cos sec2  En unités ~ = 2 = 1
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En utilisant le superpotentiel 2 ci-dessus, la fonction d’onde d’état fondamental

de 3 () est facilement calculé en utilisant éq. (1.41)

(3)0 () _ sin3 () (2.52)

De cette façon, on peut construire une famille de paramètres (discrète) de poten-

tiels donnée par( = 0 1 2)

+1 () =
~22

22
£
 (+ 1) cos 2 ()¡ 2

¤
(2.53)

et c’est facile de voir que le spectre est donné par

(+1)
 =

~22

22
 (+ 2 + 2)   = 0 1 2 (2.54)

tandis que ses fonctions propres peuvent être facilement dérivées récursivement

de celles de carrés in…nis. Par exemple, sa fonction d’onde d’état fondamental est


(+1)
0 _ sin(+1) () (2.55)

De cette manière, nous avons montré comment générer toute une classe de nou-

veaux potentiels résolvables en à partir d’un problème analytiquement résolu. Jus-

qu’ici, nous avons explicitement inclus tous les facteurs tels que ~,  etc. Cependant,

à partir de maintenant par la suite, pour plus de simplicité (sauf indication contraire),

nous pouvons travailler dans des unités où ~ = 1 et 2 = 1 [75] 
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Calculs et Discussions
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Chapitre 3

Determination des énergies et des

états au moyens de la MQSUSY

3.1 Introduction

Les potentiels singuliers ont beaucoup attiré l’attention ces dernières années pour

une variété de raisons, deux d’entre elles étant que :

(i) la théorie de perturbation ordinaire a échoué pas mal de fois pour de tels

potentiels, et (ii) en physique, on rencontre souvent des phénomènes phénoméno-

logiques comme les potentiels fortement singuliers à l’origine tels que certains types

de nucléon, les modèles singuliers de champs en dimensions nulles,etc. Ainsi, une

étude de tels potentiels présente un intérêt, tant du point de vue fondamental que

appliqué. L’un des problèmes de la mécanique quantique non relativiste est de trou-

ver des solutions exactes à l’équation de Schröinger pour les potentiels utilisables

dans di¤érents domaines de la physique. Récemment, plusieurs auteurs ont obtenu

des solutions exactes pour le potentiel de puissance inverse du quatrième ordre uti-

lisant des méthodes analytiques [76¡ 78]. L’intérêt est principalement dû à la large
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applicabilité de ces types de potentiels à puissance inversée . Certains domaines d’in-

térêt sont la di¤usion d’ions d’atome [79], plusieurs interactions entre les atomes [80],

physique des basses énergies [81], interactions interatomiques dans physique molé-

culaire [82] et physique de l’état solide [83]. L’avènement de la supersymétrie a eu

un impact signi…catif sur la théorie physique dans un certain nombre de disciplines

distinctes. Un sous-champ qui a reçu beaucoup d’attention est la mécanique quan-

tique supersymétrique [84] dans laquelle les Hamiltoniens de systèmes distincts sont

liés par une algèbre de supersymétrie. Dans ce travail, nous sommes concernés par,

via la mécanique quantique supersymétrique, clari…er la relation entre deux systèmes

distincts ayant un potentiel d’interaction de type (1) (1 () =
1

+ 1

2
+ 1

3
+ 1

4
)et

interagissant à travers des potentiels pairs uniformes qui ont été largement utilisés

dans une variété de domaines, par exemple. voir [81 85]. Au cours des dernières an-

nées, les potentiels anharmoniques d’ordre supérieur ont attiré plus d’attention des

physiciens et des mathématiciens a…n de comprendre en partie un phénomène récem-

ment découvert, tel que les transitions de phase structurelles [86], la formation de

polarons dans les solides [87], concept de faux vide dans la théorie des champs [88],

…bre optique [89] et physique moléculaire [90]. De plus, il y a environ 60 ans, Michels

et autres[91] ont proposé l’idée de simuler l’e¤et de la pression sur un atome par l’en-

fermant dans une boîte sphérique impénétrable. Depuis ce temps, il y a eu une grand

nombre de publications, pour un aperçu, voir [92], traitant des études sur systèmes

quantiques enfermés dans des boîtes, qui impliquent un potentiel d’interaction est

un cas particulier (2 = 0)de (2)(où le type (2) est 2 () = 2
2+ 2

2
+ 2

4
+ 2

6
). Ce

domaine a reçu une impulsion récente années en raison de la fabrication de points

quantiques semi-conducteurs [93]. La motivation principale de ce travail est de ré-

véler l’existence d’un lien entre potentiels de type (1) et (2) (dans un espace à N

dimensions, et entre leurs potentiels cas particuliers comme un potentiel de type Mie

(ou Kratzer) [94] et pseudo-harmonique (ou Goldman-Krivchenkov) potentiel [95]

dans des dimensions plus élevées, qui à notre la connaissance n’a jamais été publiée
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dans la littérature. Par contre, avec l’avènement de la technique de croissance pour la

réalisation du quantum semi-conducteur puits, la mécanique quantique des systèmes

de petite dimension est devenue un élément majeur domaine de recherche.

Le travail présenté dans ce chapitre serait également utile à la littérature car les

résultats peuvent facilement être étendus à des dimensions inférieures.

Dans ce chapitre nous allons proposé deux potentiel du type (1) et (2) 1 () =

1

+ 1

2
+ 1

3
+ 1

4
et 2 () = 2

2 + 2
2
+ 2

4
+ 2

6
dont les énergies et les fonctions

d’onde sont disponibles comme réference par d’autre méthodes d’investigation. Ces

potentiels ont été le sujet de plusieurs travaux [96]¡ [103],

Nous allons maintenant introduire ce potentiel dans l’équation radiale de Schrö-

dinger qui comme nous l’avons déjà prédis à la même forme que l’équation de Schrö-

dinger unidimentionnelle. Ainsi nous pouvons éssayé d’introduire les notions de la

MQSUSY à ce système. La solution de l’équation de Schrödinger avec le potentiel

central  () s’écrit comme suit [28] :

 () = 0 ()1 () () (3.1)

où 0() est la solution au comportement à l’origine( ! 0), 1() est la solution

au comportement asymptotique( ! 1) et () la fonction inconnue que nous

allons trouver par la méthode SUSY. Cette solution est liée aux paramètres , , 

et  du potentiel.

Rapelons l’équation de Schrödinger

·

¡
~2

2

1



2

2
 +

~2

2

 ( + 1)

2
+  ()

¸

 () =  () (3.2)
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3.2 Etude analytique

3.2.1 Etude du potentiel du type 1 () =
1


+ 1

2 +
1

3 +
1

4

On injecte l’expression du potentiel  () dans l’équation (32), il vient :

·

¡
2

2
+

 ( + 1)

2
+
2

~2

µ
1

+

1
2
+

1
3
+

1

4
¡

¶¸

 () = 0 (3.3)

La nécessité de prendre les unités : 2 = ~ = 1 n’est qu’un choix de convenance.

L’équation di¤érentielle devient :

·

¡
2

2
+

 ( + 1)

2
+

µ
1

+

1
2
+

1
3
+

1

4
¡ 

¶¸

 () = 0

On pose : 1 ! 22

L’équation di¤érentielle devient :

·

¡
2

2
+

 ( + 1)

2
+

µ
1

+

1
2
+

1
3
+

1

4
¡ 

¶¸

 () = 0

En introduisant une nouvelle variable  telle que  =  on obtient

·

¡
2

2
+

 ( + 1)

2
+

µ

+
1
2

+
1
3

2 +
1

4
3 ¡

¶¸

 () = 0

Etude du comportement asymptotique ( ! 1)
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L’équation se réduit et on a :

µ

¡
2

2
+ 

¶

1 ()

La solution de cette équation :

1 () / exp¡

µ
3

6

¶

Etude du comportement à l’origine ( ! 0)

0 () / exp¡

µ


2

¶

La solution générale se met sous la forme

·

1 () / exp¡

µ
3

6

¶¸·

0 () / exp¡

µ


2

¶¸

 ()

où , est un paramètre

 () =  exp¡(
3

6
+



2
) (3.4)

L’expression (33), sera :

[
2

2
+

µ

 ¡
1


¡
1
2

¡
1
3

¡
1

4

¶

]() = 0 (3.5)
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On pose

¡
2

2
 () = ( ¡  ()) () (3.6)

Nous pouvons proposer selon la MQ SUSY l’hamiltonien 1

1 () =
³
+1 1 + 

(1)
0

´
 () =

µ

¡
2

2
+  ()

¶

 () (3.7)

1 = +1 1 + 
(1)
0 = ¡

2

2
+  () (3.8)

On peut écrire le potentiel sous la forme

 () =  2
1 ()¡

 ()


(3.9)

de l’éq (35) et (38) on peut déduire

1 () =
1

+

1
2
+

1
3
+

1

4
¡ 

(1)
0

On propose le superpotentiel 1() sous la forme

1 () =



+



2
+



3
+  (3.10)

1 () =
1
3
(2+ 2+ 2)+ 1

4
(2 + 3+ 2)+ 1

2
(2 + + 2)+ 20+2 1

6
+

21

+ 2 1

5
= 1


+ 1

2
+ 1

3
+ 1

4
¡ 

(1)
0
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Les relations entre les paramètres de cette équation satis…rent les dé…nitions de

la SUSY
8
>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>:

2 = 1

(2 + + 2) = 1

(2+ 2+ 2) = 1

(2 + 3+ 2) = 1

¡2 = 1
0

2 = 0

2 = 0

9
>>>>>>>>>>>>>>=

>>>>>>>>>>>>>>;

Les relations précedentes seront

 =
1

§2
p
1

¡ 1 (3.11)

 = §
p
1 (3.12)

 = 0 (3.13)

 = 1

p
1

1 ¡ 2
p
1

(3.14)

(1)
0 = (1

p
1

1 ¡ 2
p
1

)2 (3.15)

La contrainte entre 1 et 1sera

¡
1

p
1

³
21 ¡ 41

p
1 + 2

1

´
= 0 (3.16)

alors on peut écrire le superpotentiel comme
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1 () =
1

22
p
1

¡
1 ¡ 2

p
1

¢

0

@
211 + 41 ¡ 4

3
2
1+

2
1 + 21

21 ¡ 41
p
1

1

A (3.17)

et selon la relation (1-38) nous avons

1
0 () = 1

0 exp¡

Z

1 ()  (3.18)

1
0 () = 1

0 exp

0

B
B
B
@

¡
R

1

22
p
1(1¡2

p
1)

0

B
B
B
@

211+

41 ¡ 4
3
2
1 + 2

1+

21
21 ¡ 41

p
1

1

C
C
C
A


1

C
C
C
A

donc

1
0 () = 1

0 exp

0

B
B
B
@

1
41¡2

p
11

0

B
B
B
@

4
3
2
1 ¡ 211

+41 ln  + 2
1 ln +

2211 ¡ 4
p
11 ln 

1

C
C
C
A

1

C
C
C
A

et


(1)
0 = ¡ 2 (3.19)

1 = 2 (3.20)

1 = ¡(
1

§2
p
1

¡ 1)

q

(1)
0 (3.21)
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1
0 () = 1

0 exp

0

B
B
B
B
B
B
B
@

1

41 ¡ 2
p
11

0

B
B
B
B
B
B
B
@

4
3
2
1 ¡

211 + 41 ln  + 2
1 ln 

+221

µ

¡( 1
2
p
1

¡ 1)

q


(1)
0

¶

¡4
p
11 ln 

1

C
C
C
C
C
C
C
A

1

C
C
C
C
C
C
C
A

(3.22)

Le résultat obtenu après l’application de potentiel 1dans l’équation de Schrö-

dinger après avoir placé la superpotentiel correspondant est un résultat quasi-exact,

c’est-à-dire que l’énergie résultante est liée à la variable 1

dans le cas  0 et sous les contraintes précedentes

1 = ¡(¡
1

2
p
1

¡ 1)

q


(1)
0 (3.23)

Les résultats obtenus concordent avec ceux de la réf. [77 78 106] pour les trois

dimensions. Remarque cela a…n de conserver la solution

bien comportée à  ! 0 et en  ! 1 nous avons choisie  =
p
1

Les expressions obtenues ci-dessus peuvent facilement être étendues aux dimen-

sions inférieures. Par exemple, on peut facilement véri…er que nos solutions bidimen-

sionnelles ( = 2  ! ¡ 12) pour le potentiel de puissance inverse considéré sont

en excellent accord avec la littérature [106]. Les solutions d’état fondamental dans

des dimensions arbitraires pour le Coulomb (1 = 1 = 1 = 0), et pour le Kratzer

(1 = 1 = 0)[94], et pour une puissance inverse 1 = 0 [76 77] on peut également

trouver des potentiels à partir du au-dessus des prescriptions.

Kasap [107] et ses collègues ont utilisé la mécanique quantique supersymétrique

pour trouver des résultats exacts plus précisément les solutions des potentiels de
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Kratzer et pseudoharmonique dans trois dimensions. Leurs résultats peuvent être

facilement généralisés à N dimensions.

L’étude des oscillateurs anharmoniques a suscité un intérêt considérable en raison

de ses diverses applications, notamment en physique moléculaire. Le potentiel Morse

est couramment utilisé pour un oscillateur anharmonique. Cependant, sa fonction

d’onde ne disparaît pas à l’origine, mais ceux de type Mie et pseudoharmoniques

les potentiels font. Le potentiel de type Mie possède les caractéristiques générales

du véritable énergie d’interaction, inter-atomique et inter-moléculaire, et propriétés

dynamiques de solides [108]. D’autre part, le potentiel pseudoharmonique peut être

utilisé pour la spectre d’énergie de systèmes linéaires et non linéaires [96]. Le type

Mie et pseudo-harmonique les potentiels sont deux types particuliers de puissance

singulière analytiquement résoluble car ils ont la propriété d’invariance de forme.

Partant de la forme générale du potentiel de type Mie

3.2.2 Etude du potentiel du type 2 () = 2
2 + 2

2 +
2

4 +
2

6

On injecte l’expression du potentiel  ()dans l’équation (32), il vient :

·

¡
2

2
+

 ( + 1)

2
+
2

~2

µ

2
2 +

2
2
+

2
4
+

2

6
¡

¶¸

 () = 0 (3.24)

La nécessité de prendre les unités : 2 = ~ = 1 n’est qu’un choix de convenance.

On pose  =  et 2 = 2

L’équation di¤érentielle devient :

·

¡
2

2
+

 ( + 1)

2
+

¡
22 +2

¡2 + 2
¡4 +2

¡6 ¡ 
¢
¸

 () = 0
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En introduisant une nouvelle variable  telle que  =  on obtient

·

¡
2

2
+

 ( + 1)

2
+

µ

2 +2
¡2 + 2

2¡4 +2
3¡6 ¡





¶¸

 () = 0

Etude du comportement asymptotique ( ! 1)

L’équation se réduit et on a :

µ

¡


2
+ 2

¶

1 () = 0

La solution de cette équation :

1 ()1 exp¡

µ
2

2

¶

Etude du comportement à l’origine ( ! 0)

0 ()1 exp¡

µ


2

¶

La solution générale se met sous la forme

 () =

·

exp¡

µ
2

2

¶¸·

exp¡


2

¸

 ()

où , est un paramètre.

On pose :  = 0 et  =
p
 = 1 !  =  , on aura alors :
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 () =

µ

exp¡

µ
4 + 2

22

¶¶

 (3.25)

L’expression (33), sera :

[
2

2
+

µ

 ¡ 2
2 ¡

2

2
¡

2
4

¡
2

6

¶

]() = 0 (3.26)

On pose

¡
2

2
 () = ( ¡  ()) () (3.27)

Nous pouvons proposer selon la MQ SUSY l’hamiltonien 1

1 () =
³
+1 1 + 

(1)
0

´
 () =

µ

¡
2

2
+  ()

¶

 () (3.28)

1 = +1 1 + 
(1)
0 = ¡

2

2
+  () (3.29)

On peut écrire le potentiel sous la forme

 () =  2
2 ()¡

2 ()


(3.30)

de l’éq (35) et (38) on peut déduire
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2 () = 2
2 ¡

2

2
¡

2
4

¡
2

6
¡

(1)
0

on propose le superpotentiel 2() sous la forme

2 () =  +



+



3
(3.31)

2 () = (2 ¡ ) 0 + 22 + (2 + + 2) 1
2
+ (2+ 3) 1

4
+ 2

6
= 2 + 2

2
+

2
4
+ 2

6
¡ 

(1)
0

Les relations entre les paramètres de cette équation satis…rent les dé…nitions de

la SUSY

8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

2 = §1

 = 2¡3
2

 = §
p
2

 (2 ¡ 1) = ¡
(1)
0

2 + + 2 ¡ 2 = 0

9
>>>>>>>>=

>>>>>>>>;

En étudiant ces relations nous allons avoir plusieurs cas selon le signe de  et ,

et la détermination de ces valeurs sera en fonction du comportement à l’origine et

asymptotique de la fonction d’onde donc le cas qui nous intéresse sera en dé…niti

 = +1 et  = ¡
p
2

Les relations précedentes seront
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 = +1 (3.32)

 = ¡
1

2
p
2

³
2 + 3

p
2

´
(3.33)

 = ¡
p
2 (3.34)


(1)
0 =

1
p
2

³
2 + 3

p
2

´
+ 1 (3.35)

La contrainte entre les paramètres est

1

42

³
32 + 42

p
2 ¡ 422 + 2

2 ¡ 8
3
2
2

´
= 0 (3.36)

alors on peut écrire le superpotentiel comme

2 () = 2 ¡

³
1

2
p
2

¡
2 + 3

p
2

¢´

2
¡

p
2

3
(3.37)


(1)
0 () = 

(1)
0 exp

0

@¡

Z
0

@2 ¡

³
1

2
p
2

¡
2 + 3

p
2

¢´

2
¡

p
2

3

1

A 

1

A (3.38)


(1)
0 () = 0 exp

µ

¡
1

62
p
2

³
32 + 2

5
p
2 + 32 + 9

p
2

´¶

Le résultat est quasi-exact
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Pour des résultats exacts, nous devons dé…nir 2 = 0 dans le potentiel 2 ()Nous

aurons alors un nouveau potentiel  () = 2+ 
4
+ 

6
de la réf [28]  qui a été traité

comme suit,

 () =

µ

exp¡

µ
4 + 

22

¶¶

 (3.39)

on propose le superpotentiel  () sous la forme

 () =  +



+



2
+



3
(3.40)

Les relations entre les paramètres de cette équation satis…rent les dé…nitions de

la SUSY
8
>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>:

 = §1

 = 1
2
( ¡ 3)

 = §
p


 = 0

 (2 ¡ 1) = 
(1)
0

2 + 2 + = 0

9
>>>>>>>>>>>=

>>>>>>>>>>>;

En étudiant ces relations nous allons avoir plusieurs cas selon le signe de A et D,

et la détermination de ces valeurs sera en fonction du

comportement à l’origine et asymptotique de la fonction d’onde donc le cas qui

nous intéresse sera en dé…nitif

 = +1et  = ¡
p


Les relations précedentes seront
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 = +1 (3.41)

 = ¡
1

2
p


¡
+ 4

p

¢

(3.42)

 = 0 (3.43)

 = ¡
p
 (3.44)

1
0 =

1
p


¡
+ 4

p

¢

(3.45)

La contrainte entre b et c sera

3 + 4
p
+ 2 ¡ 8

3
2 = 0 (3.46)

après intégration


(1)
0 () = 1

0

µ

exp¡

µ
4 +

p


22

¶¶




1
2

p

+ 3
2



(3.47)

Exemple 1.1 : La fonction d’onde radiale 
(1)
0 () relative au cas 

(1)
0 = 5
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0 1 2 3 4 5
0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

r

U(r)

Fig (3-1) : La fonction d’onde non normalisée 
(1)
0 ()[28]

On sachant que 
(1)
1 = 

(2)
0 il rêste à trouver la fonction d’onde correspondante


(1)
1 

Puis on peut arriver jusqu’à  états liés selon les équations suivantes

(1)
+1 = (2)

 ,  (2)
 =

³
(1)
+1 ¡ (1)

0

´¡1n2
1

(1)
+1 (3.48)

et


(1)
+1 =

³
(2)
 ¡ 

(1)
0

´¡1n2
+1 

(2)
 (3.49)
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Conclusion Générale :

Il est bien connu que la méthode de la supersymétrie quantique se caractérise

par sa simplicité et sa ‡exibilité lors de son application aux potentiels locaux. Cette

souplesse se traduit par son processus très e¢cace dans la détermination exacte des

propriétés microscopiques des systèmes, telles que le spectre et les fonctions propres.

Dans ce travail, nous avons voulu reprendre un travail déjà fait sur l’extension

de l’applicabilité de cette théorie SUSYQM aux potentiels dépendant linéairement

de l’énergie. Pour ce faire, nous avons en premier lieu développé le formalisme de la

MQSUSY dans le cas des potentiels unidimensionnels (1D) dépendant uniquement

de la position. Cette approche est basée sur la factorisation de l’Hamiltonien étudié

suivie par la dé…nition d’un paramètre clef dit le superpotentiel.

Cet élément essentiel sert à construire tous les partenaires supersymétriques et

engendrer systématiquement leurs spectres et leurs vecteurs propres. L’établissement

d’une hiérarchie des Hamiltoniens supersymétriques permet de dé…nir une classe de

potentiels possédant les mêmes solutions exactes, avec un nombre d’états liés di¤é-

rent, malgré leurs formes incompatibles. Cette structure était très avantageuse car

elle a été la source de la mise en œuvre d’une propriété rigoureuse et très utile

connue par l’invariance de forme. Elle combine entre l’élégance et l’e¢cacité et per-

met d’accéder aisément à toutes les solutions, uniquement via les données de l’état

fondamental.

Trois exemples d’application véri…ant la propriété de l’invariance de forme ont été

abordés : le potentiel à une dimension du type Rosen-Morse, les interactions Coulom-

biènnes perturbées et le Potentiel carré in…ni. Ces derniers bien qu’ils soient solubles

analytiquement par d’autres méthodes, ils sont à l’origine, poue chacun d’entre eux,

d’une famille de potentiels plus compliqués qui deviennent solubles algébriquement

grâce à la SUSYQM.
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Par la suite, nous nous sommes intéressés dans le troisième chapitre à l’applica-

tion du formalisme SUSY sur deux potentiels di¤érents que nous avons appelé par

convenance type (1) 1 () =
1

+ 1

2
+ 1

3
+ 1

4
; et type (2) 2 = 2

2+ 2
2
+ 2

4
+ 2

6

Après un calcul détaillé, nous sommes parvenus à un résultat qusi-exactes, qui

est en parfait accord avec les résultats obtenue par la référence [109].

Nous avons remarqué par la suite qu’à chaque fois que nous traitons chaque

terme de chaque potentiel en revient à des résultats exacts ce qui ne diminue en rien

de ce travail, bien au contraire, il renforce la généralisation de ces type de potentiels

à puissances renversées.

Les solutions d’état fondamental dans des dimensions arbitraires pour le potentiel

de Coulomb (1 = 1 = 1 = 0), et pour le Kratzer (1 = 1 = 0)[94], et pour

une puissance inverse 1 = 0 [76 77] sont des solutions exactes, on peut également

trouver des potentiels à partir de ses prescriptions.

Puis dans le cas 2 = 0 dans le potentiel 2 ()  nous aurons alors un nouveau

potentiel  () = 2 + 
4
+ 

6
qui est le même de la réf [28]  qui a été traité aussi

convenabelement pour aboutir des résultas exactes jusqu’au degré  hamiltonien.

La méthode supersymetrique est très e¢cace dans la résolution de l’équation de

Schrödinger unidimensionnelle pour des potentiels jouissant de la propriété d’inva-

riance de forme et dans le cadre d’une symétrie non brisée ; c’est-à-dire si la fonction

d’onde déduite, suite à la factorisation de l’hamiltonien, est acceptable physiquement.

Malheureusement tous les potentiels ne sont pas invariants de forme, et il est parfois

di¢cile d’éviter la brisure de symétrie, car on a a¤aire à l’équation de Riccati, où il

n’existe aucune recette permettant son intégration de façon générale.

Sans ces deux di¢cultés majeurs (invariance de forme et brisure de symétrie), la

technique supersymétrique serait sans doute la plus géniale des méthodes permettant
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d’intégrer l’équation de Schrödinger stationnaire unidimensionnelle avec élégance. Il

serait alors bon de penser un jour à trouver une alternative, en cas de non invariance

de forme, ou de brisure de symétrie, sans recourir à d’autres méthodes.
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الملخص

النوعمنكمونینلأنظمةالموافقةالمرتبطةوالحالاتالطاقاتبدراسة قمنا العملھذا في
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وذلك بإدخال الكمون الفائق المقترح حسب المیكانیك الكمیة للتناظر الفائق

Résumé :

Dans ce travail, nous avons étudié les énergies et les états liés correspondants

pour les systèmes de potentiel du type
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Abstract

In this work, we have studied the energies and the corresponding bound states

for systems of potential of the type
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