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Résumé

Le travail présenté dans ce mémoire a pour but d’étudier I’effet de la charge critique sur les
fréquences propres des plagues composites stratifiées en utilisant un élément fini rectangulaire
a quatre nceuds avec cingq degré de liberté par nceud, basé sur la théorie du premier ordre de

cisaillement transverse.

Une série d'exemples a été testée sur 1’effet des efforts membranaires sur la vibration des
plaques isotropes et stratifiées, les résultats obtenus et comparés a ceux disponibles dans la

littérature, ont montré la rapidité de convergence et la bonne performance de I'élément.

Une étude parameétrique a été entreprise pour mettre en évidence l'effet de certains parameétres
sur la variation de fréquence propres des plaques isotropes et stratifiées soumises a un

chargement mécanique.

Mots clé : plagues composites stratifiées, effet de la charge membranaire, théorie du

premier ordre, élément fini, fréquence propre, charge critique.
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Abstract

In this memoir a set of examples has been considered to study the effect of the critical load on
the natural frequency of laminated composites plates, using a rectangular finite element with 4
nodes and five degree of freedom pen node, based on the first order shear theory The obtained
results compared with analytic solutions and those obtained by other finite element models
available in the literature, showed the good performance and the accuracy of the used model

This work has been completed by a parametric study to show the effect of different parameters

on the natural frequency’s variation of laminated plates under critical load loading.

Key words:

Laminated composites plates, effect of the critical.
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Introduction géneral

De nos jours les matériaux composites sont devenus incontournables et commencent peu a peu
a étre une alternative aux matériaux classiques, grace aux avantages qu’ils présentent. En effet,
leur résistance et leur rigidité spécifiques rendent leur utilisation prend de ’ampleur dans
presque tous les domaines de construction et de 1’industrie. Cependant ce type de matériaux
posséde des comportements trés complexes dus a leur hétérogénéité et leur anisotropie

prononce.

Lors de la conception des plaques stratifiées qui servent comme éléments de structures, divers
comportements sont pris en considération. L'analyse dynamique est parmi les comportements
indispensables pour cette fin. En général, la détermination des fréquences naturelles, s'effectue
pour des plaques non chargées. Cependant, ces valeurs peuvent s'avérer non réalistes puisque
les éléments de structures tels que les plaques et les coques sont toujours sollicités. Pour
s'approcher d’avantage a la réalité on doit tenir compte de certaines sollicitations qui peuvent
affecter les valeurs des fréquences naturelles de ces éléments de structure, notamment les
charges membranaires de compression qui affaiblissent les rigidités flexionnelles des plaques

et qui peuvent causer leur flambement.

La description du comportement dynamique des plaques et la connaissance préalables des
fréquences propres des plaques sont indispensables lors de leur conception. En général I’analyse
dynamique de ce type d’¢éléments de structure s’effectue pour un environnement sévere qui

influe sur leur comportement général et spécialement sur leurs fréquences propres.

Objectif :

L’objectif de ce travail est I’analyse vibratoire des plaques stratifiées en matériaux composites
sous I’effet d’un chargement membranaire, en utilisant un élément finis basé sur la théorie de

la déformation de Cisaillement de Premier Ordre (FSDT).
Organisation des chapitres :
Notre mémoire est divisé en quatre chapitres :

1) Dans le premier chapitre, on presente des Géneralités sur les matériaux composites

et I’effet du chargement membranaire sur la vibration de plaques stratifiées.



2)

3)

4)

Dans le deuxiéme chapitre, on présente la loi de comportement de plaques stratifiées
selon la théorie du premier ordre (FSDT).

Le troisieme chapitre est consacré a la présentation de la formulation de 1’élément fini
utilisé, suivi par la présentation d’un programme en langage Fortran et un autre
programme sur Matlab, suivi par la validation de I’élément a partir d’une comparaison
des résultats avec les résultats obtenus de la littérature.

Le quatriéeme chapitre concerne une étude paramétrique pour mettre en évidence
I’influence de différents parameétres et la charge membranaire sur la vibration des

plagues composites stratifiées.



Chapitre 1 Recherche bibliographique

CHAPITRE I

Recherche bibliographique :

I -1) Généralités sur les matériaux composites :
I -1-1) Introduction :

Les plaques sont des structures trés utilisées dans l'industrie aérospatiale, le génie civil et
dans des constructions courantes (ponts, toits de batiments,...). Tous ces domaines sont
stratégiques et économiquement trés importants. C'est pour cette raison que les plaques ont

fait I'objet de trés grand nombre de travaux depuis plus d'un siécle.

I -1-2) Définition :

Un matériau composite est constitué de l'assemblage de deux matériaux de natures
différentes, se complétant et permettant d'aboutir @ un matériau dont I'ensemble des
performances est supérieur a celui des composants pris séparément.

Un matériau composite consiste dans le cas le plus genéral d'une ou plusieurs Phases
discontinues réparties dans une phase continue. La phase Discontinue est habituellement plus
dure avec des propriétés mécaniques supérieures a celles de la phase continue. La phase
continue est appelée la matrice et la Phase discontinue est appelée le renfort ou matériau

renforcant [1].

matrice

& L
NN N

////&
\ W//,\\\\\\\\%/

N ] \

V//
N
@
N

Figure 1.1 .Matériau composite [1].
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Chapitre 1 Recherche bibliographique

| -1-3) Eléments constituants d’un matériau composite :
| -1-3-1) Renforts :

Le renfort contribuent a améliorer la résistance mécanique et la rigidité des matériaux
composites et se présentent sous forme filamentaire, allant de la particule de forme
allongée a la fibre continue qui donne au matériau un effet directif. [2].

La classification des principaux matériaux de renfort couramment rencontrés est

indiquée sur la figure (1-2)
| -1-3-2) Matrice :

La matrice permet de lier les fibres du renfort fibreux entre elles, ainsi que de répartir
les efforts (résistance a la compression ou a la flexion). La matrice est facilement
déformable et assure la protection chimique des fibres. Généralement, c'est un

polymere ou une résine organique [2].
| -1-4) Définitions de base :

- Matériau homogéne : méme propriétés physiques en tout point du matériau

- Matériau hétérogene : Un matériau est dit hétérogéne s’il existe en deux points
différents, des propriétés différentes.

- Matériau isotrope : mémes caractéristiques physiques dans toutes les directions

- Matériau isotrope transverse : C’est un matériau possédant une direction privilégiée,
c'est-a-dire qu’il existe un axe de symétrie par rapport a une droite.

- Matériau orthotrope : Les propriétés symétriques par rapport a deux plans
orthogonaux. Deux types d’orthotrope existent :

- Une orthotrope de géometrie

- Une orthotrope de matériau

- Matériau anisotrope : Les matériaux anisotropes sont des matériaux dont les

propriétés varient selon une direction considéreée.
I -1-5) Avantages et les inconvénients des matériaux composites :

| -1-5-1) Avantage des matériaux composites : Les matériaux composites sont aujourd’hui

principalement utilisés industriellement pour différentes raisons, dont voici une liste :

- Gain de masse

- Mise en forme de piéces complexes (principe du moulage) et réduction du nombre
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d’interfaces (boulonnage, rivetage et soudure sur structures métalliques)

Grande résistance a la fatigue

Faible vieillissement sous l'action de I'numidité, de la chaleur, de la corrosion (sauf en
cas de contact entre de I’aluminium et des fibres de carbone)

Insensibles aux produits chimiques "mécaniques " comme les graisses, huiles, liquides

hydrauliques, peintures, solvants, pétrole.

| -1-5-2) Inconvénients des matériaux composites : Les inconvénients les plus courants sont

les suivants :

Codt important du passage matériau métallique a matériau composite, prenant en
compte le colt matériau (des constituants) et le co(t associé au procédé de fabrication.
Vieillissement sous I’action de I’eau et de la température

Tenue a I’impact moyenne par rapport aux métalliques

Forte sensibilité aux singularités géométriques (de type trou, entaille...) constituant
des maillons faibles au sein de la structure.

Dispersion matériau plus importante que les matériaux métalliques induisant un
surcodt des campagnes de qualification matériau due aux nombres de répétitions
d’essais imposées.

Sensibilit¢ a I’environnement des matrices organiques entrainant une perte de

propriétés mécaniques notables apres vieillissement thermique ou hydrique ...

I -1-6) Classification des matériaux composites :

Les matériaux composites peuvent étre classé suivant la forme des composites et suivant la

nature des composites

| -1-6-1) Classification selon la forme des constituants :

a) Composites a fibres : La matiére renforcant se présente sous forme de fibres longues,

courtes ou coupeées, dont l'arrangement et l'orientation déterminent les propriétés
mécaniques du matériau permettant une conception adaptée a Iapplication
(conception a la carte) en agissant sur :

» La nature des constituants ;

» La proportion de chaque constituant ;

> L'orientation des fibres

b) Composites a particules : Dans ce cas le renfort se présente sous forme de particules,

qui sont utilisées pour I'amélioration de certaines propriétés mécaniques et physiques
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de la matrice (rigidité, tenue a la température, résistance a l'abrasion...) ou simplement

pour diminuer le codt de production du matériau sans altérer ses caractéristiques. [3]

I -1-6-2) Classification selon la nature des constituants :

Selon la nature de la matrice et du renfort on rencontre plusieurs combinaisons possibles :

a) Composites a matrice organique :
Résines et charges associées a :
- Des fibres minérales : verre, carbone, etc. ;
- Des fibres organiques : kevlar, polyamides, etc. ;
- Des fibres métalliques : bore, aluminium, etc.
b) Composites a matrice métallique
Métaux légers et leurs alliages associés a :
- Des fibres minérales : carbone, carbure de silicium (SiC) ;

- Des fibres métalliques : bore ;

- Des fibres métallo-minérales : fibres de bore revétues de SiC.

¢) Composites a matrice minerale
Céramiques associées a :
- Des fibres métalliques : bore ;
- Des particules métalliques : cermets ;

- Des particules minérales : carbures , nitrures, etc.

polyesther — verre
inorganiques —|: , ‘
aramides — ceramigques
renforts
. minéraux —— bore
organiques {
végétaux — métalliques
— carbone

Figure 1.2 : Types de renfort [4]
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— thermodurcissable

organique —
— thermoplastique
maltrice
— céramigue
minérale —j
— métallique

Figure 1.3: Types de matrice [4]

Couches (Phs)

Plaque stratifice

Figure 1.4 : Constitution d'un stratifié [5].

I -1-7) Les stratifiés :

Les stratifiés résultent de la superposition de plusieurs couches ou plis, qui peuvent étre des
nappes unidirectionnelles, de tissus ou des maths, imprégnés de résine. Chaque couche peut
avoir une orientation propre.

Le stratifié est défini généralement par sa séquence d’empilement, information qui fournit de
maniére synthétique I’orientation des diverses couches d’un stratifié [3].

L’avantage que présentent les composites stratifiés est de permettre de créer des matériaux
aux propriétés mecaniques orientées de maniere optimale afin de mieux

répondre aux sollicitations de la structure.
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| -2) Peffet du chargement membranaire sur la vibration de plaques stratifiées :
| -2-1) Introduction :
L'utilisation des plaques stratifiées composites a connu un grand développement durant ces
dernieres années, Une plaque composite utilisee comme élément structural est souvent
soumise a différents types de compression qui peuvent causer le flambement.
La connaissance du comportement critique et post-critique s'avere alors nécessaire dans le

dimensionnement de ces plaques.

| -2-2) Revue sur la vibration des plaques :

Un certain nombre de théories existent dans la littérature pour l'analyse des structures
composites stratifiées.

Différentes études ont été menées pour déterminer les propriétés dynamiques des composites
stratifies.

En 1971,Wu et Vinson [6] ont étudié I'effet des déformations de cisaillement sur la fréquence
naturelle fondamentale de plaques composites avec différentes conditions aux limites, Cette
solution a été fondée sur la méthode de Galerkin et les fonctions considérées sont analogues a

ceux de Warburton ..

En 1973, Noor [7] a utilisé la théorie des plaques composites multicouches tridimensionnelles
pour étudier I’effet du nombre des couches, le degré de I’anisotropie et le rapport de

I’épaisseur sur les fréquences fondamentales des plaques carrées simplement appuyées.

En 1978, Bert [8] a presenté I'effet de la déformation de cisaillement sur les vibrations des
plaques rectangulaires stratifiées antisymétriques. La formulation en déplacement de la
théorie prenant en compte la déformation de cisaillement pour des plagues hétérogenes
proposée par Yang, Norris, et Stevsky a été utilisée.

Les résultats numériques sont présentés montrant I'effet paramétrique du rapport longueur sur
largeur, du rapport longueur sur épaisseur, du nombre de couches et de I'angle d’orientation
des plis , Il a été conclu que :(a) I'effet de la déformation du cisaillement transverse relative
sur la fréquence fondamentale est supérieure pour les plaques équilibrées antisymétriques que
pour les plagues isotropes homogénes de mémes dimensions et (b) I'effet du rapport longueur
sur largeur de la plaque (a/b) sur la fréquence fondamentale est plus prononcé pour les

plaques épaisses (faible rapport a/h) que pour les plaques minces.
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En 1987Whitney [9], considére une théorie d'ordre supérieur, qui prend en compte I'effet de
cisaillement transverse et les déformations d'inertie de rotation.

Son approche est une extension de théories développées par Reissner et Mindlin pour les
plaques isotropes homogeénes. Des solutions exactes ont été obtenues dans le cas des appuis

simples, seulement.

I -2-3) Revue sur vibration et Flambement des plagues composites :

Les expériences montrent que les structures composites qui sont largement utilisées de nos
jours, deviennent instables, lorsqu’elles sont soumises a des efforts de compression. Ces
efforts de compression axial d’origine mécanique ou thermique peuvent atteindre une valeur

critique appelée force critique de flambement,

En 1957, Gerard et Becker [10], sont les premiers a étudier I’analyse de flambage des plaques
orthotropes et isotropes. Suivi d’un travail général publi¢ en 1987 par Leissa, A. W.sur le
flambage des plaques composites stratifiées. Par ailleurs, une revue a été publiée récemment
en 2013 par Jifeng Xu Qiao et al sur l'analyse du comportement de flambage et de post-

flambement des éléments de structures composites.

En 1985, Reddy et Phan [11]. Ont Proposé une théorie de la déformation par cisaillement
d'ordre supérieur qui est utilisée pour déterminer les fréquences propres et les charges de
flambement des plaques élastiques. La théorie prend en compte la distribution parabolique des
efforts de cisaillement transversal a travers I'épaisseur de la plaque et Il'inertie rotative. Des
solutions exactes de plaques simplement supportées sont obtenues et les résultats sont
compares aux solutions exactes de la théorie de I'élasticité tridimensionnelle, de la théorie de
la déformation par cisaillement du premier ordre et de la théorie des plaques classique. La
théorie actuelle prédit les fréquences et les charges de flambement avec plus de précision par

rapport aux théories de premier ordre et classiques.

En 1990, Dhanaraj [12], a présenté les caractéristiques des modes de vibration fondamentaux
des plaques stratifiées composites avec différentes conditions aux limites soumises a une
contrainte de compression uniaxiale simple, Les stratifiés rectangulaires a plis obliques et
croisés, le nombre de couches dans le stratifié a été pris comme parameétre pour 1’étude,
I'élément fini semiloof est utilisé dans cette formulation, la variation des fréquences avec les
contraintes initiales, qu’elles soient totalement linéaires ou linéaires par morceaux, ne dépend

pas du rapport de forme de la plaque seulement, mais aussi du rapport d’orthotropie et de
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I’angle d’orientation des fibres.

La formulation actuelle prend en compte le moment initial résultant de la définition de la
matrice de rigidité géométrique.

Les fréguences vont augmenter ou diminuer en fonction de la nature de la contrainte-tension
ou de la compression, respectivement. La fréquence diminue a mesure que la contrainte
initiale (de compression) augmente. Lorsque la limite est atteinte, la fréquence devient nulle

lorsque la contrainte initiale atteint la valeur de la contrainte de flambage critique.

En (2003), Chakrabarti A., Sheikh A.H., [13] ont proposé un élément triangulaire
de six nceuds qui possede sept degrés de libert¢ pour chaque nceud basé¢ sur la
théorie développée de troisieme ordre de Reddy pour l'analyse statique et flambage
des plagues composites multicouches dans différentes applications pour étudier ses
performances. Dans cette théorie des plaques, la contrainte de cisaillement transverse présente
une variation parabolique de 1’épaisseur et elle est nulle aux surfaces supérieure et inférieure

de la plaque.

En (2012), Singh S.K, Chakrabarti A. [14] ont proposé également un élément fini développé
isoparamétrique de continue CO a neuf nceuds qui contient sept inconnues nodales par nceud
u, v, w, Yx, Yy, w,x, w,y sur la base de la théorie de zigzag d'ordre supérieur de Reddy pour

I’analyse du flambage des plaques composites stratifiées.
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CHAPITRE 11

Loi de comportement des plaques stratifiées selon la théorie de premier

ordre

11-1) Introduction :

Les technologies modernes ont besoin de matériaux qui allient a la fois une rigidité, une
résistance meécanique et une grande légeéreté. Pour atteindre cet objectif il faut
nécessairement utiliser un matériau composite, dans ce domaine, les matériaux composites
a base de fibres jouent un réle de plus en plus important dans les techniques avancées. Les
propriétés mécaniques des composites fibreux dépendent de la quantité, de la taille et

surtout de I’orientation des fibres. [15]

11-2) Comportement mécanique des plaques stratifient selon la théorie de premier

ordre :

Il existe plusieurs théories utilisées pour décrire le comportement mécanique des matériaux
multicouches. On peut citer la théorie classique de la plaque stratifiée (CLPT), la théorie de
déformation de cisaillement du premier ordre (FSDT), les théories de déformation de
cisaillement d’ordre supérieur (HSDT), la théorie d’¢lasticité a trois dimensions qui est assez

précise pour les plagues anisotropes. [16]

11-2-1) La théorie classique des stratifiés CLT :

Basée sur I'hypothese de Kirchhoff, et qui néglige les déformations de cisaillement transverse
et suppose que la normale au feuillet moyen reste normale apres déformation. [17]. Selon
Reddy (1997), le champ de déplacements de la théorie CLT est donné par 1’expression

suivante:

1(X, Y, Z,t) =Uo(X, Y, Z) — ZWox(X, Y, 1)
V(X,Y,Z,t) =Vo(X, Y, Z) — ZWoy (X, Y, t) (2-1)

W(X, y,t)=wWo(X,y,t)

Avec (ug, vy, wy) sont les composantes du champ de déplacement sur le plan moyen de la

plaque (z=0).

Puisque cette théorie ne tient pas en compte I’effet de cisaillement transverse, il donne des

résultats imprécis pour les plaques épaisses.
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Figure 11.1 : Cinématique de Kirchhoff-Love[18]

11-2-2) Théorie de la Déformation de Cisaillement de Premiere Ordre (FSDT) :

La théorie de déformation en cisaillement du premier ordre a prolongeé la théorie classique des
plaques en tenant compte de 1’effet de cisaillement transverse, dans ce cas les contraintes et
les déformations sont constantes a travers 1’épaisseur de la plaque, ce qui oblige I’introduction
d’un du facteur de correction. Qui a mené au modele de plaque de Reissner-Mindlin. Ainsi

que Timoshenko et Woinowsky-Krieger . [18]

La théorie du premier ordre est basée sur le champ de déplacement suivant :

u(x, y, z) =u0(x .,y ) +zé x(x ,y ) (2-2)
V(X,y,Z)=VO(X,y)+z ¢y (X.y) (2-3)
W(X’ yl z ) =W0(X 1y) (2'4)

Avec : (u0, v0, w0) et (¢ x, @y) sont les déplacements en membrane et les rotations autour

des axes x et y, respectivement.
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Figure 11.2 : Cinématique de Mindlin-Reissner [18]

11-2-3) Théories de déformation en cisaillement d’ordre élevé (HSDT) :

La théorie d'ordre élevé est basée sur une distribution non linéaire des champs dans
I’épaisseur. Par conséquent, on tient compte des effets de la déformation transversale de

cisaillement et / ou de la déformation normale transversale. [18]

Le champ de déplacement est généralement écrit comme suit :

u(x,y,z) = uo(x, ) + 21 (0, ¥) + 2z (x,y) + 2°uz(x, y) + - (2-5)
v(x,y,2) = vo(x,¥) + zv1(x, ) + 2°v,(x, ) + 2°v3(x, ) + -
w(x,y,z) = wo(x,y) + zwi(x,¥) + 22w, (x,¥) + Z°w3(x,y) + -

u(x,y,z),v(x,y,z) etw(x,y,z) sont les composantes vectoriels du déplacement,

u; (x,y), vi(x,y) et w;(x,y) sont des fonctions doivent étre déterminés dans le plan (x, y)

Dans ce travail en adoptant la théorie de premier ordre (FSDT).

Le champ des déformations Il s’écrit :

2 2
(9X:6—u+1 W) Ny, 0 LMW =&l +7K +& (2-6)
ox 2\ oX OX ox 2\ ox
2 2
g =N Lfow :%+25¢y+1 M _ ok e (2-7)
ooy 2\oy oy oy 2oy S
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ou ov owow ou, ov, _0p, 0P, owWow n
e =—+—=+7(=+—)+ =7yt 2Ky + 7y (2-8)
oy OXx OXxoy oy oX oy OXx oOxoy
ou ow ow
-+ == = 2-9
Ye T Tk P 29
Y, ay Py (2-10)

L'état de déformation en un point quelconque de la plaque globale est donné par les deux

vecteurs de déformation suivants :

{5} ={8°}+Z{k}+{8”'} (2.11)
au,
Ex ;i;(
{go} —Jgy W0 (2.12)
Exy 8y
Ny | Ny
oy OX
{¢,} Les déformations en membrane
90,
ke a@x
{k} =<k % (2.13)
kyy
o0, | 9y
oy oX

La matrice {k} est appelée matrice des courbures de la plaque sollicitée en flexion. [19]

Les déformations non linéaires :

23
o 2\ ox
EX 2
{e”'}= sy”' = %(%j (2.14)
nl
T ) owow
oX oy
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11-3) Caractéristiques mécaniques d’un pli :
Le probleme de détermination des modules d%¢lasticité d'un matériau composite
unidirectionnel consiste a rechercher des expressions de ces modules (5 modules
indépendants) en fonction des caractéristiques mécaniques et géométriques des constituants.
La détermination des modules d’élasticité d’un composite unidirectionnel consiste a
rechercher les expressions de ces modules en fonction des modules d’¢lasticité de la matrice
et des fibres (Em, Ef), fraction volumique de la matrice et de fibres (Vm, Vf), les coefficients

de Poisson (vm, vf), longueur des fibres, etc.

11-3-1) Module d’Young longitudinal, E1 :
Le module d’Young longitudinal est déterminé dans un essai de traction longitudinal.
L’hypothese simplificatrice est de supposer une déformation uniforme dans la fibre et dans la

matrice. Cette hypothese conduit a la formule suivante :

[S¥]

(8] : 0
mafrice
1
“—1 matrice >

A
v

Figure 11.3 : Essai de traction longitudinale [20]

Déformation uniforme et identique dans la fibre et dans la matrice.

Ou | est la longueur de cellule considérée. L'identité des déformations dans la fibre et dans la
matrice impose :

Ef =&m=¢&I (2.16)
Si la fibre et la matrice ont un comportement élastique, les contraintes dans la fibre et la

matrice sont exprimées par :

ot =Erea (2.17)
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om= Emé&l (2.18)

La charge totale appliquée est :
f1=0+t.5ft + omSm (2.19)

Ou St et Sm sont respectivement les aires des sections droites de la fibre et de la matrice.

Si S est l'aire de la section droite de la cellule moyenne, la contrainte moyenne &1 = %

Slécrit : o1— O f.Sf 4 O'm.Sm (220)
S S

Donc les fractions volumiques de renfort et de la matrice sont :

St

— S

S S
Donc : o1= 0oV -I-O'm(l—Vf) (2.21)
Cette contrainte moyenne est liée a la déformation de la cellule par le module d"Young
longitudinal : o1=FEL&1 (2.22)

La combinaison des relations (2.17), (2.18) a (2.22) conduit a I'expression du module d"Young

longitudinal :

EL = EVi + En(1-V5) (2.23)

Cette expression est connue sous le nom de loi des mélanges pour le module d"Young dans la

direction des fibres.

11-3-2) Module d’Young transversal :

Le module d’Young transversal est déterminé dans un essai de traction transversale (figure
2.4). Dans cet essai, on suppose que la contrainte transversale est la méme dans la fibre et

dans la matrice.
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2

I R

matrice

fibre I

matrice 1
VY oY vy v 4O |

Figure 11.4 : Essai de traction transversale [20]

La hauteur des couches doit simplement vérifier :

_ o 1Vi=_m
ht + hm ht + hm

La charge F2 imposée suivant la direction transverse est transmise intégralement dans la fibre

Vi (2.24)

et dans la matrice, imposant des contraintes egales :

Om=0f =02 (2.25)
Il en résulte que les déformations respectives de la fibre et de la matrice dans la direction
transverse s'écrivent :

02
Es

L'allongement transverse d'une cellule élémentaire résulte des allongements cumulés dans la

em=22 (2.26)

Ef - _°
Em

fibre et la matrice. Soit :
Al 2= Ef.hf + 8m.hm (2.27)

Et la déformation transverse s'écrit :

2= Alz = h +&m i

= =&t
ht + hm f+lm ht + hm

(2.28)

Soit ;
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E2=&tVi+&m (1—Vf) (2.29)

Cette déformation est liée a la contrainte imposee sur la cellule, par le module transverse :

O2= ETE,‘Z (2.30)

La combinaison des expressions (2.26) a (2.30) conduit a I'expression du module transverse :

1 Vi 1-Vs

=—+
Er E  En (231)

Cette expression est connue sous le nom de loi inverse des mélanges et peut étre réécrite, en

rapportant le module transverse au module d’Young de la matrice, suivant une relation sans
dimension sous la forme [1] :
Er 1

—= (2.32)
Em 1+(Em—1jvf

f

11-3-3) Coefficient de poisson longitudinal, V12 :
Le coefficient de Poisson longitudinal est déterminé dans un essai de traction longitudinal. En

utilisant I’approche du comportement mécanique du matériau,

Les déformations transverses dans la matrice et dans les fibres s'écrivent :

Epy =—V.8 et & =V .6 (2-

33)

L'allongement transverse de la cellule élémentaire est :

Alt = —Vmglhm — Vf&'lhf (2.34)
Et la déformation transverse s'écrit :

alt

v+ hm

&2 = —[Vm(l—Vf)+Vfo]81 (2.35)

D’ou l'expression du coefficient de poisson :

vt =viVi +vVm (1—Vf) (2.36)
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Cette expression est la loi des mélanges pour le coefficient de Poisson longitudinal. Les

valeurs de Vm et Vt sont assez proches (voisines de 0,3). [1].

11-3-4) Module de cisaillement Gz :
Le module de cisaillement longitudinal GLT est déterminé dans un essai de cisaillement
longitudinal schématisé sur la figure 1.9, Les contraintes en cisaillement dans la fibre et dans

la matrice sont égales, du fait des contraintes T imposées sur la cellule.

A Y
T
e » > > -
| T
T
v matrice T
fibre _T—>
1
matrice T
A\

+—— G—Q—td— -+

Figure 11.5: Essai de cisaillement longitudinal [20]

Les déformations en cisaillement de la fibre et de la matrice s'expriment donc suivant :

¢ T

yi=— =
Gf et 7/ Gm (237)

Les déformations induites dans la fibre et dans la matrice (figure 11.5) sont :
5f = hf)/f et 5m = hm}/m (2.38)
La déformation totale de la cellule (figure 1.9) est :
5=5f+5m=hf]/f+hm]/m (2.39)

Et I'angle de cisaillement de la cellule est détermine par I'expression :

y =y Vi + ym(1-Vi) (2.40)

v+
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/ i
/ : :
/ mafrix /

e

/ fibre / |

FIGURE 11.6 : Déformations en cisaillement de la matrice et de la fibre.

Cet angle est lié a la contrainte de cisaillement par le module de cisaillement longitudinal GLT

suivant la relation :

= 2.41
4 Gt 2.42)
En combinant les expressions (2-37) a (2-41) , nous obtenons :
1 Vi +1—Vf
== 2.42
Gr G G (242)

11-3-5) Loi de Hooke Généralisée :

La loi de Hooke a eté genéralisee par Cauchy (1789-1857), qui a proposer d’exprimer chaque
composante du tenseur des contraintes comme une fonction linéaire des composantes du

tenseur des déformations. La loi de Hooke est donc aujourd’hui souvent écrite sous la forme :

o=C.¢ (2.43)

oy &

|(<Tz\| C21 Cz Cp3 Caq Cy5 Cy |(52\|

403 }= C31 C3z C33 C3p C35 C36 {53} (2.44)
|U4| Cyn Caz Caz3 Caq Cus Cye |s4| '
ka5) Cs1 Csy; Cs3 Csy Css Csg kESJ

9%’ 1Ce1 Cez Co3 Cesa Cos Copl “%6
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Ou C est un tenseur du quatrieme ordre appelé tenseur des rigidités ou tenseur d’élasticité (les
composantes covariantes de ce tenseur sont Cijkl).

Les deformations sont reliées linéairement aux contraintes par la relation inverse :

c=So (2.45)

(2.46)

Ou S est les tenseur des compliances ou tenseur des complaisances “élastiques des matériaux

(ses composantes covariantes sont Sijkl). [20]

Pour un matériau orthotrope les matrices de rigidité et de souplesse s’écrivent sous la forme :

[Ci1 Ciz2 Ci3 0 0 0] [S11 S12 S13 0 0 0]
I Cy1 Cypy Cy3 O 0 0 I I St Sy Sx3 O 0 0 I
C C C 0 0 0 S S S 0 0 0
Cl=1%31 32 33 S1=°31 32 33 (2.47)
[]io 0 0 Cau O 0|[]|0 0 0 Su 0 0|
0 0 0 0 Css O 0 0 0 0 Ss5s O
lo 0 0 o0 0 Cel lo 0 0 0 0 Sel
C. = 1-VyVsy C.. = 1-VigVy C.. = 1-vipVyy — Va1 = Va1Vos — Vip = V3oV
"EEA % EEA T P EEA T % EEA E,E,A
_ Vo = VoV, _ Vig = ViV C. = Vg, —VpVgy _ Vs = V51 Vis C =G
13 - ) 23 T - ) A T 23
E,E.A E,E,A E,E.A E,E,A
C55 :Gl3

Cee = G12
1- VipVor = Vo3V, — Vg Vi3 — 2V21V32V13
E1 Ez Es

A=

Constante de souplesse :

S = — S = = S = =2
11 El 12 El 13 El
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1 Vv 1
S, =— S,.=-2 Spe=—
2 Ez 23 E2 3 E3
1 1 1
S44__ 855__ See__
G23 Gl3 G12

11-3-5-1) Etat de contraintes planes :

Pour un matériau orthotrope, et dans le cas d'un état de contrainte plane, La relation

contrainte déformation peut étre donnée par :

k k k
O lel lez 0 & ai
o, t=|Q% Q% 0 ey b—1al bAT (2.48)
o 0 0 Q% o 0

Xy

Ty _ Q44 0 Vxa
2-yz - 0 QSS }/yz (249)

a1k Et a2k sont les coefficients de dilatation thermique de la k éme couche.

AT Est la température.

Les composantes de la rigidité Qij sont données par :

EL
Q11 =
1- VirVn
ET
Q22 =
1- ViV

V, V.
Q12 = QZl L
1- VirVn

Q66 = GLT Q44 = Gl3 Q55 = Gz3
Avec : a‘=a/cos’f+al,sin’ g

k k 2 K ain?
a, =a,,cos" f@+a;sin" ¢
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a,, = (a; —a;)cosdsin g

La matrice de rigidité réduite hors axes est donnée par I’expression :

[6] z[T‘l][Q][T] (2.50)
Avec :
cos’ 6 sin® @ 2sin#cos O
[T]=| sin*@ cos’d  —2sinécosh (2.51)

—sin@cosd sinfcosd cos?H—sin6

Qu = C*Qyy +5'Qy; +2(Qy, +2Qy )57

Qi = (Qu + Qs —4Q)s%c” +Qy, (c* +5%)

Q, = (Q, ~Q, —2Q,.)sc® +(Q, —Q,, +2Q,)s’c (2.52)
Q,, =5°Q, +¢'Q,, +2(Qy, +2Q4 )5’

Q, = (Q, - Q, —2Q,)s°c +(Q,, —Q,, + 2Q,;)sc*

Qus = (Quu +Q ~2(Qy, +Q4))s7C” + Qg (5° +*)

Les relations contraintes-déformations, pour une couche k, exprimées dans le repére global,

est donnée par :

Oy 911 912 913 &n
0= Qu Qn Qu|1éx (2.53)
O3 Q31 Qaz Q33 EE

k =~ ~ rk
sz _ QL Q4§ 7xz
k (Tl Ak Ak i (2.54)
Ty Qr Qs Yy
Ou (?ijsont les coefficients de la matrice de rigidité d'une couche k donné. [21]

f Est l'angle d'orientation de la fibre.
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11-3-5-2) Les efforts résultants en membrane et flexionnelle :
% Résultantes en membrane :

Le vecteur résultantes en membrane noté N(x, y) et défini par :

h
2

N(x,y)= J' oz (2.55)

Ou oy est la matrice en membrane O, , 0, , 0, dans la couche k

Le vecteur N(x, y) peut s'écrire :

N o
NG Y)=| N, |=[| oy, | dz (2.56)
N o

N,, Ny et ny Sont les résultantes par unité de longueur des contraintes suivant x, y et des

contraintes de cisaillement respectivement,

Figure 11.7: schématisation des résultantes en membrane des actions exercées sur un
stratifié [21]

+» Reésultantes en cisaillement :

Les résultantes en cisaillement sont définie de la maniére par :

Q(x,y) = [g} = Z f {Z} dz (2.57)

k=1 hs yz
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Comme les résultantes en membrane, les résultantes en cisaillement sont définies par unité de

longueur. Elles sont schématisées sur la figure (2.8).

l y
. L
Qx

Q;'i' Qv

QxT

Figure 11.8: Schématique des résultantes de cisaillement [21]
% Moment de flexion et de torsion :

Les moments de flexion et de torsion sont définie par :

MX n hk GXX
M(x,y)=| M, :z'[ o, | 2dz (2.58)
k=1 hes
Mxy O-xy K

M, et M y sont les moments de flexion et Mxy le moment de torsion, ils sont schématisees

sur la figure (2.9).

Figure 11.9 : Schématisations des moments de flexion et de torsion [21]

11-3-6) Equation constitutive :

L’équation constitutive d’une plaque stratifiée exprime les résultantes et les moments en

fonction des déformations en membrane et des courbures avec pris de cisaillement transverse

donnée sous forme matricielle, soit :
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Chapitre Il
Ny [A11 A1
Ny Ap Az
Ny Ajg Az
M, — Bi1 Biy
M, Bi; By
Myy| 1Bis  Bae
Qx 0
o, 1 Lo
Avec :

N(X,¥)=A &, (X% Y)+Bk(xY)

Les matrices A ;et B; s’écrivent :

A=Y -h,)[Q]

51

Bij :Zi(hkz _hkz—l) [Q}

k=1

Donc :
Nx Ail
Ny = A21
N, | (A

A,
Ao
A

k

k

As
Poe
A

M (X, y) =B, (X, y) + Djk(x,y)

Alors :
M X Bll
M y (= B,,
Xy B61

Ona:

Fij = i (he —hy) [Q]

W W W
N

22

62

]

Bi1 Bz Bis
B, By, Bas
Bis Bzs Bes
Di; Diz Dig
Dy, Dy Do
Dy6  Dee
0 0
0 0
0
X B, By
)(/)y +| B,y By
}/fy Bu Be
0
Exx D, Dy
83y D, Dy
;/Sy Ds; Dy

Les efforts résultants au cisaillement s’écrit :

o O O O O

o O O O O

(2.59)

(2.60)

(2.61)

(2.62)

(2.63)

(2.64)

(2.65)

(2.66)
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@).(5 =)

En modifiée la partie relative aux résultantes en cisaillement transverse et remplacantes

coefficients de rigidité Fij par de nouveaux coefficients de rigidité en cisaillement H ij du

stratifié :

{Qy} = (KM Fi K I:45j 722 (2.68)
Qx K54 I:54 Kss F55 V2

Avec : H; =k;F; (2.69)

Les paramétres Kij sont des facteurs de correction en cisaillement.

0
{QY}:[HM H45) Vv (2 70)
Qx H54 H55 ]/SZ
Finalement en peut étre écrite 1’équation du comportement mécanique d’un stratifié sous

forme suivante ;

N A B 0)[&°
M,!=[B D 0 [k
Q 0O 0 H 7/0
@2.71)

v La matrice A correspond au comportement de membrane,
v La matrice D correspond au comportement de flexion,
v' La matrice B correspond aux termes de couplage entre les comportements de
membrane et de flexion,
v La matrice H correspond au comportement de cisaillement transverse.
Dans le cas ou le stratifié est symétrique, le couplage membrane-flexion-torsion est nul
(B =0).
11-4) Comportement dynamiques des plaques stratifiées :

11-4-1) Relations fondamentales :

Les relations fondamentales des plaques stratifiées sont tirées de la relation fondamentale de

la dynamique :
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ox; + f, = pa (2.72)
0 0 0
— 0y t—0,+—o,+f =pa
OX oy 0z

0 0
an -I-anz +&ny +f,=pa, (2.73)

Ou fi, ai et p sont respectivement les forces volumiques, les composantes du vecteur
accélération et la masse volumique.

11-4-1-1) Relations fondamentales relatives aux résultantes en membrane :

00 dz +
OX

fdz=

X

pa,dz (2.74)

N [ T

h
P 2
Ty dz+j%dz+
“h oz
2

oy

n| L
'\“:‘r'—""‘:"

N‘%'—.N\:‘
""‘:‘r'—"‘”:"

L'intégration des deux premiéres aboutit aux relations relatives aux résultantes de membrane.

Le premier terme de cette équation s’écrit :

h h
2 2
% OX OX 2, OX
2 2

Le deuxieme terme de cette équation s’écrit :

a(;’yxv d %yw (2.76)

N‘:lr'—.m‘:r

Le troisieme terme de 1’équation s’écrit :

h
2
[ (hj o (_E] (2.77)
Y oz 2 2
2
. : h o -
Ou les contraintes o,, E et o, —E sont les contraintes éventuelles de cisaillement

exercées sur les faces supérieure et inférieure du stratifié. Ces contraintes sont genéralement

nulles. Dans le cas ou il sera nécessaire d’en tenir compte, nous les noterons :

o (Ej—r Et o [—Dj—r 2.78
xzz_lx Xz 2_2x ()

D’ou:
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Chapitre Il
h
% 0o,
J. _ax dz =17, —,, (2.79)
h
2
h
2
[ f.az=F, (2.80)
“h
2

(2.81)
h h
Jz; padz = Jz; p(X,Y,2) (iuzo +1 %] dz (2.82)
2 2
h h
Soit : = ;Uzo Jz' pdz +i¢2)sz;pzdz (2.83)
2 2

¢ (2.84)

h
2
En introduisant : P, = J'pdz (2.85)
;Zh
h
2
R= j pzdz (2.86)
;Zh
L'intégration de la premiére des équations (2.74) conduit donc finalement a :
oN 2 2
N, +—2+F +0, (DJ o, (—hjzpsﬁ uzo +Ra—(£X (2.87)
OX oy 2 2 ot ot
De méme, l'intégration de la deuxiéme des équations (2.74) conduit a :
N, ©N 2 0°
—+—2+F +0'Z(Ej—0'2(—bj=psa\£°+l?—¢;y (2.88)
oy ox 7 P 2 L2 ot ot
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Loi de comportement des plaques stratifiées selon la théorie de premier ordre

11-4-1-
L'inté

0

1-2) Relation fondamentale relative aux résultantes de cisaillement :
égration suivant I'épaisseur du stratifié du troisieme terme des équations (2.74) conduit a

(2.89)

dz = | pa,dz

Z

Fax dz +

N“:"—'N‘j

N‘:‘r"_"\"j
N‘}'—,N\j

0.

h
2
%y dz+_[ DOu gz 4
X h
2

N‘}'——.N\j

Le premier terme s'écrit :

h
j.

-h
2

Le

NH-'—;N\S

oo, q

(2.90)

OX

deuxiéme terme :

oQ,
—" (2.91)

oy

oo,

oy

dz =

Le troisieme terme s'exprime sous la forme :

h
2

J‘ do,, dz=q
L, oz

2

(2.92)

(2.93)

Finalement :

(2.94)

0Q, dQ, o*w,

oX oy oot
11-4-1-3) Relations fondamentales relatives aux moments :
Les relations fondamentales relatives aux moments sont obtenues en multipliant par z les deux

+F, =

z

+

premiéres des équations (2.74), puis en intégrant suivant I'épaisseur de la plaque

h h
2 2
fz dez _[fdz _[ za dz (2.95)
-h -h
2 2
Intégrale par partie :
h u h
s 2 —
2 oo 2 h h) h h
7z Xz dZ— 7 _ dZ=— — |+ —= — | = 296
[2%8a-(z0,] ~[out-Jou(} |+Dou(-5 )0 29
2 -2 2
Soit
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h
2
| za% dz == (11X+TZX) Q, (2.97)
h

Le second membre de 1’équation (2.97) s’écrit :

h
sza dz = Rgti+ » a;t‘f (2.98)
.
En posant :
h
2
l, = jpzzdz (2.99)
Zh
2

La grandeur Ixy est le moment d'inertie au plan moyen (O x y) de I'élément de plaque localisé
au point (x, y) et ayant des cotés égaux a l'unité.
La premiére relation des moments s'écrit donc :

8M 2 2
aMX + Y +D ze(nj—i_axz(_hj +PX_Qx:Ra_L;O+IXya ¢;X (2100)
oX oy 2 2 2 ot ot

En introduisant la composante des moments des forces volumiques exercees :

P =

X

zf dz (2.101)

N‘é_.—.[\)‘j

De méme, la deuxieme équation (2.74) conduit a :

oM, oM, h h h o, , O°¢
o+ | (3o -3 m G (2102
11-4-2) Résumé des relations fondamentales :
8N 2 2
%-‘__Xy-l_ Fx +O_xz (hj_o-xz (_DJ:I()S a Lio +Ra_¢25X
ox oy 2 2 ot ot
ON, ON 2 0
e (Ej—aw (—hjzps AT (2.103)
oy  ox 2 2 ot ot
a 2
% +& +F = a WO

ax 8y Z_pS atz

aM 2 2
M, M, h ze(hijz(_bj vp -0 —ROU O
OX oy 2 2 2 ot ot
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oM : :
%+—W+E|:axz(nj+axz(_gj:|+Px_Qx:RaL;O'Fl 6¢x

15)4 oy 2 2 ot Yot
AVEC :
h
2
PR, = I(l,z,zz)pdz

Nz

Les grandeurs p,, R, IXy , se calculent sans difficulté dans le cas ou la plague est constituée de n

couches, la couche K ayant une masse volumique p :

‘—.N\:r

Z J’ dz Zpk h.) (2.104)

N>

De méme :
1 & 2 2
R =§Zpk(h —hl) (2.105)
k=1
Zpk( h°, ) (2.106)

Les relations fondamentales des stratifiés, tenant compte du cisaillement transverse, sont

obtenues en introduisant 1’équation constitutive (2.59) dans les relations fondamentales
(2.103) des plaques. Soit :

An 2A16 + Aes >+ Aiﬁ >+ (A, + Ase) A26

az o 62¢ 82¢ 62¢
+Bn _¢;X + 2816 ¢ 66 ¢.59_ + BlG + (Blz + Bes) st _zy (2-106)
OX 8x6y oy OX? OXoy oy
u, 0%,
S atzo + R atz
0°U, 0? u oV,
AlG (A12 Aea) 6x6y A26 Aae Azs axay Azz Wzo
B% 0 ’ o’ ¢ 0’4, o’¢
+Bjg 2 +(B, + BGG) 2 + By (/z + By 5 +2B,,—=+B,, 2y (2.107)
® ox? oxoy oy OX oxoy oy
o, 0
= +R—,
ps atz 6t2
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2 a 2
H55(Z¢)2( ZWJ+H45(6¢ +5.fz ZWOJ+H44(iZ+aV\2/0J
X X oy? Xy oy* oy (2.108)
O°W,
sora
o, o, o%u o, 0%V, o,
B.— o 2 +2B —= X0y +Bgs Wzo‘*' B a7204‘(812 +Bgs) o 0 26 6y20
2 2 62 62
+Dlla_¢zx+2D16 a ¢X + 66 a ¢2 DlG ¢ +(D12 + DGG) ¢y + DZG ¢2y
OX oxoy oy Ox? oxoy oy (2.109)
oW, oW,
—Hs, (¢x +8_X0j_ Hys (¢y +EOJ
ou 0%,
=R 8t20 |Xy e
2 2 2 2 2
BlG a_uzo-‘r(Bﬂ + BGG) 8 uo + BZﬁ a UZO + Bﬁﬁ 8 V2 2826 a V BZZ a V20
OX oxoy oy OX oxoy oy
2 2 82 62 82
+D,, 0 ¢ix +(D, + D66) o ¢ 0 X+ Dy ¢2y +2D,, 4 +D,, ¢2y (2.110)
OX 8y ® oy OX oxoy oy
oW, ow, RY o’
_H45(¢’*+a_;j_H44[¢y i ayo} R e

Ces cing equations permettent en principe de déterminer les cing fonctions solutions

U (X, Y, 1), Vo (X, i), Wo(X, Y1), B.(X,¥,1), @,(X Y,t)Ces fonctions doivent vérifier en
outre les conditions imposees sur les frontiéres de la structure étudiée [1].

Dans le cas de stratifiée symétrique, B; =0 et R=0.

11-4-3) Equations des plaques tenant compte du flambement :

Pour prendre en compte le phénomene de flambement, il est donc nécessaire d’écrire les
équations des plaques en tenant compte de la déformation latérale, c’est-a-dire en considérant
pour chaque point de la structure les coordonnées apres déformation, contrairement a la
théorie initiale.

L’équation de flambement : [1]

a ) 2 2 2
Q, Qy+N),(5W+N,5W qusavllo
ox oy %2 oy at

(2.111)

Les équations fondamentales de la théorie des stratifiés avec cisaillement transverse,

permettant de formuler le flambement
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2 a 2 a 2 - 2 . 2
Hss[%"'aW0]+H45[a¢x+ﬂ+2—aWO]-I-HM[ﬂ aV\/O]-I-Q-I-N)'(aW0+2N' aWo-l—

2 + 2 2 Xy
azéx 8);2 oy OXx  oxoy oy oy OX oxoy (2.112)
i O°W, W,
yayzozps atzo

Ou les coefficients Hij sont les coefficients généraux de cisaillement

11-4-4) Formulation énergétique du probleme de flambement :

Dans le cas ou I'on tient de la déformation latérale les actions exercée sur le stratifié résultent
des charges transverses (q) été exercées sur les faces inférieures et supérieures du stratifies et
des charges en membrane la variation du travail des actions exercées sur le stratifie s'écrit

donc :
oW =06W, +oW_ (2.113)

La fonction d’énergie (W) des actions en membrane s'exprime de la fagon suivante :
W, = —jj(N;g;X +Nie), + Ny, Jdxdy (2.114)
Ou (g;x,g;y,y;y) sont les déformations en membrane résultant de la fIéche(Wo), dans le cas ou

I'on tient compte seulement de grandes déformations latérales, les déformations s'‘écrivent :

au, 1[5\/\/0)2 0 1(&\/\/)2 , 1[awj2
Ew = 1t | Tt — | — 6« 5| —
ox 2\ ox 2\ oX 2\ OX
o Afow) | o dfow) o 1fow) 2115
5, - ay+2(ay] —gw+2(ayj 5 _z(ayj (2.115)
ou, v, (owow,) o (&%w, . (w,
7xy:_+_+ A | Ty + _—)yxy =
oy ox | oxdy oxdy oxdy
Donc I'énergie (W, 1) s'écrit :

Loel i (Y i (W) Lo [0,
szaﬂ(Nx(gj +Ny( 8y] +2ny[6xayj}xdy (2.116)

La variation du travail des actions en membrane s’exprime finalement en prenant la variation

de (2.116) soit :

. O°W, R . 0w,
oW, :_ﬁ[NX Ty SN, ax—a;jéwodxdy (2116)

Les formulations variationnelles du probleme de flambement sont déduites dans le cas de

problémes statiques et dans le cas de problémes dynamiques. Elles s’écrivent ici :
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- cas de problémes statiques : 5(U -W, —Wm) =0 (2.117)
Y
- cas de probléemes dynamiques : jg(u ~W, -W,, — Ec)dt -0 (2.118)
t,
La formulation d'énergie totale : m = U - W (2.119)
W =W, +W_ (2.120)

U: Energie de déformation

W : Travail des actions exercée sur le stratifie

W, : Les actions en flexion

W, Les actions en membrane

11-4-5) Formulation énergétique de la théorie de stratifiée :
Les théoremes de 1’énergie peuvent étre utilisés pour aboutir a une formulation variationnelle
des relations fondamentales des stratifiés. Les théorémes de I'énergie sont également a la base

de I'analyse du comportement mecanique des stratifiés a 1’aide des éléments finis.

> Energie de déformation d'un stratifié :
L'énergie de déformation d'un solide élastique s'écrit en coordonnées cartésiennes suivant :

U:%ﬂfaé?+af?+Ué?+0wm+0um+awwﬁmwz (2.121)

XX XX 7227722

Ou l'intégration est étendue a I'ensemble du volume du solide. En tenant compte des

hypotheses de la théorie des stratifiés: ©,, =0,
En exprimant cette relation en fonction des déplacements u0, vO et w0 dans le cas de stratifiée

symétrique les termes B; sont nuls I’expression énergie de déformation s'écrit

ou, ou, ov ou ou, ov,
(2] 202 (2] o 0y 1) 0020
o o W N xdy (2.122)

2 2 2
Uy ov, 3%, 0 0° o’g, 0%,
+A6 [ _0] +D11 ¢ +2 ¢ 66 ¢ +(D16+D66) "’Dze_

oy 0 o oy ey ooy oy’
> Energie cinétique d'un stratifié :

L'énergie cinétique d'un solide s'écrit :

e -300|(%) (%) () oo 023

Ou p est la masse volumique en un point et l'intégration est étendue a I'ensemble du solide.
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Dans le cas de la théorie de premier ordre (FSDT), le champ des déplacements s'écrit :
u(x, y, z) =u0(x.y) +z¢ x(x ,y )
V(X,y,Z)=vO(X,y)+zoy(x,y) (2.124)
WX, y, z)=wO(x,y)

En substituant ces relations dans I'expression I'énergie cinétique du stratifie s'écrit :

1 ou,  op Y (ov, 04 (aw )
E.== gz 4| L4z 4| —2| [dxdydz
| a %] o B ) o 2] ey 2.125)
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Chapitre 111 : Présentation de I’élément finis utilisée.
111.1) Introduction :

La modélisation physique de systétmes mécaniques résulte généralement des équations
différentielles partielles qui ne peuvent pas étre résolues analytiquement ou qui n’ont pas une
solution exacte, pour raisons de complexité du domaine discrétise du probléeme ou des
conditions aux limites. Ainsi, une méthode numeérique doit étre employée pour la solution
approximée du probléme physique. La Méthode des Eléments Finis (MEF) est souvent
considérée comme la méthode la plus appropriée pour des études de cette nature.

La méthode des éléments finis a été établie comme un outil trés performant pour la
résolution des systémes d'analyse des structures et les sciences d'ingénieur (mecanique des
solides et des fluides, thermique ...... ) permettent de décrire le comportement de Systeme
physique grace a des équations aux dérivées partielles.

Ce chapitre a pour objectif d'étudier la validation de 1’élément utilisé sur la vibration libre et
le flambement mécanique des plaques composites isotrope et stratifiées, en utilisant la
méthode des éléments finis. Basé sur la théorie du premier ordre, et en utilisant le principe de
I’énergie potentielle totale pour trouver le vecteur de forces et la matrice de rigidité globale.

111.2) Présentation de I’élément fini utilisé :
111.2.1) Description de I’élément fini utilisé :

Dans ce travaille, I’¢1ément choisit c’est un élément de forme rectangulaire a 4 nceuds, chaque
nceud a cing degré de liberté.
La figure (I11-1) montre la géomeétrie de I'élément rectangulaire utilisé, les dimensions (a et b)

et I'épaisseur (h).

Figure 111.1: Géométrie et variables nodales de I'élément
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111.2.2) Champ des Déplacements et cinématique :

Selon la théorie du premier ordre, le déplacement d’un point de coordonnées (x,y,z) est

donnée par :
u(x,y,z,t) =ug(x,y,t) + 2 px(x,y,t)
v(x,y,2,t) = vo(x,y,t) + z @, (x,y,t)

w(x,y,z,t) = wy(x,y,t)

L’¢état de déformation a n’importe quel point dans la plaque est donné par :

au 1(3\/\/)2 oy, 99, 1(6\/\/)2 6 N
g =—+—=| — +2—=2+=| — | =5, +2ZK +¢&,
ox 2\ oX ox ox 2\ oX

2
_o 1(6\Nj %+z% 1(%] =&l +zk, + &
y y y

8 p— p—
"oy 2oy oy oy 2\
0
Ve = N owoN ai+%+z(agox+ ¢V)+8W8W o+ 2Ky + 7y
oy ok axdy Y ox oy ox ] oxdy w
ou  ow ow
=+t —_—=¢0,+t—
0z OX OX
v ow_ o ow
SRl A

(3-1)

(3-2)

(3-3)

(3-4)

(3-5)

(3-6)

(3-7)

(3-8)

L'état de déformation en un point quelconque de la plaque globale est donné par les vecteurs

de déformation suivants :

{&} :{5°}+Z{k}+{5“'}

a,
Ex ;i;(
1o 12
oy
Exy
My | Ny
oy 0ox

{&] Les déformations en membrane

(3-9)

(3-10a)
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99,
k. OX
8
(K} =1k by (3-10b)
ky| | &Y
o9, , 9%,
oy ox

La matrice {k} est appelée matrice des courbures de la plague sollicitée en flexion. [13]

Les déformations non linéaires :

23
2\ OX

nl| _ >(nl _ 1 @ i _
{e"f=1a" (= z(ayj (3-10c)
7xy 8W8_W

X oy

111.2.3) Loi de comportement :
La relation contrainte-déformation dans une couche k est donnée par :

O-k X (511 612 (516 I;
O-ky = Q21 Q22 Qze 5; - al; AT (3'11)
o) K K

a 661 662 Qs Yy a

Xy

o | (Q Q)|
] Q¢ QY )\rn

Avec :

k
X

O : Coefficient de dilatation thermique

At: Variation de température.

Dans ce travail la variation de température est néglige
Avec: a‘=af cos’f+ay,sin’6

a, = 2,08’ 0+a;sin’ 0 (3-12)
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a, = (a;, —af;) cos fsin @
Ou:
Q,, =c¢'Q, +5Q, +2(Q, +2Q,,)s°c?
Qo = (Q +Qy —4Q)s7¢” +Q,, (¢ +5°)
Qe = (Q —Qp — 2Q5)s¢® +(Q, - Q,, +2Qy,)s°c
Qp =5'Qy +€Qy, +2(Qp, +2Qy)s°C? (3-13)
% =(Q, —Q, —2Q,)s°c+(Q, —Q, +2Q,;)sc’

66 — (Q11 + sz - 2(Q12 + Qse ))SZCZ + Qse (34 + 04)

Les efforts résultants en membrane et flexionnelle est donnée par :

NX M n P 611 612 616 g:
v oMy=|N, M [=3[1Q, Q, Qul|ie ({1 z}dz (3-14)
N Xy M Xy o QGl Q62 Q66 V4 )I((y

Les résultantes en cisaillement est donnée par :
Iy Zk " ~k 1k
XZ 7/XZ
{ } Z j j {Q““ 9‘;5} ¢ bdz (3-15)
yz | k=L gk @ a | Qe Qs Yy
L’équation constitutive peut également étre écrite sous forme contractée suivant :
N A B 0)le
M;¢t=|B D 0 |Kk (3-16)
{N}=[{o}dz=[Al{s}+[B]{k} (3-17)

{M} = [{o} 2dz =[B]{s,} +[ D] {k}
{Q}=[{z}dz=[H]{r} (3-18)
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111.2.4) Approximation nodale des déplacements :

Le champ de déplacements d’un point M(x, y) dans 1’élément peut étre défini par :
4

5(xy) =2 Ni(x, V)8, (i=15) (3-19)
i=1

Ou 5i(X, y) est le vecteur de déplacement d'un point donné M (X, y) dans I'élément.

o.et N, (X,Y) sont vecteur de déplacement et les fonctions de forme bilinéaire de Lagrange

associé au nceudo, respectivement.
0% =u", v, w0/, 0/ (@ =12,3,4) (3-20)

Pourunncudon a :

%Y= 3 N )
vmw=imumm
wa=iMWwa (3-21)

2, (X, ¥) =Y N (X, Y).0,

i=1

(Dy (X! y) = z Ni (X! y)'¢yi

i=1
Ouw; v;,w;, @y, @, sontles déplacements au nceud i.

Et:

NAKW=£$@—@®—W

Nxxw=£$m+mm—w (3-22)
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N, (X, Y) :%ab(a“)‘b”)

N, (%, y):rib(a‘x)(b”)

Les déformations en membrane sont exprimeées par :

{en} =[Bn]{a} (3-23)
Ou:
N v 000
OX
[B.]=| O % 00 0] (i=1234) (3-24)
NN 500
Loy X ]

[Bm] : La matrice qui relie les déformations a I’intérieur de I’élément et les déplacements aux

nceuds.
Les déformations en flexion et torsion :

S’expriment en fonction de la matrice des courbures suivant la relation :
& (M)=zk(x,y) (3-25)

Ou k la matrice de courbure s’écrit :

tkj=[8; J{a} (3-26)
000 N
OX
[B,]=[0 0 0 o % (1=12,34) (3-27)
000 N N
i dy X

Les déformations en cisaillement transverse sont exprimées par :

{7=[B.]{a} (3-28)
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OO%N.O

ox P
[B.]= (i=1,2,34) (3-29)
0 0 N, 0 N,

oy i
111.3.1) Energie potentielle totale :

L’énergie potentielle totale de 1’élément est donné par :

T=U-W (3-30)
U Est I’énergie potentielle de déformation et W est le travail des forces extérieures

L’énergie potentielle totale peut étre écrite en termes d’efforts résultants et les déformations
correspondantes comme suit :

e 1N+ 1)+ ) 0] e o @
—EH (8,] [Al[B,]+[B.] [B][B, ]+[B, ] [B][B.]+[B\ ] [D][B/ ]+
2 -b-a

[B.]'[H][B. ] {a} dxdy

o] [L o) T INI[e o) oy

(3-32)

Avec {q} est le vecteur des déplacements nodaux {q} =q - (3-33)

Ou: [N’]:{SX :ﬂ (3-34)

xy
N, : Résultants de contraintes normales dus & charge mécanique
La matrice [Ke] peut étre écrite sous la forme :
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[Ko =k |+ ke ]+ [ ke ]+ [ kS ]+ ] ke ] (3-35)

[ ]= i i([Bf ] [B][B, ] jixay (3-36)

b a
[ke]=] [([B.T [H][B.]joxay
b-a
[ k" | : Matrice de rigidité élémentaire membranaire
[ k'] et [ke* ] : Matrices de rigidité élémentaire de couplage membrane-flexion

[k, ] : Matrice de rigidité élémentaire flexionnelle.

[kj] : Matrice de rigidite elémentaire de cisaillement transverse

L’annulation de la deuxiéme variation de 1’énergie potentielle totale par rapport au vecteur
des déplacements {q} permet d’avoir I’équation suivant : &, =0 (Pour déterminée les

charges critiques)
([K.J+[ K¢ ]){ap=0 (3-37)

Dans ce cas la plaque est soumise a un chargement membranaire et le champ des efforts

membranaires dans un elément est donnée par:
N N
0= 1= X Y 3-38
[N°]=2[N"] ;{ny Ny} (3-38)

Avec A est le paramétre de charge
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b a
et: [K;]=[ J[6] [N"][6]dxdy (3:39)
b-a
[K¢] : Lamatrice géométrique élémentaire
L'assemblage des matrices élémentaires, [ke]et [k;] permet d'obtenir le probléme aux
valeurs propres suivant :
[KI{X}+A[K, J{x} =0 (3-40)

Cette relation est nulle quelle que soit le vecteur des déplacements [X ] alors sa résolution et

sa nulle le déterminant de I'expression c'est-a-dire :

DET ([K]+4[K, ])=0 (3.41)

La résolution de I'équation (3.41) permet d'obtenir les valeurs propresAi .

La plus petite des valeurs dei correspondre au coefficient de la charge critiqueAcr .
Vibrations libres d’une plaque soumise aux charges membranaires :

Le principe de Hamilton :

5]2 (z-T)dt=0 (3-42)

Ou r est I’énergie potentielle totale, T est I’énergie cinétique et t1 et t2 sont les instants

initiaux et finals respectivement.

En utilisant I’équation de Lagrange, I’équation de mouvement peut étre exprimé par :
[M]ia}+[Ks Jiaj =0 (3-43)
OuU [M] est la matrice masse, et [K ]est la matrice de rigidité totale.

[K:]=[K*]+[K¢] (3-44)

e La matrice masse:

La variation de I’énergie cinétique peut étre écrite comme suit:
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ST = [ p(U.8u+V.5v+wsw)dV (3-45)

'

Ou p et V sont la densité et le volume de 1’¢1ément, respectivement

ST = [ (1o (Uy S + . Sy +WsW) + 1, (U 5, + 5,0y +Vy.Op, + 5,0V, )+ 1, (3,0, + 3, 5, ) A (3-46)
A

h
(Il 1) = | p(L2,2%)dz (3-47)

La matrice d’inertie est donnée par:

l, 0 0 I, O
o1, 0 0 1
[m] =0 0 I, 0 O (3-48)
L 0 0 I, O
0 I, 0 I,
La matrice masse est donnée par :
b a
J= | J(INT [m][N])axdy (3-49)
-b-a

En substituent {q } par -’ {Q} dans 1’équation précédant on aura le probléme de valeur

propre suivant :
([K]+[Ks]-w*[M]{a})=0 (3-50)

Ou ., est la frequence naturelle de vibration de la plaque.
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111.4) Présentation du programme :

111.4.1) Introduction :

On a développé les étapes nécessaires a I'obtention la matrice rigidité, et la matrice
géométrique. La resolution d'un probléme par méthode des eléments finis entraine le calcul de
la matrice rigidité, et la matrice géométrique.

Les valeurs propres ‘les charges critiques ' de la structure étaient reliées aux matrices rigidité,

et matrice géométrique par I'équation ([ke]+|:kg:|){q} =0

Dans cette méthode, les valeurs inconnues sont les valeurs propres 'les charges critiques' pour

le flambage mécanique (Ncr ).

Dans cette étude, on utilise programme en langage FORTRAN77 et un autre programme en
langage MATLAB [1(lle premier programme permet de calculer de la matrice rigidité [ke],

et la matrice géométrique [k;] . Le deuxiéme programme destiné pour trouver les valeurs

propres 'les charges critiques * a partir de résoudre 1’équation suivante :
DET ([K]+4[K, ])=0

111.4.2) L’organigramme du programme :
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[ Début ]
=0 =1
[ Ecran ] [ Fichier ]
> Entrer les données |
Comp5
( v N\
HICH
( \ 4 N\
MINDLIN
( \ 4 N\
Force thermique
Force
Assemblage
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l

GAUSSE

A 4

)

Impression des
déplacements

(" l N\
HICH
( v N\
Contraintes

I>Nelem Non

Impression des résultats
des contraintes

( I N\
LOCAL
STABILITY
(" A N\
Assemb
[>Nelem
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!

Limit 1GBIS
( v N\
ELIMIN
( y N\
LOCAL
MINDLIN
( \ 4 N\
XELEM I=1+1
( v N\
ASSEMB K
Non
l Oul
[ Limit 1K
[ ELIMIN K
Matlab

A 4

DET ([K]+4[K, ])=0

Impression des résultats
des contraintes

}
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O

=0 =1
[ Ecran ] [ Fichier ]
»  Entrerles données  [¢
Comp5
4 y N\
HICH
4 y N\
MINDLIN
4 A2 7\
Force thermique
4 \ 4 N\
Force
4 A N\
Assemblage
ou Non
F dl
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GAUSSE

v

Impression des
déplacements

HICH

'

Contraintes

) ) "SR )
— — \ J —

Impression des résultats
des contraintes

v

()

LOCAL
STABILITY
(" v N\
Assemb

&
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)

ELIMIN
(" Y N\
LOCAL
v
MINDLIN
( v N\
XELEM
L l y I=1+1
ASSEMB K
Non
QUI
[ Limlit 1K ]
.
[ FIIMIN K ]
Matlab

(IK.J+[K]-? [M]{a}) =0

\4

p
Impression des résultats
des contraintes

Figure 111.2 : Organigramme du programme
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111.4.3) Description les subroutines du programme :

Subroutine Fonction
Comp5 Permet de calculer les caractéristiques mécaniques du stratifie
([A].[B].[D]et[H])
HICH Construction du tableau de localisation.
Mindlin Construction des matrices de rigidité élémentaires.
Force Création du vecteur forces elémentaire.

Assemb d’assembler les matrices de rigidité élémentaires et le vecteur force
élémentaire dans la matrice de rigidité et le vecteur force, globaux
respectivement.

Limitel Permet d’introduire les conditions aux limites pour calculer le
déplacement.

Gauss Résolution du systéme d’équation linéaire et calculer des déplacements a
partir de I’équation F=K.J’
Local Localiser les matrices réduites dans la matrice globale.
Xelem Réduire la matrice de rigidité élémentaire.
Assemb k Calcul la matrice géométrique globale.

Limit 1g Introduire les conditions aux limites dans la matrice de rigidité
géométrique.

Limit 1K Introduire les conditions aux limites dans la matrice de rigidité réduite.

Elimin K Eliminations les lignes et les colonnes de matrice de rigidité reduite
dans les élements sont nulles.

Elimin g Eliminations les lignes et les colonnes de la matrice géométrique dans les
éléments sont nulles.

Stability Calcul matrice géométrique élémentaire.
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I11.5) Validation de I’élément :

Dans cette partie, nous allons étudier la performance de 1’élément rectangulaire a quatre
neceuds utilisé pour résoudre le probléme des efforts membranaires sur la vibration des plaques
stratifiees en matériaux composite. Les resultats obtenus seront compare avec les résultats des

solutions analytiques.

Figure 111.3: Géométrie de la plaque.

Les conditions aux limites considérées pour une plaque :

SSSS: Plaque simplement appuyée sur les quatre bords

EEEE: Plaque encastrée sur les quatre bords.

ESES: Deux bords opposés encastrés et deux autres bords simplement appuyés.
ELEL.: Deux bords opposés encastrés et deux autres bords libres

111.5.1) Vibration libre des plaques :

111.5.1.1) Plaques isotrope :

Dans cette exemple, On considere une plaque carrée isotrope simplement appuyée, avec un

rapport d’épaisseur a/h =10.
Les caractéristiques mécanique d’un matériau sont : E=10.92 MPa, 9=0.3, G=4.2 MPa

Le tableau suivant présente les résultats de la fréquence naturelle normalisés par la formule

a_)za)a\/z.
G
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Tableau I1I1.2 : La fréquence fondamentale d’une plaque isotrope simplement

appuyé(SSSS)
Maillage
Référence fréequence fondamentale w (rad/s)? Erreur’.
présent élément
2*2 1.2257 31.795
présent élément
4*4 0.9880 6.2365
présent élément
8*8 0.9423 1.3225
présent élément
12*12 0.9347 0.5053
présent élément
16*16 0.9322 0.2365
présent élément 0.9322 0.2365
20*20
Analytique (Rayleigh-Ritz) 0.930 -
Mindlin [16] 0.930 -
3D-Elasticity [16] 0.932 -
Ferreira(Q4) [16] 0.9346 -
1,22
1,2
1,18
% 1,16 —@— présent élément
€ 1,14
£ 1,12 : :
© 11 Analytique (Rayleigh-
?é 1'82 Mindlin
5:3) 1,02
o 1 3D-Elasticity
= 0,98
0,96
0,94 ® ® —@— Ferreira(Q4)
0,92

100

200 300 400

Nombre d'élément

500

Figure I11.4 : Convergence de la fréquence fondamentale d’une plaque isotrope

simplement appuyée (SSSS), en fonction de nombre des éléments

Page 54



Chapitre 111

Présentation de 1’élément finis utilisée.

On considere une plaque carrée isotrope encastre, avec un rapport d’épaisseur a’h =10. Les

caractéristiques mécanique d’un matériau sont : E=10.92 MPa , 9=0.3 , G=4.2 MPa

Tableau 111.3 : La fréquence fondamentale d’une plaque isotrope encastrée(EEEE).

Maillage
Référence frequence fondamentale w (rad/s)? Erreur’.
présent élément
2*2 4.4721 180.29
présent élément 1.8522 16.089
4*4
présent élément
8*8 1.6460 3.1651
présent élément
12*12 1.6124 1.0592
présent élément
16*16 1.6013 0.3635
présent élément
20*20 1.5961 0.0376
Ferreira(Q4) 1.5955
Analytique (Rayleigh-Ritz) 1.5940
[17]
Liew et al [18] 1.5582
1,9
1,85
@
S 18
S —8— présent élément
€ 1,75
E 1,7 Ferreira(Q4)
8
5] 1,65 Analytique (Rayleigh-
qg)' 1,6 Ritz)
= 155 Liew et al
1,5

0 100 200 300 400
Nombre d'élément

500

Figure I111.5 : Convergence de la fréquence fondamentale d’une plaque isotrope

encastrée(EEEE), en fonction de nombre des éléments.
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Interprétation des résultats :

Les tableaux (111.2 et 111.3) et les figure (111.4) et (111.5) montre la convergence de la
fréquence fondamentale d’une plaque stratifiée simplement appuyée. La comparaison des
résultats a été faite avec la solution Analytique et le résultat numerique de Ferreira [18] et
Liew et al [19].

D’apres les résultats des fréquences fondamentale obtenus on remarque que :

Les résultats convergeant vers le resultat analytique et le résultat numérique de Ferreira [18]

avec un maillage (16 x 16).
111.5.1.2) Plaque composite stratifiée :

Dans cet exemple, on considere une plaque stratifiée carrée, simplement appuyée, avec un

rapport d’épaisseur a/h =5.
Les caractéristiques mécaniques de chaque couche sont les suivantes :

B3 Se_gs, Gu_gs Sz _os, v, =0.25, o1
E2 E2 E2 E2

2
Les valeurs des fréquences propres sont normalisées par la relation suivante : 3 = ph
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Tableau I11.4 : La fréquence propre fondamentale d’une plaque stratifiée constituée de
trois couches (0/90/0) simplement appuyeé :

Maillage
Référence fréquence fondamentale w Erreur’.
présent élément 0.33075 24.9338
2*2
présent élément 0.27422 3.5808
4*4
présent élément
8*8 0.26419 0.207
présent élément
12*12 0.26305 0.6383
présent élement
16*16 0.26267 0.7818
présent élément
20*20 0.26248 0.8536
NOOR [20] 0.26474
0,35
o 0,3
% 0,25
£
3 0.2
S
t 0,15 —@— présént élément
] Noor
2 01
= 0,05
0
100 200 300 400 500

Nombre d'élément

Figure (111.6): Convergence de la fréquence fondamentale d’une plaque stratifiée simplement

Interprétation des resultats :

appuyée en fonction de nombre des éléments

Le tableau I11.4 et la figure (111.6) montre la convergence de la fréquence fondamentale

d’une plaque stratifiée simplement appuyée. La comparaison des résultats a été faite avec la

solution d’élasticité de NOOR.
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D’apreés les résultats des fréquences fondamentale obtenus on remarque que :

Les résultats convergents vers la solution analytique NOOR [20] rapidement dans le maillage
(8* 8) et dans le maillage (16* 16) les résultats restent inchangés.

111.5.2) Flambement mécanique :
111.5.2.1) Plaques isotrope :

- On considere une plaque isotrope carrée, simplement appuyée avec un rapport d’épaisseur
a/ h =10. Les propriétes mécaniques du matériau sont: E =10.92Mpa,v=0.3,
G =4.2Mpa

ty

> a —>

Figure : (111.7):.Plaque soumise a une charge uniaxiale

Tableau I11.5: Test de convergence de la charge critique uniaxial suivant x simplement

_ a’D
appuyée (SSSS) N, =N, —-
T

Maillage

Référence La charge critique N La charge critique N, Erreur”.
Erreur/.

présent élément 0.39 3.95 4.304
4*4

présent élément

8*8 0.3814 3.865 2.059
présent élément

12*12 0.3772 3.8228 0.9453
présent élément

16*16 0.3755 3.8056 0.4911
présent élément

20*20 0.3749 3.7985 0.303
Sheikh 3.782

Reddy and Phan 3.787
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3,96
3,94
3,92

3,9
3,88
3,86
3,84
3,82

3,8
3,78
3,76

Charge critique

—4—présent élément

—fl—Sheikh

Reddy and Phan

0 100 200 300 400

Nombre d'élément

500

Figure 111.8: Variation de Ncr en fonction du nombre des éléments, plague isotrope

Le tableau I11.5 et la figure (111.8) : Représente la variation de la charge critique (Ncr) en

fonction du nombre des éléments avec condition aux limites simplement appuis pour une

plague isotrope.

Les résultats montrent que les valeurs obtenues sont trés proche I'une a l'autre.

- On considére une plaque isotrope carrée, encastrée avec un rapport d’épaisseur
Les proprietés mécaniques du matériau sont : E =10.92Mpa ,v =0.3,

a/ h =10.

Tableau I11.6: Test de convergence de la charge critique uniaxial suivant x encastré (EEEE)

2
= a’D
Ncr = Ncr 2

/4
Maillage
Référence La charge critique N La charge critique N,
présent élément 1.2238 12.399
4*4
présent élément
8*8 0.8978 9.096
présent élément
12*12 0.8523 8.635
présent élement
16*16 0.8372 8.482
présent élément
20*20 0.8303 8.412
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charge critique
[y
o
-

0 100

200 300
nombre d'élément

400

500

—4—présent élément

Figure 111.9: Variation de la charge critique uniaxial suivant x d’une plaque isotrope
encastrée (EEEE) en fonction du nombre des éléments

111.5.2.2) Plaque stratifiée :

» On considere une plaque stratifiée carrée, simplement appuyee. Le nombre des
couches est 4 couches avec un rapport d’épaisseur a/ h =10.

Les caractéristiques méecaniques de la plaque sont :

%:40 , G, =G, =06E,

2

G,, =05E,

’

7

v, =0.25
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Tableau I11.7 : Test de convergence de la charge de compression uniaxial suivant x
simplement appuyée (SSSS) N, = N,a’/E,h’

Maillage

Référence La charge critique N La charge critique N, Erreur’.
présent élément 0.2510 25.10 7.499
4*4

présent élément

8*8 0.2385 23.85 2.1457
présent élément

12*12 0.2364 23.64 1.246
présent élément 0.2355 23.55 0.86
16*16

présent élément

20*20 0.2352 23.52 0.7323
Sheikh & Chakrabarti 23.303
(16*16)
Reddy &Phan 23.349
25,2
25 *\
o 248 \
T 246 \
£ 244 \
E:o 242’2 \ —o—présent élément
8 238 \\ Sheikh & Chakrabarti
© ;g:i e Reddy & phan
23,2
0 200 400 600
Nombre d'élément

Figure 111.10: Variation de la charge critique uniaxial suivant x en fonction du nombre

des elements cas d'une stratifie orthotrope simplement appuyée
Interprétation des résultats :

La figure (111.10) représente la variation de la charge critique (Ncr) en fonction du nombre

des ¢léments d’une plaque stratifiée simplement appuyée. La comparaison des résultats a été

faite avec Sheikh & chakrabarti et Reddy & phan.
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On remarque que les valeurs de la charge critique obtenue convergent vers les résultats de
Sheikh & chakrabarti et Reddy & phan.

» On consideére une plaque carrée, encastre. Le nombre des couches est 4 couches avec

un rapport d’épaisseur a/ h =10.

Les caractéristiques mécaniques de la plague sont :

5 _40 | G,=G,=06E,

E—2 st :O.5E2

v, =0.25

) H

Tableau 111.8 : Test de convergence de la charge de compression uniaxial suivant x encasté

(EEEE) N, =N_a’/Eh’

Maillage

Référence La charge critique N La charge critique N,
présent élément 0.4508 45.08

4*4

présent élément

8*8 0.4163 41.63

présent élément
12*12 0.41 41.00

présent élement
16*16 0.4075 40.75

présent élément
20*20 0.4065 40.65

Page 62




Chapitre 111 Présentation de 1’¢élément finis utilisée.

présent élément
45,5
45 1
445 -\
g 44 \
g 43,5
= \
5 43—
%425 —\
& 42 —&—présent élément
© 41,5
11
40,5
40
0 100 200 300 400 500
nombre d'élément

Figure 111 -11 : Variation de la charge critique uniaxial suivant x en fonction du nombre

des éléments cas d'une stratifie orthotrope encastré

» Dans cet exemple on présente I’effet de la charge de traction sur les fréquences
propres des plagues composites stratifiées. On considére une plaque carrée de 4

couche, le rapport d’épaisseur (a’h= 10)

Tableau I11.9 : Test de convergence de la charge de traction uniaxial suivant x simplement

appuyée :

Maillage

Référence N, (traction)
présent élément -4.7094
4*4

présent élément

8*8 -31.3003

présent éléement

12*12 -75.95
présent élément

16*16 -138.425
présent élément -218.7029
20*20
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0 100 200 300 400 500

-50

-100

—@— présent élément
-150

Charge critique

-200

-250
Nombre d'élément

Figure 111 -12 : Test de convergence de la charge de traction uniaxial suivant x

simplement appuyée

111.6) Conclusion :

Dans ce chapitre, on a étudié la validation de 1’¢lément rectangulaire a quatre nceuds, chaque
neeud a cing degré de liberté, pour analyser le comportement dynamique des plaques isotropes

et stratifiées, sur la vibration libre et le flambement.

Les résultats obtenus seront comparé avec les résultats des solutions analytiques, et d’autre

modele d’élément finis disponible dans la littérature.

On a présenté notre travaille sous forme des tableaux et des courbes, et on remarque que notre

élément est convergé vers les solutions analytiques et d’autre modele d’élément finis.
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Chapitre 1V :
Etude paramétrique

IV -1) Introduction :

Aprés avoir validé 1’élément et d’étre assuré de son bon fonctionnement, nous allons
passer a une étude paramétrique pour voir I’influence de différents paramétres et la charge
membranaire sur la vibration des plagues composites stratifiées, qui consiste a varier différent
paramétres et d’interpréter les variations des résultats obtenus. Cette manipulation a pour but
de savoir et déterminer I’effet de chaque paramétre sur le comportement dynamique des

plaques stratifiées .Les paramétres considérés sont :

e Le rapport de I’anisotropie.
e Le nombre des couches.

e [’orientation des fibres.

e Les conditions aux limites

e Le rapport d’épaisseur (a/h)
Le maillage adopté pour cette étude est (16x16).

IV -2) Effet de la charge critique sur les frequences propres d’une plaque stratifiée

simplement appuyée :

IV -2-1) Dans cet exemple, on présente 1’effet de la charge critique de compression sur les
fréquences propres des plaques composites stratifiées. On considére une plaque carrée de 4

couche [0, 90, 90, 0] avec les rapports d’épaisseur (a/h=10).
Les caractéristiques mécaniques sont :

SL-40 | G,=G,=08E, , G,=05E, , 1,=025
2

’ ’
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Tableau IV.1 : Effet de la charge critique sur les fréquences propres d’une plaque stratifiée
simplement appuyée

N
N, o’
cr A
compression
0 0.0231
0.1 0.0208
0.2 0.0185
0.3 0.0162
0.4 0.0139
0.5 0.0116
0.6 0.0092
0.7 0.0069
0.8 0.0046
0.9 0.0023
1 0.0000
0,025
0,02
0,015
o~
2
0,01 —@— présent élément
0,005

o o102 03 04 05 06 07 08 09 1

N/Ncr

Figure (1V-1) : Effet de la charge critique de compression sur les fréquences propres d’une

plaque stratifiée simplement appuyée
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Tableau 1V.2 : Effet de la charge critique sur les fréquences propres d’une plaque stratifiée

encastré :
N
N, o
cr .
compression
0 0.0516
0.1 0.0475
0.2 0.0434
0.3 0.0393
0.4 0.0352
0.5 0.0310
0.6 0.0267
0.7 0.0223
0.8 0.0175
0.9 0.0117
1 0.00002042

0,06
0,05 ™

0,04 \\

% 0,03 \

0,02 \ —o—présent élément

N
0 A\

A g

0 010203040506070809 1 1,1
N/Ncr

Figure (1V-2) : Effet de la charge critique de compression sur les fréquences propres d’une

plaque stratifiée encastré
Interprétation des résultats :

D’apres les résultats présentés dans le tableau 1V.1 et figure IV.1 et le tableau IV.2 la figure
V.2 on remarque que :

- Pour une plaque simplement appuyeée et encastré, le carré de la fréquence propre de
vibration diminue avec I’augmentation de la charge et s’annulent lorsqu’elle atteint la

charge critique.
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- La variation entre le rapport (N/Ncr) et la fréquence fondamentale pour une plaque
simplement appuyée est linéaire, par contre une plaque encastré est linéaire par

morceau.

IV -2-2) Dans cet exemple on présente 1’effet de la charge critique de traction sur les
fréquences propres des plaques composites stratifiées. On considere une plaque carrée de 4
couche avec [0, 90, 90, 0] les rapports d’épaisseur (a/h= 10), on adopte un maillage (16*16)

N, =-138.425

Les caractéristiques mécaniques sont :

%:40 | G, =G, =06E,

2

’ ’

G, =05E, , v,=025

Tableau 1V.3 : Effet de la charge critique de traction sur les fréquences propres d’une plaque

stratifiée simplement appuyée

N
N, @
cr .
Traction
0 0.0231
0.1 1.3775
0.2 2.7213
0.3 4.0374
0.4 5.2384
0.5 5.5594
0.6 5.5594
0.7 5.5594
0.8 5.5594
0.9 5.5594
1 5.5594
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—@— présent élément

0
-2 -1 -09 -0,8 -0,7 -0,6 -0,5 -04 -03 -0,2 -0,1 O

N/Ncr

Figure (IV-3) : Effet de la charge critique de traction sur les fréquences propres d’une plaque

stratifiée simplement appuyée
Interprétation des résultats :
D’apres le tableau 1V.3 et les figures (IV.3) on observe que :

- Pour (N/Ncr)=0, Le carré de la fréquence fondamentale pour la charge de traction est
la méme pour la charge de compression.

- Le carré de la fréquence fondamentale augmente linéairement avec I’augmentation du
la charge de traction jusqu'a une valeur égale a moitié de la valeur absolue de la charge

critique (N/Ncr=0,5) pour garder une valeur constante au-dela de ce rapport.
IV -3) Effet de rapport d’anisotropie sur la charge critique :

IV -3-1) On considére une plaque stratifiée carrée, simplement appuyée. Le nombre des
couches est 3 couches avec un rapport d’épaisseur a/ h =10. stratification [0, 90,0], on adopte
un maillage (16*16) .

Les caractéristiques mécaniques de la plague sont :

G G

El:variable, Se_op , =2=06 , 2£=05, 1,=025

E_2 EZ EZ EZ
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Etude paramétrique

Tableau IV-4 : L’effet de rapport d’anisotropie E1/E2 sur la charge critique uniaxial pour une

plaque stratifié simplement appuyé N, =N_a®/E,h® :

E,/E,
3 10 20 30 40
Elément 5.41 9.9 15.02 19.06 22.35
Ferreira 5.3933 9.9406 15.298 19.674 23.34
Reddy 6.212 10.312 15.07 18.888 22.0338

Titre du graphique
25

20 Z

7
15

—@— présent élément

Ncr

Ferreira

Reddy

0 10 20 30 40 50
E1/E2

Figure (IV-4) : I’effet de rapport d’anisotropie E1/E2 sur la charge critique uniaxial
pour une plaque stratifié simplement appuyé
Interprétation :

La figure (IV-4) représente I’effet de rapport d’anisotropiec E1/E2 sur la charge critique
uniaxial pour une plaque stratifié simplement appuyé La comparaison des résultats a été faite

avec Ferreira & Reddy.

Les résultats montrent que les valeurs obtenues sont tres proche avec résultat de Ferreira and
Reddy.
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Tableau I'V-5: L’effet de rapport d’anisotropie E1/E2 sur la fréquence propre pour une

plaque stratifié simplement appuye :

N 2
N )]
cr
E/E,=3 E /E,=10 E /E,=20 E /E,=30 E /E, =40
0 0.0053 0.0097 0.0147 0.0187 0.0231
0.1 0.0048 0.0087 0.0132 0.0168 0.0208
0.2 0.0042 0.0077 0.0118 0.0150 0.0185
0.3 0.0037 0.0068 0.0103 0.0131 0.0162
0.4 0.0032 0.0058 0.0088 0.0112 0.0139
0.5 0.0026 0.0048 0.0074 0.0093 0.0116
0.6 0.0021 0.0039 0.0059 0.0075 0.0092
0.7 0.0016 0.0029 0.0044 0.0056 0.0069
0.8 0.0011 0.0019 0.0029 0.0037 0.0046
0.9 5.27*10™% 9.64*107% 0.0015 0.0019 0.0023
1 0.0000 0.0000 2.5135%107® | 2.957*10°° 0.0000
0,025
0,02
0,015 —8—E1/E2=3
NB E1/E2=10
0,01 E1/E2=20
E1/E2=30
0,005
—0—FE1/E2=40

o o102 03 04 05 06 07 08 09 1 11

N/Ncr

Figure (IV-5) : L’effet de rapport d’anisotropie E1/E2 sur la fréquence propre

d’une plaque stratifiée simplement appuyée

IV-3-2) On considere une plaque stratifiée carrée, encastré. Le nombre des couches est 3
couches avec un rapport d’épaisseur a/ h =10. stratification [0, 90,0], on adopte un maillage
(16*16).

Les caractéristiques mécaniques de la plague sont :

B variable,  Sz-06 | Su_gs S5 _o5 v, =0.25

E_2 EZ ’ E2 ’ EZ '

Page 71



Chapitre IV

Etude paramétrique

Tableau IV-6 : L’effet de rapport d’anisotropie E1/E2 sur la charge critique uniaxial

pour une plaque stratifié encastré :N, =N_ a’/E,h’:

E /E,

10

20

30

40

Elément

13.32

24.40

32.73

37.42

40.35

Tableau IV-7 : L’effet de rapport d’anisotropie E1/E2 sur la fréquence propre pour une

plaque stratifié encastreé :

N 2
N 0
cr
E/E,=3 E /E,=10 | E/E,=20 | E/E,=30 E /E,=10
0 0.0163 0.0284 0.0402 0.0468 0.0516
0.1 0.0148 0.0258 0.0368 0.0431 0.0475
0.2 0.0133 0.0233 0.0335 0.0393 0.0434
0.3 0.0118 0.0206 0.0301 0.0355 0.0393
0.4 0.0103 0.0180 0.0266 0.0316 0.0352
0.5 0.0087 0.0153 0.0231 0.0277 0.0310
0.6 0.0071 0.0125 0.0196 0.0237 0.0267
0.7 0.0054 0.0096 0.0158 0.0196 0.0223
0.8 0.0037 0.0066 0.0118 0.0151 0.0175
0.9 0.0019 0.0035 0.0074 0.010 0.0117
1 3.2165*107° | 2.7401*107° 0.00 0.00 0.00002042
0,06
0,05
0,04
—@—E1/E2=3
= 0,03 E1/E2=10
E1/E2=20
0,02
E1/E2=30
0,01 —@—E1/E2=40
0
o o1 02 O3 04 05 06 07 08 09 1 1,1

N/Ncr

Figure (IV-6): L’effet de rapport d’anisotropie E1/E2 sur la fréquence propre d’une

plaque encastré
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Interprétation des résultats :

D’apres les résultats présentés dans le (tableau IV-5) et (tableau 1V-7) la (figure 1V-5) et

(figure 1V-6) on remarque que :

- Le carre de la fréquence propre de vibration diminue avec 1’augmentation de la charge
et s’annulent lorsqu’elle atteint la charge critique (N=Ncr).

- La variation de rapport d’anisotropie E1/E2 sur Le carré de fréquence propre pour une
plaque simplement appuyée varie linéairement.

- Le carré de la fréquence propre de vibration augmente avec augmentation de rapport

d’anisotropie quel que soit les conditions aux limites (SSSS, EEEE).
1V-4) Effet du nombre des couches :

Nous allons présenter I’effet du nombre des couches et la charge critique de compression sur
la fréquence des plaques stratifiées carrée (SSSS, EEEE) (0/90/..../90/0) avec un rapport

d’épaisseur a/h=10.

Les caractéristiques mécaniques d’un pli sont :

S _40 | G,=G,=06E,

E—2 GZS = 05E2

v, =0.25

) H H

la charge critique pour 5 couches : Ncr = 0.2465 , la charge critique pour 9 couches : Ncr =
0.2555

IV-4-1) pour une plaque stratifiée simplement appuyée (SSSS) :

Tableau IV-8: I’effet du nombre des couches sur la fréquence des plaques stratifiées
simplement appuyées

N Nombre des couches
N_cr 3 5 9

0 0.0219 0.0242 0.0251
0.1 0.0197 0.0218 0.0226
0.2 0.0175 0.0194 0.0201
0.3 0.0154 0.0169 0.0176
0.4 0.0132 0.0145 0.0151
0.5 0.0110 0.0121 0.0126
0.6 0.0088 0.0097 0.01
0.7 0.0066 0.0073 0.0075
0.8 0.0044 0.0048 0.005
0.9 0.0022 0.0024 0.0025

1 2.6002*107° 3.6282*107° 0
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0,03
0,025
~ 0,02
P

0,015 —@— 3 couches

5 couches
0,01

9 couches
0,005

0 TN
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2

N/Ncr
Figure (IV-7) : L’effet de nombre des couches sur la fréquence propre des plagues
stratifiées simplement appuyées
1V-4-2) pour une plaque stratifiée encastrée (EEEE) :

la charge critique pour 5 couches: Ncr =0.4161 , la charge critique pour 9 couches:
Ncr =0.4112

Tableau IV-9: D’effet du nombre des couches sur la fréquence des plaques stratifiées

encastré :

N Nombre des couches
N_cr 3 5 9

0 0.0231 0.0558 0.0590
0.1 0.0208 0.0517 0.0548
0.2 0.0185 0.0475 0.0507
0.3 0.0162 0.0432 0.0464
0.4 0.0139 0.0390 0.0422
0.5 0.0116 0.0347 0.0379
0.6 0.0092 0.0302 0.0333
0.7 0.0069 0.0256 0.0286
0.8 0.0046 0.0205 0.0232
0.9 0.0023 0.0140 0.0158

1 0.0000 2.22*107° -3.3437 10~*
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0,06
0,05
0,04
(o]
; 0,03 —@— 3 couches
5 couches
0,02
9 couches
0,01

0 2
o o102 03 04 0506 07 08 09 1 11

N/Ncr

Figure (1V-8): L’effet de nombre des couches sur la fréquence propre des plaques

encastréee
Interprétation des résultats :

D’apres les résultats présentés dans le (tableau IV-8) et (tableau 1V-9) la (figure 1V-7) et

(figure 1V-8) on remarque que :

- Le carre de fréquence propre augmente avec 1’augmentation de nombre des couches
quel que soit les conditions aux limites (SSSS, EEEE) jusqu’au nombre des couches
égale 5 et 9. Le carré de fréquence propre inchangeable apres ce nombre.

- le carré de la fréquence fondamentale diminue avec 1’augmentation de la charge et que
lorsque la charge atteint sa valeur critigue (N/Ncr =1), les fréquences propres
s’annulent.

- La variation de nombre des couches sur la fréquence propre varié linéairement pour
une plaque stratifiée simplement appuyées,

- Pour une plagque encastrée, dont le nombre de couches égale a 3, le carré de fréquences
propre varie linéairement.

- L’allure des courbes a 5 couches et a 9 couches est la méme.

IV-5) Effet de [I'orientation des fibres sur la fréquence fondamentale

Dans cette section, on va étudier I'effet de I'orientation des fibres sur la variation des valeurs
de fréquences naturelles pour différents conditions aux limites (SSSS, EEEE), Pour se
faire on considére une plaque stratifiée (0, - 0, - 0, 0), carrée de 4 couches de rapport

d’épaisseur a /h = 10. La valeur de 0 varie de 0° a 90°
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Les caractéristiques mécaniques d’un pli sont :

E

2

=-=40 , G, =G, =06E,

’

G,, =05,

’

v, =0.25

Tableau IV-10 : L’effet de I'orientation des fibres sur la charge critique uniaxial pour

une plaque stratifiée(SSSS)

0 15 30 45 60 90
N 0.2221 0.2416 0.2863 0.2801 0.2018 0.0940
cr
Tableau IV-11 : Variation la fréquence fondamentale en fonction de I’orientation des
fibres pour une plaque stratifiée(SSSS)
N I'orientation des fibres 0
N 0 15 30 45 60 90
0 0.0218 0.0241 0.0291 0.0315 0.0291 0.0218
0.1 0.0196 0.0217 0.0262 0.0287 0.0271 0.0208
0.2 0.0174 0.0193 0.0234 0.0259 0.0251 0.0199
0.3 0.0152 0.0169 0.0205 0.0231 0.0230 0.019
0.4 0.0131 0.0145 0.0176 0.0202 0.0210 0.0181
0.5 0.0109 0.0121 0.0147 0.0174 0.0189 0.0172
0.6 0.0087 0.0097 0.0118 0.0145 0.0169 0.0146
0.7 0.0065 0.0073 0.0089 0.0116 0.0148 0.0109
0.8 0.0043 0.0049 0.0060 0.0087 0.0126 0.0073
0.9 0.0022 0.0024 0.0030 0.0057 0.0081 0.0036
1 0 4.3387*10°° 0 0 4.0648*10~° 0
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0,035
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0,025

0,02
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0,015
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Etude paramétrique
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—8—06=60°

—e—0=90°

Figure (1V-9) : Variation la fréquence fondamentale en fonction de I’orientation des

fibres pour une plaque stratifiée(SSSS).

Tableau IV-12 : L’effet de I'orientation des fibres sur la charge critique uniaxial pour

une plaque stratifiée(EEEE) :

0
0 15 30 45 60 90
Ncr 0.2929 0.2973 0.2873 0.3139 0.2244 0.1361
Tableau IV-13: Variation la fréquence fondamentale en fonction de I’orientation des
fibres pour une plaque stratifiée(EEEE) :
N I'orientation des fibres 0
N_cr 0 15 30 45 60 90
0 0.0430 0.0434 0.0457 0.0474 0.0457 0.0430
0.1 0.0400 0.0404 0.0427 0.0441 0.0432 0.0413
0.2 0.0371 0.0373 0.0398 0.0408 0.0407 0.0397
0.3 0.0342 0.0343 0.0368 0.0374 0.0381 0.0379
0.4 0.0313 0.0313 0.0338 0.0339 0.0354 0.0360
0.5 0.0283 0.0282 0.0307 0.0303 0.0327 0.0339
0.6 0.0254 0.0251 0.0276 0.0265 0.0297 0.0303
0.7 0.0224 0.0220 0.0244 0.0224 0.0263 0.0235
0.8 0.0194 0.0188 0.0212 0.0178 0.0222 0.0163
0.9 0.0163 0.0155 0.0178 0.0118 0.0127 0.0086
1 0.00 0.0 0.0 2.462*107° 0.000 3.201*10°°
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Figure (1V-10) : Variation la fréquence fondamentale en fonction de I’orientation des

fibres pour une plaque stratifiée(EEEE).
Interprétation des resultats :

D’aprés les résultats présentés dans le (tableau IV-11) et (tableau 1V-13) la (figure 1V-8) et

(figure 1VV-9) on remarque que :

- le carré de la fréquence fondamentale diminue avec I’augmentation de la charge et que
lorsque la charge atteint sa valeur critigue (N/Ncr=1), les fréquences propres
s’annulent, dans les deux cas des conditions aux limites.

- L’allure des courbes de I’orientation (0°, 15°et 30°) pour une plague encastrée est la
méme.

- Pour une plaque simplement appuyée les courbes de 1’orientation (0°, 15° et 30°)
varient linéairement, par contre les courbes de 1’orientation (45°, 60°¢ct 90) et celles de

la plaque encastrée présentent un point d'inflexion.
1V-6) Effet de rapport d’épaisseur sur la fréquence fondamentale :

Dans cette section, On va étudier 1’effet de rapport d’épaisseur et la charge critique sur la

variation des valeurs de fréquences naturelles pour différents cas d’appuis (SSSS, EEEE).
On considere une plaque stratifiée carrée a 4 couches (0/90/90/0).

Les caractéristiques de chaque couche sont :
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Tableau IV-14: L’effet de rapport d’épaisseur (a/h) sur la charge critique uniaxial pour
une plaque stratifiée(SSSS)

a/h
5 10 100
N 0.9195 0.2355 3.6181*10*
cr

Tableau IV-15: Variation la fréquence fondamentale en fonction du rapport d’épaisseur
(a/h) pour une plaque stratifiée(SSSS)

N a/h
N_cr 5 10 100
0 0.0474 0.0231 3.5818*10~*
0.1 0.0429 0.0208 3.2337*107*
0.2 0.0384 0.0185 2.8655*10~*
0.3 0.0340 0.0162 2.5073*10~*
0.4 0.0295 0.0139 2.1491*10~*
0.5 0.0250 0.0116 1.7909*10~*
0.6 0.0206 0.0092 1.4328*10~*
0.7 0.0161 0.0069 1.0746*10~*
0.8 0.0116 0.0046 7.1639*10°>
0.9 0.0071 0.0023 3.5821*10°>
1 5.414*10™* 8.1613*1077 2.2988*107°

0,05

0,045

0,04

0,035

0,03

~ 0025 —o—2/h=5
= 0,02 a/h=10

0,015 a/h=100

0,01

0,005

0 .
-0,005 0 01 02 03 04 05 06 0,7 08 09 1 11
N/Ncr

Figure (IV-11) : Variation de la fréguence fondamentale en fonction du rapport
d’épaisseur (a/h) pour une plaque stratifiée(SSSS)
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Tableau I'V-16: L’effet de rapport d’épaisseur (a/h) sur la charge critique uniaxial pour
une plaque stratifiée(EEEE) :

a/h
5 10 100
N 0.9195 0.4075 0.0014
cr

Tableau IV-17: Variation la fréquence fondamentale en fonction du rapport d’épaisseur

(a/h) pour une plaque stratifiée(EEEE) :

N a/h
N 5 10 100
cr
0 0.0738 0.0516 0.0017
0.1 0.0692 0.0475 0.0016
0.2 0.0647 0.0434 0.0014
0.3 0.0602 0.0393 0.0012
0.4 0.0556 0.0352 0.0011
0.5 0.0510 0.0310 8.7526*10~*
0.6 0.0465 0.0267 6.977*10%
0.7 0.0419 0.0223 5.1835*10~*
0.8 0.0373 0.0175 3.3705*10~*
0.9 0.0323 0.0117 1.5359*10~*
1 1.5374*%10~% 0.00002042 0.00
0,08
0,07
0,06
0,05
N; 0,04 —8—a/h=5
0,03 a/h=10
0,02 a/h=100
0,01

0

o o1 02 03 04 05 06 07 08 09

N/Ncr

1

1,1

Figure (IV-12) : Variation de la fréquence fondamentale en fonction du rapport
d’épaisseur (a/h) pour une plaque stratifiée(EEEE)

Interprétation des résultats :

D’aprés les résultats présentés dans le (tableau 1V-15) et (tableau IV-17) la (figure 1V-11) et

(figure 1V-12) on remarque que :
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- Le carré de fréquence fondamentale diminue avec I’augmentation de rapport a’h dans
les deux cas des conditions aux limites

- Lavariation de le carre de la fréquence fondamentale diminue avec 1’augmentation de
la charge et que lorsque la charge atteint sa valeur critique (N/Ncr=1), les fréquences
propres s’annulent.

- Pour le rapport d’épaisseur (a/h) = 100 Le carré de fréquence naturelles presque égale
0.

Conclusion :

Dans ce chapitre, une étude paramétrique a été faite sur 1’effet des efforts membranaires sur la
vibration des plaques stratifiées composites. L’étude qui consiste a varier différent parametres

pour voir I’influence de celle-ci.

Dans tous les parameétres, on remarque que la variation de le carré de fréquence fondamentale
diminue avec 1’augmentation de la charge lorsqu’elle atteint sa valeur critique (N/Ncr=1), les

fréquences propres s’annulent.

Le carré de la fréquence propre varie presque linéairement quel que soit les parametres et les

conditions aux limites.
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Conclusion générale

Dans ce travail une analyse numérique a été présentée afin de déterminer les fréquences

propres des plaques stratifiées en matériaux composites soumises a un chargement mécanique.

L’analyse vibratoire des plaques stratifiées en matériaux composites a été étudiée sous 1’effet
d’un chargement membranaire, en utilisant un élément fini basé sur la théorie de la Déformation
de Cisaillement de Premiére Ordre (FSDT) qui est I'extension de la théorie de Reissner-Mindlin.

Cette théorie tient en compte de I’effet de cisaillement transverse.

Cette étude concerne la validation de 1’élément rectangulaire a quatre nceuds, chaque nceud a
cing degré de liberté, pour analyser le comportement dynamique des plaques isotropes et
stratifiées sur la vibration libre et le flambement. Les résultats obtenus seront comparés avec
les résultats des solutions analytiques et d’autre modéle d’élément fini disponible dans la
littérature. Cette étude a permet de montrer la rapidité de convergence et la stabilité de 1’élément
utilisé.

Une étude paramétrique a été considérée sur le comportement des efforts membranaires sur la
vibration des plaques stratifiées composites, 1’étude qui consiste a varier différent parameétres

comme le rapport d’anisotropie, 1’orientation des fibres, le nombre de couches et les conditions

aux limites etc.., pour voir I’influence de celle-ci.

Les résultats ont montré que 1’effet de la charge critique sur les fréquences fondamentales dans
certaines conditions d'appuis change la valeur de fréquence fondamentale des plaques dans tous

les parametres étudiés.
A partir de cette analyse des remarques sont obtenus :

> Quel que soit le parametre étudié, les fréquences propres de vibration diminuent avec
I’augmentation de la charge et s’annulent lorsqu’elle atteint la charge critique.

> Le carré de la fréquence propre varie presque linéairement quel que soit les parametres
et les conditions aux limites.

> Le carré de la fréquence fondamentale augmente linéairement avec 1’augmentation de
la charge de traction jusqu'a une valeur égale a la moitié de la valeur absolue de la charge

critique (N/Ncr=0,5) pour garder une valeur constante au-dela de ce rapport.



> Le carré de fréquence naturelles augmente avec 1’augmentation du nombre des couches
quel que soit les conditions aux limites (SSSS, EEEE) jusqu’au nombre des couches
égale a5 et 9, le carre de la fréquence naturelle presque inchangeable aprés ce nombre.

> Le carré de fréquence fondamentale diminue avec I’augmentation de rapport a/h dans
les deux cas des conditions aux limites.

> Le carre de la fréquence propre de vibration augmente avec augmentation de rapport

d’anisotropie.
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