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 إهداء

 عمل.ال هذا لإتمام عونه و منه على وجل عز الله أحمد

 الأمام نحو قدما يدفعني كان من إلى آماله، له أحقق حتى يملك ما كل وهبني الذي إلى
 التي شيء، كل على صبرت التي إلى الحياة ، في الأولى مدرستي إلى ، المبتغى لنيل
 خطوة تتبعتني بالتوفيق، لي دعواها كانت و الشدائد، في سندي كانت و ق الرعايةح رعتني
 أعز أمي الحنان نبع وجهي في ابتسامتها تذكرت كلما ارتحت من إلى ،في عملي  خطوة
 الله أطال قلبي على الغالي أبيالدارين؛ في الجزاء خير الله جزاها العين و القلب على ملاك

 إلى السعادة من شيئا قلبهما على أُدخل أتمنى أن المتواضع العمل هذا أهدي إليهماعمره؛ في
 ؛ الحياة عبء معي تقاسموا الذين أخواتي إخوتي و

 أمامي الطريق تظلمت كلما الذي هدار مبارك:الدكتور الكريم لأستاذي جهدي ثمرة أهدي كما
 سألت كلما و قدما لأسير الأمل فيا زرع نفسي في اليأس دب كلما و لي فأنارها إليه لجأت
 مسؤولياته من بالرغم لي وفره الثمين وقته من كمية طلبت كلما و بها زودني معرفة عن

 علوم المادة قسم أساتذة كل إلى المتعددة؛

 في تكون  أن قبل أنفسنا في و ذواتنا في هي التغيير نجاح بذور بأن يؤمن من كل إلى و
 ...أخرى  أشياء

 العمل هذا أهدي هؤلاء كل إلى



 :عرفان و شكر

 :سلم و عليه الله صلى الله رسول قال

 "الله يشكر لم الناس يشكر لم من"

 سلم و عليه الله صلى الله رسول صدق

 لا وحده الله إلا إله لا أن نشهد و امتنانه و توفيقه على له الشكر و إحسانه على لله الحمد

 رضوانه إلى الداعي رسوله و عبده محمد نبينا و سيدنا أن نشهد و لشأنه تعظيما له شريك

 .سلم و أتباعه و أصحابه و آله على و عليه الله صلى

            بجزيل أتقدم المتواضع البحث هذا لإتمام لنا توفيقه على تعالى و سبحانه الله شكر بعد
 في الاستمرار على شجعوني و أعانوني الذين العزيزين الوالدين إلى الشكر

 إلى الجزيل بالشكر أتوجه كما البحث؛ و الجامعية الدراسة إكمال و النجاح، و العلم مسيرة
حروف  تكفي لن الذي " هدار مبارك " الدكتور الأستاذ بحثي مذكرة على بإشرافه شرفني من
التي  و بثمن؛ تقدر لا التي العلمية ولتوجيهاته علي، الكبير بصبره حقه لإيفائه المذكرة هذه

 أتوجه كماأساتذة علوم المادة  كل إلى العمل؛ هذا استكمال و إتمام في كبير بشكل ساهمت
 إتمام و إنجاز على من بعيد أو قريب من ساعدني من كل إلى تقديري  و شكري  بخالص

 .العمل هذا

 ترضاه صالحا أعمل أن و والدي على و علي أنعمت التي نعمتك أشكر أن أوزعني رب "

 "الصالحين عبادك في برحمتك أدخلني و
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 مقدمة عامة 

ميكانيكا الكم تطور يوم  1900ديسمبر  14منذ طرح لفكرة ميكانيكا الكم من طرف بلانك في 
بعد يوم مرورا بصرح أينشتاين للمفعول الكهرو ضوئي لاستعمال فكرة بلانك إلى موجة 

ديبروغلي وصولا إلى معادلة شرودنغر التي تصف سلوك جسم كمي وأعطت نتائج جيدة تشرح 
.الإصدار والامتصاص للهيدروجينطيف   

وتطورت النظرية الكمية في اتجاهين في الاتجاه الرياضي وهو إيجاد طرق رياضية جديدة لحل 
 معادلة شرودنغر وفي الاتجاه الفيزيائي في تفسير بعض الظواهر الفيزيائية والكيميائية 

اظر كروي كالجزيئات والانوية ونظرا لعدم تناظر الظواهر المدروسة كذرة الهيدروجين التي لها تن
المشوهة و الذرات متعددة الالكترونات أدى بالفيزيائيين إلى طرح فكرة الكمونات غير المركزية 
التي ليس لها تناظر مركزي أي لا تتعلق فقط بنصف القطر إنما تتعلق بمعاملات أخرى 

 .كالزوايا 

ي له تطبيقات كثيرة في الكيمياء من بين هذه الكمونات الكمون ثنائي القطب الكهربائي الذ
الجزيئية والبيولوجيا ومن جهة أخرى اهتم العلماء بتوسيع ميكانيكا الكم إلى الفضاء المنحني 
وتعتبر من أول المحاولات لدراسة الجاذبية الكمية وكان هذا عن طريق توسيع مبدأ الشك 

وجة ونظرية الحبال ونظرية لهايزنبرغ وما شجع على ذلك أعمال أخرى كالنسبية الخاصة المزد
 من للجرافين وأيضا   الكبيرة الشعبية من الأبعاد ثنائية نظمةالأب الاهتمام يأتي .الهندسة اللاتبادلية

 . [1] [2]منخفضة بأبعاد الكم غازات تحويل في التجريبية الإنجازات

للوصول إلى هدفنا في هدا العمل جاءت المطبوعة في الشكل متكونة من ثلاث محاور المحور 
الأول كرس لشرح الفضاء المشوه و الكمونات اللامركزية في الفصل الثاني قمنا بإجراء دراسة 
غير نسبية لكمون كراتزر مع كمون ثنائي القطب وهذا بحل معادلة شرودنغر حيث استخرجنا 

 .ودالة الموجة  طيف الطاقة
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في الفصل الثالث والأخير قمنا بنفس الدراسة في الفصل الثاني لكن في الفضاء المشوه حيث 
  .استخرجنا عبارة الطاقة المشوهة وداله الحالة المشوهة

 



 

 :الفصل الأول

(وفضاء دي deSitterمفهوم فضاء دي سيتر)

 والكمونات غير المركزية  (Anti deSitterالمضاد)سيتر

 

 



 سيتر دي وفضاء(deSitter)سيتر دي فضاء مفهوم :الأول الفصل

   المركزية غير والكمونات(Anti deSitter)المضاد
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: مقدمة 1.1  

معادلة شرودنجر هي عبارة معادلة تفاضلية جزئية تصف كيف  ،في ميكانيكا الكم     

 شرودنجرقام اروين  1925في عام ، تتغير الحالة الكمية للنظام الفيزيائي عبر الزمن

ونشرها بتطوير المعادلة التي تصف سلوك الموجة الميكانيكية بناءا على فرضية دي برولي 

. يطلق عليها معادلة ]3[بعد فترة وجيزة من اختراع هايزنبرغ لميكانيكا المصفوفة1926عام 

 ،شرودنجر نسبة إلى للعالم الذي اكتشفها ولها أهمية كبيرة خاصة في ميكانيكا الكم

 للفضاء سنايدر نموذج في الكم ميكانيكا دراسة لتوسيع الجهد من كبير قدر تخصيص تم

 تعديل مراعاة هي الامتداد هذا وراء الفكرة .والمكان الزمان في المعمم الجبر إلى المسطح

 الأساسية التبديل علاقات إلى صغيرة تصحيحات إضافة طريق عن هايزنبرغ الجبر معيار

.في هذا الفصل  EUP [5] عدلالم اليقين عدم ومبدأ GUR [4]مبدأ الشك علاقات تعميم مثل

نقوم بدراسة مفاهيم الفضاء المشوه سيتر ومضاد سيتر بعد ذلك نقوم بشرح موجز للكمونات 

 غير المركزية لتسهيل العمل في الفصول الأخرى .

: (anti de Sitterو  de Sitter) الفضاء المشوه 2.1  

التبادلية وتأثير الجاذبية ،على التوالي في ميكانيكا الكم.في من أجل دمج الهندسة غير     
المشاكل  الآونة الأخيرة ، على مستوى ميكانيكا الكم النسبية وغير النسبية ، تم حل بعض

في هذا الإطار ؛على سبيل المثال ، تم حل معادلة شرودنغر تمامًا باستخدام الجسيم الحر 
 [6] [7].المنحني سنا يدرنموذج  والمذبذب التوافقي ومذبذب ديراك في



(وفضاء دي سيتر deSitterالفصل الأول: مفهوم فضاء دي سيتر)

 (والكمونات غير المركزية  Anti deSitterالمضاد)
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مبدأ الشك       هايزنبرغ المشوه الذي يؤدي إلى مبدأفي الفضاء ثلاثي الأبعاد ، يتم تحديد 
 ∶  [9]  [8]التاليةت التبديل بعلاقا  EUPالمعدل 

[X𝑖, Xj] = 0  ,    [𝑃𝑖 , 𝑃𝑗] = 𝑖ℏ𝜏𝜆𝜖𝑖𝑗𝑘𝐿𝑘 , [𝑋𝑖, 𝑃𝑗] = 𝑖ℏ(𝛿𝑖𝑗 − 𝜏𝜆𝑋𝑖𝑋𝑗)            (1.2.1) 

        τ = −1,                                                                          ∶ بحيث   1+

  حيث λ في حالة الجاذبية الكمية ، يتم تحديد لأنههو معامل التشوه ويكون صغير جدا   

 معامل EUP  باعتباره ثابتًا أساسيًا مرتبطًا بعامل المقياس للكون الممتد ويتناسب مع الثابت 

  .  Γ = 3τλ =
3τ

𝑎2  الكوني 

: 𝐿k  ونعبر عنه كالتاليهو العزم الزاوي  و،   [10] Sitter هو نصف قطر a :حيث 

                                      𝐿k = ϵijkXi𝑃j                                                    (2.2.1) 

       

 وإشباع الجبر المعتاد:

 [𝐿𝑖, 𝑃𝑗] = 𝑖ℏϵijk𝑃k     ,   [𝐿𝑖 , 𝑋𝑗] = 𝑖ℏϵijkXk ,  [𝐿𝑖 , 𝐿𝑗] = 𝑖ℏϵijk𝐿𝑘                           (3.2.1) 
                   

التبديل ،علاقة العادية الكم ميكانيكا في الحال هو كما  تؤدي إلى علاقة مبدأ الشك    

 ∶]2[لهايزنبرغ 

∆𝑋𝑖∆𝑃𝑖 ≥ ℏ

2
(1 − 𝜏𝜆(Δ𝑋𝑖)

2)                               (4.2.1)  

  〈𝑋i〉 =  حيث نضع:                            0

 



(وفضاء دي سيتر deSitterالفصل الأول: مفهوم فضاء دي سيتر)

 (والكمونات غير المركزية  Anti deSitterالمضاد)
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الفرعي الجبر من نوعين نميز نحن .  𝜏 حسب قيمة 

من مبدأ الشك في    صفري  غير أدنى حد بوجود المشوه الجبر يتميز ،  𝜏 = أجل من 1−   

: من اجل التبسيط نفترض مبدأ الشك المتماثل.   Sitterالعزم ويسمى هذا النموذج مضاد 

Xi = X                                           (5.2.1)  

 : AdS    نموذج في لعزمل اليقين عدم من الأدنى الحد بكتابة لنا يسمح وهذا

(∆𝑃𝑖)min = ℏ√τ𝜆                                             (6.2.1) 

لا تمثل القيمة الدنيا غير صفرية من عدم 4العلاقة  ،  𝜏 =  في نموذج Sitter  لدينا  1+

ويظهر ذلك في العبارة الأولى.  اليقين في العزم.  

الموجودة  . منطقة تحاك 4حيث علاقة مبدأ الشك لهايزنبرغ تم رسمها وفقا للعلاقة المعدلة 
. AdS لعزم في فضاء وا ضعالمو  لقياسات منوعةالم المنطقة هي  

الذي 1المعدل الجبر شباعلإ  𝑃𝑖 و𝑋𝑖 المؤثرات غير التبادلية  سنستخدم ، فصاعدًا الآن من  

لمعادلة الدقيقة الحلول دراسة أجل من عزم.ال فضاء في 4تأكيد مبدأ الشك  إلى ؤديي  

: المشوهة شرودنغر   

تعوض بعلاقات الاستبدال المعتادةالتي   𝑝𝑖 و𝑥𝑖 نمثل هذه المؤثرات كدوال للمؤثرين      

 :التالية التحولات بوجود ذلك يتم

𝑋𝑖 =
𝑥𝑖

√1+τ𝜆𝑟2
                                                    (7.2.1) 

𝑃𝑖 = −𝑖ℏ√1 + τ𝜆𝑟2𝜕𝑥𝑖                                (8.2.1) 



(وفضاء دي سيتر deSitterالفصل الأول: مفهوم فضاء دي سيتر)

 (والكمونات غير المركزية  Anti deSitterالمضاد)
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 ]−1

√𝜆
، 1

√𝜆
[ المجال في يختلف  𝑟 المتغير لما ،  τ = −1 

 : ة المركزيالكمونات غير  3.1   

 نظام استخدام الأفضل من ، مركزية غير الكمونات في الجسيم تحرك حالة في      
 . شرودنغر معادلة لحلة)ثلاثي أبعاد( الكروي الإحداثيات

    هذا على للإجابةصلة بطريقة طبيعية: ما هي الكمونات غير المركزية؟  وتم طرح سؤال ذ
هو    𝘝(𝑟) المركزي  لكمون ا ، باختصار .المركزية كموناتال تحديد الضروري  من ، السؤال  

. لذلك يسمح لنا هذا التعريف   في أصل الإحداثيات  r   جهد يعتمد فقط على المسافة 

r   القطبية الزاوية من،  القطر نصف على تعتمد دوال هي المركزية غير كموناتال أنبالقول   

.الأبعاد ثلاثيإلى  ،  φ  𝜽  زاويةال من ،

,V(r في ثلاثة متغيرات تؤدي إلى دراسة  θ, φ) المركزية غير الكمونات على الاعتماد  

   الفصل هذا في لاحقًا سيأتي عما فكرة الأقل على القارئ  لإعطاءمعادلة شرودنغر 

𝑚 والزخم 𝑝 المتحرك  الكتلة جسيمل للهاملتون  العام الشكل وضعنا النظام هذا في. التمهيدي     

الزمن.   عن ومستقلة ،  V(r, θ, φ) المركزي  غير النوع من جهد في  

 تكتب الهاملتون بالشكل التالي :

H =
P2

2m
+ V(r, θ)                                   (9.2.1)  

                                               : المركزية غير الكمونات على أمثلة  2.3.1 

تغيير طريقة باستخدام دراستها تمت التي المركزية غير الكمونات من مختلفة أنواع هناك  



(وفضاء دي سيتر deSitterالفصل الأول: مفهوم فضاء دي سيتر)

 (والكمونات غير المركزية  Anti deSitterالمضاد)
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: نذكر من بينها ،المتغير  

: ماكاروف كمون   

  شكل على الجزيئات لوصف النووية والفيزياء الكم كيمياء في الإمكانات هذه استخدام يمكن

تكتب ، الكروية الإحداثيات في .المشوهة الانوية أزواج بين والتفاعلات البنزين مثل ،رنين  

 كمونات ماكاروف بالشكل التالي:

V(𝑟, 𝜃) = −
𝑎

𝑟
+

𝑏

𝑟2𝑠𝑖𝑛2𝜃
+

𝑐 cos 𝜃

𝑟2𝑠𝑖𝑛2𝜃
                                     (10.2.1)  

 كمون هارتمان:

: نعرف كمون هارتمان كما يلي الكروية الإحداثيات في   

V(r, θ)=𝘝0 (
2𝑟0

𝑟
−

𝑟0
2

𝑟2𝑠𝑖𝑛2𝜃
)                                             (11.2.1) 

البعد الشعاعي.  𝑟0  الحد الأدنى للكمون و 𝑉0حيث  

: حلقةجهد التذبذب شبه التوافقي على شكل   

 المذبذب كمونات من تتكون  ، مركزية غير كمونات هي حلقة شكل على الجزيئية الكمونات
 نموذج لوصفالكمونات  هذه استخدام يمكن.  أخرى  إضافية كمونات و الكروي  التوافقي
 في تستخدم وهي .المشوهة النواة  بين والتفاعل الجزيئي البنزين مثلرنين  شكل على جزيئي
 في الدقيقة للجسيمات النسبي التأثير الأخيرة السنوات في .النووية والفيزياء الكم كيمياء

 الحصول وتم الفيزياء في كبيرا اهتماما أثار الكروي  غير التوافقي للمذبذبالكمونات  مجالات
 دالة كموناتو  التوافقي المذبذب كمونات بين التراكب من كموناته تتكون  . مهمة نتائج على
 . المركزية غير الكمونات من اثنين إلى بالإضافة ،كمونات أربع ثم ، السلبية القوة



(وفضاء دي سيتر deSitterالفصل الأول: مفهوم فضاء دي سيتر)

 (والكمونات غير المركزية  Anti deSitterالمضاد)
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 ونكتب هذا الكمون بالشكل التالي [11] :

V(r, θ)=
𝛫

2
𝑟2 +

𝐴

𝑟2 +
𝑏

𝑟2𝑠𝑖𝑛2𝜃
+

𝑐 𝑐𝑜𝑠2𝜃

𝑟2𝑠𝑖𝑛2𝜃
                                          (12.2.1)                             

.أبعاد بدون  حقيقية تلامامع هي   K ، A ، b ، c حيث 

 : Hautot كمون 

 يعرف كما يلي :

V(r, θ) = V(r) +
𝑓(𝜃)

𝑟2
                                        (13.2.1)  

،أبعادفي ثلاثة    𝜃 يمكن أن يكون لها على الأقل ثلاثة تعبيرات مختلفة اعتمادًا على    𝑓(𝜃) 

.وسبعة تعبيرات إذا كانت ثنائية الأبعاد  

 

: على شكل حلقة مزدوجة كمون كراتزر  

 استخدامها تم وقدوالكمية  الجزيئية الكيمياء تاريخ فيتلعب كمونات كراتزر دورا مهما 
 كمونات كانت ، الجزيئية الفيزياء مجال في أهميتها بسبب .الجزيئية والتفاعلات البنية لوصف
.1920 عام في كراتزر قبل من تقديمها منذ الدراسات من العديد موضوع كراتزر  

للحالات الجزيئية      v k المركزية غير الاهتزاز وطاقات    المركزية الاهتزاز اقاتتلعب ط

. [12]   الذرة ثنائية للأنظمة الاهتزازات وهياكل حالات دراسة في مهمًا دورًا الذرة ثنائية

 الدورانية الحركة يصف لذيا،كمون كراتزر على شكل حلقة مزدوجة ،الكروية الإحداثيات في
: [12] التالي النحو على تعريفه يتم ، للجزيئات المركزية غير  



(وفضاء دي سيتر deSitterالفصل الأول: مفهوم فضاء دي سيتر)

 (والكمونات غير المركزية  Anti deSitterالمضاد)
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V(r, θ) = −2𝐷𝑒 (
𝑟𝑒

𝑟
−

1

2

𝑟𝑒
2

𝑟2
) +

𝑏

𝑟2𝑠𝑖𝑛2𝜃
+

𝑎

𝑟2𝑐𝑜𝑠2𝜃
                                  (14.2.1)  

التفكك طاقة هي   𝐷𝑒 

التوازن  في حالة النوى  بين الفصل هو   𝑟𝑒 

 𝑎 و𝑏  هي معاملات بدون أبعاد .  

 

 



 

 :الفصل الثاني

ثنائي القطب  زائد كراتزرلكمون  رشرودينغ ل معادلةح

 ثنائي البعد   الفضاء العادي في
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 : المقدمة2-1
 التي الأنظمة عدد ذلك،فإن ومع. والجزيئات الذرات الدراسة جدة مهم رغنيشرود معادلة
 بحثالفيزيائيين لل هذا حفز.للغاية محدودبواسطة معادلة شرودينغر  تحليلية حلول لها توجد
الكمونات  حول الدراسات من العديد إلى أدى مما الفيزيائية الأنظمة لهذهتقريبية  نماذج عن

.  تحليلي بشكلالكمونات  من القليل سوى  حل يتم ،لمالتقريبات  هذه من الرغم على.الكروية
 ،تناظرًا والجزيئات ذراتال الحقيقية،مثل الفيزيائية الأنظمة تظهر ما ذلك،نادرًا جانب  إلى

 بل الكثير منها لها كمونات غير مركزية ..[13]الهيدروجين ذرة مثل بسيطًا كرويًا

,𝘝(𝑟الكهربائي القطب ثنائي هو بس الأ المركزي  غيركمون ال 𝜃) =
𝑫𝜽 𝐜𝐨𝐬 𝞱

𝒓𝟐  الانتباه جذب وقد  
 حالاتنتحصل على  أن يمكن لا أنه على تجريبية أدلة لوجود نظرًا جدًا مبكر وقت في

 الدراسات اتبعت. حرجة قيمةاكبر من  𝐷𝜃كان المعامل إذا إلابهذا الكمون  مرتبطة
 جذبت .النظام لهذا تحليلية حلول وجود عدم من الرغم على وأكدتها النتائج هذه التجريبية

 للجزيئات الأيونية الحدود ضمن لتطبيقاتها نظرًا الكيمياء في أيضًا الانتباهالكمونات  هذه
 النووي  الحمض في لإلكترون  تربطا آليا دراسة في الجزيئي الأحياء علم في أيضًا .القطبية

 .RNA [13]و DNA الريبي النووي  والحمض

 ثنائيكمونات كراتزر زائد  مع رشرودينغ لمعادلة الدقيق الحل بدراسة ،سنقوم العمل هذا في
غير نغر للكمون ينكتب معادلة شرودالجزء الأول في ،ثنائي البعد العادي الفضاء في القطب
الذي نسميه باختصار كمون القطب، ثنائيكمون و  كراتزركمون  بينيجمع  الذي المركزي 
إيجاد عبارة  أجل من رشرودينغ معادلةأما في الجزء الثاني نقوم بحل  المركزي  غير كراتزر

 .الموجة دالةالطاقة وعبارة 
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المركزية غير كراتزركمونات   2.2 

الموزعة في  Qكمون كهربائي ناتج من الشحنة  في qمشحونة  نقطة من يتألف نظامًا نعتبر
𝑸 الشحنةالفضاء حيث  = ∫ 𝒅𝒒 ةالمشحون نقاطال من مجموعة (dq) وجسيمات أيون  مثل 

وهو عبارة  qينتج كمون كولومبي  في موضع الشحنة المدروسة  Qالشحنة ع. توزيمشحونة
 :[13]عن مجموع الكمونات العنصرية كما يلي

                                                   𝑉(𝑟) = ∫
1

4𝜋𝜀0

𝑑𝑞𝑎

𝑟𝑎
                                 (1.2.2) 

 Qمنطبق على مركز توزيع الشحنة  Oنختار مبدأ الفضاء 

M هي موضع الشحنة المدروسةq و𝑟هو شعاع الموضع الموافق 

A هو موضع الشحنة العنصريةdq و𝑎⃗  هو شعاع موضعها 

 وبالتالي فان الموضع النسبي للشحنة العنصرية والشحنة المدروسة هو 

𝒓𝒂⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑨𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑶𝑴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ − 𝑶𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝒓⃗⃗ − 𝒂⃗⃗⃗ [13]  . 

:حيث يمكن كتابة المعادلة السابقة بالشكل التالي  

𝑉(𝑟) = ∫
1

4𝜋𝜀0

𝑑𝑞𝑎

‖𝑟−𝑎⃗⃗‖
= ∫

1

4𝜋𝜀0
𝑑𝑞𝑎[(𝑟 − 𝑎⃗)2]−1/2                      (2.2.2) 

  بعد حساب المربع نجد

𝑉(𝑟) = ∫
1

4𝜋𝜀0
𝑑𝑞𝑎[𝑟2 − 2𝑟. 𝑎⃗ + 𝑎⃗2]−1/2                                 (3.2.2) 

 نجد  𝑟2بالقسمة على

𝑉(𝑟) = ∫
1

4𝜋𝜀0

𝑑𝑞𝑎

𝑟
(1 −

2𝑟.𝑎⃗⃗

𝑟2 +
𝑎⃗⃗2

𝑟2)
−1/2

                                (4.2.2) 
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يمك استعمال التقريب التالي ،‖𝑟‖ يمثله الذي الكامل بالنظام مقارنة صغيرة‖𝑎⃗‖أنبما 
 :[13]من الشكل تصبح المعادلة بواسطة نشر تايلور 

                              (1 −
2𝑟.𝑎⃗⃗

𝑟2 +
𝑎⃗⃗2

𝑟2)
−1/2

= 1 +
𝑟.𝑎⃗⃗

𝑟2 + 0 (
𝑎⃗⃗2

𝑟2)                           (5.2.2) 

 :هذا التقريب الأخير لحساب التكامل السابق نستعمل 

𝑉(𝑟) = ∫
1

4𝜋𝜀0

𝑑𝑞𝑎

𝑟
(1 +

𝑟.𝑎⃗⃗

𝑟2
)                                           (6.2.2) 

:ومنه   

 𝑉(𝑟) =  
1

4𝜋𝜀0
(∫

𝑑𝑞𝑎

𝑟
+ ∫

𝑑𝑞𝑎

𝑟

𝑟.𝑎⃗⃗

𝑟2 )                                      (7.2.2) 

:التالي النحو على تبسيطها يمكن  

𝑉(𝑟) =  
1

4𝜋𝜀0
(

1

𝑟
∫  𝑑𝑞𝑎 +

1

𝑟2 ∫ 𝑎 cos 𝜃𝑎𝑑𝑞𝑎)                     (8.2.2) 

𝑄 حيث = ∫  𝑑𝑞
𝑎

𝐷𝑟 و = ∫ 𝑎 cos 𝜃𝑎𝑑𝑞
𝑎

 :ويصبح الكمون من الشكل  

𝑉(𝑟) =  
1

4𝜋𝜀0

𝑄

𝑟
+

1

4𝜋𝜀0

𝐷𝑟

𝑟2                                          (9.2.2) 

.ءطاقة التفكك للجزي  يمثل  𝑫𝒓 

:كما يلي  المعرفةكراتزر  تعبير تعادلالسابقة  العلاقة  

𝑉𝑘 = 𝑑𝑒 (
𝑟𝑒

2

𝑟2 −
2𝑟𝑒

𝑟
)                                             (10.2.2) 

.الجزيء في التوازن  عند لذرات بيناالبعد  𝒓𝒆 و التفكك الطاقة هي 𝒅𝒆 نعتبر حيث  
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.تمامًا متماثلً  ليس عمومًا التوزيع لأن الواقع تعكس أن يمكن لاالكمونات المركزية  أن نرى   

 أن نعتبر ، بذلك للقيام.الشحنة توزيع في تبايناحتمال  الاعتبار بعين نأخذ أن علينا لذلك
لا ينطبق هذا التأثير المتباين على الشحنة المدروسة من  ةمراكز الشحن السلبية والإيجابي

)طرف شحنتين متعاكستين ينتج كمون ثنائي القطب 
𝑫 𝐜𝐨𝐬 𝜽

𝒓𝟐 ). 

موضع )𝒓⃗⃗الموضع  اتجاهتحدد 𝜽والزاوية  مركزي الشحن بين المسافة مع يتناسب𝑫𝜽 المعامل 
𝑎⃗⃗⃗ بواسطة المحدد القطب ثنائي لمحور وفقًاالشحنة المدروسة( )اشعة موضعي الشحنة −𝑎⃗و+⃗

 شعاعي.ال القطب ثنائي عن لتمييزهالزاوي  القطب ثنائي مصطلح نسمي.الموجة والسالبة(

يعطينا كمون كولوم مع ثنائي القطب ويسمى كمون  معا الشروط جميع نضيف عندما لذلك
 .  [13]كراتزر غير المركزي 

                                     𝘝(𝑟, 𝞱) =
𝟏

𝟒𝝅𝜺𝟎
(

𝚀

𝒓
+

𝑫𝒓

𝒓𝟐 +
𝑫 𝐜𝐨𝐬 𝞱

𝒓𝟐 ) (11.2.2) 

:الحل الدقيق لمعادلة شرودينغر ثنائية البعد مع كمون كراتزر زائد ثنائي القطب3.2  

 للنظام الذاتيةدوال وال للطاقة الذاتية القيم علىفضاء العادي ال تأثير نوضح ، القسم هذا في

,𝘝(𝑟المركزي  غيركمون ال وجود في 𝜃): 

𝘝(𝑟, 𝜃) =
1

4𝜋𝜀0
(

𝚀

𝑟
+

𝐷𝑟

𝑟2
+

𝑫𝜽 cos 𝜃

𝑟2
) 

في الفضاء ثنائي البعد تكتب  Vيدور تحت تأثير كمون  q لجسم شحنته معادلة شرودنغر
  :كما يلي

                           [−
ℏ𝟐

𝟐𝒎𝒆
∆ + 𝒒𝑽(𝒓, 𝜽)] 𝜳(𝒓, 𝞱) = 𝜠𝜳(𝒓, 𝞱)                          (1.3.2)         
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   :باستعمال الإحداثيات القطبية المعادلة السابقة تصبح

   [−
ℏ𝟐

𝟐𝒎𝒆
(

𝝏𝟐

𝝏𝒓𝟐 +
𝟏

𝒓

𝝏

𝝏𝒓
+

𝟏

𝒓𝟐

𝝏𝟐

𝝏𝜽𝟐) + 𝒒𝑽(𝒓, 𝜽)] 𝜳(𝒓, 𝜽) = 𝜠𝜳(𝒓, 𝜽)                (2.3.2) 
:بتعويض عبارة الكمون غير المركزي في معادلة شرودينغر العامة نجد  

[−
ℏ𝟐

𝟐𝒎𝒆
(

𝝏𝟐

𝝏𝒓𝟐 +
𝟏

𝒓

𝝏

𝝏𝒓
+

𝟏

𝒓𝟐

𝝏𝟐

𝝏𝜽𝟐) +
𝒒

𝟒𝝅𝜺𝟎
(

𝚀

𝒓
+

𝑫𝒓

𝒓𝟐 +
𝑫𝜽 𝐜𝐨𝐬 𝞱

𝒓𝟐 )] 𝜳(𝒓, 𝞱) = 𝜠𝜳(𝒓, 𝞱)                 (3.3.2) 

:نجدبتبسي  المعادلة   

[(
𝜕2

𝜕𝑟2 +
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
−

2𝑚𝑒𝑞𝑄

4𝜋𝜀0ℏ2

1

𝑟
−

2𝑚𝑒𝑞𝑫𝒓

4𝜋𝜀0ℏ2

1

𝑟2) +
1

𝑟2 (
𝜕2

𝜕𝜃2 −
2𝑚𝑒𝑞𝑫𝜽

4𝜋𝜀0ℏ2 𝐜𝐨𝐬 𝞱)] 𝜳(𝒓, 𝞱) = 𝜠𝜳(𝒓, 𝞱) (4.3.2) 

 وهذا بكتابة دالة الحالة بالشكل التالي: المتغيرات فصلعمل طريقة لحل هذه المعادلة نست

                                𝛹(𝑟, 𝜃) = 𝑢(𝑟)𝛷(𝜃) = 𝑟−
1

2𝑅(𝑟)𝛷(𝜃) (5.3.2) 

 :نجد (2.3.2) بالتعويض في المعادلة

[(
𝜕2

𝜕𝑟2 +
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
−

2𝑚𝑒𝑞𝑄

4𝜋𝜀0ℏ2

1

𝑟
−

2𝑚𝑒𝑞𝑫𝒓

4𝜋𝜀0ℏ2

1

𝑟2) +
1

𝑟2 (
𝜕2

𝜕𝜃2 −
2𝑚𝑒𝑞𝑫𝜽

4𝜋𝜀0ℏ2 𝐜𝐨𝐬 𝞱)] 𝑟−
1

2𝑅(𝑟)𝛷(𝜃) =

𝜠𝑟−
1

2𝑅(𝑟)𝛷(𝜃) (6.3.2) 

 :في المعادلة السابقةنقوم الآن بحساب المشتقات 

 𝜃المشتقة الثانية بالنسبة ل 

𝜕2

𝜕𝜃2 (𝑟−
1

2𝑅(𝑟)𝛷(𝜃)) = 𝑟−
1

2𝑅(𝑟)
𝜕2

𝜕𝜃2 𝛷(𝜃)                                    (7.3.2)  

 𝑟 المشتقة الأولى بالنسبة ل

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟−

1

2𝑅(𝑟)𝛷(𝜃)) = −
1

2
𝑟−

3

2𝑅(𝑟)𝛷(𝜃) + 𝑟−
1

2
𝜕

𝜕𝑟
𝑅(𝑟)𝛷(𝜃)                             (8.3.2)  

   

 𝑟 المشتقة الثانية بالنسبة ل
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𝜕2

𝜕𝑟2 (𝑟−
1

2𝑅(𝑟)𝛷(𝜃)) =
𝜕

𝜕𝑟
(−

1

2
𝑟−

3

2𝑅(𝑟)𝛷(𝜃) + 𝑟−
1

2
𝜕

𝜕𝑟
𝑅(𝑟)𝛷(𝜃)) =

3

4
𝑟−

5

2𝑅(𝑟)𝛷(𝜃)−𝑟−
3

2
𝜕

𝜕𝑟
𝑅(𝑟)𝛷(𝜃) + 𝑟−

1

2
𝜕2

𝜕𝑟2 𝑅(𝑟)𝛷(𝜃)       (9.3.2) 

 بالتعويض بهذه المشتقات في المعادلة السابقة نجد 

3

4
𝑟−

5

2𝑅(𝑟)𝛷(𝜃)−𝑟−
3

2
𝜕

𝜕𝑟
𝑅(𝑟)𝛷(𝜃) + 𝑟−

1

2
𝜕2

𝜕𝑟2 𝑅(𝑟)𝛷(𝜃) +
1

𝑟
(−

1

2
𝑟−

3

2𝑅(𝑟)𝛷(𝜃) +

𝑟−
1

2
𝜕

𝜕𝑟
𝑅(𝑟)𝛷(𝜃)) − (

2𝑚𝑒𝑞𝑄

4𝜋𝜀0ℏ2

1

𝑟
+

2𝑚𝑒𝑞𝑫𝒓

4𝜋𝜀0ℏ2

1

𝑟2
) 𝑟−

1

2𝑅(𝑟)𝛷(𝜃) +
1

𝑟2
(𝑟−

1

2𝑅(𝑟)
𝜕2

𝜕𝜃2
𝛷(𝜃) −

2𝑚𝑒𝑞𝑫𝜽

4𝜋𝜀0ℏ2
𝐜𝐨𝐬 𝞱𝑟−

1

2𝑅(𝑟)𝛷(𝜃)) = 𝜠𝑟−
1

2𝑅(𝑟)𝛷(𝜃)            (10.3.2) 

−𝑟ثم ضربها في  𝛷(𝜃)(𝑟)بقسمة المعادلة السابقة على 
5

 نجد2

𝑟2

𝑅(𝑟)
(

𝜕2𝑅(𝑟)

𝜕𝑟2 +
1

4
𝑟−2𝑅(𝑟) +

2𝑚𝑒𝑞𝑄

4𝜋𝜀0ℏ2

1

𝑟
𝑅(𝑟) +

2𝑚𝑒𝑞𝑫𝒓

4𝜋𝜀0ℏ2

1

𝑟2 𝑅(𝑟) +
2𝑚𝑒

ℏ2 𝐸𝑅(𝑟)) =
1

𝛷(𝜃)
(

𝜕2

𝜕𝜃2 𝛷(𝜃) −

2𝑚𝑒𝑞𝑫𝜽

4𝜋𝜀0ℏ2 𝐜𝐨𝐬 𝞱𝛷(𝜃))     (11.3.2) 

 

نتحصل على معادلتين المعادلة الأولى تمثل الجزء 𝐸𝜃بوضع طرفي المعادلة السابقة يساوي 
 الزاوي و المعادلة الثانية تمثل الجزء الشعاعي:

:الجزء الزاوي   

      (12.3.2)      1

𝛷(𝜃)

𝜕2

𝜕𝜃2
𝛷(𝜃) −

2𝑚𝑒𝑞

4𝜋𝜀0ℏ2
𝐷 cos 𝜃 = 𝐸𝜃 

:بالتبسي  نجد  

(
𝜕2

𝜕𝜃2
−

2𝑚𝑒𝑞𝑫𝜽

4𝜋𝜀0ℏ2
𝑐𝑜𝑠𝜃) 𝛷(𝜃) = 𝐸𝜃𝛷(𝜃)                     (13.3.2) 

:الجزء الشعاعي  
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𝑟2

𝑅(𝑟)
(

𝜕2𝑅(𝑟)

𝜕𝑟2 +
1

4
𝑟−2𝑅(𝑟) +

2𝑚𝑒𝑞𝑄

4𝜋𝜀0ℏ2

1

𝑟
𝑅(𝑟) +

2𝑚𝑒𝑞𝑫𝒓

4𝜋𝜀0ℏ2

1

𝑟2 𝑅(𝑟) +
2𝑚𝑒

ℏ2 𝐸𝑅(𝑟)) = 𝐸𝜃        (14.3.2) 

                          

:فتصبح كالتالي  (𝒓𝟐) وبالقسمة على(𝑹(𝒓))بالضرب في 

[
𝜕2

𝜕𝑟2
+ (

1

4
−

2𝑚𝑒𝑞𝐷𝑟

4𝜋𝜀0ℏ2
)

1

𝑟2
−

2𝑚𝑒𝑞𝑄

4𝜋𝜀0ℏ2𝑟
+

2𝑚𝑒𝐸

ℏ2
] 𝑅(𝑟) =

𝐸𝜃

𝑟2
𝑅(𝑟)                   (15.3.2) 

 :هو ثابت الفصل 𝐸𝜃إذا تمكنا من فصل معادلة شرودينغر الى جزئين حيث 

:الجزء الزاوي   
𝜕2𝛷(𝞱)

𝜕𝜃2
− (𝐸𝜃 +

2𝑚𝑒𝑞𝐷

4𝜋𝜀0ℏ2
𝑐𝑜𝑠𝞱) 𝛷(𝞱) = 0 

:الجزء الشعاعي  

           𝜕
2𝑅(𝑟)

𝜕𝑟2 + [(𝐸𝜃 +
1

4
−

2𝑚𝑒𝑞𝐷𝑟

4𝜋𝜀0ℏ2 )
1

𝑟2 −
2𝑚𝑒𝑞𝑄

4𝜋𝜀0ℏ2𝑟
+

2𝑚𝑒𝐸

ℏ2 ] 𝑅(𝑟) = 0                    (16.3.2)  

,𝛹(𝑟 دوال الذاتيةالو 𝐸  قةللطا الذاتية القيم لاستخراج 𝜃)  نقوم أولا بحل معادلة الجزء الزاوي
 ثم نعوضها في معادلة الجزء الشعاعي . 𝐸𝜃لإيجاد ثابت الفصل

:الزاوي الجزء  معادلة حل  

:لدينا  
𝜕2𝛷(𝞱)

𝜕𝜃2
− (𝐸𝜃 +

2𝑚𝑒𝑞𝐷

4𝜋𝜀0ℏ2
𝑐𝑜𝑠𝞱) 𝛷(𝞱) = 𝟎 

وهذا باستعمال  Mathieuماثيو معادلة شكلعلى  المعادلة هذه كتابة إعادة ببساطة يمكن
 : [13]استبدال المتغيرات التالية 



 الفضاء في القطب ثنائي زائد كراتزر لكمون  شرودينغر معادلة حل:الثاني الفصل
   البعد ثنائي العادي

 

17 
 

𝜃 = 2𝑧, 𝑎 = −4𝐸𝜃, 𝑝 =
𝑚𝑒𝑞𝐷

𝜋𝜀0ℏ2
 

:تتحول المعادلة وتصبح كالتالي  

𝟏

𝟒

𝝏𝟐𝜱(𝒛)

𝝏𝒛𝟐
+ [

𝟏

𝟒
𝒂 −

𝟏

𝟐
𝒑 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒛] 𝜱(𝒛) = 𝟎 

:( نجد4بضرب المعادلة في )   

𝝏𝟐𝜱(𝒛)

𝝏𝒛𝟐 + [𝒂 − 𝟐𝒑 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒛]𝜱(𝒛) = 𝟎                                (17.3.2) 

 .𝑠𝑒2𝑚+2(𝑧)وجيب الناقص 𝑐𝑒2𝑚(𝑧) الناقص التمام جيبدوال  هي المعادلة هذه حلول  

)، 𝟐𝝅 هي  𝝷لان دورة من(𝜋  حيثm حلول معادلة ماثيو دورية بسبب ،عدد طبيعيz لها دورة  

 التي تقودنا إلى النظر في نظرية بلوخ. تنص هذه النظرية على انه للحصول على قيمة  

  𝒂 المتغيرات الأخرى  من معينة لقيم فق  دوري  ،الحل𝒑معينة للمتغير 

لحلول   𝑏2𝑚(𝑝) او  𝑏(2𝑚, 𝑝) و  التمام جيب لحلول  𝑎2𝑚(𝑝)او𝑎(2𝑚, 𝑝) المميزة القيم نسمي  

 جيب[13] .

بيانيا  عموما تعطى فهي وبالتالي، 𝑏2𝑚(𝑝)و 𝑎2𝑚(𝑝) لماثيو المميزة للقيم تحليلي تعبير لايوجد  

.p   ل والكبيرة الصغيرة للقيم تقريبية تحليلية تعبيرات كتابة شيء،يمكننا كل رغمأو عدديا.

:[13] كالتالي  𝒎 > ل    3 b a و p نر عالتعبي يمكننا، من صغيرة للقيم  

𝑎2𝑚 = 𝑏2𝑚 ≈ 4𝑚2 +
1

2(4𝑚2−1)
𝑝2 +

20𝑚2+7

32(4𝑚2−1)3(4𝑚2−4)
𝑝4 +

36𝑚4+232𝑚2+29

64(4𝑚2−1)5(4𝑚2−4)(4𝑚2−9)
𝑝6 +

𝒪(𝑝8)(18.3.2) 
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 ،  𝑝−2𝑚−2 الشروط حتىهي نفسها  𝑏2𝑚(𝑝) و 𝑎2𝑚(𝑝) الطاقة سلسلة معاملاتأن  حيث  

𝑎′𝑠 لـ مختلفة معاملات مع لكن 𝑚 ≤ 3 من اجل مماثل الحدود كثير ذلك،لدينا إلى بالإضافة  

 .[13]𝑏′𝑠 و   

 . [13]𝑏 (𝑚 =  0) يوجد لا لذلك 𝑚 =  0 لا يوجد حل جيبي من اجل   هنا، نلاحظ  

: (𝑘 =  2𝑛 +  1) الحدودآخركثير ،نحصلعلى  𝑝من اجل قيم كبيرة من 

𝑎𝑛 = 𝑏𝑛+1 ≈ −2𝑝 + 𝑘𝑝1/2 −
1

8
[𝑘2 + 1] −

1

27𝑝1/2
[𝑘3 + 3𝑘] −

1

212𝑝
[5𝑘4 + 34𝑘2 + 9] +

𝓞(𝒑−𝟑/𝟐)(19.3.2) 

من اجل القيم المميزة   𝑐2𝑚(𝑝) الرمز نفس نستخدم سوف ، الكتابة لتبسي  الآن من ، أخيرا  

 .[13]𝑏2𝑚(𝑝) و  𝑎2𝑚(𝑝) 

،𝑎 = −4𝐸𝜃و𝑝 =
𝑚𝑒𝑞𝐷𝜃

𝜋𝜀0ℏ2 السابقة والعلاقات المميزةعبارات ال باستخدام أيضا  

.[13]𝐷𝜃بدلالة معامل ثنائي القطب𝐸𝜃 ثابت الفصل قيم على نحصل  

Eθ
(2m)

= −
1

4
c2m (

mq

πε0ℏ2 Dθ)                   (20.3.2)  

𝑝 ⟶ Dθاو 0 ⟶ 0 الحد في ذلك نرى    

𝑎 = 4𝑚2نتحصل على 

:يمكن أن تكتب  المميزة القيم  

𝑎2𝑚 = 4𝑚2 + 𝑃𝑚(𝑝)                          (21.3.2) 
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:،لديناةالزاوي الذاتية للقيم بالنسبة نفسه هو  

Eθ
(2m)

= −𝑚2 + 𝑃𝑚(Dθ)                                      (22.3.2) 

[3]𝐷 و 𝑝 القوى من نفس منتكتب  كثير حدود التي  𝑃𝑚(Dθ)و𝑃𝑚(𝑝) حيث 

.الشعاعية المعادلة حل أجل من  Eθ
(2m) مذلك،نستخد بعد  

:الحل الشعاعي للمعادلة   

:التالي النحو على Eθ
(m) اجل  منالشعاعية  المعادلة كتابة نعيد  

[
𝜕2

𝜕𝑟2 + (Eθ
(m)

+
1

4
−

2𝑚𝑒𝑞𝐷𝑟

4𝜋𝜀0ℏ2 )
1

𝑟2 −
2𝑚𝑒𝑞𝑄

4𝜋𝜀0ℏ2𝑟
+

2𝑚𝑒𝐸

ℏ2 ] 𝑅(𝑟) = 0        (23.3.2) 

:التالي ليالتحو  نستخدم  

𝑅(𝑟) = 𝑟𝜆𝑒−𝛽𝑟𝑓(𝑟)                          (24.3.2) 

:بالاشتقاق نجد  

 المشتق الأول 

𝑑𝑅(𝑟)

𝑑𝑟
= 𝑟𝜆𝑒−𝛽𝑟 [

𝑑𝑓(𝑟)

𝑑𝑟
+ (

𝜆

𝑟
− 𝛽) 𝑓(𝑟)]                         (25.3.2) 

:المشتق الثاني  

            𝑑
2𝑅(𝑟)

𝑑𝑟2
= 𝑟𝜆𝑒−𝛽𝑟 [

𝑑2𝑓(𝑟)

𝑑𝑟2
+ (

2𝜆

𝑟
− 2𝛽)

𝑑𝑓(𝑟)

𝑑𝑟
+ (

𝜆

𝑟2
(𝜆 − 1) −

2𝜆𝛽

𝑟
+ 𝛽2) 𝑓(𝑟)]         

          (26.3.2)                                                      

( في 24.3.2( والتحويل)26.3.2( والثانية)25.3.2بتعويض المشتقات الأولى)
:نتحصل على المعادلة التالية  ،(23.3.2المعادلة)  
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[
𝑑2

𝑑𝑟2
+ (

2𝜆

𝑟
− 2𝛽)

𝑑

𝑑𝑟
+

1

𝑟2
(λ(𝜆 − 1) + Eθ

(m)
+

1

4
−

2𝑚𝑒𝑞𝐷𝑟

4𝜋𝜀0ℏ2
) −

1

𝑟
(

2𝑚𝑒𝑞𝑄

4𝜋𝜀0ℏ2
+ 2𝜆𝛽) + 𝛽2 +

2𝑚𝑒𝐸

ℏ2
] 𝑓(𝑟) = 0                                                                             (27.3.2)      

 :معادلة معروفة نستعمل التحويلات التالية  ىلتحويل هذه المعادلة ال

𝛽2 = −
2𝑚𝑒𝐸

ℏ2
λ(𝜆و − 1) + Eθ

(m)
+

1

4
−

2𝑚𝑒𝑞𝐷𝑟

4𝜋𝜀0ℏ2
= 0 

:هما 𝜆المعادلة الأخيرة تعطي حلين ل 

λ =
1

2
± √−Eθ

(m)
+

2𝑚𝑒𝑞𝐷𝑟

4𝜋𝜀0ℏ2
                                      (28.3.2) 

= 𝑟فردية عند القيمة 𝑓(𝑟)المقبولة هي القيمة التي تجعل   λقيمة    هي : 0 

λ =
1

2
+ √−Eθ

(m)
+

2𝑚𝑒𝑞𝐷𝑟

4𝜋𝜀0ℏ2                                      (29.3.2) 

:يلي كما المعادلة ،تصبححالة ال هذه في  

                   [ 𝑑2

𝑑𝑟2 + (
2𝜆

𝑟
− 2𝛽)

𝑑

𝑑𝑟
−

1

𝑟
(

2𝑚𝑒𝑞𝑄

4𝜋𝜀0ℏ2 + 2𝜆𝛽)] 𝑓(𝑟) = 0                   (30.3.2) 
                               

:التاليشكل الب كتابتها إعادة يمكنو   

[𝑟
𝑑2

𝑑𝑟2 + (2𝜆 − 2𝛽𝑟)
𝑑

𝑑𝑟
−

2𝑚𝑒𝑞𝑄

4𝜋𝜀0ℏ2 − 2𝜆𝛽] 𝑓(𝑟) = 0                     (31.3.2) 

 لحل هذه المعادلة نستبدل المتغير كما يلي:

𝑍 = 2𝛽𝑟 ⟹ 𝑑𝑍 = 2𝛽𝑑𝑟 

:( نجد30.3.2بالتعويض في المعادلة)  

[
𝑍

2𝛽
(2𝛽)2 𝑑2

𝑑𝑧2
+ (2𝜆 − 𝑧)2𝛽

𝑑

𝑑𝑧
−

2𝑚𝑒𝑞𝑄

4𝜋𝜀0ℏ2
− 2𝜆𝛽] 𝑓(𝑧) = 0                   (32.3.2) 
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:نجد  2𝛽 على المعادلة هذه بقسمة  

[𝑧
𝑑2

𝑑𝑧2 + (2𝜆 − 𝑧)
𝑑

𝑑𝑧
−

2𝑚𝑒𝑞𝑄

4𝜋𝜀0ℏ2

1

𝛽
+ 𝜆] 𝑓(𝑧) = 0          (33.3.2) 

   الشروطنفرض  أن يجبللمعادلة، الحدودكثير  حل على الحصول أجل الآن،من
:التالية 𝑓(𝑟)   الموجة دالة معامل على

𝑢 + 1 = 2𝜆 𝑒𝑡 𝑛𝑟 = −
2𝑚𝑒𝑞𝑄

4𝜋𝜀0ℏ2

1

𝛽
+ 𝜆 

:بالتعويض في المعادلة نجد  

[𝑧
𝑑2

𝑑𝑧2 + ((𝑢 + 1) − 𝑧)
𝑑

𝑑𝑧
+ 𝑛𝑟]  𝑓(𝑧) = 0                           (34.3.2) 

دالة ( وبالتالي حلها هو hypergéométrique:المعادلة الأخيرة هي من النوع )

(hypergéométriqueمن الشكل ): 

𝑓(𝑧) = 𝐹1(−𝑛𝑟 , (𝑢 + 1) − 𝑧)1                                      (35. 3 .2) 

:دالة الموجة الشعاعية تكتب كالتالي الآن  

 𝑅(𝑟) = 𝑟𝜆𝑒−𝛽𝑟𝑓(𝑟) (36.3.2) 

:مع  

                               𝑓(𝑟) = 𝑁 𝐹11 ((
2𝑚𝑒𝑞𝑄

4𝜋𝜀0ℏ2

1

𝛽
+ 𝜆) , 2𝜆, 2𝛽𝑟)                   (37.3.2) 

 و منه نجد:

  𝑅(𝑟) = 𝑁𝑟𝜆𝑒−𝛽𝑟 𝐹11 ((
2𝑚𝑒𝑞𝑄

4𝜋𝜀0ℏ2

1

𝛽
+ 𝜆) , 2𝜆, 2𝛽𝑟)                  (38.3.2) 



 الفضاء في القطب ثنائي زائد كراتزر لكمون  شرودينغر معادلة حل:الثاني الفصل
   البعد ثنائي العادي

 

22 
 

:شرط التقنين خلال من تحديده يمكن والذيهو ثابت التقنين،  𝑁حيث 

∫|𝛹(𝑟, 𝜃)|2 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 = 1                                (39.3.2) 

𝛹(𝑟, 𝜃) = 𝑟−
1

2𝑅(𝑟)𝛷(𝜃)                        مع:  

               

∫ |𝑟−1/2𝑅(𝑟)|
2

𝑟𝑑𝑟 ∫ |𝛷(𝜃)|22𝜋

0
𝑑𝜃 = 1

+∞

0
                     (40.3.2) 

:حيث دالة ماثيو مقننة بالتعريف   

∫ |𝛷(𝜃)|2

2𝜋

0

𝑑𝜃 = 𝜋2 

 ومنه شرط التقنين يصبح كالاتي:

𝜋2 ∫ |𝑁𝑟𝜆𝑒−𝛽𝑟 𝐹11 ((
2𝑚𝑒𝑞𝑄

4𝜋𝜀0ℏ2

1

𝛽
+ 𝜆) , 2𝜆, 2𝛽𝑟)|

2

dr = 1  
+∞

0
          (41.3.2) 

 

:أو  

          |𝑁|2𝜋2 ∫ 𝑟2𝜆𝑒−2𝛽𝑟 | 𝐹11 ((
2𝑚𝑒𝑞𝑄

4𝜋𝜀0ℏ2

1

𝛽
+ 𝜆) , 2𝜆, 2𝛽𝑟)|

2

dr = 1  
+∞

0
         (42.3.2)  

:hypergéométrique دالةالو  Laguerre ل الحدود كثير بين العلاقة نطبق  

       𝐿𝑛𝑟
2𝜆−1(2𝛽𝑟) =

(𝑛𝑟+2𝜆−1)!

𝑛𝑟!(2𝜆−1)!
𝐹11 ((

2𝑚𝑒𝑞𝑄

4𝜋𝜀0ℏ2

1

𝛽
+ 𝜆) , 2𝜆, 2𝛽𝑟)                       (43.3.2) 
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:المعادلة تصبح لذلك  

       |𝑁|2𝜋2 ∫ 𝑟2𝜆𝑒−2𝛽𝑟+∞

0
|

(𝑛𝑟+2𝜆−1)!

𝑛𝑟!(2𝜆−1)!
𝐿𝑛𝑟

2𝜆−1(2𝛽𝑟)|
2

𝑑𝑟 = 1                               (44.3.2) 
                                       

:صياغتها إعادة يمكن والتي  

  |𝑁|2 (
𝑛𝑟!(2𝜆−1)!

(𝑛𝑟+2𝜆−1)!
)

2

𝜋2 ∫ 𝑟2𝜆𝑒−2𝛽𝑟+∞

0
|𝐿𝑛𝑟

2𝜆−1(2𝛽𝑟)|
2

𝑑𝑟 = 1                        (45.3.2) 
              

:باستعمال استبدال المتغير  

[𝑍 = 2𝛽𝑟 ⇒ 𝑟 =
1

2𝛽
𝑍 ⇒ 𝑑𝑟 =

1

2𝛽
𝑑𝑍] (46.3.2) 

:نجد  

|𝑁|2 (
𝑛𝑟!(2𝜆−1)!

(𝑛𝑟+2𝜆−1)!
)

2

𝜋2 ∫ (
1

2𝛽
𝑍)

2𝜆

𝑒
−2𝛽(

1

2𝛽
𝑍)+∞

0
|𝐿𝑛𝑟

2𝜆−1 (2𝛽 (
1

2𝛽
𝑍))|

2

(
1

2𝛽
) 𝑑𝑍 = 1      

 (47.3.2)                                                

:التالي النحو علىالمعادلة  تبسي  يمكن  

                         |𝑁|2 (
𝑛𝑟!(2𝜆−1)!

(𝑛𝑟+2𝜆−1)!
)

2

(
1

2𝛽
)

2

𝜋2 ∫ 𝑧2𝜆𝑒−𝑍+∞

0
|𝐿𝑛𝑟

2𝜆−1(𝑧)|
2

𝑑𝑍 = 1   (48.3.2) 
                       

:Laguerre كثيرالحدودخاصية   

∫ 𝑞𝑘+1𝑒−𝑞[𝐿𝑛𝑟
2𝜆 (𝑞)]

2+∞

0
𝑑𝑞 =

(𝑛𝑟+𝑘)!

𝑛𝑟!
(2𝑛𝑟 + 𝑘 + 1)                                 (49.3.2) 
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:ومنه  

                      ∫ 𝑧2𝜆𝑒−𝑍+∞

0
|𝐿𝑛𝑟

2𝜆−1(𝑧)|
2

𝑑𝑍 =
(𝑛𝑟+2𝜆−1)!

𝑛𝑟!
(2𝑛𝑟 + 2𝜆)              (50.3.2) 

           

:تصبح المعادلة من الشكل التالي  

                       |𝑁|2 (
𝑛𝑟!(2𝜆−1)!

(𝑛𝑟+2𝜆−1)!
)

2

(
1

2𝛽
)

2 (𝑛𝑟+2𝜆−1)!

𝑛𝑟!
(2𝑛𝑟 + 2𝜆)𝜋2 = 1            (51.3.2)  

:الدقيقة  التالية بالصيغة أو  

                                  |𝑁|2 =
1

(
𝑛𝑟!(2𝜆−1)!

(𝑛𝑟+2𝜆−1)!
)

2
(

1

2𝛽
)

2(𝑛𝑟+2𝜆−1)!

𝑛𝑟!
(2𝑛𝑟+2𝜆)𝜋2

               (52.3.2) 

                         

:التالي النحو علىالتقنين  ثابت كتابة إعادة يمكنإذن   

𝑁 =
2𝜆𝛽

𝜆+
1
2

(2𝜆−1)!𝜋
[

(𝑛𝑟+2𝜆−1)!

𝑛𝑟!(𝑛𝑟+2𝜆)
]

1/2

                                   (53.3.2) 

 

 من مركزيةكمونات  وجود في الأبعاد ثنائية رشرودينغ لمعادلةدقيق ال الحل إعطاء أخيرًا،يتم
:دالة التقنين إتباع خلال من القطب ثنائي نوع من مركزية غيرنوع كراتزر وكمونات   

 𝛹(𝑟, 𝜃) =
2𝜆𝛽

𝜆+
1
2

(2𝜆−1)!𝜋
[

(𝑛𝑟+2𝜆−1)!

𝑛𝑟!(𝑛𝑟+2𝜆)
]

1/2

𝑟𝜆−
1

2𝑒−𝛽𝑟 (
𝑛𝑟!(2𝜆−1)!

(𝑛𝑟+2𝜆−1)!
) 𝐿𝑛𝑟

2𝜆−1(2𝛽𝑟)𝛷(𝜃)          (54.3.2) 

يمكننا التعبير عن   ، (𝜆)و(𝛽) والقيم   (𝑛𝑟 = (−
2𝑚𝑒𝑞𝑄

4𝜋𝜀0ℏ2

1

𝛽
+ 𝜆)) للشرط وفقا ، أخرى  جهة من   

:طاقة الطيف كالتالي  
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𝛽2 = [
2𝑚𝑒𝑞𝑄

−(𝑛𝑟+𝜆)4𝜋𝜀0ℏ2]
2

= −
2𝑚𝑒𝐸

ℏ2 ⇒ 𝐸𝑛𝑟,𝑚 = −
ℏ2

2𝑚𝑒
[

2𝑚𝑒𝑞𝑄

(𝑛𝑟+𝜆)4𝜋𝜀0ℏ2]
2

                      (55.3.2)  

𝜆عمل العبارة نست = (
1

2
+ √−Eθ

(m)
+

2𝑚𝑒𝑞𝐷𝑟

4𝜋𝜀0ℏ2
 نجد (

𝐸𝑛𝑟,𝑚 = − [(
4𝜋𝜀0ℏ2

2𝑚𝑒𝑞𝑄
√

ℏ2

2𝑚𝑒
) (𝑛𝑟 +

1

2
+ √−Eθ

(m)
+

2𝑚𝑒𝑞𝐷𝑟

4𝜋𝜀0ℏ2 )]

−2

                    (56.3.2) 

خلال من،الأبعاد ثنائيكمون كراتزر  حلول على الحصول التعبير،يمكننا هذامن خلال   

:يوبالتال ، Eθ
(m)

= −𝑚أي𝑃𝑚(𝐷𝜃) → إذن،25المعادلةمن  0 𝐷𝜃 → الحد أخذ 0  

𝐸𝑛𝑟

(𝑘𝑟𝑎𝑡𝑧𝑒𝑟)
= − [(

4𝜋𝜀0ℏ2

2𝑚𝑒𝑞𝑄
√

ℏ2

2𝑚𝑒
) (𝑛𝑟 +

1

2
+ √𝑚 +

2𝑚𝑒𝑞𝐷𝑟

4𝜋𝜀0ℏ2 )]

−2

                 (57.3.2) 

:ثنائي الأبعاد كولومكمون  حلول على نحصل 𝐷𝑟 → 0 الحد أضفنا أخرى،إذا ناحية من  

𝐸𝑛𝑟

(𝑐𝑜𝑢𝑙𝑜𝑚𝑏)
=− [(

4𝜋𝜀0ℏ2

2𝑚𝑒𝑞𝑄
√

ℏ2

2𝑚𝑒
) (𝑛𝑟 +

1

2
+ |𝑚|)]

−2

                   (58.3.2) 

𝑛 = 𝑛𝑟 + |𝑚| :نجد الأبعادة ثنائي الهيدروجين ذرة مع نموذجالنتائج، هذهة لمقارنبا  

منه: و     

𝐸𝑛𝑟,𝑚 = − [(
4𝜋𝜀0ℏ2

2𝑚𝑒𝑞𝑄
√

ℏ2

2𝑚𝑒
) (𝑛 − |𝑚| +

1

2
+ √

1

4
𝑐2𝑚 (

𝑚𝑞

4𝜋𝜀0
𝐷𝜃) +

2𝑚𝑒𝑞𝐷𝑟

4𝜋𝜀0ℏ2 )]

−2

  (59.3.2) 

 

 هو العدد الكمي الثانوي  𝑚هو العدد الكمي الأساسي و  𝑛حيث

ℏ2( Hartreeباستعمال الوحدات الذرية )وحدات هارتري  = 𝑒 = 𝑚𝑒 = 4𝜋𝜀0 = 1 
 نجد عبارة الطاقة كما يلي
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                     𝐸𝑛𝑟,𝑚 = − [2 (𝑛 − |𝑚| +
1

2
+ √

1

4
𝑐2𝑚(𝐷𝜃) + 𝐷𝑟)]

−2

      (60.3.2) 

 

 المناقشة

للطاقة في حالة تحقق الشرط نلاحظ من عبارة الطاقة انه يمكننا الحصول على قيم معرفة 
1التالي

4
𝑐2𝑚(𝐷𝜃) + 𝐷𝑟 ≥ وهذه القيم الحدية تتغير  𝐷𝜃هذا الشرط يستلزم وجود قيم حدية لـ0

 𝐷𝑟بتغير 

 



 

 

 

 

 

  

 الفصل الثالث :

زائد ثنائي القطب في  شرودينغر لكمون كراتزر حل معادلة

 ثنائي البعد  المشوه الفضاء 
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 :مقدمة  3-1

قدمت لدراسة تأثير  تعلى المستوى الميكروسكوبي وفي الطاقات العليا كثير من الاقتراحا
الفضاء على ميكانيكا الكم وهذا لملاحظة تأثير الجاذبية، بالإضافة إلى ذلك هناك اهتمام 
كبير بدراسة الفضاء المنحني الذي له تطبيقات مهمة في علم الفلك والنسبية العامة، أين 

يعد  ينحنتعرف الجاذبية على أنها من خواص الفضاء ودراسة ميكانيكا الكم في الفضاء الم
 نوع جديد من التفاعل بين ميكانيكا الكم والجاذبية ولإدخال هذا التأثير من الفضاء من بين

هو إجراء تغيير على مبدأ الشك لهايزنبرغ بإدخال تغيير طفيف على علاقة  تالاقتراحا
التبادل ،وهذا يودي إلى تغيير طفيف في إحداثيات الموضع والعزم وهو نفسه تعريف 

في هذا الفصل نقوم بحل معادلة شرودنغر لكمون مشوه ديسيتر و ديسيتر المضاد .الفضاء ال
كراتزر زائد كمون ثنائي القطب في الفضاء المشوه ثنائي البعد وهذا باستعمال طريقة 

Nikiforov-Uvarov، حيث نتحصل على طيف الطاقة المشوهة ودالة الموجة المشوهة
 لملاحظة تأثير التشوه على الطاقة ودالة الحالة .  

 :Nikiforov-Uvarovافاروف- نيكيفوروف طريقة 3-2

تحول .الفائقة الهندسية التفاضلية المعادلة أساس على يوفاروف–نيكيفوروف طريقة تطوير تم
 الهندسي النوع إلى الثانية الدرجة من التفاضلية المعادلات NUطريقة في المستخدمة الصيغ
𝑠مناسب إحداثيات تحويل مع الفائق = 𝑠(𝑥): 

                                       ψ′′(𝑠) +
τ̃(s)

σ(s)
ψ′(s) +

σ̃(s)

σ2(s)
ψ(s) = 0                  (1.2.3) 

 الحدود كثيرات ودرجة الأكثر على الثانية الدرجة من الحدود كثيرات هيσ̃(s)و σ(s)حيث أن 
τ̃(s) التالية العوامل أخذنا إذااقل تماما من الدرجة الثانية.  هي: 
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ψ(s) = ϕ(𝑠)y(s)                                   (2.2.3) 

 :كالتالي  (1.2.3) تصبح العلاقة

  σ(s)𝑦′′(𝑠) + τ(s)y′(𝑠) + Ʌ y(s) = 0                       (3.2.3) 

 :حيث 

𝜋(𝑠) =  σ(s)
𝑑

𝑑𝑠
(𝑙𝑛𝜙(𝑠)),τ(s) = τ̃(s) + 2π(s)                        (4.2.3) 

Λ  يعرف بالعلاقة التالية: 

Λ
n
+ nτ′ +

n(n−1)σ′′

2
= 0,    n = 0,1,2, …              (5.2.3) 

 :حيث نعرفΛو𝜋(𝑠)نحدد أن أولا علينا.أعلاه المعادلة من الذاتية الطاقة قيم حساب ويتم

𝑘 = Λ − 𝜋′(𝑠)                                     (6.2.3) 

 :نجد(6.2.4)بالعلاقة 𝜋(𝑠)ل الثانية الدرجة من معادلة حلب

𝜋(𝑠) = (
σ′−τ̃

2
) ± √(

σ′−τ̃

2
)
2

− σ̃ + σ𝑘               (7.2.3) 

 .الأول المشتقإلى  الرئيسي الشرط يشير بينما كمعامل 𝑠  يعتبر كثير حدود   𝜋(𝑠) هنا

 خلال من ببساطة تعريفه يتم و𝜋(𝑠)حسابل الأساسية النقطة هو kتحديد أنيجب أن نعرف 
 يكون  أن يجب (7.2.4)العلاقة  في التربيعي الجذر أسفل الموجود التعبير أن إلى الإشارة
 .kلـ عامة تربيعية معادلة يعطينا هذا ،الحدود كثيرل مربعًا

 :ريغزوعلاقة رود(4.2.4)نستخدم العلاقة ،𝑦𝑛(𝑠)الحدودكثير  حلول لتحديد

𝑦𝑛(𝑠) =
𝑐𝑛

ρ(s)

dn

dsn
[σn(s)ρ(s)]              (8.2.3) 



 القطب ثنائي زائد كراتزر لكمون شرودينغر معادلة حل: الثالث الفصل
   البعد ثنائي المشوه الفضاء في

 

29 
 

 :تتوافقمعالعلاقةالتاليةρ(s)هو ثابت التقنين ودالة الوزن 𝑐𝑛حيث 

𝑑

ds
[σ(s)ρ(s)] = τ(s)ρ(s)                (9.2.3) 

 العديد على تحتوي  التي الكلاسيكية المتعامدة الحدود كثيرات إلى الأخيرة المعادلة هذه تشير
 :خلال من المحدد التعامد وخاصة المهمة الخصائص من

∫ 𝑦𝑛(𝑠)𝑦𝑚(𝑠)
𝑏

𝑎
ρ(s)𝑑𝑠 = 0   , 𝑚 ≠ 𝑛              (10.2.3) 

 ثنائي إلى بالإضافة مع كمون كراتزر شرودنغر لمعادلة الدقيق الحل 3-3
 :القطب في حالة نظام ثنائي الأبعاد في الفضاء المشوه 

في الفضاء المشوه )ديسيتروديسيترالمضاد(  نستعمل  شرودنغر معادلةكتابة  أجل من
 :التحولات التالية 

𝑃𝑖 = −𝑖ℏ√1 + τ𝜆𝑟2𝜕𝑥𝑖     ⟹ 𝑃𝑖 = √1 + τ𝜆𝑟2𝑝𝑖     (1.3.3) 

           𝑋𝑖 =
𝑥𝑖

√1+τ𝜆𝑟2
⟹ 𝒓⃗ =

𝑟 

√1+τ𝜆𝑟2
                                                                                          (2.3.3) 

 

 :نبحث الآن على عبارة مربع العزم في الفضاء المشوه

P2 ⟶ (√1 + τ𝜆𝑟2𝑝 )
2
= (√1 + τ𝜆𝑟2𝑝 )(√1 + τ𝜆𝑟2𝑝 )                                                 (3.3.3) 

 

 :لدينا أخرى من جهة 

 𝑝 =
𝜕

𝜕𝑥
𝑖 +

∂

∂y
j    ,   𝑟 = 𝑥 + 𝑦 

 :نجد P2تحويل بالتعويض في
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P2 = [(√1 + τ𝜆𝑟2) (
𝜕

𝜕𝑥
𝑖 + 

𝜕

𝜕𝑦
𝑗 )] [√1 + τ𝜆𝑟2 (

𝜕

𝜕𝑥
𝑖 + 

𝜕

𝜕𝑦
𝑗 )]  (4.3.3) 

 :نجدتوزيع الضرب ب

P2 = (√1 + τ𝜆𝑟2)
2

(
𝜕2

𝜕𝑥2
𝑖 +

𝜕2

𝜕𝑦2
𝑗 )  

+ [√1 + τ𝜆𝑟2 (
𝜕

𝜕𝑥
(√1 + τ𝜆𝑟2

𝜕

𝜕𝑥
) 𝑖 +

𝜕

𝜕𝑦
(√1 + τ𝜆𝑟2

𝜕

𝜕𝑦
) 𝑗 )] 

                                            (5.3.3)  

 بالاشتقاق والاختزال نجد:

P2 = (1 + τ𝜆𝑟2)𝑃2 + [√1 + τ𝜆𝑟2 (
2𝜏𝜆𝑥

2√1+τ𝜆𝑟2

𝜕

𝜕𝑥
𝑖 +

2𝜏𝜆𝑦

2√1+τ𝜆𝑟2

𝜕

𝜕𝑦
𝑗 )]  (6.3.3) 

 وبالتالي:

p2 = (1 + τ𝜆𝑟2)𝑝2 + (𝜏𝜆𝑥
𝜕

𝜕𝑥
𝑖 + 𝜏𝜆𝑦

𝜕

𝜕𝑦
𝑗 ) 

𝑝2 = (1 + τ𝜆𝑟2)𝑝2 + τ𝜆𝑟𝑝                                                            (7.3.3)   

 غير لنظام الذاتية والوظائف للطاقة الذاتية القيم على المشوه الفضاء تأثير ،نوضح القسم هذا في

,𝑉(𝑟مركزية غير كمونات وجود في نسبي 𝜃)المعرفة كالتالي: 

𝘝(𝑟, 𝞱) =
𝟏

𝟒𝝅𝜺𝟎
(
𝚀

𝒓
+

𝑫𝒓

𝒓𝟐
+

𝑫𝐜𝐨𝐬 𝞱

𝒓𝟐
) 

:  N-C مع كمون كراتزر من نوع التالية الثابتة شرودنجر معادلة نعتبر  

[
P2

2𝑚𝑒
+

𝒒

𝟒𝝅𝜺𝟎
(
𝚀

𝒓
+

𝑫𝒓

𝒓𝟐
+

𝑫𝐜𝐨𝐬 𝞱

𝒓𝟐
)]Ψ(r, θ) = ΕΨ(r, θ)    (8.3.3) 

 :المعادلة كالتالي  صبحتالسابقة  باستخدام التحويلات
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[
(√1+τ𝜆𝑟2𝑝 )

2

2𝑚𝑒
+

𝒒

𝟒𝝅𝜺𝟎
(
√1+τ𝜆𝑟2𝚀

𝒓
+

(1+τ𝜆𝑟2)𝑫𝒓

𝒓𝟐 +
(1+τ𝜆𝑟2)𝑫 𝐜𝐨𝐬 𝞱

𝒓𝟐 )]Ψ(r, θ) = ΕΨ(r, θ)     (9.3.3) 
  

 : بالتعويض بالعلاقة نجد 

[
1

2𝑚𝑒
((1 + τ𝜆𝑟2)𝑝2 + τ𝜆𝑟𝑝) +

𝒒

𝟒𝝅𝜺𝟎
(
√1+τ𝜆𝑟2𝚀

𝒓
+

(1+τ𝜆𝑟2)𝑫𝒓

𝒓𝟐 +
(1+τ𝜆𝑟2)𝑫 𝐜𝐨𝐬𝞱

𝒓𝟐 )]Ψ(r, θ) = ΕΨ(r, θ)     

(10.3.3)                       

 

 :التالي شكلبال المشوه الفضاء في شرودنغر معادلة كتابة تتم القطبية لإحداثياتباستعمال ا

[−
ℏ2

2𝑚𝑒
[(

𝜕2

𝜕𝑟2 +
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
+

1

𝑟2

𝜕2

𝜕𝜃2) (1 + τ𝜆𝑟2) + τ𝜆𝑟
𝜕

𝜕𝑟
] +

𝒒

𝟒𝝅𝜺𝟎
(
√1+τ𝜆𝑟2𝚀

𝒓
+

(1+τ𝜆𝑟2)𝑫𝒓

𝒓𝟐 +
(1+τ𝜆𝑟2)𝑫 𝐜𝐨𝐬 𝞱

𝒓𝟐 )]Ψ(r, θ) =

ΕΨ(r, θ)                                            (11.3.3)                    

ℏ2بالقسمة على

2𝑚𝑒
 :نجد

[[(
𝜕2

𝜕𝑟2 +
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
+

1

𝑟2

𝜕2

𝜕𝜃2) (1 + τ𝜆𝑟2) + τ𝜆𝑟
𝜕

𝜕𝑟
] −

𝑚𝑒𝒒

𝟐𝝅𝜺𝟎ℏ2 (
√1+τ𝜆𝑟2𝚀

𝒓
+

(1+τ𝜆𝑟2)𝑫𝒓

𝒓𝟐 +
(1+τ𝜆𝑟2)𝑫𝜽 𝐜𝐨𝐬 𝞱

𝒓𝟐 )]Ψ(r, θ) =

−
2m

ℏ𝟐 Ψ(r, θ)                                         (12.3.3)                    
  

 :تبسيطا  أكثر الشكلب المعادلة نضع

[(√1 + τ𝜆𝑟2 𝜕

𝜕𝑟
)
2

+
(1+τ𝜆𝑟2)

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
−

𝑚𝑒𝑞

2𝜋𝜀0ℏ2
(
√1+τ𝜆𝑟2𝚀

𝑟
+

(1+τ𝜆𝑟2)𝐷𝑟

𝑟2
) +

(1±𝜆𝑟2)

𝑟2
(

𝜕2

𝜕𝜃2
−

𝑚𝑒𝑞𝐷𝜃

2𝜋𝜀0ℏ2 cos 𝜃)]Ψ(r, θ) = −
2m

ℏ2 ΕΨ(r, θ)                                                        (13.3.3) 
                  

 ين جزء زاوي وأخر شعاعي نعوض دالة الموجة بالشكل التالي  ألفصل هذه المعادلة إلى جز 

                                                       Ψ(r, θ) = R(r)𝛷(θ)                              (14.3.3)    
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 :وشعاعية زاويةتصبح لدينا معادلتين منفصلتين 

 :هي الزاوية المعادلة

                                              ( 𝜕2

𝜕𝜃2 −
𝑚𝑒𝒒𝑫𝜽

𝟐𝝅𝜺𝟎ℏ
2 𝐜𝐨𝐬 𝞱 − 𝐸𝜃)𝛷(θ) = 𝟎            (15.3.3) 

                   

 :هي الشعاعية المعادلة

[(
∂

∂r
√1 + τ𝜆𝑟2)

2

+
(1+τ𝜆𝑟2)

r

∂

∂r
+

(1±λr2)

r2
Eθ −

𝑚𝑒𝒒

𝟐𝝅𝜺𝟎ℏ
2 (

√1+τ𝜆𝑟2𝚀

𝒓
+

(1+τ𝜆𝑟2)𝑫𝒓

𝒓𝟐
) +

2meΕ

ℏ2 ]  R(r) = 0  

                                        (16.3.3) 

 .هو ثابت الفصل𝐸𝜃حيث

 .المعادلات هذه حل علينا الآن

 :الزاوي جزء ال

  

(
𝜕2

𝜕𝜃2
−

𝑚𝑒𝒒𝑫𝜽

𝟐𝝅𝜺𝟎ℏ
2
𝐜𝐨𝐬 𝞱 + 𝐸𝜃)𝛷(θ) = 𝟎 

ثاني وحلها هو نفس ال للفصل العادي الفضاء حالة في نفسها هي المعادلة هذه أن نلاحظ
 الحل .

                                    Eθ
(2m)

= −
1

4
c2m (

mq

πε0ℏ2 Dθ)                                 (17.3.3) 
                   

 .هو دالة ماثيو  الزاوي من دالة الموجة الجزءو 

:الجزء الشعاعي  
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                                                           :الشعاعية المعادلة سنحل الآن
  

[(
∂

∂r
√1 + τ𝜆𝑟2)

2

+
(1+τ𝜆𝑟2)

r

∂

∂r
+

(1±λr2)

r2
Eθ −

𝑚𝑒𝒒

𝟐𝝅𝜺𝟎ℏ2 (
√1+τ𝜆𝑟2𝚀

𝒓
+

(1+τ𝜆𝑟2)𝑫𝒓

𝒓𝟐 ) +
2meΕ

ℏ2 ]  R(r) =

0         (18.3.3) 

 :بالتبسيط نجد

[(
∂

∂r
√1 + τ𝜆𝑟2)

2

+
(1+τ𝜆𝑟2)

r

∂

∂r
+

(1+τλr2)

r2
(Eθ −

𝑚𝑒𝒒𝑫𝒓

𝟐𝝅𝜺𝟎ℏ
2) −

𝑚𝑒𝒒𝚀

𝟐𝝅𝜺𝟎ℏ
2 (

√1+τ𝜆𝑟2

𝒓
) +

2meΕ

ℏ2 ]  R(r) = 0  

(19.3.3)                                                           

 :التالية التحولات ،نستخدم يوفاروف نستعمل طريقة نيكيفوروف الشعاعي الجزء حل أجل من

𝑆 =
√1+τ𝜆r2

√𝜆r
⟹ 𝑆2 =

1+τ𝜆r2

𝜆r2
                                         (20.3.3)   

 :𝑟نبحث عن

 𝑟2 =
1

𝜆(𝑆2−τ)
⟹  𝑟 =

1

√𝜆√(𝑆2−τ)
              (21.3.3) 

:لدينا  

                                                                  
(1+τλr2)

r

∂

∂r
=

(1+τλr2)

r

∂s

∂r

∂

∂s
   (22.3.3) 

 :باستعمال تحويل المتغير

                                           
∂s

∂r
=

τ2λr√λr

2√1+τ𝜆r2
−√λ√1+τ𝜆r2

λr2
⟹

∂s

∂r
=

−1

√λr2√1+τ𝜆r2
  (23.3.3) 

:بالتعويض نجد   

 
(1+τλr2)

r

∂

∂r
=

(1+τλr2)

r
(

−1

√λr2√1+τ𝜆r2
)

∂

∂s
= −

√1+τ𝜆r2

√λr2r

∂

∂s
   (24.3.3) 
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:بالتبسيط نجد   

 
(1+τr2)

r

∂

∂r
= −

s

r2
∂

∂s
  (25.3.3) 

:ومنه تصبح كالتالي  

 
(1+τλr2)

r

∂

∂r
= −s(𝑠2 − τ)λ

∂

∂s
  (26.3.3) 

:لدينا   

(√(1 + τλr2)
∂

∂r
)
2

= (√1 + τ𝜆r2 (−
1

√λr2√1+τ𝜆r2
)

∂

∂s
)
2

= (−
1

√λ(
1

𝜆(𝑆2−τ)
)

∂

∂s
)

2

  (27.3.3) 

 :بالتبسيط نجد 

                 (√(1 + τλr2)
∂

∂r
)
2

= (−(𝑠2 − τ1)√λ
∂

∂s
)
2

                  (28.3.3)                                  

:ننشر العبارة  

  λ [−(𝑠2 − τ)
∂

∂s
]
2

= λ [−(𝑠2 − τ)
∂

∂s
] [−(𝑠2 − τ)

∂

∂s
] 

(√(1 + τλr2)
∂

∂r
)
2

= −λ(𝑠2 ∓ 1)2
∂

∂s

2

− λ(𝑠2 ∓ 1)(
∂

∂s
(−(𝑠2 ∓ 1)))

∂

∂s
 

:في الأخير تصبح العبارة كالتالي   

                       (√(1 + τr2)
∂

∂r
)
2

= λ [(𝑠2 − τ)
2 ∂

∂s

2
+ 2s(𝑠2 − τ)

∂

∂s
]           (29.3.3) 

:بالتعويض في المعادلة نجد   

[λ ((𝑠2 − τ)2 ∂

∂s

2
+ 2𝑠(𝑠2 − τ)

∂

∂s
− 𝑠(𝑠2 − τ)

∂

∂s
) + λ𝑠2 (Eθ −

𝑚𝑒𝒒𝑫𝒓

𝟐𝝅𝜺𝟎ℏ
2) − √λ𝑠

𝑚𝑒𝒒𝚀

𝟐𝝅𝜺𝟎ℏ
2 +

2meΕ

ℏ2
] R(s) = 0                                                (30.3.3) 
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:نجد λ بالتبسيط والقسمة على 

[((𝑠2 − τ)2 ∂

∂s

2
+ 2𝑠(𝑠2 − τ)

∂

∂s
− 𝑠(𝑠2 − τ)

∂

∂s
) + 𝑠2 (Eθ −

𝑚𝑒𝒒𝑫𝒓

𝟐𝝅𝜺𝟎ℏ
2) − 𝑠

𝑚𝑒𝒒𝚀

𝟐√λ𝝅𝜺𝟎ℏ
2 +

2meΕ

λℏ2 ] R(s) = 0                                            (31.3.3) 

 η =
𝑚𝑒𝒒𝚀

𝟐√λ𝝅𝜺𝟎ℏ
2, 𝜀 =

2meΕ

λℏ2
:بحيث   

:تصبح المعادلة من الشكل التالي  

[(τ − s2)2 ∂

∂s2

2
− s(τ − s2)

∂

∂s
+ s2 (Eθ −

𝑚𝑒𝒒𝑫𝒓

𝟐𝝅𝜺𝟎ℏ
2) − ηs + ε] R(s) = 0  (32.3.3) 

τ)بقسمة المعادلة على  − s2)2 تصبح كالتالي: 

[
∂

∂s2

2
−

s

(τ−s2)

∂

∂s
+

s2

(τ−s2)2
(Eθ −

𝑚𝑒𝒒𝑫𝒓

𝟐𝝅𝜺𝟎ℏ
2) − ηs + ε] R(s) = 0  (33.3.3) 

 :دي سيتر فضاء في الشعاعية المعادلة حل

τ)لدينا في فضاء ديسيتر = 1)deSitterومنه المعادلة الشعاعية تصبح: 

[
∂

∂s2

2
−

s

(1−s2)

∂

∂s
+

s2

(1−s2)2
(Eθ −

𝑚𝑒𝒒𝑫𝒓

𝟐𝝅𝜺𝟎ℏ
2) − ηs + ε] R(s) = 0  (34.3.3) 

 :نجد (3.2.4)بمقارنة المعادلة الشعاعية مع المعادلة 

σ(s) = (1 − s2) , τ̃(s) = −s  ,σ̃(s) = (Eθ −
𝑚𝑒𝒒𝑫𝒓

𝟐𝝅𝜺𝟎ℏ
2) s2 − ηs + ε 

 :نجد (7.2.4)بالتعويض في العلاقة

π(𝑠) =
−s

2
± √(

1

4
− (Eθ −

𝑚𝑒𝒒𝑫𝒓

𝟐𝝅𝜺𝟎ℏ
2) − k) s2 + ηs + k − ε                  (35.3.3)               
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بوضع تحت الجذر تساوي   kالثابت تحديد يتمحيث  kلإيجاد الطاقة يجب حساب قيمة 
 :عليه ،نحصلالحدود كثير من الأولى الدرجة من مربع كامل

(
1

4
− (Eθ

(2𝑚)
−

𝑚𝑒𝑞𝐷𝑟

2𝜋𝜀0ℏ
2) − k) s2 + ηs + k − ε = (𝑠 − 𝑠0)

2       (36.3.3)                         
  

 :ولدينا

                          π(𝑠) =
−𝑠

2
± (𝑠 − 𝑠0)                                            (37.3.3) 

            ر.صفال يساوي  يكون  أن يجب الذي الجذر تحتكثير الحدود  مميز لذلك،يُعطى
  

                              η2 − 4(
1

4
− (Eθ

(2𝑚)
−

𝑚𝑒𝑞𝐷𝑟

2𝜋𝜀0ℏ
2) − k) (k − ε) = 0       (38.3.3) 

 :k إلى بالنسبة الثانية الدرجة من جبرية كمعادلة الأخيرة المعادلة نكتب

4k2 − (1 − 4 (Eθ
(2𝑚)

−
𝑚𝑒𝑞𝐷𝑟

2𝜋𝜀0ℏ
2) + 4ε) k + (1 − 4 (Eθ

(2𝑚)
−

𝑚𝑒𝑞𝐷𝑟

2𝜋𝜀0ℏ
2)) ε + η2 = 0  (39.3.3) 

        

:نحسب المميز دلتا   

                   ∆= (ε −
1

4
+ (Eθ

(2𝑚)
−

𝑚𝑒𝑞𝐷𝑟

2𝜋𝜀0ℏ
2))

2

− η2              (40.3.3) 

 :𝑘2و 𝑘1بما أن المميز اكبر من الصفر فان للمعادلة حلان 
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                  𝑘 {
𝑘1 =

1

2
[ε +

1

4
− (Eθ

(2𝑚)
−

𝑚𝑒𝑞𝐷𝑟

2𝜋𝜀0ℏ
2) + √∆]

𝑘2 =
1

2
[ε +

1

4
− (Eθ

(2𝑚)
−

𝑚𝑒𝑞𝐷𝑟

2𝜋𝜀0ℏ
2) − √∆]

   (41.3.3) 

 :نضع 

δ1,2 = √
1

4
− (Eθ

(2𝑚)
−

𝑚𝑒𝑞𝐷𝑟

2𝜋𝜀0ℏ
2) − 𝑘1,2                                       (42.3.3) 

𝑠0 الثانية الدرجة من جبرية لمعادلة مزدوج حل هو: 

𝑠0 =
η

2√
1

4
−(Eθ

(2𝑚)
−

𝑚𝑒𝑞𝐷𝑟

2𝜋𝜀0ℏ
2)−𝑘1,2

                                                  (43.3.3) 

 :بالتبسيط نجد

𝑠0 =
η

2δ1,2
                                                                (44.3.3) 

 

 :نجد π(𝑠)بالتعويض في عبارة 

π(𝑠) = {
π1,2 = (

−1

2
± δ1) s ±

η

2δ1

π3,4 = (
−1

2
± δ2) s ±

η

2δ2

               (45.3.3)   

 :من اجل

  (46.3.3)  
𝑘1 =

1

2
[ε +

1

4
− (Eθ

(2𝑚)
−

𝑚𝑒𝑞𝐷𝑟

2𝜋𝜀0ℏ
2) + √∆]

𝑘2 =
1

2
[ε +

1

4
− (Eθ

(2𝑚)
−

𝑚𝑒𝑞𝐷𝑟

2𝜋𝜀0ℏ
2) − √∆]

 

 :حيث
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δ1,2 = √
1

4
− (Eθ

(2𝑚)
−

𝑚𝑒𝑞𝐷𝑟

2𝜋𝜀0ℏ
2) − 𝑘1,2                                                 (47.3.3) 

 

 :التي تعطينا نفس نتائج الفضاء العادي ونعوض في المعادلة التاليةπ1نختار القيم الذاتية
τ(s) = τ̅(s) + 2π(s) 

 :بالتعويض نجد

(48.3.3) τ(s) = −𝑠 + 2 [(
−1

2
+ δ1) 𝑠 +

η

2δ1
] 

 :تصبح كالتالي 

                   τ(s) = 2(δ1 − 1)s +
η

δ1
   (49.3.3) 

 :نجد (6.2.3)من العلاقة 

(50.3.3) Λ = 𝑘1 + 𝜋1
′ (𝑠)      

 :هناك مشتق سالب. بالتعويض تصبح العلاقة كالتالي

Λ = −nπ′ −
n(n−1)σ′′

2
= −2n(δ1 − 1) −

n(n−1)(−2)

2
= n(n + 1 − 2δ1)  (51.3.3) 

:ومنه  

                              Λ = k1 −
1

2
+ δ1 = 𝑛(𝑛 + 1 − 2δ1)   (52.3.3) 

 :في المعادلة الأخيرة  k1نبحث عن 

                               k1 =
1

2
− δ1(2𝑛 + 1) + n(n + 1)    (53.3.3) 
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  : k1الحصول على القيم الذاتية للطاقة نعوض في من اجل 

k1 =
1

2
[ε +

1

4
− (Eθ

(2𝑚)
−

2𝑚2D𝑟

ℏ2 ) + √(ε −
1

4
+ (Eθ

(2𝑚)
−

𝑚𝑒𝑞𝐷𝑟

2𝜋𝜀0ℏ
2))

2

− η2]         (54.3.3) 

 :ولدينا 

δ1 = √
1

4
− (Eθ

(2𝑚)
−

𝑚𝑒𝑞𝐷𝑟

2𝜋𝜀0ℏ
2
) − 𝑘1 

 :لدينا أيضا

k1 =
1

2
− δ1(2𝑛 + 1) + n(n + 1) 

 :بالتعويض نجد

k1 =
1

2
− (2𝑛 + 1)√

1

4
− (Eθ

(2𝑚)
−

𝑚𝑒𝑞𝐷𝑟

2𝜋𝜀0ℏ
2) − 𝑘1 + n(n + 1)             (55.3.3) 

 :ومنه

[k1 − n(n + 1) −
1

2
]
2

= [(2𝑛 + 1)√
1

4
− (Eθ

(2𝑚)
−

𝑚𝑒𝑞𝐷𝑟

2𝜋𝜀0ℏ
2) − 𝑘1]

2

                      (56.3.3) 

 :k1ل الثانية الدرجة من جبرية معادلة على نحصلفي الأخير 

k1
2 + (2𝑛2 + 2𝑛)k1 + 𝑛2(𝑛2 + 2𝑛 + 1) − (Eθ

(2𝑚)
−

2𝑚2D𝑟

ℏ2 ) (2𝑛 + 1)2 = 0  (57.3.3) 

 :بالتبسيط نجد

k1
2 + (2𝑛2 + 2𝑛)k1 + 𝑛2(𝑛 + 1)2 − (Eθ

(2𝑚)
−

𝑚𝑒𝑞𝐷𝑟

2𝜋𝜀0ℏ
2) (2𝑛 + 1)2 = 0  (58.3.3) 

 :بما أن المميز اكبر من الصفر حلين لها ونجد الأخيرة المعادلة نحل
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k1
′ =

−(2𝑛2+2𝑛)−2(2𝑛+1)√−(Eθ
(2𝑚)

−
𝑚𝑒𝑞𝐷𝑟

2𝜋𝜀0ℏ
2)

2
                                      (59.3.3) 

  

   k1
′′ =

−(2𝑛2+2𝑛)+2(2𝑛+1)√−(Eθ
(2𝑚)

−
𝑚𝑒𝑞𝐷𝑟

2𝜋𝜀0ℏ
2)

2
                                                     (60.3.3) 

 :بالتبسيط نجد 

                   k1
′ = −𝑛(𝑛 + 1) − (2𝑛 + 1)√−(Eθ

(2𝑚)
−

𝑚𝑒𝑞𝐷𝑟

2𝜋𝜀0ℏ
2)    (61.3.3) 

                      k1
′′ = −𝑛(𝑛 + 1) + (2𝑛 + 1)√−(Eθ

(2𝑚)
−

𝑚𝑒𝑞𝐷𝑟

2𝜋𝜀0ℏ
2)               (62.3.3) 

k1 الحل نختار
′ . 

 :لدينا 

k1 =
1

2
[ε +

1

4
− (Eθ

(2𝑚)
−

2𝑚2D𝑟

ℏ2 ) + √(ε −
1

4
+ (Eθ

(2𝑚)
−

𝑚𝑒𝑞𝐷𝑟

2𝜋𝜀0ℏ2))

2

− η2] = 𝑛(𝑛 + 1) −

(2𝑛 + 1)√−(Eθ
(2𝑚)

−
𝑚𝑒𝑞𝐷𝑟

2𝜋𝜀0ℏ2)                                                       (63.3.3) 

 :ومن هنا نتمكن من الحصول على القيم الذاتية للطاقة 

𝐸𝑛 = −(
4𝜋𝜀0ℏ2

2𝑚𝑒𝑞𝑄
√

ℏ2

2𝑚𝑒
) (𝑛 +

1

2
+ √−(Eθ

(2𝑚)
−

𝑚𝑒𝑞𝐷𝑟

2𝜋𝜀0ℏ2
))

−2

−
𝜆ℏ2

8𝑚
[(2𝑛 + 1) (2𝑛 + 1 +

4√−(Eθ
(2𝑚)

−
𝑚𝑒𝑞𝐷𝑟

2𝜋𝜀0ℏ2)) − 1]                                                               (64.3.3) 

  …,n=1,2,3حيث

Ψالموجة دالة
𝑛
(𝑥)القيمةوبأخذ (2.2.4)حصل عليها من العلاقة نπ1(s)نجد: 
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           π(s) = π1(s) = σ(s)
𝑑

𝑑𝑠
(𝑙𝑛𝜙(𝑠)) ⟹ 𝜙(𝑠) = Exp (∫

π(s)

σ(s)
𝑑𝑠)  (65.3.3) 

 :نجد σ(s) وπ1(s)بتعويض قيم 

𝜙(𝑠) = Exp(∫
(
−1

2
+δ1)s+

η

2δ1

(1−s2)
𝑑𝑠)                     (66.3.3) 

:بالتبسيط نجد   

 𝜙(𝑠) = Exp((
−1

2
+ δ1) ∫

s

(1−s2)
ds +

η

2δ1
∫

1

(1−s2)
ds)  (67.3.3) 

 :على نحصل التكامل حساب بعد

ϕ(𝑠) = Exp (𝑙𝑛(1 + 𝑠)
1

4
(1−2𝛿1+

𝑛

𝛿1
)
(1 − 𝑠)

1

4
(1−2𝛿1+

𝑛

𝛿1
)
)                (68.3.3) 

 :كالتالي  𝜙(𝑠) في الأخير تصبح الدالة

ϕ (𝑠) = (1 + 𝑠)
1

4
(1−2𝛿1+

𝑛

𝛿1
)
(1 − 𝑠)

1

4
(1−2𝛿1+

𝑛

𝛿1
)  (69.3.3) 

 :نستخدم العلاقة التالية لإيجاد دالة الوزن 

𝑑

ds
[σ(s)ρ(s)] = τ(s)ρ(s)                (9.2.4) 

 :نستخرج دالة الوزن 

σ(s)
𝑑ρ(s)

ds
+

dσ(s)

ds
ρ(s) = τ(s)ρ(s) ⟹ τ(s) = σ(s)

𝑑ρ(s)

ρ(s)ds
+

dσ(s)

ds
                  (70.3.3)    

  

 :بالتبسيط نجد

𝑙𝑛ρ(s) = ∫ (
τ(s)

σ(s)
−

dσ(s)

σ(s)ds
)𝑑𝑠            (71.3.3)  

 :Expلتبسيط العبارة أكثر ندخل  
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ρ(s) = Exp [∫ (
τ(s)

σ(s)
−

dσ(s)

σ(s)ds
) 𝑑𝑠]                       (72.3.3)  

 :لدينا

τ(s) = −𝑠 + 2 [(
−1

2
+ δ1) 𝑠 +

η

2δ1
] = 2(δ1 − 1)s +

η

δ1
               (73.3.3) 

 :نجد σ(s) وτ(s)بتعويض قيم 

ρ(s) = Exp [∫(
2(δ1−1)s+

η

δ1

(1−𝑠2)
−

−2s

(1−𝑠2)
)𝑑𝑠]                         (74.3.3) 

 :العبارة بشكل أكثر تبسيطانكتب 
 

ρ(s) = Exp [2δ1 ∫ (
𝑠

(1−𝑠2)
)𝑑𝑠 +

𝑛

δ1
∫ (

1

(1−𝑠2)
) 𝑑𝑠]                               (75.3.3) 

 :نجد التكامل حساب بعد

ρ(s) = Exp (𝑙𝑛(1 − 𝑠)
(−𝛿1−

η

2δ1
)
(1 + 𝑠)

(−𝛿1+
η

2δ1
)
)                    (76.3.3) 

 :ومنه

ρ(s) = 𝑙𝑛(1 + 𝑠)
(−𝛿1+

η

2δ1
)
(1 − 𝑠)

−(𝛿1+
η

2δ1
)                              (77.3.3) 

 

 :رودريغزنستخدم علاقة  𝑦𝑛(𝑠)لإيجاد

𝑦𝑛(𝑠) =
𝐶𝑛

𝜌(𝑠)

𝑑𝑛

𝑑𝑠𝑛
[(1 − 𝑠2)𝑛𝜌(𝑠)]                      (78.3.3) 

 :حيث 

𝜌(𝑠) = (1 + 𝑠)
(−𝛿1+

2

2𝛿1
)
(1 − 𝑠)

−(𝛿1+
2

2𝛿1
)                      (79.3.3) 
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 :بالتعويض نجد 

𝑦𝑛(𝑠) =
𝐶𝑛

𝜌(𝑠)

𝑑𝑛

𝑑𝑠𝑛 [(1 − 𝑠2)𝑛𝑙𝑛(1 + 𝑠)
(−𝛿1+

𝑛

2δ1
)
(1 − 𝑠)

−(𝛿1+
𝑛

2δ1
)
]           (80.3.3) 

 :يلي  كما جاكوبي الحدودكثير  علىعتمد تالعلاقة الأخيرة 

                                 𝑦𝑛(𝑠) = 𝑃𝑛
(−𝛿1+

η

2𝛿1
,−𝛿1−

η

2𝛿1
)
(𝑠)   (81.3.3) 

 :بالشكل التاليR1(s)ومنه يمكن كتابة 

      R1(s) = 𝐶n(1 − 𝑠)
1

4
(1−2𝛿1+

η

𝛿1
)
(1 + 𝑠)

1

4
(1−2𝛿1+

η

𝛿1
)
𝑃𝑛

(−𝛿1+
η

2𝛿1
,−𝛿1−

η

2𝛿1
)
(𝑠)   (82.3.3) 

 :كالآتي Ψالموجة لدالة العامة الصيغة كتابة يمكنناالآن

Ψ𝑛(𝑟, θ) = 𝐶n (1 −
√1+𝜆r2

√𝜆r
)

1

4
(1−2𝛿1−

η

𝛿1
)

(1 +
√1+𝜆r2

√𝜆r
)

1

4
(1−2𝛿1+

η

𝛿1
)

𝑃𝑛
(−𝛿1+

2

2𝛿1
,−𝛿1−

2

2𝛿1
) √1+λr2

√λr
Φ(θ)  (83.3.3) 

 هو ثابت التقنين .𝐶nحيث

τ)ديسيتر المضاد الفضاء في الشعاعية المعادلة حل = −1)Anti de Sitter: 

 في هذه الحالة المعادلة الشعاعية تصبح

[
∂

∂s

2
+

s

(1+s2)

∂

∂s
+

s2

(1+s2)2
(Eθ −

𝑚𝑒𝑞𝐷𝑟

2𝜋𝜀0ℏ
2) − ηs + ε] R(s) = 0                     (84.3.3) 

 :(3.2.4)بنفس الطريقة نقارن المعادلة الشعاعية مع المعادلة 

σ(s) = (1 + s2) , τ̃(s) = s  ,σ̃(s) = s2 (Eθ −
𝑚𝑒𝑞𝐷𝑟

2𝜋𝜀0ℏ
2) − ηs + ε 

 :نجد (7.2.4)بالتعويض في العلاقة

π(𝑠) =
s

2
± √(k +

1

4
− (Eθ −

𝑚𝑒𝑞𝐷𝑟

2𝜋𝜀0ℏ
2)) s2 + ηs + k − ε                     (85.3.3) 
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 :بنفسالطريقةلذلك،نحصلعليهkيتمتحديدالثابت

π(𝑠) = {
π1,2 = (

1

2
± δ1

′ ) s ±
η

2δ1
′

π3,4 = (
1

2
± δ2

′ ) s ±
η

2δ2
′

                                   (86.3.3) 

 :اجلمن 

(87.3.3) 𝑘1
′ =

1

2
[ε −

1

4
− (Eθ

(2𝑚)
−

𝑚𝑒𝑞𝐷𝑟

2𝜋𝜀0ℏ
2) + √∆′] 

𝑘2
′ =

1

2
[ε −

1

4
− (Eθ

(2𝑚)
−

𝑚𝑒𝑞𝐷𝑟

2𝜋𝜀0ℏ
2
) − √∆′] 

 :حيث

∆′= (ε +
1

4
− (Eθ

(2𝑚)
−

𝑚𝑒𝑞𝐷𝑟

2𝜋𝜀0ℏ
2))

𝟐

+ η2                          (89.3.3) 

δ1,2
′ = √

1

4
− (Eθ

(2𝑚)
−

𝑚𝑒𝑞𝐷𝑟

2𝜋𝜀0ℏ
2) + 𝑘1,2

′                                 (90.3.3) 

 :ونعوض في  π2نختار القيم الذاتية 
τ(s) = τ̅(s) + 2π(s) 

 :تصبح كالتالي 

                  τ(s) = 2(1 − δ1
′ )s +

η

δ1
′   

 :نجد (6.2.4)من العلاقة 
 Λ = k + 𝜋′(𝑠) 

 :هناك مشتق سالب. بالتعويض تصبح العلاقة كالتالي
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Λ = 𝑘1
′ +

1

2
− √

1

4
− (Eθ

(2𝑚)
−

𝑚𝑒𝑞𝐷𝑟

2𝜋𝜀0ℏ
2) + 𝑘1

′ = −𝑛 (𝑛 + 1 − 2√
1

4
− (Eθ

(2𝑚)
−

𝑚𝑒𝑞𝐷𝑟

2𝜋𝜀0ℏ
2) + 𝑘1

′)            

(91.3.3) 

:ومن هنا تمكن الحصول على القيم الذاتية للطاقة   

𝐸𝑛 = −
𝑚

2ℏ2 (
𝑞𝑄

4𝜋𝜀0
)
2

(𝑛 +
1

2
+ √−(Eθ

(2𝑚)
−

𝑚𝑒𝑞𝐷𝑟

2𝜋𝜀0ℏ2))

−2

−
𝜆ℏ2

8𝑚
[(2𝑛 + 1) (2𝑛 + 1 +

4√−(Eθ
(2𝑚)

−
𝑚𝑒𝑞𝐷𝑟

2𝜋𝜀0ℏ2)) − 1]                                  (92.3.3) 

 أيضًا يمكننا .التشوه املمع على يعتمد المدروس للنظام الطاقة طيف عن التعبير أن نرى 
الفضاء المضاد  في الموجودة الطاقة من أصغرSitterفضاء في الطاقة طيف أن نرى  أن

 .(anti-de Sitterديسيتر)

Ψالموجة لدالة الكامل التعبير لاستنتاج
𝑛
(𝑥)علاقات ،نستخدمπ2(s)نحصل أولا: 

ϕ (𝑠) = (1 + 𝑠2)
1

2
(
1

2
−δ1

′ )𝑒
𝑛

2δ1
′ tan−1(𝑠)     (93.3.3) 

 :نجد (9.2.4)و (8.2.4)(7.2.4)باستخدام المعادلات 

𝑦𝑛(𝑠) =
𝐶𝑛

𝜌(𝑠)

𝑑𝑛

𝑑𝑠𝑛
[(1 + 𝑠2)𝑛𝜌(𝑠)] 

𝜌(𝑠) :حيث = (1 + 𝑠2)−δ1
′
𝑒

𝑛

δ1
′ tan−1(𝑠) 

 :[Quesn] رومانوفسكي حدود كثير على عتمدتالعلاقة الأخيرة 

  yn(s) = Rn

(δ1
′ ,

n

δ1
′ )

(s) =
Cn

(1+s2)−δ1
′
e

n

δ1
′ tan−1(s)

dn

dsn [(1 + s2)n−δ1
′
e

n

δ1
′
tan−1(s)

] (94.3.3) 

 :بالشكل التاليR1(s)ومنه يمكن كتابة 



 القطب ثنائي زائد كراتزر لكمون شرودينغر معادلة حل: الثالث الفصل
   البعد ثنائي المشوه الفضاء في

 

46 
 

                     R2(s) = 𝐶n(1 + 𝑠2)
1

2
(
1

2
−δ1

′ )𝑒
𝑛

2δ1
′ tan−1(𝑠)

Rn

(δ1
′ ,

n

δ1
′
)

(s)    (95.3.3) 

 :كالآتي الموجة لدالةالجزء الشعاعي  كتابة الآن يمكننا

Ψ𝑛(𝑟, θ) = 𝐶𝑛
′ (1 +

1−𝜆r2

𝜆𝑟
)

1

2
(
1

2
−δ1

′ )

𝑒

𝑛

2δ1
′ tan−1(

√1−𝜆r2

√𝜆r
)

Rn

(δ1
′ ,

n

δ1
′
)

(
√1−𝜆r2

√𝜆r
)Φ(θ)      (96.3.3) 

𝐶𝑛هو ثابت التقنين .
′  

 الجسيم طاقة نفس هي تصبح المعادلة طاقة العادية الحالة في سنكون  تؤول إلى الصفر𝜆لما 
 المركزي . كمون كراتزر غير  تأثير تحت المشحون 

𝐸𝑛 = −
𝑚

2ℏ2 (
𝑞𝑄

4𝜋𝜀0
)
2

(𝑛 +
1

2
+ √−(Eθ

(2𝑚)
−

𝑚𝑒𝑞𝐷𝑟

2𝜋𝜀0ℏ
2))

−2

                              (97.3.3) 

 :عبارة الطاقة وداله الموجة 

  :الآن نكتب الشكل النهائي للطاقة ودالة الموجة

 :حالة فضاء ديسيتر

نعوض ثابت الفصل المتحصل عليه في الفصل الثاني العادلة في عبارة الطاقة 
 :المشوهة المعدلة  نجد العبارة النهائية للطاقة المشوهة 

𝐸𝑛 == − [(
4𝜋𝜀0ℏ2

2𝑚𝑒𝑞𝑄
√

ℏ2

2𝑚𝑒
) (𝑛 − |𝑚| +

1

2
+ √

1

4
𝑐2𝑚 (

𝑚𝑞

4𝜋𝜀0
𝐷𝜃) +

2𝑚𝑒𝑞𝐷𝑟

4𝜋𝜀0ℏ2
)]

−2

+
𝜆ℏ2

8𝑚
[(2(𝑛 −

|𝑚|) + 1) (2(𝑛 − |𝑚|) + 1 + 4√−(𝑐2𝑚 (
𝑚𝑞

4𝜋𝜀0
𝐷𝜃) −

𝑚𝑒𝑞𝐷𝑟

2𝜋𝜀0ℏ2)) − 1]          (98.3.3)        
             

𝑛 هو الرقم الكمي الرئيسي و𝑚 . هو الرقم الكمي الثانوي 
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,Ψ(r)من العلاقة θ) = R(r)𝛷(θ)) وباستعمال دالة ماثيو والعلاقة  نجد: 
Ψ𝑛(𝑟, θ) =

𝑁n (1 −
√1+𝜆r2

√𝜆r
)

1

4
(1−2𝛿1−

η

𝛿1
)

(1 − +
√1+𝜆r2

√𝜆r
)

1

4
(1−2𝛿1+

η

𝛿1
)

𝑃𝑛
(−𝛿1+

2

2𝛿1
,−𝛿1−

2

2𝛿1
) √1+λr2

√λr
Φ(θ)   

(99.3.3) 

ηو  دالة ماثيوΦ(θ)حيث =
𝑚𝑒𝒒𝚀

𝟐√λ𝝅𝜺𝟎ℏ2 

δ1 = √
1

4
− (Eθ

(2𝑚)
−

𝑚𝑒𝑞𝐷𝑟

2𝜋𝜀0ℏ
2) − 𝑛(𝑛 + 1) − (2𝑛 + 1)√−(Eθ

(2𝑚)
−

𝑚𝑒𝑞𝐷𝑟

2𝜋𝜀0ℏ
2)     (100.3.3)   

  

 :حالة فضاء ديسيتر المضاد

نعوض ثابت الفصل المتحصل عليه في الفصل الثاني المعدلة في عبارة الطاقة المشوهة 
 :نجد العبارة النهائية للطاقة المشوهة  المعدلة

𝐸𝑛 == − [(
4𝜋𝜀0ℏ2

2𝑚𝑒𝑞𝑄
√

ℏ2

2𝑚𝑒
) (𝑛 − |𝑚| +

1

2
+ √

1

4
𝑐2𝑚 (

𝑚𝑞

4𝜋𝜀0
𝐷𝜃) +

2𝑚𝑒𝑞𝐷𝑟

4𝜋𝜀0ℏ2 )]

−2

−
𝜆ℏ2

8𝑚
[(2(𝑛 −

|𝑚|) + 1) (2(𝑛 − |𝑚|) + 1 + 4√−(𝑐2𝑚 (
𝑚𝑞

4𝜋𝜀0
𝐷𝜃) −

𝑚𝑒𝑞𝐷𝑟

2𝜋𝜀0ℏ2)) − 1]  

                                     (101.3.3) 

𝑛 هو الرقم الكمي الرئيسي و𝑚 . هو الرقم الكمي الثانوي 

,Ψ(r)من العلاقة θ) = R(r)𝛷(θ)) وباستعمال دالة ماثيو نجد: 

 Ψ𝑛(𝑟, θ) = 𝑁𝑛 (1 +
1−𝜆r2

𝜆𝑟
)

1

2
(
1

2
−δ1

′ )

𝑒

η
2δ1

′ tan−1(
√1−𝜆r2

√𝜆r
)

Rn

(δ1
′ ,
η

δ1
′
)

(
√1−𝜆r2

√𝜆r
)Φ(θ)                                                             

(102.3.3) 
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ηو  دالة ماثيوΦ(θ)حيث =
𝑚𝑒𝒒𝚀

𝟐√λ𝝅𝜺𝟎ℏ2. 

δ1
′ = √

1

4
− (Eθ

(2𝑚)
−

𝑚𝑒𝑞𝐷𝑟

2𝜋𝜀0ℏ
2) − 𝑛(𝑛 + 1) − (2𝑛 + 1)√−(Eθ

(2𝑚)
−

𝑚𝑒𝑞𝐷𝑟

2𝜋𝜀0ℏ
2)       (103.3.3) 

 :المناقشة

 التشوه معامل على يعتمد الذي إضافي، تصحيح على حتوي الطاقة ت نلاحظ أن عبارة طيف
إلى أن  بالإضافة. هذا التأثير راجع إلى تعديل مبدأ هايزنبرغ . 𝑛2مع بسرعة انحرافه يزدادو 

في فضاء  ديسيتر الطاقة تزداد بشكل طفيف أما في فضاء ديسيتر المضاد الطاقة تنقص 
 ديسيتر اكبر من الطاقة في فضاء ديسيتر المضادبشكل طفيف أي الطاقة في فضاء 

 هذا يصبح.𝐸∆الطاقةالفرق في  حساب عند نتائجنا في للاهتمام مثيرة أخرى  خاصية تظهر
 . nلـ الكبيرة قيمعند ال ثابتًا الاختلاف

 



                                                                           الخاتمة
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 الخاتمة :

للأنظمة ثنائية الأبعاد باستخدام فصل  في هذا العمل ، درسنا بشكل تحليلي معادلة شرودنغر
المتغيرات ومعادلات ماثيو للجزء الزاوي.لقد تبين لنا أن هذا الكمون قابل للتطبيق على أيون 
ثنائي القطب في مستوى إقليدي ثنائي الأبعاد ،وأن هذا هو التقريب من الدرجة الأولى الناتج 

لنا إلى حلول كولوم في نظام ثنائي الأبعاد عن تأثير التوزيع غير المتماثل للشحنات.تقارب حلو 
ثنائي القطب.لقد قدمنا تعبيرات عن الطاقة الذاتية والدوال الذاتية ودرسنا  تأثيرعندما يختفي 

اعتمادها على عزم ثنائي القطب. تُظهر الطاقات أنها تزداد مع زيادة العزم ثنائي القطب إلى 
 هذه الحلول سلوك القيم المميزة لدوال ماثيو.أقصى قيمة ثم تبدأ في التناقص.يطابق سلوك 

حقيقية يعني أن عزم ثنائي القطب يجب ألا يتجاوز القيمة 𝐸𝑛,𝑚يجب أن تكون الطاقات    
القصوى ، وإلا تختفي حالات الحد الموافقة.تعتمد هذه القيم الحرجة فقط على عدد الكم 

Dcrit. وبالتالي يتم تصنيفها  𝑚المغناطيسي 
mلنتيجة مشابهة لتلك التي وجدها الحيدري في . هذه ا

.كما أنه يتناقض مع حالة ثنائي القطب النقي على سبيل المثال عدم [14]حالة ثلاثية الأبعاد 
انه من الضروري أن يتجاوز عزم ثنائي القطب الحد الأدنى ، حيث وجود مصطلح كولوم  

.يمكن تفسير ذلك من خلال حقيقة أن " ثنائي  [15]للقيمة من أجل وجود حالات مرتبطة 
القطب يجذب الشحنة في بعض الاتجاهات ، لكنه ينفر في الاتجاهات الأخرى، و هذا قد 

 يزعزع استقرار حالات النظام إذا أصبح العزم ثنائي القطب كبيرا جدًا.   

يمة الطاقة وفي الفضاء المشوه نلاحظ انه في حالة ديسيتر يقوم بزيادة في ق خصيأما فيما 
 حالة ديسيتر المضاد يقوم بإنقاص في قيمة الطاقة.
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 الملخص
مركزي متكون من كمون كراتزر و كمون ثنائي  في هذا العمل قمنا بإجراء دراسة كمية لكمون لا

وهذه الدراسة تمت في حالتين الحالة  شرودنغر معادلةالنسبية أي  غير القطب وهذا في الحالة
الأولى وهي في الفضاء العادي ثنائي البعد حيث تحصلنا على عبارة الطاقة ودالة الموجة 

وجدنا شرط للحصول على الطاقة وهو عدم تجاوز عزم ثنائي القطب قيمة حدية  أين للنظام
وفي الحالة الثانية درسنا معينة وهذه القيمة تتغير حسب قيمة معامل التفكك في كمون كراتزر 

 ديسيتروفضاء  ديسيترنفس المعدلة بنفس الكمون لكن في الفضاء المشوه ثنائي البعد فضاء) 
هذا التشوه يوثر على الطاقة حيث تزداد في حالة فضاء ديسيتر وتنقص  أنالمضاد(حيث وجدنا 

 .في حالة فضاء ديسيتر المضاد

 

  

Abstract  

In this work we conducted a quantitative study of a non-central potential that is composed of 

Kratzer potential and dipole potential, and this is in the non-relative case, i.e. the Schrodinger 

equation, and this study was carried out in two cases. The first case is in the two-dimensional 

ordinary space where we obtained the expression of energy and the wave function of the 

system where we found a condition to obtain Energy, which is that the moment of the dipole 

does not exceed a critical value, and this value changes according to the value of the 

dissociation parameters in the Kratzer potential, and in the second case we studied the same 

equation  with the same potential, but in the two-dimensional deformed space is a space (de 

Sitter and Anti de Sitter space) where we found this deformation affects the energy It increases 

in the de Sitter space state and decreases in the Anti de Sitter space state. 

 

Résumé 

Dans ce travail, nous avons mené une étude quantitative d'un potentiel non-central qui est 

composé du potentiel de Kratzer et du potentiel dipolaire, et c'est dans le cas non relatif, c'est-

à-dire l'équation de Schrödinger, et cette étude a été réalisée dans deux cas. Le premier cas est 

dans l'espace ordinaire bidimensionnel où nous avons obtenu l'expression de l'énergie et la 

fonction d'onde du système où nous avons trouvé une condition pour obtenir l'énergie, qui est 

que le moment du dipôle ne dépasse pas une valeur critique, et cette valeur change en fonction 



de la valeur des paramètres de dissociation dans le potentiel de Kratzer, et dans le second cas 

nous avons étudié la même équation avec le même potentiel, mais dans l'espace déformé 

bidimensionnel se trouve un espace (espace de Sitter et Anti de Sitter) où nous avons constaté 

que cette déformation affecte l'énergie Elle augmente dans l'état de l'espace de Sitter et 

diminue dans l'état de l'espace Anti de Sitter. 

 


