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 مقدمة

خلقت و ظهرت في القرن العشرين التي ميكانيك الكم هو مجموعة من النظريات الفيزيائية       

والتي تتمثل في الخاصية الموجية والخاصية الجسيمية،  ،جسيم(-مصطلح الازدواجية )موجة 

ظهرت لتفسير الظواهر على مستوى الذرة والجسيمات دون الذرة، وكذلك للبحث عن الحلول 

 .الدقيقة لمعادلات الموجة في الإطار النسبي وغير النسبي

رية التي نتعامل بها مع الأنظمة الذرية والنووية، تطورت تعد ميكانيك الكم على أنها النظ      

الميكانيك الكلاسيكية وعلى وجه الخصوص ميكانيك نيوتن والنظرية  هذه النظرية من خلال

 .[1] لماكسويلالكهرومغناطيسية 

يتم وصف الحالات الديناميكية لنظام الجسيمات بواسطة دوال تسمى ، في ميكانيك الكم     

 .[2]الموجة''''دوال 

عالم ال تعتمد دراسة النظام المجهري على حل معادلة تفاضلية غير نسبية اقترحها     

حيث تمكن من  Erwin Schrödinger ''7881-7697 نغرد''إرفين شرو النمساوي 

هذا و  ،[3]تطوير توازي بين الميكانيك الكلاسيكية، والبصريات وتحقيق مفهوم ميكانيك الموجة

م، والتي تعتبر من أهم المعادلات في ميكانيك الك رغنمعادلة شرودباليوم يطلق عليه  ما أصبح

وهي بمثابة المبدأ الأساسي للتحريك، فهي تصف تغير وتطور الحالة الكمية لنظام قيد الاعتبار 

 بدلالة الزمان والمكان.
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 مقدمة

رتبطة مع محالات يحتوي على  اأساسي افيزيائي اومن جهة أخرى يعد الهزاز التوافقي نموذج  

لنووية، هذا ال الفيزياء االحبس الكموني في مج ، وهو ما يفسر تأثيرطاقة متبقية غير صفرية

 ليمتلك حل تحليلي لتطوير نموذج أكثر تعقيدا، خاصة لوصف ديناميكيات الكريستاالنظام 

 .[4] للجزيئاتوالاهتزازات الداخلية 

 يمكننا تقسيمها الى نوعين: تحليلية وعددية حيثنغر نستخدم طرق رياضية لحل معادلة شرود

 اخترنا في هذا العمل:

 طريقة فصل المتغيرات التي تتمثل في البحث عن الدوال الذاتية يوه الطريقة التحليلية:

 .[5]للهاملتون 

طريقة متغيرة شبه عكسية من خلالها نحسب الطاقات ودوال الموجة  يهالطريقة العددية: 

 [2] .المتغيرالمقابلة الناتجة عن طريقة فصل 

عادلة من خلال حل م ةنسبيالالموضوع حول معالجة مشكلة في ميكانيك الكم غير  هذايتمحور 

 Anti)و (DeSitter) المتمثل في الأبعاد في إطار فضاء مشوه ةالبعد وثلاثي ةشرودنغر أحادي

deSitter)  وعليه تكون إشكالية الدراسة كالآتي: ما هو مدى تأثير التشوه على معادلة

خطة تستوفي شروط العمل بكل جزيئاته، انطلاقا  شرودنغر؟  ولرد على هذا الإشكال اعتمدنا

   من مقدمة وثلاث فصول وخاتمة على النحو التالي:
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 مقدمة

 ثلاث أجزاء، نغر'' وقد تناولنا فيهعام حول معادلة شرودوان ''مدخل جاء بعن الفصل الأول

 التعريف بهذه المعادلة وكذا المفاهيم المرتبطة بها، أملنغر خصصناه الأول معادلة شرود

عن يه فالكروية، و الثالث فقد تكلمنا  تنغر في الإحداثياالثاني فكان يناقش معادلة شرود

وافقي نغر الشعاعية لهزاز تعلى ''حل معادلة شروديركز  الفصل الثانيهندسة التشوه، بينما 

، الأول تحت هزاز أحادي البعد، أما الثاني فكان هزاز نفي فضاء تبادلي'' تناولنا فيه جزئي

في  نغر الشعاعية لهزاز توافقيكان بعنوان ''حل معادلة شرود والفصل الثالثثلاثي الأبعاد، 

ديد كما في الفصل الثاني حيث تطرقنا إلى تحأيضا  نفضاء متشوه'' والذي أنطوى تحت جزئي

تأثير  نغر تحتظام غير نسبي يصف حركة جسيم شرودالحلول الكمية لمستويات الطاقة لن

 .الأخير خرجنا بخاتمة كحوصلة لنتائج عملنا هذا يالكمون المركزي، وف

قت الي تطر بيه من الدراسات التي  سيحتوي العمل الذي قمنا بدراسته على عدد لا بأ       

 :بعنوان سعيدي حنانجوانب مختلفة، في هذا الصدد نجد رسالة ماجستير لطالبة 

Introduction de la méthode quadratique différentielle généralisée dans 

le traitement du potentiel coulombien’ écranté   1002  .بجامعة بسكرة 

وطبعا لا يخلو أي بحث من صعوبات قد تواجه الباحث أثناء بحثه، أولا قلة البحث في       

 إلى ذلك عدم إتقان اللغة الأجنبية كمبتدئين مما جديدة، إضافةهذا الموضوع نظرا لأنه دراسة 

.صعب ترجمة المعلومات



 

 

 

ضل الأو 
لالف 
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الأول: مدخل عام حول معادلة شرودنغر الفصل  

 :تمهيد

,𝜓(𝑟يةيتم وصف الجسيم بواسطة دالة موج ر النسبيغي فيزياء الكمفي        𝑡)،  التي يتم

 جزئية من الدرجة اتمعادلة مشتقوهي عبارة عن  ،رغنالحصول عليها بواسطة معادلة شرود

 .[6]اء علق بإحداثيات الفضتتما حينومعادلة من الدرجة الثانية علق بالوقت تتما حينالأولى 

عتمد فقط الكمون المركزي ي)نغر الثابتة يم معادلة شرودهذا الفصل تناولنا فقط دراسة مفاه يف

 .('r'على السافة 

 نغر:.معادلة شرود7

س نسبي، حيث تلعب نفالر غي الكم معادلة الأساسية لميكانيكالهي  رغنمعادلة شرود      

ي الكلاسيكية او معادلات ماكسويل فالدور الأساسي الذي تلعبه معادلة نيوتن في الميكانيك 

 تصف تطور الحالة الزمانية والمكانية لجسم كمي بواسطة دوال موجية: ؛الكهرومغناطيسية

𝑖ℏ
𝜕𝜓

𝜕𝑡
= 𝐻𝜓(𝑟, 𝑡)          (1.1) 

 حيث:

 H  المدروس عبارته من الشكل التالي لنظاملمؤثر الهاميلتون يصف الطاقة الكلية :   

𝐻(𝑟, 𝑡) = 𝑇 + 𝑉(𝑟, 𝑡)         (1.2) 

 خاصة ةحال وهي نغر المستقلة عن الزمن بإيجاد الحالات المحتملة للنظام،رودتسمح معادلة ش

 ،ظامكانت حالة الن مهما الموجة دالة تطور تعطي حيث الزمن على تعتمد التي العامة للمعادلة
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الأول: مدخل عام حول معادلة شرودنغر الفصل  

               :[7]عبارتها كالتالي

𝐻𝜓(𝑟) = 𝐸𝜓(𝑟)          (1.3) 

 بالعبارة التالية: Hالهاميلتون  نعرف المؤثر

𝐻 = −
ℏ2

2𝑚
∆ + 𝑉(𝑟)         (1.4) 

                حداثيات الكروية:ر في الإنغادلة شرود.مع2

يجب علينا حل  ، V(𝑟)كروي لجسيم يتحرك في حقل متماثل  ،𝜓(𝑟) لتحديد دالة الموجة

 نغر التالية:  معادلة شرود

∆ψ +
2𝑚

ℏ2
[𝐸 + 𝑉(𝑟)]𝜓 = 0        (1.5) 

 حيث:

 ℏ ثابت بلانك 

 m كتلة الجسيم 

  𝑉(𝑟) هي الطاقة الكامنة 

   ∆𝜓 ''لدالة الموجة ''لابلاسيان𝜓 :عبارته كتالي 

Δ𝜓 =
𝜕2𝜓

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝜓

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝜓

𝜕𝑧2
         (1.6) 



 

8 
 

الأول: مدخل عام حول معادلة شرودنغر الفصل  

، او Eنغر معادلة تفاضلية جزئية لها حلول لقيم معينة لطاقة فيزيائيا تعتبر معادلة شرود    

 𝜓، والحلول'' بالقيم الذاتية ''، حيث تدعى Eبمعنى أخرى هي القيم المسموح بها لطاقة 

                                                                                                          .''بالدوال الذاتية او الخصائص''التي توافقها تدعى 

نغر مستقلة عن الزمن نتحصل على معادلة شرود (1.4)في المعادلة  (1.3) ةبتعويض المعادل

 :يكالآت المستقرة، عبارتهاتدعى الحالة 

(−
ℏ2

2𝑚
Δ + 𝑉(𝑟))𝜓(𝑟) = 𝐸𝜓(𝑟)       (1.7) 

يعتمد فقط على المسافة، هذا يشير إلى أنه يمكننا تمثيل  (1.5)لأن كمون المعادلة نظرا

𝜓(𝑟)الكروية بدلا من الاحداثيات الديكارتية '' تالإحداثيا → 𝜓(𝑟, 𝜃, 𝜑)  لهذا نقوم''

 العلاقة بين التمثيلين من خلال التعريفات التالية:بتذكير الب

 

{
 

 𝑟 = √𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2; 0 ≤ 𝑟 < ∞

𝜑 = tan−1(
𝑦
𝑥⁄ ) ; 0 ≤ 𝜑 ≤ 2𝜋

𝜃 = cos−1 (
𝑧

𝑟
) ; 0 ≤ 𝜃 ≤𝜋       

         (1.8) 

{
𝑥 = 𝑟 sin 𝜃 cos 𝜑
𝑦 = 𝑟 sin 𝜃 sin𝜑
𝑧 = 𝑟 cos 𝜃        

          (1.9) 

 الشكل التالي: '' لابلاسيان 'يأخذ ' 

∆=
1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟
(𝑟2

𝜕

𝜕𝑟
) +

1

𝑟2 sin𝜃

𝜕

𝜕𝜃
(sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
) +

1

𝑟2 sin² 𝜃

𝜕²

𝜕𝜑²
         (1.10) 
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الأول: مدخل عام حول معادلة شرودنغر الفصل  

ر في غادلة شرودننتحصل على مع (216) في المعادلة (2120) نقوم بتعويض معادلة

 تالي:الية عبارتها كرو حداثيات الكالإ

−
ℏ2

2𝑚
(
1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟
(𝑟2

𝜕

𝜕𝑟
) +

1

𝑟2 sin𝜃

𝜕

𝜕𝜃
(sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
) +

1

𝑟2 sin2 𝜃

𝜕2

𝜕𝜑2
)𝜓(𝑟, 𝜃, 𝜑) +

𝑉(𝑟, 𝜃, 𝜑) = 𝐸𝜓(𝑟, 𝜃, 𝜑)        (1.11) 

 :(2122) نقوم بحل المعادلة '' فصل المتغيرات ''باستعمال طريقة 

,ψ(𝑟 '' كتابة دالة الموجة على الشكل التالي: 𝜃, 𝜑) =  𝑅(𝑟)𝑌(𝜃, 𝜑) '' 

−
ℏ2

2𝑚
{𝑌(𝜃, 𝜑)

1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟
(𝑟2

𝜕

𝜕𝑟
)𝑅(𝑟) + 𝑅(𝑟)

1

𝑟2 sin𝜃
[
𝜕

𝜕𝜃
(sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
) +

1

sin𝜃

𝜕2

𝜕𝜑2
] 𝑌(𝜃, 𝜑)} − [𝐸 − 𝑉(𝑟)]𝑅(𝑟)𝑌(𝜃, 𝜑) = 0    (1.12) 

,𝑅(𝑟)𝑌(𝜃بالقسمة على 𝜑) ضرب فيال، و𝑟2:نتحصل على ، 

1

𝑅(𝑟)

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟2

𝜕𝑅(𝑟)

𝜕𝑟
) +

2𝑚𝑟2

ℏ2
[𝐸 − 𝑉(𝑟)] = −

1

𝑌(𝜃,𝜙) sin𝜃
[
𝜕

𝜕𝜃
(sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
) +

1

sin𝜃

𝜕²

𝜕𝜑²
] 𝑌(𝜃, 𝜑)         (1.13) 

' ومنه نستطيع ان نعرف θ,φوالطرف الأيمن يعتمد على' '𝑟على' الطرف الايسر يعتمد

 يعطي لنا معادلتين: 𝜆2.تاليالالطرفان بثابت عبارته ك

𝜕

 𝜕𝑟
(𝑟2

𝜕𝑅(𝑟)

𝜕𝑟
) +

2𝑚𝑟2

ℏ2
[𝐸 − 𝑉(𝑟)]𝑅(𝑟) = 𝜆2𝑅(𝑟)    (1.14) 

 و

−[
1

sin𝜃

𝜕

𝜕𝜃
(sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
) +

1

sin2𝜃

𝜕2

𝜕𝜑2
] 𝑌(𝜃, 𝜙) = 𝑌(𝜃, 𝜑)𝜆2   (1.15) 
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الأول: مدخل عام حول معادلة شرودنغر الفصل  

 حيث:

 𝜆2 نعرفه ب ثابت التفرقة 𝑙(𝑙 + 1). 

 ثاوية، حيالز المعادلة ببالمعادلة الشعاعية، وتسمى المعادلة الثانية  تسمى المعادلة الأولى     

بينما المعادلة  𝑉(𝑟)اختيار الكمون المركزي  ىعتمد علينلاحظ ان حل المعادلة الشعاعية 

 الزاوية هي معادلة عالمية صالحة لجميع الكمون المركزي.

لكمون ، منغمس في انسبير الشعاعية التي تصف حركة جسيم غير غنيمعادلة شرودفي      

ل على الشك حداثيات الكرويةفي الإ سيان ''لابلا ''حيث يتم كتابة عبارة  𝑉(𝑟)المركزي 

 التالي:

∆=
1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟
(𝑟2

𝜕

𝜕𝑟
) −

𝐿2

ℏ2𝑟2
        (1.16) 

 :التالية ةبالعبار  𝐿2نعرف

𝐿2 = −ℏ2 [
1

sin𝜃

𝜕

𝜕𝜃
(sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
) +

1

sin²𝜃

𝜕²

𝜕𝜑²
]     (1.17) 

 :حيث

 L  1[8] المداري يدل على العزم الحركي 

 نتحصل على:(1.15) و(1.14) وتبسيط المعادلتين  𝐿2بتعويض عبارة

[
𝜕²

𝜕𝑟²
+
2

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
+
2𝑚

ℏ2
(𝐸 − 𝑉(𝑟)) −

𝜆2

𝑟2
] 𝑅(𝑟) = 0     (1.18) 
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الأول: مدخل عام حول معادلة شرودنغر الفصل  

   𝐿2𝑌(𝜃, 𝜑) = ℏ2𝜆2𝑌(𝜃,𝜑)       (1.19) 

حيث نضع: (2121)أيضا نقوم بحل المعادلة طريقة فصل المتغيرات  باستخدام  

𝑌(𝜃, 𝜑) = 𝑇(𝜃)𝐹(𝜑)        (1.20) 

 المعادلة نجد: (2121)في (2127)بتعويض المعادلة 

𝐹(𝜑) (
𝜕²𝑇(𝜃)

𝜕𝜃²
+

1

tan𝜃

𝜕𝑇(𝜃)

𝜕𝜃
) +

𝑇(𝜃)

𝐹(𝜃) sin²𝜃

𝜕²𝐹(𝜑)

𝜕𝜑²
+ 𝜆2𝑇(𝜃)𝐹(𝜑) = 0 (1.21) 

sin²ضرب فيالو  ، 𝑇(𝜃)𝐹(𝜑)بالقسمة على 𝜃:نتحصل على ، 

sin²𝜃

𝑇(𝜃)
(
𝜕²𝑇(𝜃)

𝜕𝜃²
+

1

tan 𝜃

𝜕𝑇(𝜃)

𝜕𝜃
) + 𝜆2 sin² 𝜃 = −

1

𝐹(𝜑)

𝜕²𝐹(𝜑)

𝜕𝜑²
   (1.22) 

ومنه نستطيع ان نعرف  ،𝜑 ، بينما الطرف الأيمن فيعتمد على𝜃 على يعتمد الطرف الأيسر

 :. يعطي لنا معادلتين𝑚2عبارته يدعى بثابت التفرقة الطرفان بثابت

{

sin2 𝜃

𝑇(𝜃)
(
𝜕𝑇(𝜃)

𝜕𝜃
+

1

tan𝜃

𝜕𝑇(𝜃)

𝜕𝜃
) + 𝜆2 sin2 𝜃 = 𝑚2

−
1

𝐹(𝜑)

𝜕2𝐹(𝜑)

𝜕𝜑2
= 𝑚2                                             

    (1.23) 

  بتبسيط المعادلتين نتحصل على:

(
𝜕²

𝜕𝜃²
+

1

tan 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
−

𝑚2

sin²𝜃
+ 𝜆2) 𝑇(𝜃) = 0     (1.24) 

(
𝜕²

𝜕𝜑²
+𝑚2) 𝐹(𝜑) = 0        (1.25) 

 من شكل التالي: (1.25)نقترح حل للمعادلة

𝐹(𝜑) = 𝐴𝑒−𝑖𝑚𝜑         (1.26) 
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الأول: مدخل عام حول معادلة شرودنغر الفصل  

Ρاحتمال تواجد إلكترون  = |𝜓|2  يبقى ثابت بزاوية(2𝜋): 

𝐹(𝜑) = 𝐹(𝜑 + 2𝜋)        (1.27) 

𝑚   :حيث = 0,±1, ±2…± 𝑛                              

 من الشكل: (1.24)حل المعادلة

𝑇(𝜃)) = 𝐴𝑝𝑙
𝑚(cos 𝜃)        (1.28) 

 حيث:

 𝑝𝑙
𝑚  هي معادلة''le gendre associée''،l عدد صحيح: هو 

𝑝𝑙
𝑚(𝑥) ≡ (1 − 𝑥2)|𝑚| 2⁄ (

𝑑

𝑑𝑥
)
|𝑚|

𝑝𝑙(𝑥)     (1.29) 

 :'' Rodrigues ''، يتم تعريفه بواسطة صيغة le gendre''𝒑𝒍''حيث كثير الحدود

𝑝𝑙(𝑥) =
1

2𝑙𝑙!
(
𝑑

𝑑𝑥
)
𝑙
(𝑥2 − 1)𝑙       (1.30) 

 .ةرويبالتوافقيات الكفي الأخير، نستطيع ان نسمي الجزء الزاوي لدالة الموجة 

𝑌𝑙
𝑚(𝜃, 𝜑) = 𝜖√

(2𝑙+1)

4𝜋

(𝑙−|𝑚|)!

(𝑙+|𝑚|)!
𝑒𝑖𝑚𝜑𝑝𝑙

𝑚(cos 𝜃)    (1.31) 

 مع:

ϵ = {
(−1)𝑚             𝑚 ≥ 0
1                         𝑚 ≤ 0 

       (1.32) 

.هندسة التشوه:3  
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الأول: مدخل عام حول معادلة شرودنغر الفصل  

علاقات الميكانيك المشوهة: في فضاء ثلاثي البعد يتم تعريف مبدأ الشك لهايزنبارغ المشوه 

معرفة ، سطة علاقات تدعى بعلاقات التبديلبوا EUPالذي يؤدي الى مبدأ الشك الممدد 

 تالي:الك

{
 
 

 
 [𝑋𝑖 , 𝑋𝑗] = 0                           

[𝑃𝑖 , 𝑃𝑗] = 𝑖ℏ𝜏𝜆𝜖𝑖𝑗𝑘𝐿𝑘           

[𝑋𝑖 , 𝑃𝑗] = 𝑖ℏ(𝛿𝑖𝑗 − 𝜏𝜆𝑋𝑖𝑃𝑗)

𝜏 = −1,+1                            

       (1.33) 

 حيث:

 𝜆 جدا لأنه ضمن إطار الجاذبية الكمية.التشوه وهو قيمة صغيرة  معامل 

 على انه ثابت أساسي مرتبط بعامل قياس الكون الممتد ويتناسب معاEUP يتم تعريف معامل

 الثوابت الكونية:

Γ = 3𝑟𝜆 = 3𝑟 𝑎2⁄          (1.34) 

 حيث:

 𝑎  دوسيترهو نصف القطر’ De Sitter’ 

 𝐿𝑘 ب: هو عنصر العزم الزاوي الذي يعبر عنه 𝐿𝑘 = 𝜖𝑖𝑗𝑘𝑋𝑖𝑃𝑗 

عدم )تؤدي الى علاقة مبدأ الشك ( 2122)في ميكانيك الكم العادية، علاقة التبديل  

 اليقين( لهايزنبارغ:
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الأول: مدخل عام حول معادلة شرودنغر الفصل  

∆𝑋𝑖∆𝑃𝑖 ≥
ℏ

2
(1 − 𝜏𝜆(Δ𝑋𝑖)

2)       (1.23) 

  :نضع〈𝑋𝑖〉 = 0 

 :رنميز نوعين من جبر فضاء دوسيت 𝜏من خلال قيمة

  نموذج ضد دوسيتر(Anti deSitter): من اجل𝜏 =  الجبر المشوه  هذا يتميز 1−

 دنى من عدم اليقين في العزم، الأد الح دبوجو 

𝑋𝑖من أجل التبسيط نفترض وجود عدم اليقين متماثل  = 𝑋  وهذا يسمح لنا بكتابة الحد

 :’AdS‘م في نموذج لعز عدم اليقين لالأدنى من 

(Δ𝑃)𝑚𝑖𝑛 = ℏ√𝜏𝜆         (1.26) 

 سيترنموذج دو (deSitter): اجل من𝜏 =  يمة لا تمثل الق (2123)العلاقة ، 1+

     (.1صفرية من عدم اليقين في العزم وهو موضح في )الشكل  الدنيا غير

 لى العلاقةحصول علل ( وفقا للتعديلرسم علاقات عدم اليقين )الشكيمثل الشكل المقابل      

 للموضع وعزم القياساتالمحظورة منطقة ال، حيث نلاحظ وجود منطقة ملونة تمثل (2123)

 1(AdS) سيتردو في فضاء ضد 
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الأول: مدخل عام حول معادلة شرودنغر الفصل  

علاقة عدم اليقين ؤدي الى ت مما (2122)تناسب الجبر المعدل  𝑃𝑖و 𝑋𝑖المؤثرات غير التبادلية 

نغر لدقيقة لمعادلة شرودحلول االأجل دراسة  ن، م(2123)المعاد قياسها في فضاء العزم

 .المشوهة

التي تفي بعلاقات التبديل العادية ويتم ذلك وفق التحويلات  𝑝𝑖و 𝑥𝑖نمثل المؤثرات كدوال للمؤثر

 التالية:

{

𝑋𝑖 =
𝑥𝑖

√1+𝜏𝜆𝑟2
                  

𝑃𝑖 = −𝑖ℏ√1 + 𝜏𝜆𝑟2𝜕𝑥𝑖

        (1.38) 

 

𝜏اذا = −[ يختلف في المجال r، المتغير1− 1
√𝜆
⁄ , 1

√𝜆
⁄ [ [9]. 
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الأول: مدخل عام حول معادلة شرودنغر الفصل  



 

 

 

 

 
 
ات ضل الي 

يالف 
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 الفصل الثاني: حل معادلة شرودنغر الشعاعية لهزاز توافقي في فضاء عادي 

 تمهيد:

أهمية أساسية في الفيزياء حيث يصف تطور أي نظام فيزيائي ذو  الهزاز التوافقييعد     

 لكهرباءكابالقرب من موقع التوازن مما يجعله أداة تستخدم في العديد من المجالات 

 .[10]الالكترونيات والبصريات والمواد المكثفةو 

عادلة كيفية حل م التوافقيالهزاز  ن خلالعرف من نأنستطيع الكم، يك ميكانبينما في    

ثي البعد نغر أحادي البعد وثلارح دراسة نظام هزاز توافقي لشرودنغر، في هذا الفصل نقتشرود

 في مجال ميكانيك الكم غير النسبية.      

 حادي البعد:فقي أالشعاعية لهزاز توا رنغشرودحل معادلة .7

ريق عن ط حادي البعدغير نسبي أ توافقي هزازنحاول التعامل مع نظام  الجزء،في هذا     

 .[2] تحت تأثير جهد مركزي ،mتصف حركة جسيم التيالشعاعية  رغنحل معادلة شرود

 تالي:الكعبارة الكمون المركزي 

𝑉 =
1

2
𝑚𝜔2𝑥2          (2.1) 

 تعطى بالشكل التالي: نغر للهزاز التوافقيشرودمعادلة 

{
P2

2𝑚
+
1

2
𝑚𝜔2𝑥2}𝜓(𝑥) = 𝐸𝜓(𝑥)       (2.2) 

⇒ (
𝜕²

𝜕𝑥²
−
𝑚2𝜔2𝑥2

ℏ2
+
2𝑚𝐸

ℏ2
)𝜓(𝑥) = 0       (2.3) 
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 الفصل الثاني: حل معادلة شرودنغر الشعاعية لهزاز توافقي في فضاء عادي 

 التالية: تباستخدام الاختصارا

{

𝛼 =
2𝑚𝐸

ℏ2

𝑎 = √
ℏ

𝑚𝜔

           (2.4) 

نحو التالي:النغر على ومنه تكتب معادلة شرود  

(
𝜕²

𝜕𝑥²
−
𝑥2

𝑎4
+ 𝛼)𝜓(𝑥) = 0        (2.5) 

 باستخدام التحويل التالية: (2.5)نقوم بتبسيط المعادلة 

𝜓(𝑥) = 𝑒−
𝜆

2
𝑥2𝑓(𝑥)         (2.6) 

:مع المشتقات التالية  

∂𝜓

∂x
= 𝑒−

𝜆

2
𝑥2 [

𝜕𝑓

𝜕𝑥
− 𝑥𝜆𝑓]         (2.7) 

𝜕²𝜓

𝜕𝑥²
= 𝑒−

𝜆

2
𝑥2 [

𝜕²𝑓

𝜕𝑥²
− 2𝜆𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝑥
+ 𝜆2𝑥2𝑓]       (2.8) 

الي: (112) تتحول المعادلة  

[
𝜕²

𝜕𝑥²
− 2𝜆𝑥

𝜕

𝜕𝑥
+ (𝜆2 −

1

𝑎4
) 𝑥2 + (𝛼 − 𝜆)] 𝑓(𝑥) = 0    (2.9) 

متعدد  بحلمن المعدلات التفاضلية المعروفة نقوم بتقليلها إلى فئة  (2.9)تبسيط المعادلة ل

 شروط التالية:لوفقا ل (𝑥2)الحدود، نهمل معامل

𝜆2 −
1

𝑎4
= 0 ⇒ 𝜆 =

1

𝑎2
        (2.10) 
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 الفصل الثاني: حل معادلة شرودنغر الشعاعية لهزاز توافقي في فضاء عادي 

 تكون في الأصل غير مفردة هي:لدالة الموجة يجب ان  λالقيمة المقبولة ل

𝜆 =
𝑚𝜔

ℏ
          (2.11) 

الى: (111)هذا يبسط المعادلة   

[
𝜕²

𝜕𝑥²
−
2

𝑎
𝑥
𝜕

𝜕𝑥
+ (𝑎 − 𝜆)] 𝑓(𝑥) = 0      (2.12) 

متغير التالي:ال نستبدل  

𝑥 = 𝑎𝑥𝑝    ⇒ 𝜕𝑥 = 𝑎𝜕𝑥𝑝       (2.22) 

نجد: (1121)في المعادلة  (1122)بتعويض العلاقة   

[
𝜕²

𝜕𝑥𝑝²
− 2𝑥𝑥

𝜕

𝜕𝑥𝑝
+ (𝛼 − 𝜆)𝑎2] 𝑓(𝑥𝑝) = 0     (2.22) 

 لدينا:

(𝛼 − 𝜆)𝑎2 = 2𝑛         (2.13) 

نستطيع التعبير عن طيف الطاقة على الشكل التالي: (1123)من المعادلة   

𝐸 =
ℏ𝜔

2
(2𝑛 + 1) = ℏ𝜔 (𝑛 +

1

2
)      (2.16) 

 من جهة أخرى لدينا

   : Polynôme d’Hermite 

𝑓(𝑥𝜌) = 𝐶𝐻𝑛(𝑥𝜌) = 𝐶𝐻𝑛 (
𝑥

𝑎
)       (2.17) 
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 الفصل الثاني: حل معادلة شرودنغر الشعاعية لهزاز توافقي في فضاء عادي 

الموجة الحل النهائي لدالة  في الأخير نجد (1127)مع المعادلة  (1122)بمطابقة المعادلة 

 على النحو التالي:عبارتها 

𝜓(𝑥) = 𝐶𝑒
−
𝑥2

2𝑎2𝐻𝑛 (
𝑥

𝑎
)        (2.28) 

 C [2] .معامل التقنين 

 لهزاز توافقي ثلاثي البعد: شعاعيةال رنغشرودحل معادلة .2

عية الشعا رغبعاد من خلال حل معادلة شرودنام هزاز توافقي ثلاثي الاظنقوم بدراسة ن    

 𝑉(𝑟)خاضع لكمون مركزي ، mالتي تصف حركة جسيم كتلته 

ن مو ك جل تحديد القيم الذاتية ودالة الموجة التي تصف ديناميك الجسيم تحت تأثيرأمن     

 :مركزي لنوع هزاز من الشكل

   𝑉(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 1

2𝑚
𝑚𝜔2(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2) =

1

2
𝑚𝜔2𝑟2   (2.19) 

               

 على الشكل التالي:ر نغمعادلة شرودتكتب 

Ρ2

2𝑚
𝜓 +

1

2
𝑚𝜔2𝑟2𝜓 = 𝑖ℏ

𝜕𝜓

𝜕𝑡
       (2.20) 

,𝑉(𝑥لكمون أن ا فترضهنا ن    𝑦, 𝑧)  استخدام نفس طريقة  إذا يمكننا الزمن،مستقل عن

 رغدنعلى معادلة شرو  الأول للحصولالفصل بين المتغيرات التي استخدمناها في الفصل 

  :ومنه ،(2122)الشعاعية
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 الفصل الثاني: حل معادلة شرودنغر الشعاعية لهزاز توافقي في فضاء عادي 

(
𝜕

𝜕𝑟
(𝑟2

𝜕

𝜕𝑟
) +

2𝑚𝑟2

ℏ2
[𝐸 −

1

2
𝑚𝜔2𝑟2]) 𝑅(𝑟) = 𝑙(𝑙 + 1)𝑅(𝑟)  (2.21) 

 :ذنإ

∂²𝑅(𝑟)

∂r²
+
2

𝑟

𝜕𝑅(𝑟)

𝜕𝑟
+ (

2𝑚𝐸

ℏ2
−
𝑚2𝜔2ℏ2

ℏ2
−
𝑙(𝑙+1)

𝑟2
)𝑅(𝑟) = 0   (2.22) 

 :ة، نستعمل التحويلات التالي(2.22 )لتبسيط شكل المعادلة

𝑅(𝑟) =
1

𝑟
𝑓(𝑟)         (2.23) 

𝜕𝑅(𝑟)

𝜕𝑟
=

1

𝑟
(
𝜕𝑓(𝑟)

𝜕𝑟
−
𝑓(𝑟)

𝑟
)        (2.24) 

𝜕²𝑅(𝑟)

𝜕𝑟²
=

1

𝑟
(
𝜕²𝑓(𝑟)

𝜕𝑟²
−
2

𝑟

𝜕𝑓(𝑟)

𝜕𝑟
+
2𝑓(𝑟)

𝑟2
)      (2.25) 

 نتحصل على الشكل التالي: (1111)بتعويض هذه التحويلات في المعادلة

(
𝜕²

𝜕𝑟²
+
2𝑚𝐸

ℏ2
−
𝑚2𝜔2𝑟2

ℏ2
−
𝑙(𝑙+1)

𝑟2
) 𝑓(𝑟) = 0     (2.26) 

𝜌الان نقوم بوضع المتغير التالي = (
𝑟

𝑎
)
2

 ، وباستخدام المختصرات التالية:

{

𝛼 =
2𝑚𝐸

ℏ2

𝑎 = √
ℏ

𝑚𝜔

           (2.27) 

 :التاليةالتحويلات وبتعويض 

𝜕𝑓

𝜕𝑟
=

2𝑟

𝑎2
          (2.28) 

𝜕²𝑓

𝜕𝑟²
=

2

𝑟2
(2𝜌

𝜕²𝑓

𝜕𝜌²
+
𝜕𝑓

𝜕𝜌
)        (2.29) 
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 الفصل الثاني: حل معادلة شرودنغر الشعاعية لهزاز توافقي في فضاء عادي 

 يلي: اكم (1116)تصبح المعادلة

(𝜌
𝜕²

𝜕𝜌²
+
1

2

𝜕

𝜕𝜌
+
𝛼𝑎2

4
−
𝑙(𝑙+1)

4𝜌
−
𝜌

4
) 𝑓(𝜌) = 0     (2.30) 

 :ل التاليينستخدم التحو  (1120)لحل هذه المعادلة التفاضلية

𝑓(𝜌) = 𝑒−
𝜌

2𝜌𝑘𝑤(𝜌)        (2.31) 

 مع

∂𝑓(𝜌)

𝜕𝜌
= 𝑒−

𝜌

2𝜌𝑘 [
𝜕𝑤(𝜌)

𝜕𝜌
+ (

𝑘

𝜌
−
1

2
)𝑤(𝜌)]     (2.32) 

 

𝜕²𝑓(𝜌)

𝜕𝜌²
= 𝑒−

𝜌

2𝜌𝑘 [
𝜕²𝑤(𝜌)

𝜕𝜌²
+ (

2𝑘

𝜌
− 1)

𝜕𝑤(𝜌)

𝜕𝜌
+ (

𝑘²−𝑘

2
−

𝑘

𝜌
+
1

4
)𝑤(𝜌)] (2.33) 

 نجد:، (1120)في المعادلة  (1122)و  (1121) باستبدال المعادلتين

[𝜌
𝜕²

𝜕𝜌²
+ (2𝑘 − 𝜌 +

1

2
)
𝜕

𝜕𝜌
+ (𝑘² −

𝑘

2
−
𝑙(𝑙+1)

4
)
1

𝜌
+ 𝑛]𝑤(𝜌) = 0  (2.34) 

   :حيث

𝑛 =
𝛼𝑎²

4
− 𝑘 −

1

4
         (2.35) 

 ةالمعرف الثانيةالدرجة التفاضلية من معادلة المن خلال حل  kالثابت قيمة يمكننا تحديد 

 كالتالي:

4𝑘2 − 2𝑘 − 𝑙(𝑙 + 1) = 0       (2.36) 

 التاليين:حلها يعطينا الجذرين 
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 الفصل الثاني: حل معادلة شرودنغر الشعاعية لهزاز توافقي في فضاء عادي 

𝑘1 =
1

2
(𝑙 + 1)        , 𝑘2 = −

𝑙

2
       (2.37) 

 :على النحو التالي kنختار القيمة المناسبة للثابت  المنطق،بنفس 

  𝑛 = 𝛼𝑎2

4
−
1

2
(𝑙 + 1) −

1

4
𝑘1   من اجل  =

1

2
(𝑙 + 1) 

 :يالتالى التعبير عن طيف الطاقة بالشكل يمكننا الحصول عل (1122)وفقًا للمعادلة  الآن،

𝐸𝑛,𝑙 = ℏ𝜔 (2𝑛 + 𝑙 +
3

2
)        (2.38) 

 رياضيا باستخدام كثير حدود (1122)حل المعادلة يمكننا الأن 

 hypergéométrique Polynôme التاليمن الشكل  يعطي لنا حل دقيق : 

𝑤(𝜌) = 𝐶′𝐹 (−𝑛, 𝑙 +
3

2
, 𝜌)       (2.39) 

 على الشكل الاتي: (1122)يمكننا إعادة كتابة المعادلة (1121)من خلال المعادلة

𝑓(𝑟) = 𝐶′𝑒
−
𝑟2

2𝑎2 (
𝑟

𝑎
)
2𝑘
𝐹 (𝑛, 𝑙 +

3

2
, (
𝑟

𝑎
)
2
)     (2.40) 

على عبارة دالة الموجة الشعاعية  لنتحص (1112)في المعادلة (1120)بتعويض المعادلة

 النهائية من الشكل التالي:

𝑅(𝑟) =
𝐶′

𝑎2𝑘
𝑒
−
𝑟2

2𝑎2𝑟(2𝑘−1)𝐹 (𝑛, 𝑙 +
3

2
, (
𝑟

𝑎
)
2
)     (2.41) 

,𝜓(𝜌دالة الموجة  نجدفي الأخير،  𝜑) التالي:على الشكل 

𝜓(𝑟, 𝜃, 𝜑) =
𝐶′

𝑎2𝑘
𝑒
−
𝑟2

2𝑘2𝑟(2𝑘−1)𝐹 (𝑛, 𝑙 +
3

2
, (
𝑟

𝑎
)
2
) 𝑌(𝜃, 𝜑)   (2.42) 
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 الفصل الثاني: حل معادلة شرودنغر الشعاعية لهزاز توافقي في فضاء عادي 

 حيث:

 𝐶′[11]هو ثابت التقنين. 

  

 

 

  

  

 

 

 

 



   

 

 

الثا ضل الي 
 لف 
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 الفصل الثالث: حل معادلة شرودنغر الشعاعية لهزاز توافقي في فضاء مشوه 

 تمهيد:

في ذاتية قة والدوال الالفضاء المشوه على القيم الذاتية للطا تأثيرندرس  في هذا الفصل    

ضاء الشعاعية لهزاز توافقي في ف نغرنسبية، في حالة معادلة شرودالإطار ميكانيك الكم غير 

 . بعادلأحادي وثلاثي اأ

 أحادي البعد:توافقي لهزاز  الشعاعية نغرحل معادلة شرود.7

 هاملتون النكتب عبارة  دراسة هذا التشوه الكمي على مشكلة هزاز شرودنغرقبل البدء في 

 حادي البعد لهزاز توافقي: أ

𝐻 =
1

2
𝑚𝜔2�̂�2 +

1

2𝑚
�̂�𝑥
2         (3.1) 

 :تاليالر كغنمعادلة شرود تكون 

[
𝑝2

2𝑚
+
1

2
𝑚𝜔2�̂�2] 𝜓(𝑥) = 𝐸𝜓(𝑥)       (3.2) 

 التحول الكموني:باستخدام 

{
�̂�𝑖 =

𝑥𝑖

√1+𝜏𝜆𝜁2
                      

�̂�𝑖 = −𝑖ℏ√1 + 𝜏𝜆휁2 +
𝜕

𝜕𝑥𝑖

        (3.3) 

  سيترحلول فضاء ضد دو (Anti deSitter) من اجل𝜏 = −1: 

{
 𝑥𝑖 =

 𝑥𝑖

√1−𝜆𝜁2
           

𝑃𝑖 = −𝑖ℏ√1 − 𝜆휁2
𝜕

𝜕𝑥𝑖

⟹ ⟹ بعد واحد ζ ≡ 𝑥      (3.4) 
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 الفصل الثالث: حل معادلة شرودنغر الشعاعية لهزاز توافقي في فضاء مشوه 

 نجد:

{
𝑥 =

𝑥

√1−𝜆𝑥2
                

𝑃 = −𝑖ℏ√1 − 𝜆𝑥2
𝜕

𝜕𝑥𝑖

{
𝑥2 = 𝑥. 𝑥 = (

𝑥

√1−𝜆𝑥2
) . (

𝑥

√1−𝜆𝑥2
)

𝑃2 = 𝑃. 𝑃 = (−𝑖ℏ√1 − 𝜆𝑥2
𝜕

𝜕𝑥
) . (−𝑖ℏ√1 − 𝜆𝑥2

𝜕

𝜕𝑥
)

            (3.5) 

⇒ {
𝑥2 =

𝑥2

(1−𝜆𝑥2)

𝑃2 = 𝜆𝑥ℏ2
𝜕

𝜕𝑥
− ℏ2(1 − 𝜆𝑥2)

𝜕²

𝜕𝑥²

       (3.6) 

 نجد: (211)التحويل الكموني في المعادلة بتعويض

[−
ℏ2

2𝑚
(1 − 𝜆𝑥2)

𝜕2

𝜕𝑥2
+

ℏ2

2𝑚
𝜆𝑥

𝜕

𝜕𝑥
+
1

2
𝑚𝜔2

𝑥2

(1−𝜆𝑥2)
]𝜓(𝑥) = 𝐸𝜓(𝑥)  (3.7) 

⇒ [(1 − 𝜆𝑥2)
𝜕²

𝜕𝑥²
− 𝜆𝑥

𝜕

𝜕𝑥
−
𝑚2𝜔2

ℏ2𝜆
(
𝜆𝑥2

1−𝜆𝑥2
) +

2𝑚𝐸

ℏ2
]𝜓(𝑥) = 0   (3.8) 

 نستخدم هذا التغير التالي: (218)الان لحل هذه المعادلة 

√𝜆𝑥 = sin(√𝜆𝜌) ⇒ 𝑥 =
1

√𝜆
sin(√𝜆𝜌) ⇒

𝜕𝑥

𝜕𝜌
= cos(√𝜆𝜌) ⇒

𝜕𝜌

𝜕𝑥
=

1

cos(√𝜆𝜌)
 (3.1) 

 :المشتقات التالية لديناو 

𝜕𝜓

𝜕𝑥
=

1

cos(√𝜆𝜌)

𝜕𝜓

𝜕𝜌
                 (3.20) 

𝜕²𝜓

𝜕𝑥²
=

1

cos ²(√𝜆𝜌)
[√𝜆 tan(√𝜆𝜌)

𝜕𝜓

𝜕𝜌
+
𝜕²𝜓

𝜕𝜌²
]             (3.12) 

 :دنج (3.8)المعادلة يف (3.10) و (3.11) بتعويض

𝜕²𝜓

𝜕𝜌²
−
𝑚2𝜔2

ℏ2𝜆
𝑡𝑎𝑛²(√𝜆𝜌)𝜓 +

2𝑚𝐸

ℏ2
𝜓 = 0             (3.12) 
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 الفصل الثالث: حل معادلة شرودنغر الشعاعية لهزاز توافقي في فضاء مشوه 

 :نستخدم المتغيرات التالية الأن

{  
𝑢 = sin(√𝜆𝜌)

𝑣 = cos(√𝜆𝜌)
           (3.13) 

:المشتقات التالية مع  

{
𝜕𝑢 = √𝜆 cos(√𝜆𝜌)𝜕𝜌 

𝜕𝑣 = −√𝜆 sin(√𝜆𝜌)𝜕𝜌
        (3.14) 

 نستخدم التحويل التالي: (2121)المعادلة لتبسيط

𝜓(𝜌) = 𝑣𝑠𝑓(𝑢)         (3115) 

 :ةوالمشتقات التالي

𝜕𝜓

𝜕𝜌
= √𝜆𝑣𝑠 [𝑣

𝜕𝑓

𝜕𝑢
− 𝑠

𝑢

𝑣
𝑓]       (3.16) 

𝜕²𝜓

𝜕𝜌²
= 𝜆𝑣𝑠 [𝑣2

𝜕²𝑓

𝜕𝑢²
− (2𝑠 + 1)𝑢

𝜕𝑓

𝜕𝑢
+ 𝑠(𝑠 − 1)

𝑢²

𝑣²
𝑓 − 𝑠𝑓]  (3.17) 

 

 نجد: (3.12)في (3.17)بتعويض المعادلة

𝜆𝑣𝑠 [𝑣2
𝜕²𝑓

𝜕𝑢²
− (2𝑠 + 1)𝑢

𝜕𝑓

𝜕𝑢
+ 𝑠(𝑠 − 1)

𝑢2

𝑣2
𝑓 − 𝑠𝑓 −

𝑚²𝜔2

𝜆2ℏ2
𝑢2

𝑣2
𝑓 +

2𝑚𝐸

ℏ2𝜆
𝑓] 

           (3.18) 

:مع  

⇒ 𝑣2
𝜕²𝑓

𝜕𝑢²
− (2𝑠 + 1)𝑢

𝜕𝑓

𝜕𝑢
+ [𝑠(𝑠 − 1) −

𝑚2𝜔2

𝜆2ℏ2
]
𝑢2

𝑣2
𝑓 + [

2𝑚𝐸

ℏ2𝜆
− 𝑠] 𝑓 = 0 

           (3.19) 

 :كثير حدود ومن جهة أخرى لدينا
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 : polynôme de Gegenbaues 

(1 − 𝑢2)
𝜕²𝑓

𝜕𝑢²
− (2𝑠 + 1)𝑢

𝜕𝑓

𝜕𝑢
+ 𝑛(𝑛 + 2𝑠)𝑓 = 0    (3.20) 

 :دنج (3.20)مع  (3.19) المعادلةطابقة مب

[
2𝑚𝐸

ℏ2𝜆
− 𝑠] 𝑓 = 𝑛(𝑛 + 2𝑠)      (3.21) 

𝑢2

𝑣2
≡ ⇒ كثير حدود [𝑠(𝑠 − 1) −

𝑚2𝜔2

𝜆2ℏ2
] 𝑓 = 0 ⇒ 𝑠2 − 𝑠 −

𝑚2𝜔2

ℏ2𝜆
= 0 

           (3.22) 

 (3.22)عادلة التفاضلية من الدرجة الثانيةمخلال حل ال من s يمكننا تحديد قيمة الثابت

 ذرين التاليين:الجحلها يعطينا  ثحي

{
 

 𝑠1 =
1

2
+
1

2
√1 + 4

𝑚2𝜔2

𝜆2ℏ2

𝑠2 =
1

2
−
1

2
√1 + 4

𝑚2𝜔2

𝜆2ℏ2

       (3.23) 

  نجد: (3.21)من المعادلة

𝐸 =
ℏ2𝜆

2𝑚
[𝑛2 + 2𝑠𝑛 + 𝑠]        (3.24) 

 نتحصل:𝑠2 و𝑠1 بتعويض قيمة 

𝐸 =
ℏ2𝜆

2𝑚
[𝑛2 + 𝑛 ± 𝑛√1 + 4

𝑚2𝜔2

𝜆2ℏ2
+
1

2
±
1

2
√1 + 4

𝑚2𝜔2

𝜆2ℏ2
]   (3.25) 

⇒ 𝐸 = (𝑛 +
1

2
) (±√

ℏ4𝜆2

4𝑚2
+ ℏ2𝜔2) + [(𝑛 +

1

2
)
2
+
1

4
]
ℏ2𝜆

2𝑚
   (3.26) 
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 نأخذ في الحالة الابتدائية:

𝜆 = 0 ⇒ 𝐸 = (𝑛 +
1

2
) (ℏ𝜔)       (3.27)  

 ومنه نختار القيمة المناسبة:

𝑠1 =
1

2
+
1

2
√1 + 4

𝑚2𝜔2

𝜆2ℏ2
          (3.28) 

الحصول على التعبير عن طيف الطاقة بالشكل  يمكننا (3.28)و (3.26)الان وفقا للمعادلة

 التالي:

𝐸 = (𝑛 +
1

2
)√

ℏ4𝜆2

4𝑚2
+ ℏ2𝜔2 + [(𝑛 +

1

2
)
2
+
1

4
]
ℏ2𝜆

2𝑚
       (3.29) 

طة نغر الشعاعية لهزاز توافقي يمكن التعبير عنه بواسللمعادلة شرودخير الحل الدقيق وفي الأ

 كما يلي: ''Gegenbauerكثير حدود''

𝜓(𝜌) = 𝑣𝑠𝑓(𝑢) ⇒ 𝜓(𝜌) = (1 − 𝑢2)
𝑠
2⁄ 𝑓(𝑣)       (3.30) 

 حيث:

𝑓(𝑢) = 𝐶𝑛
(𝑠)(𝑣)            (3.31) 

:ومنه نستنتج عبارة دالة الموجة  

𝜓(𝑥) = 𝑁𝑣𝑠𝐶𝑛
𝑠(𝑣)           (3.32) 

حيث:   

 N التقنين ثابت. 
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 مع:

𝐶0
(𝑠)(𝑣) = 1 , 𝐶1

(𝑠)(𝑣) = 2𝑠𝑣             (3133) 

𝐶𝑛
(𝑠)(𝑣) =

1

𝑛
[2𝑣(𝑛 + 𝑠 − 1)𝐶𝑛−1

(𝑠) (𝑣) − (𝑛 + 2𝑠 − 2)𝐶𝑛−2
(𝑠) (𝑣)]       (3.32) 

 :داعتوافقي ثلاثي الأبلهزاز  الشعاعية نغرمعادلة شرود .حل2

 لاثيث نغر لهزاز توافقيالسابق من خلال حل معادلة شرود في هذا الجزء سنعمم التطبيق

 1(EUP)م اليقين الممدددع بعاد في ميكانيك الكم مع مبدأالأ

 بعاد في فضاء عادي:نغر لهزاز توافقي ثلاثي الأدنذكر في البداية معادلة شرو 

𝐻𝜓(𝑟) = (
𝑝2

2𝑚
+
1

2
𝑚𝜔2𝑟2) = 𝐸𝜓(𝑟)          (3.35) 

:باستخدام التحويل الكموني التالي  

{
𝑋2 =

𝑟2

1+𝜏𝜆2𝑟2
                                        

𝑃2 = −ℏ2 [(1 + 𝜏𝜆2𝑟2)Δ + 𝜆2𝑥𝑖
𝜕

𝜕𝑥𝑖
]
     (3.36)  

  سيترحلول فضاء دو (deSitter) اجل نم𝜏 = 1: 

{
𝑋2 =

𝑟2

1+𝜆2𝑟2
                                        

𝑃2 = −ℏ2 [(1 + 𝜆2𝑟2)Δ + 𝜆2𝑥𝑖
𝜕

𝜕𝑥𝑖
]
         (3.37) 

نجد:( 2123)في  (2127) بتعويض  

[−
ℏ2

2𝑚
((1 + 𝜆2𝑟2)Δ + 𝜆2𝑥𝑖

𝜕

𝜕𝑥𝑖
) +

1

2
𝑚𝜔2

𝑟2

1+𝜆2𝑟2
]𝜓 = 𝐸𝜓       (3.38) 
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 الي:التك في فضاء مشوه بعادنغر لهزاز توافقي ثلاثي الأومنه معادلة شرود

[(1 + 𝜆2𝑟2) (
𝜕

𝜕𝑟2
+
𝐷−1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
−

𝐿2

𝑟2
) + 𝜆2𝑟

𝜕

𝜕𝑟
−
𝑚2𝜔2

ℏ2
𝑟2

1+𝜆2𝑟2
+
2𝑚𝐸

ℏ2
] 𝜓(𝑟) = 0 

           (3.39) 

 التالي: نضع المتغير

   𝑦 = √1 + 𝜆2𝑟2         (3.40) 

 مع المشتقات التالية:

𝜆2𝑟 ∂r = y ∂y         (3.41) 

𝜕𝑅

𝜕𝑟
=

𝜕𝑅

𝜕𝑦

𝜕𝑦

𝜕𝑟
=

𝜆2𝑟

𝑦

𝜕𝑅

𝜕𝑦
        (3.42) 

𝜕²𝑅

𝜕𝑟²
=

𝜆4𝑟2

𝑦2
𝜕²𝑅

𝜕𝑦2
+ (

𝜆2

𝑦
−
𝜆4𝑟2

𝑦3
)
𝜕𝑅

𝜕𝑦
       (3.43) 

 :دنج( 2121)في المعادلة (2120(، )2121(، )2122بتعويض)

{𝑦2 [
𝜆2𝑟2

𝑦2
𝜕²

𝜕𝑦²
+ (

𝜆2

𝑦
−
𝜆4𝑟2

𝑦3
)
𝜕

𝜕𝑦
+
𝐷−1

𝑟

𝜕

𝜕𝑦

𝜆2

𝑦
−

𝐿2

𝑟2
] + 𝜆2𝑟

𝜆2𝑟

𝑦

𝜕

𝜕𝑦
−
𝑚2𝜔2

ℏ2
𝑟2

𝑦2
+

 
2𝑚𝐸

ℏ2
} 𝑅(𝑟) = 0          

           (3.44) 

 :(2122)بتبسيط معادلة 

{𝜆2(𝑦2 − 1)
𝜕²

𝜕𝑦²
+ 𝐷𝜆2𝑦

𝜕

𝜕𝑦
−
𝐿2𝜆2𝑦2

𝑦2−1
−
𝜔2𝑚2

𝜆2ℏ2

(𝑦2−1)

𝑦2
+
2𝑚𝐸

ℏ2
}𝑅(𝑦) = 0  

           (3.45) 
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⇒ {(1 − 𝑦2)
𝜕²

𝜕𝑦²
− 𝐷𝑦

𝜕

𝜕𝑦
−

𝐿2𝑦2

(1−𝑦2)
−
𝑚2𝜔2

𝜆4ℏ2

(1−𝑦2)

𝑦2
−

2𝑚𝐸

𝜆2ℏ2
} 𝑅(𝑦) = 0  

           (3.46) 

 ومنه:

{(1 − 𝑦2)
𝜕²

𝜕𝑦²
− 𝐷𝑦

𝜕

𝜕𝑦
−

𝐿2𝑦2

(1−𝑦2)
−

𝑚2𝜔2

𝜆4ℏ2𝑦2
+ (

𝑚2𝜔2

𝜆4ℏ2
−
2𝑚𝐸

𝜆2ℏ2
)}𝑅(𝑦) = 0  

           (3.47) 

)المصطلح بن لإستعاالأ
1

𝑦2
 التالي: ، نستخدم التحويل(

𝑅(𝑦) = 𝑦𝑠𝑓(𝑦)         (3.48) 

 ولدينا المشتقات التالية:

𝜕𝑅

𝜕𝑦
= 𝑦𝑠 (

𝑠

𝑦
+

𝜕

𝜕𝑦
)𝑓(𝑦)        (3.49) 

𝜕²𝑅

𝜕𝑦²
= 𝑦𝑠 (

𝜕²

𝜕𝑦²
+
2𝑠

𝑦

𝜕

𝜕𝑦
+
𝑠(𝑠−1)

𝑦2
) 𝑓(𝑦)      (3.50) 

 :على نتحصل (2127)في المعادلة  (2130(، )2121(، )2128)بتعويض 

{(1 − 𝑦2)
𝜕²

𝜕𝑦²
+ [

2𝑠

𝑦
− (2𝑠 + 𝐷)𝑦]

𝜕

𝜕𝑦
−

𝐿2𝑦2

(1−𝑦2)
+ 휀 − 𝐷𝑠 − 𝑠(𝑠 − 1) +

[𝑠(𝑠 − 1) −
𝑚2𝜔2

𝜆4ℏ2
]
1

𝑦2
} 𝑓(𝑦) = 0       

           (3.51) 

 لدينا:

휀 =
𝑚2𝜔2

λ4ℏ2
−

2𝑚𝐸

𝜆2ℏ2
         (3.52) 

𝑠(𝑠 − 1) −
𝑚2𝜔2

𝜆2ℏ2
= 0 ⇒ 𝑠(𝑠 − 1) =

𝑚2𝜔2

𝜆2ℏ2
     (3.53) 
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 المتغير التالي: نضعالأن 

𝑓(𝑦) = (1 − 𝑦2)𝜎𝑔(𝑦)        (3.54) 

 التالية:لدينا المشتقات 

𝜕𝑓

𝜕𝑦
= (1 − 𝑦2)𝜎 (

𝜕

𝜕𝑦
−

2𝜎𝑦

1−𝑦2
)𝑔(𝑦)      (3.55) 

𝜕²𝑓

𝜕𝑦²
= (1 − 𝑦2)𝜎 [

𝜕²

𝜕𝑦²
−

4𝜎𝑦

(1−𝑦2)

𝜕

𝜕𝑦
+

4𝑦2

(1−𝑦2)2
𝜎(𝜎 − 1) −

2𝜎

1−𝑦2
] 𝑔(𝑦) (3.56) 

:(2132)المعادلة  يف (2136(، )2133)(، 2132)بتعويض   

{(1 − 𝑦2)
𝜕

𝜕𝑦
+ [

2𝑠

𝑦
− (4𝜎 + 2𝑠 + 𝐷)𝑦]

𝜕

𝜕𝑦
+ [(2𝑠 + 𝐷)2𝜎 − 4𝜎𝑠 − 𝐿2 +

4𝜎(𝜎 − 1)]
𝑦2

1−𝑦2
− 2𝜎 − 4𝜎𝑠 −

2𝑚𝐸

𝜆2ℏ2
− 𝐷𝑠} 𝑔(𝑦) = 0   (3.57) 

 لدينا:

(2𝑠 + 𝐷)2𝜎 − 4𝜎𝑠 − 𝐿2 + 4𝜎(𝜎 − 1) = 0 ⇒ 4𝜎 (𝜎 +
𝐷

2
− 1) − 𝐿2 = 0 

           (3.58) 

 مع التبسيط نجد:

{(1 − 𝑦2)
𝜕²

𝜕𝑦²
+ [

2𝑠

𝑦
− (4𝜎 + 2𝑠 + 𝐷)𝑦]

𝜕

𝜕𝑦
−
2𝑚𝐸

𝜆2ℏ2
− 2𝜎(2𝑠 + 1) − 𝐷𝑠}𝑔 = 0

           (3.59) 

 الأن نضع المتغير التالي:

𝑧 = 2𝑦2 − 1 ⇒ 1 − 𝑦2 =
1

2
(1 − 𝑧)      (3.60) 
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 مع المشتقات التالية:

𝜕

𝜕𝑦
= 4𝑦

𝜕

𝜕𝑧
          (3.61) 

𝜕²

𝜕𝑦²
= 8(𝑧 + 1)

𝜕²

𝜕𝑧²
+ 4

𝜕

𝜕𝑧
       (3.62) 

 :(2131)في المعادلة  (2160) (،2162(، )2161)بتعويض 

{4(1 − 𝑧2)
𝜕²

𝜕𝑧²
+ 2[(2𝑠 − 4𝜎 − 𝐷 + 1) − (4𝜎 + 2𝑠 + 𝐷 + 1)𝑧]

𝜕

𝜕𝑧
−

2𝑚𝐸

𝜆4ℏ2
−

2𝜎(2𝑠 + 1) − 𝐷𝑠} 𝑔(𝑧) = 0       (3.63) 

 من جهة أخرى لدينا كثير الحدود الاتي:

  : Polynôme de Jacobi  

{(1 − 𝑧2)
𝜕²

𝜕𝑧²
+ [(𝑏 − 𝑎) − (𝑎 + 𝑏 + 2)𝑧]

𝜕

𝜕𝑧
+ 𝑛(𝑛 + 𝑎 + 𝑏 + 1)} 𝑓 = 0

              (3.64) 

 :التالي حل الدقيقاليعطي 

𝑔(𝑧) = 𝑃𝑛
(𝑎,𝑏)(𝑧)         (3.65) 

 إذن:

{
𝑏 − 𝑎 =

1

2
(2𝑠 − 4𝜎 − 𝐷 + 1)

𝑎 + 𝑏 + 2 =
1

2
(4𝜎 + 2𝑠 + 𝐷 + 1)

⇒ {
𝑎 = 2𝜎 +

𝐷

2
− 1

𝑏 = 𝑠 −
1

2

  (3.66) 

 نجد: (2162)مع  (2162)بمطابقة 

𝑛(𝑛 + 𝑎 + 𝑏 + 1) = −
2𝑚𝐸

𝜆2ℏ2
− 2𝜎(2𝑠 + 1) − 𝐷𝑠    (3.67) 
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نغر لهزاز توافقي ثلاثي الابعاد في حالة طيف الطاقة لمعادلة شرود (2167)نستنتج من 

 :مشوهة

𝐸 = −
ℏ2𝜆2

2𝑚
[𝑛 (𝑛 + 2𝜎 +

𝐷

2
+ 𝑠 −

1

2
) + 2𝜎(2𝑠 + 1) + 𝐷𝑠]         (3.68) 

 :'' Jacobi''الأن، الحل الدقيق للمعادلة يمكن التعبير عنه بواسطة كثير حدود 

𝑔(𝑦) = 𝑃𝑛
(𝑎,𝑏)(2𝑦2 − 1)        (3.69) 

 كما:

𝑓(𝑦) = (1 − 𝑦2)𝜎𝑃𝑛
(𝑎,𝑏)(2𝑦2 − 1)      (3.70) 

 تالي:اليصبح ك 𝑅(𝑦)عن تالي التعبيرالوب

𝑅(𝑦) = 𝑦𝑠(1 − 𝑦2)𝜎𝑃𝑛
(𝑎,𝑏)(2𝑦2 − 1)      (3.71) 

 𝑅(𝑟)، ومنه نستطيع كتابة دالة الموجة الشعاعية لهزاز توافقي𝑟المتغير القديمالأن نعود الى 

 على النحو التالي:

𝑅(𝑟) = 𝑁(1 + 𝜆2𝑟2)
𝑠
2⁄ (𝜆2𝜆2)𝜎𝑃𝑛

(𝑎,𝑏)(2𝜆2𝑟2 + 1)   (3.72) 

نغر الثابتة لهزاز توافقي ثلاثي الأبعاد في فضاء مشوه هو دالة الموجة يرا، حل معادلة شرودأخ

 تالي:العبارتها ك

𝜓(𝑟) = 𝑁(1 + 𝜆2𝑟2)
𝑠
2⁄ (𝜆2𝑟2)𝜎𝑃𝑛

(𝑎,𝑏)(2𝜆2𝑟2 + 1)𝑌𝑙
𝑚(𝜃, 𝜑)  (3.73) 

 



 

 

 

 

مة اب  خ 



 

39 
 

 خاتمة

   النوع نم مركزية بكمونات موصوفة غرنشرودلكمية لمعادلة دراسة اللتطرقنا  في عملنا هذا 

 حيث: نسبيالضمن إطار ميكانيك الكم غير  في فضاء مشوه" هزاز توافقي"

 حيث استخدمنا طريقة رياضية نغر الثابتة معادلة شرود ة حولقمنا بإعطاء لمحة عام

ذه ه والأخرى زاوية تدعىحداهما شعاعية سمحت لنا بكتابة هذه المعادلة إلى معادلتين إ

ما  هذاو إيجاد الدوال الذاتية للهاملتون  من تمكنا من خلالها الطريقة بفصل المتغيرات

 في الفصل الأول. دور 

  من خلال تطبيقنا لطريقة رياضية تمثلت في سلسلة عددية من تغير المتغيرات ووضع

 من كثرأوباستعمالنا  للهزاز التوافقي نغرعلى الجزء الشعاعي لمعادلة شرود المشتقات

 ،Polynôme Gegenbauers، Polynôme de Jacobi: حدودكثير 

Polynôme Hypergéométrique، Polynôme d‘Hermite من إيجاد  تمكنا

الموجة المقابلة لها في حالة فضاء عادي وأيضا فضاء مشوه  ودوال طيف الطاقة

 الثاني والثالث. الفصل يبينهوهذا ما أحادي وثلاثي البعد 

  هدف هذه الدراسة هو تأثير تشوه الفضاء على المعادلة شرودنغر  القول بأنالأن نستطيع

للطاقة والدوال  الذاتية على القيم في ميكانيك الكم غير النسبي ونتيجة هذا التأثير تكون 

لعادية اوجود تغيير كبير في قيم نتائجنا مقارنة بالحالة إلى هذا التأثير أدى ، الذاتية

 .''رغ امل مبدأ عدم اليقين '' لهايزنبع عديلت إلىراجع  وهذا
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 خاتمة

 رفط انتباه منبقى محل تطار الفضاء المشوه الكمية ضمن إ الدراسة، إن الأخيروفي 

 ط الضوء عليه والبحث فيه من جديد.تسليل الكثير من الباحثين
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 ملخص

 ملخص

بدراسة الخصائص الكمية لجملة فيزيائية موصوفة بكمون مركزي في هذه المذكرة قمنا     

، في إطار ميكانيك الكم غير النسبي غير متعلق بالزمن، من خلال معالجة نظام هزاز توافقي

لك تطرقنا بعد ذ العادية لبعد واحد وثلاثة أبعاد. نغر في الحالةحيث قمنا أولا بحل معادلة شرود

لة المشوهة حيث تم تحديد طيف الطاقة ودالة الموجة في كل إلى حل هذه المعادلة في الحا

 حالة.

 وه.نغر، هزاز توافقي، فضاء مشالكم غير النسبي، معادلة شرود كميكاني الكلمات المفتاحية:

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 ملخص

 

Résumé 

         Dans ce mémoire, on a essayé d’étudier les caractéristiques 

quantiques d’un corps physique décrit par un potentiel central  non lié 

avec  le temps, par le  traitement du système d’un oscillateur 

harmonique dans le contexte de la mécanique quantique non relativiste, 

d’abord on a essayé de résoudre   l’équation de Schrödinger dans le 

cas d’une seule  dimension et à trois dimensions , ensuite nous avons 

aborder une solution à cette équation  dans l’espace  déformé, où nous 

avons déterminé  le spectre d’énergie et la fonction d’onde dans chacun 

des cas. 

Les Mots-Clés : Mécanique quantique non relativiste, Equation de 

Schrödinger, Oscillateur harmonique, Espace déformé. 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 ملخص

 

Abstract 

       In this thesis, we tried to study the quantum characteristics of a 

physical body described by a central potential not bound with time, by 

treating the system of a harmonic oscillator in the context of non-

relative quantum mechanics. First, we tried to solve the Schrödinger 

equation in the case of only one dimension and three dimensions, then 

we approached a solution to this equation in the deformed space where 

we determined the energy spectrum and the wave function in each case. 

Key-Words: Non-relative quantum mechanics, The Schrödinger 

equation, Harmonic oscillator, deformed space.



 

 

 


