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Introduction

Dans ce mémoire, on s’intéresse à étudier les équations différentielles stochastiques,

notées EDS ou en Englais SDE (stochastic differential equations). L’équation diffé-

rentielle stochastique est une équation différentielle dans laquelle un ou plusieurs termes sont

processus stochastique, habituellement, l’EDS contient une variable comme le bruit blanc

aléatoire calculée comme la dérivée du mouvement brownien, son histoire remonte aux an-

nées 1940 lorsque le mathématicien japonais. Kiyosi Itô a publié un article dans une revue

japonaise sur le processus stochastique (Infnitely divisible laws of probability). En 1942, Dr.

Itô developée une définition de l’intégrale stochastique et il a créé la théorie de l’équation dif-

férentielle stochastique. les EDS sont utilisons pour modéliser divers phénomènes physiques,

chimiques et économiques, et sa solution, bien sûr, est un processus stochastique. Cela soulève

la question suivante, Comment prouver l’existence et l’unicité d’une solution forte ?

Ce mémoire est principalement constituée trois chapitres :

Chapitre1 (Rappels sur le calcul stochastique) : Ce premier chapitre porte sur

les définitions et les notes importantes sur le calcul stochastique que nous utiliserons. pour

compléter cette mémoire ( Processus stochastique, Martingales, Mouvement brownien,...etc

). Pour plus de détails voir [02], [06] et [08] .

Chapitre2 (Equations différentielles stochastiques) : Le but principal de ce cha-

pitre,est d’introduire les équations différentielles stochastiques, et de rappeler le théorème de

l’existence et l’unicité de leurs solutions fortes avec sa preuve.

Chapitre3 (Application) : Dans ce dernier chapitre, nous présenterons le modèle

Black-Scholes comme un exemple en Finance.
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Chapitre 1

Rappels sur le calcul stochastique

Dans ce chapitre, nous allons montionner certaines définitions et notes sur le calcul

stochastique que nous utiliserons dans cette mémoire.

Soit (Ω,F ,P) un espace de probabilité.

1.1 Processus stochastique

Définition 1.1 (Processus stochastique) : Soit T ⊂ R+ un ensemble. La famille X =

(Xt)t∈T d’applications mesurables de (Ω,F) dans
(
Rd,B

(
Rd
))
est appelée processus stochas-

tique indexé par le temps t ∈ T à valeurs dans Rd, Xt est une variable aléatoire (v.a).

—X est une fonction de deux variables :

X : R+ × Ω −→ R

(t, ω) 7−→ Xt (ω)

i) Pour t fixé, Xt est une variable aléatoire définie sur (Ω,F).

ii) Pour ω fixé, la fonction t 7−→ Xt (ω) est appelée trajectoire.

Définition 1.2 (Filtration ) : Une filtration sur l’espace (Ω,F ,P) est une famille F = (Ft)t∈R+

2



Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

croissante de sous tribus de F c’est à dire :

∀0 ≤ s ≤ t ≺ ∞,F0 ⊂ Fs ⊂ Ft ⊂ F .

Remarque 1.1 : On a les remarques suivantes :

— Ft représente l’information dont on dispose à l’instant t.

— L’espace
(

Ω,F ,F = (Ft)t∈R+ ,P
)
est dite espace de probabilité filtré.

— On dit qu’une filtration est continue à droite si : ∀t ≥ 0,Ft = Ft+ avec :

Ft+ = (∩s�tFs) .

— L’espace de probabilité filtré est dit complet siN ⊂ F0 (N la famille de toutes les ensembles

négligeables de (Ω,F ,P) ).

Définition 1.3 (Filtration naturelle ) : Soit X = (Xt)t≥0 un processus stochastique. La

filtration définie par :

Ft = σ (Xs, s ≤ t) ,∀t ≥ 0

s’appelle la filtration naturelle du processus X, et on note par
(
FXt
)
t≥0 .

Définition 1.4 ( Temps d’arrêt ) : Soit T = R+. F−temps d’arrêt est une application

τ : Ω −→ T ∪ {+∞} telle que :

∀t ∈ T : {ω ∈ Ω /τ (ω) ≤ t} ∈ Ft.

Définition 1.5 : Le processus X = (Xt)t≥0 est dit à trajectoires continues si la fonction :

t −→ Xt (ω) est continue, pour tout ω ∈ Ω .

Définition 1.6 ( Processus càd-làg) : Un processus est dit continu à droite et limité à

gauche ( càd-làg ), si ses trajectoires sont continues à droite et limités à gauche.

Définition 1.7 ( Processus càg-làd) : Un processus est dit continu à gauche et limité à

droite ( càg-làd ), si ses trajectoires sont continues à gauche et limités à droite.
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Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

Définition 1.8 ( Processus mesurable ) : Soit X = (Xt)t≥0 un processus défini sur l’es-

pace de probabilité filtré
(
Ω,F ,F = (Ft)t≥0 ,P

)
. Le processus X est dit mesurable si l’appli-

cation suivante :

([0,+∞[× Ω,B ([0,+∞[)⊗F) −→
(
Rd,B

(
Rd
))

(t, ω) 7−→ Xt (ω)

est mesurable.

Définition 1.9 (Processus progressivement mesurable) : Le processus X est dit pro-

gressivement mesurable, si ∀t ≥ 0 l’application

X : [0, t]× Ω −→ E

(s, ω) 7−→ Xs (ω)

est B ([0, t])⊗Ft−mesurable.

Définition 1.10 (Processus adapté) : On dit que X = (Xt)t∈T est F− adapté si pour

tout t ∈ T , la variable aléatoire Xt est Ft−mesurable.

Définition 1.11 (Modification et indistingables) : Soient X = (Xt)t≥0 et Y = (Yt)t≥0

deux processus stochastiques défini sur le même espace de probabilité (Ω,F ,P) à valeurs dans(
Rd,B

(
Rd
))
.

1. On dit que X est une modification de Y si :

∀t ≥ 0,P (Xt = Yt) = 1.P−p.s.

4



Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

2. X et Y sont indistingables P−p.s, si les trajectoires de X et Y sont les même c’est à

dire :

P (Xt = Yt, ∀t ≥ 0) = 1.P−p.s.

Remarque 1.2 :

— Si X et Y sont indistingables, alors X est une modification de Y ( i.e : indistingables =⇒

modification ).

— Un processus est toujours adapté à sa filtration naturelle.

— Si la filtration F est complet, et si X un processus F−adapté, alors toute modification de

X est F−adapté.

Définition 1.12 (Processus à variation finie) :Soit
(

Ω,F ,F = (Ft)t∈R+ ,P
)
un espace

de probabilité filtré et X un processus adapté à (Ft)t∈R+ .

On dit que X est un processus à variation finie si toutes les trajectoires t 7−→ Xt (ω) sont à

variation finie.

1.2 Espérance conditionnelle

Soit X une v.a réelle intégrable (X ∈ L1) définie sur l’espace (Ω,F ,P) et G une sous tribu

de F .

Définition 1.13 (Espérance conditionnelle par rapport à une tribu) : L’espérance condi-

tionnelle E (X \ G) de X quand G est l’unique v.a :

1. G−mesurable

2.
∫
B
E (X \ G) dP =

∫
B
XdP,∀B ∈ G.

C’est aussi l’unique (à une égalité p.s prés) variable G−mesurable telle que :

E [Y E (X \ G)] = E (XY )
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Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

pour toute variable Y,G−mesurable bornée.

Dans la suivante les propriétés de l’espérance conditionnelle :

— Linéarité : soit a et b deux constantes. E (aX + bY \ G) = a E (X \ G) + b E (Y \ G) .

—Croissance. soit X et Y deux v.a telle que X � Y alors : E (X \ G) � E (Y \ G) .

— E [E (X \ G)] = E (X) .

— Si X est indépendante de G, E (X \ G) = E (X) .

— Si X est G−mesurable,E (X \ G) = X.

— Si Y est G−mesurable,E (XY \ G) = Y E (X \ G) .

— Si H et G sont deux tribus telles que H ⊂ Galors :

E (X \ H) = E [E (X \ H) \ G] = E [E (X \ G) \ H] .

1.3 Variation totale et quadratique

Définition 1.14 : La variation infinitésimale d’ordre p d’un processus X sur [0, T ] associée

à une subdivision Πn = (tn1 , ..., t
n
n) de [0, T ] est définie par :

V p
T (Πn) =

n∑
i=1

∣∣∣Xtni
−Xtni−1

∣∣∣p
si V p

T (Πn) a une limite dans un certain sens (convergence dans Lp p.s). Lorsque :

πn = ‖Πn‖∞ = max
i≤n

∣∣tni+1 − tni ∣∣ −→ 0

la limite ne dépend pas de la subdivision choisir, on l’appelle la variation d’ordre p de X sur

[0, T ]. En particulier,

— Si p = 1, la limite s’appelle variation totale de X sur [0, T ] .

— Si p = 2, la limite s’appelle variation quadratique de X sur [0, T ] , et on note par 〈X〉T .
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Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

1.4 Martingales

Soit F = (Ft)t∈R+ une filtration.

Définition 1.15 (Martingale à temps continue) : Un processus M = (Mt)t≥0 est une

martingale par rapport à la filtration F s’il satisfait les propriétés suivantes :

a) Pour tout t, le processus M est integrable (i.e : E (|Mt|) ≺ +∞ ) ;

b) La v.a Mt est Ft−mesurable ;

c) E (Mt \ Ft) = Ms, ∀s ≤ t.

M est F−sur martingale (resp. F−sous martingale), si a) et b) sont vérifier avec E (Mt \ Ft) ≤

Ms (resp. E (Mt \ Ft) ≥Ms), ∀s ≤ t.

Théorème 1.1 ( Théorème d’arret ) : Soit M = (Mt)t≥0 une martingale continue à

droite par rapport à une filtration F.Alors

i) pour tout temps d’arret S, la v.a XS est intégrable ( XS ∈ L1 ).

ii) Si S et T sont deux temps d’arret, et si S ≤ T, alors :

XS = E (XT�FS) .

Définition 1.16 (Martingale locale) : SoitM = (Mt)t≥0 un processus stochastique F−adapté.

On dit que M est une F−martingale locale si il existe une suite {τn, n ≥ 0} de temps d’arret

telle :

P (τn −→ +∞) = 1, n −→ +∞

telle que le processus,

Mn : t −→Mt∧τn

est une martingale,∀n ≥ 0.
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Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

Définition 1.17 ( Semi-martingale) : Une semi-martingale est un processus réel,adapté

et càd-làg qui écrit comme suit :

X = M + Z

avec,M = (Mt)t≥0 est une F−martingale locale, et Z = (Zt)t≥0 est un processus réel, càd-làg

et à variation finie.

1.5 Mouvement Brownien

Le mouvement Brownien est le nom du phénomène correspondant du mouvement aléatoire

de particules dans un fluide, à été observé par le botaniste anglais Robert Brown en 1827,

comme la diffi sion du pollen dans l’eau.

Soit (Ω,F ,P) un espace de probabilité, et W = {Wt, t ≥ 0} un processus sur cet espace.

Définition 1.18 (Mouvement Brownien standard) : Le processus W est un Mouve-

ment Brownien standard, s’il satisfait les conditions suivantes :

1. W0 = 0 ;

2. (Wt)t≥0 est continues ;

3. Pour tout 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ ... ≤ tn ≤ t ≺ +∞, les accroissements Wtn-Wtn−1 ,Wtn−1-Wtn−2 ,

...,Wt2-Wt1 , Wt1sont des v.a indépendantes ;

4. Pour 0 ≤ s ≤ t ≺ +∞, l’accroissement Wt −Ws suit la loi normale d’espérence nulle et

de variance (t− s).

Proposition 1.1 :

1. Soit W un MB standard, les processus suivantes sont des MB :

— (−Wt)t≥0 .

— Pour tout s ≥ 0, {Wt+s −Ws}t≥0.

— Pour tout c ≥ 0,
{
cW t

c2

}
t≥0

.

— Le processus définie par :Yt = tW 1
t
,∀t ≥ 0 avec Y0 = 0.

8



Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

2. Le MB standard est une martingale par rapport à sa filtration naturelleFt = σ (Ws , s ≤ t),

∀t ≥ 0, et on note
(
FWt

)
t≥0 .

3. Un processus W est un MB si et seulement si c’est un processus gaussien continu,

centré, et de fonction de covariance

cov (Ws,Wt) = s ∧ t.

1.6 Intégrale stochastique

On se donne un espace (Ω,F ,P) et W = (Wt)t≥0 un MB sur cet espace, muni par sa

filtration naturelle.

On cherche à définie lintégrale de wiener

∫ t

0

θsdWs

avec, θ = (θt)t≥0 est un processus stochastique.

Définition 1.19 (Bon processus) : On dit que θ = (θt)t≥0 est un bon processus s’il est(
FWt

)
−adapté, càg-làd, et si :

E
[∫ t

0

θ2sds

]
≺ +∞

pour tout t � 0.

Définition 1.20 (Bon processus local) : On dit que θ est un bon processus local s’il est

càg-làd,
(
FWt

)
-adapté, et si :

∫ t

0

θ2sds ≺ +∞, p.s

pour tout t � 0.

9



Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

1.6.1 Cas des processus étagés

On dit qu’un processus θ étagés s’il est écrit sous la forme :

θnt =

pn∑
i=0

θi1]ti,ti+1] (t)

avec, pn ∈ N, 0 = t0 ≤ t1 ≤ ... ≤ tpn = t une subdivision de réels, et θi une suite de v.a

Ft−mesurable et appartienne à L2 (Ω,Fti ,P) ∀i = 0, ..., pn.

Pour tout t ∈ ]ti, ti+1] ,on definit l’intégrale suivante :

It (θn) =

∫ t

0

θns dWs =

∫ t

0

pn∑
i=0

θi1]ti,ti+1] (s) dWs

=

pn∑
i=0

θi
(
Wti+1 −Wti

)
on a les propriétés suivantes :

— E [It (θn)] = 0;

— V ar [It (θn)] = E
(∫ t

0
(θns )2 ds

)
;

— Les processus It (θn) et I2t (θn)−
∫ t
0

(θns )2 ds sont des martingales.

1.6.2 Cas général

Si θ est un bon processus. il existe {θn, n ≥ 0} suite de processus étagés converge vers θ

dans L2 (Ω× R+) , i.e

E
[∫ t

0

(θs − θns )2 ds

]
−→ 0, n −→ +∞

Quand n −→ +∞,il existe une v.a It (θ) de carré intégrable telle que

E
[
|It (θ)− It (θn)|2

]
−→ 0, n −→ +∞

Pour tout t ≥ 0, on pose

10



Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

It (θ) =

∫ t

0

θsdWs

1.6.3 Propriétés

On a les propriétés suivantes :

— E [It (θ)] = 0;

— V ar [It (θ)] = E
(∫ t

0
(θs)

2 ds
)

;

— Linéarité :

It
(
aθ1 + bθ2

)
= aIt

(
θ1
)

+ bIt
(
θ2
)

a, b ∈ R, et θ1, θ2 deux bon processus.

—Propriétés de martingales : Pour tout bon processus θ, les deux processus suivantes :

t −→ It (θ) et t −→ I2t (θ)−
∫ t

0

θ2sds

sont des
(
FWt

)
−martingales continues.

E
[
(It (θ)− Is (θ))2�FW

s

]
= E

[∫ t

s

θ2udu�FW
s

]
, s ≤ t

—Propriété d’isométrie : Pour tous bons processus θ, φ et tout s, t ≥ 0, on a :

E [Is (φ) It (θ)] = E

[∫ s∧t

0

θuφudu

]
.

De plus, le processus

It (θ) It (φ)−
∫ t

0

θuφudu

est une FWt −martingale.

Proposition 1.2 : Pour tout t ≥ 0, on a :
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Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

∫ t

0

WsdWs =
1

2

(
W 2
t − t

)
.

Preuve. : Nous voulons prouver la proposition précédente. Considérons que {tni , i = 0, ..., 2n}

la subdivision régulière de [0, t] , on écrit :

∫ t

0

WsdWs = lim
n−→+∞

2n−1∑
i=0

Wtni

(
Wtni+1

−Wtni

)
.

Après avoir utilisé l’égalité suivante :

a (b− a) =
1

2

(
b2 − a2

)
− 1

2
(a− b)2

on obtien :

lim
n−→+∞

2n−1∑
i=0

Wtni

(
Wtni+1

−Wtni

)
= lim

n−→+∞

2n−1∑
i=0

[
1

2

(
W 2
tni+1
−W 2

tni

)
− 1

2

(
Wtni+1

−Wtni

)2]

= lim
n−→+∞

[
1

2

(
2n−1∑
i=0

(
W 2
tni+1
−W 2

tni

)
−
2n−1∑
i=0

(
Wtni+1

−Wtni

)2)]

=
1

2

[
W 2
t − lim

n−→+∞

(
2n−1∑
i=0

(
Wtni+1

−Wtni

)2)]

=
1

2

(
W 2
t − t

)
donc :

∫ t

0

WsdWs =
1

2

(
W 2
t − t

)
.

1.7 Calcul d’Itô

Soit
(

Ω,F ,
(
FWt

)
t≥0 ,P

)
un espace de probabilité filtré, et W = (Wt)t≥0 un MB.

12



Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

1.7.1 Processus d’Itô

On appelle processus d’Itô, un processus X = (Xt)t≥0 à valeurs dans R qui s’écrive sous

la forme suivante :

Xt = X0 +

∫ t

0

bsds+

∫ t

0

σsdWs (1.1)

avec :

—X0 est F0−mesurable.

— bs est une processus
(
FWt

)
−adapté, tel que :

∫ t

0

|bs| ds ≺ +∞ p.s, ∀t ≥ 0.

— σs est un bon processus locale.

On écrit généralement le processus d’Itô en utilisant la forme différentielle

 dXt = btdt+ σtdWt

X0 = x

avec :

—X0 = x est la condition initiale.

— La coeffi cient bt s’appelle la dérivé ( drift ) du processus X, et σt s’appelle le coeffi cient de

diffusion ( volatilité ).

— On appelle le processus t 7−→ x +
∫ t
0
bsds la partie à variation finie de X, et le processus

t 7−→
∫ t
0
σsdWs la partie martingale de X.

— La décomposition de processus d’Itô est unique.

— Si bt = 0, Xt = x+
∫ t
0
σsdWs est une martingale locale.

Théorème 1.2 (Représentation des martingales locales) : SoitM = (Mt)t≥0 une
(
FWt

)
−

martingale locale. Alors, il existe x ∈ R et ψ un bon processus locale, tel que :

Mt = x+

∫ t

0

ψsdWs.
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Définition 1.21 ( Crochet de deux processus dItô) : Soit X1
t et X

2
t sont deux proces-

sus d’Itô :

X i
t = X i

0 +

∫ t

0

bisds+

∫ t

0

σisdWs, i = 1, 2.

Le crochet de 〈X1, X2〉t est le crochet de leurs parties martingales :

〈
X1, X2

〉
t

=

〈∫ t

0

σ1sdWs,

∫ t

0

σ2sdWs

〉
t

=

∫ t

0

σ1sσ
2
sds

avec le table de multiplication :

dt dWt

dt 0 0

dWt 0 dt

1.7.2 Formule d’Itô

Soit X un processus d’Itô de décomposition (1.1), et f : R −→ R une fonction de classe

C2.La formule d’Ito vise à donner une formule de changement de variable pour le processus

f (Xt) .

Théorème 1.3 (Première formule d’Itô) : Soit f une fonction deux fois continument

différentiable. Alors,

f (Xt) = f (X0) +

∫ t

0

f ′ (Xs) dXs +
1

2

∫ t

0

f ′′ (Xs) d 〈X〉s .

Exemple 1.1 : Soient W un MB standard (W0 = 0), et Zt = (Xt)
2, avec Z0 = 0, et dXt =

µXtdt+ σXtdWt. On va ecrire Zt comme un processus d’Itô.

On pose : f (x) = x2. Alors, on obtient respectivement les première et deuxième dérivées :

f ′ (x) = 2x et f ′′ (x) = 2.

Maintenant, nous appliquons la formule d’Itô :
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df (Xt) = f ′ (Xt) dXt +
1

2
f ′′ (Xt) d 〈X〉t

Alors :

dZt = d (Xt)
2 = 2XtdXt +

1

2
2d 〈X〉t

= 2Xt (µXtdt+ σXtdWt) + σ2X2
t dt

=
(
2X2

t µ+ σ2X2
t

)
dt+ 2X2

t σdWt

=
(
2Ztµ+ σ2Zt

)
dt+ 2ZtσdWt.

Théorème 1.4 ( Deuxième formule d’Itô) : Soit f : R+ × R −→ R une fonction de

classe C1,2.Alors,

f (t,Xt) = f (0, X0) +

∫ t

0

f ′t (s,Xs) ds+

∫ t

0

f ′x (s,Xs) dXs +
1

2

∫ t

0

f ′′xx (s,Xs) d 〈X〉s .

Le crochet :

〈X〉t =

∫ t

0

σ2sds.

Proposition 1.3 (Formule d”intégration par partie) : Soient Xt et Yt deux processus

d’Itô :

Xt = X0 +

∫ t

0

bsds+

∫ t

0

σsdWs et Yt = Y0 +

∫ t

0

b′sds+

∫ t

0

σ′sdWs

alors,

XtYt = X0Y0 +

∫ t

0

XsdYs +

∫ t

0

YsdXs + 〈X, Y 〉t
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où,

〈X, Y 〉t =

∫ t

0

σsσ
′
sds.
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Chapitre 2

Equations différentielles stochastiques

L’objectif de ce chapitre, est d’introduire l’équation différentielle stochastique et deprouver l’existence et l’unicité de la solution forte.

2.1 Introduction et définitions générales

Le but des équations différentielles stochastiques est de donner un modèle mathématique

pour une équation différentielle perturbée par un bruit aléatoire. L’équation différentielle

ordinaire suivante :

dXt

dt
= b (Xt)

exprime un système physique qui évolue avec le temps. Après avoir considérée les perturba-

tions, on ajoute alors le terme de bruit σ (Xt) dWt, où W est un MB, et σ (.) est l’intensité

du bruit à l’instant t. Ainsi, on obtenue une équation différentielle stochastique écrit sous la

forme suivante :

 dXt = b (t,Xt) dt+ σ (t,Xt) dWt

X0 = x
(2.1)

ou comme suit :
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Xt = x+

∫ t

0

b (s,Xs) ds+

∫ t

0

σ (s,Xs) dWs.

où : la coeffi cient bt s’appelle la dérivé ( drift ) du processus X, et σt s’appelle le coeffi cient

de diffusion.

Définition 2.1 (EDS) : Soit x ∈ Rd une condition initiale, et soient d,m ∈ N.

b : R+ × Rd −→ Rd et σ : R+ × Rd −→ Md×m (R) deux fonctions mesurables bornées

b (t,X) = {bi (t,X) , i = 1, ..., d}, et σ (t,X) = {σi,j (t,X) , i = 1, ..., d, j = 1, ...,m} .Avec :

— Un espace de probabilité muni d’une filtration complète
(
Ω,F , (Ft)t�0 ,P

)
;

— Un Ft−MB, W = (W 1, ...,Wm) .

Une solution de l’EDS (2.1) est un processus X =
(
X1, X2, ..., Xd

)
continue, Ft− adapté

tel que les intégrales :
∫ t
0
b (s,Xs) ds et

∫ t
0
σ (s,Xs) dWs ont un sens ( sont bien définie ), et

l’égalité :

X i
t = X i

0 +

∫ t

0

bi (s,Xs) ds+
m∑
j=1

∫ t

0

σij (s,Xs) dW
m
s , 1 ≤ i ≤ d

est satisfaite pour tout t P− p.s.

2.2 Notions et quelques inégalités

2.2.1 Notion d’éxistance et unicité forte

—On dit que X est une solution forte de (2.1) si, X est adapté par rapport à la filtration du

MB W.

— Unicité trajectorielle (forte) si, l’espace de probabilité filtré et le MB W étant fixés.

Les deux solutions X et X
′
de (2.1) telles que X0 = X ′0 p.s, sont indistinguables i.e :

P (Xt = X ′t, ∀t ≥ 0) = 1.P−p.s.
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2.2.2 Quelques inégalités

Ici, on va montionée certaines des inégalités qu’on va les utilisées dans le preuve de ce

chapitre.

Définition 2.2 : On dit que f : R −→ R est une application lipchitzienne, s’il existe K ≥ 0

telle que :

|f (x)− f (y)| ≤ K |x− y| , ∀x, y ∈ R

et dit contractante, si 0 ≤ K ≺ 1.

Théorème 2.1 ( Théorème de point fixe) : Soient F un espace vectoriel normé complet,

et E une partie fermée de F (E ⊂ F ). Soit f une application contractante de E dans E.

Alors : f admet un unique point fixe a.

Théorème 2.2 ( Inégalité de young) : Soient a et b deux réels positifs ou nuls, et 1 ≺

p, q ≺ +∞ deux exposants conjugués i.e : 1
p

+ 1
q

= 1. Alors :

ab ≤ ap

p
+
bq

q
.

Théorème 2.3 (Inégalité de Hölder) : Soient f ∈ Lp g ∈ Lq, et p, q ∈ [1,+∞[ deux

exposants conjugués i.e : 1
p

+ 1
q

= 1.Alors :

‖fg‖1 ≤ ‖f‖p ‖g‖q .

Pour p = q = 2,on obtien l’inégalité de cauchy schwarz

‖fg‖1 ≤ ‖f‖2 ‖g‖2 .

Théorème 2.4 (Inégalité de Doob dans Lp) : Soit p ≥ 1 et X une martingale à trajec-

toires continues à droite telle que Xt ∈ Lp. Alors pour tout t ≥ 0 :

E
[

sup
0≤s≤t

|Xs|p
]
≤ qpE [|Xt|p]
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q le conjugué de p ( i.e : 1
p

+ 1
q

= 1 ).

Lemme 2.1 ( Lemme de Gronwall) : Soit T ≥ 0,et soit g une fonction positive mesu-

rable bornée sur l’intervalle [0, T ]. Supposons qu’il existe deux constantes a � 0, b � 0 telles

que pour tout t ∈ [0, T ] :

g (t) ≤ a+ b

∫ t

0

g (s) ds

alors on a pour tout t ∈ [0, T ] :

g (t) ≤ a exp (bt) .

Pour la démonstration du lemme voir [08] .

2.3 Existence et unicité de solution forte

Pour simplifier le travail, on écrit la définition d’EDS seulement pour le cas unidimensionnel

d = m = 1.

Définition 2.3 Soient
(
Ω,F ,F = (Ft)t≥0 ,P

)
un espace de probabilité filtré, et W = (Wt)t≥0

un (Ft)− Mounement Brownien. Soient b : R+×R −→ R et σ : R+×R −→ R deux fonctions

mesurables. l’équation :

Xt = X0 +

∫ t

0

bs (s,Xs) ds+

∫ t

0

σs (s,Xs) dWs (2.2)

est appelée une équation différentielle stochastique.

Définition 2.4 La solution forte de l’EDS (2.2) est un processus X = (Xt)t≥0 défnie sur

(Ω,F ,P) continue et adapté tel que : ∀t ≥ 0
∫ t
0

[
bs (s,Xs)

2 + σs (s,Xs)
2] ds ≺ ∞ et que :

Xt = X0 +

∫ t

0

bs (s,Xs) ds+

∫ t

0

σs (s,Xs) dWs P−p.s
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Théorème 2.5 Supposons que X0 ∈ L2 ( i.e : E
(
|X0|2

)
≺ ∞ ), et b, et σ sont des fonction

continue telle que :

a) Il existe une constante M � 0,

|b (t, x)− b (t, y)|+ |σ (t, x)− σ (t, y)| ≤M |x− y| ( condition de Lipschitz locale ).

b) ∃K � 0,

|b (t, x)|+ |σ (t, x)| ≤ K (1 + |x|) ( condition de croissance linèare ).

Alors, il existe une unique solution forte de l’EDS (2.2), ∀t ≥ 0.Cette solution appartient

à S2, telle que :

S2 =

{
(Xt)0≤t≤T continue Ft − adapté, E

(∫ T

0

X2
sds

)
≺ +∞

}
Preuve. :

Unicité : On Commence par l’unicité de la solution, pour cela, on utiliserons l’inégalité

de Young (a+ b)2 ≤ 2a2 + 2b2, la condition de Lipschitz de b et σ, l’inégalité de Cauchy

schwarz, et la propriété d’isométrie de l’intégrale stochastique.

Considérons que X, Y ∈ S2 sont deux solutions distinctes de l’EDS (2.2), telles que

X0 = Y0, on a :

Xt − Yt = X0 +

∫ t

0

bs (s,Xs) ds+

∫ t

0

σs (s,Xs) dWs −
[
Y0 +

∫ t

0

bs (s, Ys) ds+

∫ t

0

σs (s, Ys) dWs

]
(1)

=

∫ t

0

[b (s,Xs)− b (s, Ys)] ds+

∫ t

0

[σs (s,Xs)− σs (s, Ys)] dWs

Maintenant, pour M � 0 et t ∈ [0, T ] on continuons comme suit :
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E
[
|Xt − Yt|2

]
= E

[(∣∣∣∣∫ t

0

[b (s,Xs)− b (s, Ys)] ds+

∫ t

0

[σs (s,Xs)− σs (s, Ys)] dWs

∣∣∣∣)2
]

≤ 2E

[(∫ t

0

|b (s,Xs)− b (s, Ys)| ds
)2]

+ 2E

[(∫ t

0

|σs (s,Xs)− σs (s, Ys)| dWs

)2]

≤ 2tE
[∫ t

0

|b (s,Xs)− b (s, Ys)|2 ds
]

+ 2E
[∫ t

0

|σs (s,Xs)− σs (s, Ys)|2 ds
]

≤ 2TE
[∫ t

0

|b (s,Xs)− b (s, Ys)|2 ds
]

+ 2E
[∫ t

0

|σs (s,Xs)− σs (s, Ys)|2 ds
]

≤ 2

[
TE
∫ t

0

(M |Xs − Ys|)2 ds+ E
∫ t

0

(M |Xs − Ys|)2 ds
]

≤ 2M2 (T + 1)

∫ t

0

E |Xs − Ys|2 ds

alors :

E |Xt − Yt|2 ≤ K

∫ t

0

E |Xs − Ys|2 ds, K = 2M2 (T + 1)

Si on pose g (t) = E |Xt − Yt|2 :

g (t) ≤ K

∫ t

0

g (s) ds

par appliqué le lemme de Gronwall, et utiliser la remarque suivante : si a = 0, alors g (t) =

0.On obtien :

g (t) = E |Xt − Yt|2 = 0

donc, on déduit que X = Y.

Existance : Maintenant, on prouve l’existence de la solution, le preuve est basée sur la

méthode d’itération de Picard, L’existence peut preuver aussi par la méthode de point fixe.

L’idée est de construire une suite {Φ (Xn)t , n ≥ 0} de processus de S2 :
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X0
t = x

Φ
(
X0
)
t

= X1
t = x+

∫ t

0

b
(
s,X0

s

)
ds+

∫ t

0

σ
(
s,X0

s

)
dWs

.

.

.

Φ
(
Xn−1)

t
= Xn

t = x+

∫ t

0

b
(
s,Xn−1

s

)
ds+

∫ t

0

σ
(
s,Xn−1

s

)
dWs

Φ (Xn)t = Xn+1
t = x+

∫ t

0

b (s,Xn
s ) ds+

∫ t

0

σ (s,Xn
s ) dWs

et de montrer la convergence de cette suite vers la solution, où :

Φ (X)t = x+

∫ t

0

b (s,Xs) ds+

∫ t

0

σ (s,Xs) dWs, t ∈ [0, T ]

Φ (X)t est un processus bien défini et continu si X ∈ S2.

On a l’égalité suivante :

Φ (Xn)− Φ
(
Xn−1) = Xn+1

t −Xn
t

=

∫ t

0

[
b (s,Xn

s )− b
(
s,Xn−1

s

)]
ds+

∫ t

0

[
σs (s,Xn

s )− σs
(
s,Xn−1

s

)]
dWs

en utilisant l’inégalité de Doob dans la deuxième inégalité, et par le même manière pour (1),

on obtien :
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E
[

sup
0≤t≤s

∣∣Xn+1
t −Xn

t

∣∣2] ≤ 2E

[
sup
0≤t≤s

∣∣∣∣∫ t

0

(
b
(
s1, X

n
s1

)
− b
(
s1, X

n−1
s1

))
ds1

∣∣∣∣2
]

+ 2E

[
sup
0≤t≤s

∣∣∣∣∫ t

0

(
σ
(
s1, X

n
s1

)
− σ

(
s1, X

n−1
s1

))
dWs1

∣∣∣∣2
]

≤ 2E

[(∫ s

0

∣∣b (s1, Xn
s1

)
− b
(
s1, X

n−1
s1

)∣∣ ds1)2]

+ 8E

[(∫ s

0

∣∣σ (s1, Xn
s1

)
− σ

(
s1, X

n−1
s1

)
dWs1

∣∣)2]

≤ 2TE
[∫ s

0

∣∣b (s1, Xn
s1

)
− b
(
s1, X

n−1
s1

)∣∣2 ds1]
+ 8E

[∫ s

0

∣∣σ (s1, Xn
s1

)
− σ

(
s1, X

n−1
s1

)∣∣2 ds1]
≤ 2 (T + 4)M2

TE
[∫ s

0

∣∣Xn
s1
−Xn−1

s1

∣∣2 ds1]
≤ KTE

[∫ s

0

sup
0≤t≤s1

∣∣Xn
t −Xn−1

t

∣∣2 ds1] , ∀0 ≤ s ≤ T

avec, KT = 2M2
T (T + 4).

alors, par recurrence on a :
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E
[

sup
0≤t≤s

∣∣Xn+1
t −Xn

t

∣∣2] ≤ KT

∫ s

0

E
[

sup
0≤t≤s1

∣∣Xn
t −Xn−1

t

∣∣2] ds1
≤ KT

∫ s

0

KT

∫ s1

0

E
[∣∣Xn−1

s2
−Xn−2

s2

∣∣2] ds2ds1
≤ K2

T

∫ s

0

∫ s1

0

E
[

sup
0≤t≤s2

∣∣Xn−1
t −Xn−2

t

∣∣2] ds2ds1
≤ K2

T

∫ s

0

∫ s1

0

KT

∫ s2

0

E
[∣∣Xn−2

s3
−Xn−3

s3

∣∣2] ds3ds2ds1
≤ K3

T

∫ s

0

∫ s1

0

∫ s2

0

E
[

sup
0≤t≤s3

∣∣Xn−2
t −Xn−3

t

∣∣2] ds3ds2ds1
.

.

.

≤ Kn
T

∫ s

0

∫ s1

0

∫ s2

0

...

∫ sn−2

0

∫ sn−1

0

E
[

sup
0≤t≤sn

∣∣X1
t −X0

t

∣∣2] dsndsn−1...ds3ds2ds1
≤ Kn

T

T n

n!
E
[

sup
0≤t≤s

∣∣X1
t −X0

t

∣∣2]

donc :

E
[

sup
0≤t≤T

∣∣Xn+1
t −Xn

t

∣∣2] ≤ D
(KTT )n

n!

où, la quantité D est le majorant de E
[
sup0≤t≤T |X1

t −X0
t |
2
]
. Finalement :

∥∥∥∥ sup
0≤t≤T

∣∣Xn+1
t −Xn

t

∣∣∥∥∥∥2
2

≤ D
(KTT )n

n!

∥∥∥∥ sup
0≤t≤T

∣∣Xn+1
t −Xn

t

∣∣∥∥∥∥
2

≤
√
D

(KTT )
n
2

√
n!

alors :

∑
n≥0

∥∥∥∥ sup
0≤t≤T

∣∣Xn+1
t −Xn

t

∣∣∥∥∥∥
1

≤
∑
n≥0

∥∥∥∥ sup
0≤t≤T

∣∣Xn+1
t −Xn

t

∣∣∥∥∥∥
2

≤
√
D
∑
n≥0

(KTT )
n
2

√
n!

≺ +∞
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quand n tend vers l’infini. La série
∑

n≥0 supt
∣∣Xn+1

t −Xn
t

∣∣ converge P−p.s, et donc P− p.s la
suite {Xn

t , n ≥ 0} converge uniformément sur [0, T ] vers un processus {Xt, 0 ≤ t ≤ T} adapté

et continue. En passant à la limite dans la définition Φ (Xn) = Xn+1 on trouve que X est

solution forte de l’EDS (2.2).

2.4 Exemple

Le processus d’Ornstein-Uhlenbeck : Soit α � 0. On a l’équation différentielle

stochastique suivante :

 dXt = −αXtdt+ dWt

X0 = x
(2)

le processus d’Ornstein-Uhlenbeck :

Xt = X0 exp (−αt) +

∫ t

0

exp (−α (t− s)) dWs.

est une solution de (2). Pour résoudre cette équation on appliquons la formule d’Ito à Yt =

f (t,Xt) = Xt exp (αt) avec, f ∈ C1,2 alors, on obtien :

dYt = (−αXtdt+ dWt) exp (αt)Xtα exp (αt) dt

= exp (αt) dWt

et on a :

Yt = Xt exp (αt) =⇒ Xt = Yt exp (−αt)
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dYt = exp (αt) dWt

Y0 = x

donc :

Yt = Y0 +

∫ t

0

exp (αs) dWs

=⇒ Xt =

(
Y0 +

∫ t

0

exp (αs) dWs

)
exp (−αt)

=⇒ Xt = Y0 exp (−αt) + exp (−αt)
∫ t

0

exp (αs) dWs

=⇒ Xt = X0 exp (−αt) +

∫ t

0

exp (−α (t− s)) dWs.
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Chapitre 3

Modèle de Black-Scholes

Dans ce dernier chapitre, on va donner un exemple en finance. En effet, les EDS sont

utilisées pour modéliser les prix des actions instables.

3.1 Historique

Le monde financier est depuis longtemps soulevé de nombreuses questions que les mathé-

maticiens ont essayé de les résoudre. En 1901, Louis BACHELIER qui a proposé le premier

modèle d’évolution des actifs finaciers dans sa thèse, Théorie de la spéculation. Depuis 1973,

le modèle de Black-Scholes est utilisé pour prévoir le prix d’une action sur les marchés fi-

nanciers, et ce modèle est une formule mathématique a été proposée par deux chercheurs :

Fischer BLACK, Myron SCHOLES et élaborée par Bob MERTON qui ont obtenu le Prix

Nobel d’économie en 1997 (quand BLACK était décédé).

Le modèle Black-Sholes prend en compte cinq facteurs :

— le prix actuel de l’action ;

— le prix d’exercice de l’option ;

— le temps restant avant l’expiration de l’option ;

— en pourcentage d’une année ;

— le taux d’intérêt sans risque et la volatilité implicite du prix de l’action.
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3.2 Présentation du modèle

Le modèle de Black-Scholes est un modèle à deux actifs :

1. Un actif risqué, qui ne peut garantir le flux de remboursement à l’investisseur.

2. Un actif non risqué, qui ne comporte pas de risque de non remboursement et dont la

profit est garantie.

Typiquement, l’actif risqué est une action (l’action sous-jacente à l’option) tandis que l’actif

non risqué s’apparente à une obligation.

On suppose que :

dRt = rtRtdt, soit Rt = R0 exp

(∫ t

0

rsds

)
où Rt un actif représente le prix de l’obligation à l’instant t, rt ≥ 0 représente le taux d’intérêt

instantanné et on supposons toujours que R0 = 1.

Le prix de l’action {St}t≥0 est un processus stochastique en temps continu et est régi par

l’équation différentielle stochastique (EDS) suivante :

dSt = St (µtdt+ σtdWt) , S0 � 0 donné, (3.1)

où µt ∈ R et σt ≥ 0 est le paramètre de la volatilité. Avec le mouvement Brownien standard

{Wt, t ≥ 0} et {Ft, t ≥ 0}sa filtration naturelle augmentée. On suppose que les processus r, µ

et σ sont progressivement mesurables avec σ borné et que, pour tout T � 0 :

∫ T

0

{
rt + |µt|+ σ2t

}
dt ≺ +∞ P− p.s

maintenant nous appliquons la formule d’Itô et donc on obtien la solution de l’EDS (3.1) :

St = S0 exp

{∫ t

0

σsdWs −
1

2

∫ t

0

σ2dds

}
exp

{∫ t

0

µsds

}
.

Dans le modèle de Black—Scholes originel, les paramètres r,µ et σ sont des constantes. On a

dans ce cas :
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Rt = exp rt St = S0 expσWt −
σ2t

2
expµt.

Considérons un agent qui investit dans ce marché. On indique par φt et ψt les valeures

respectifs d’obligations et d’actions possedes par l’agent à l’instant t. La valeur du portefeuille

de cet investisseur est :

Vt = φtRt + ψtSt.

Supposons que le processus (φ, ψ) est progressivement mesurable. Alors que l’agent détermine

la stratégie qu’il adoptera, il n’anticipe pas le futur, ce qui rend (φ, ψ) approprié, Ft représente

l’information dont on dispose à l’instant t, cela proscrit en particulier les délits d’initiés.

D’autra part, dans ce modèle signalons que φ et ψ sont des réels ; lorsqu’ils sont négatifs,

l’agent contracte une dette libéllée dans l’actif correspondant.

Un tel couple de processus s’appelle une stratégie de financement. En fait, nous ne

considérerons que des stratégies auto-financées i.e pour les quelles nous avons :

dVt = φtdRt + ψtdSt.

Le sens de l’auto-financement est : L’agent investit un somme V0 à l’instant t = 0 dans le

marché puis au fil du temps, il fait évoluer la répartition des titres dans son portefeuille. Il

n’y a ni apport de fonds ni retrait d’argent pour consommation.

L’équation d’auto-financement nécessite une petite hypothèse technique. En résumé pour

notre modèle

Définition 3.1 : Le couple (φ, ψ) de processus progressivement mesurables est une stratégie

auto-financée si est vérifiant P− p.s

∫ T

0

{
rt |φt|+ σ2tψ

2
t

}
dt ≺ +∞

et tel que le processus Vt = φtRt + ψtSt satisfait
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dVt = φtdRt + ψtdSt t ≥ 0.

Si (Xt)t≥0 est un processus adapté, la valeur actualisée de Xt est Xa (t) = Xt�Rt. On note

par at pour le coeffi cient d’actualisation à l’instant t avec at = 1�Rt. Par l’intégration par

partie on a :

dV a (t) = −rtV a (t) dt+ atVt, dSa (t) = −rtSa (t) dt+ atdSt = −rtatStdt+ atdSt

Oa alors, comme Vt = φtRt + ψtSt :

ψtdS
a (t) = −rtat (Vt − φtRt) dt+ atψtdSt = −rtV a (t) dt+ at (φtdRt + ψtdSt)

de là, nous concluons le lemme suivant

Lemme 3.1 La stratégie (φ, ψ) est autofinancée si et seulement si dV a (t) = ψtdS
a (t) .

Le résultat de cette lemme est que la stratégie autofinancée est complètement caractérisée par

la valeur initiale du portefeuilleV0 et le processus ψt. En effet, une stratégie est autofinancée

si et seulement si

V a (t) = V a (0) +

∫ t

0

ψudS
a (u) = V0 +

∫ t

0

ψudS
a (u) (3.2)

donc, on a φt via la relation φt = V a (t)− ψtSa (t) = V0 +
∫ t
0
ψudS

a (u)− ψtSa (t) .

Nous ferons référence à une stratégie d’autofinancement par le couple (x, ψ), soit x la valeur

initiale du portefeuille associée via la relation (3.2) , et note par V x,ψ
t la valeur du portefeuille

corespondant à le couple (x, ψ) .

Définition 3.2 On dit que (x, ψ) est une stratégie autofinancée admissible si pour tout t ≥

0, V x,ψ
t ≥ 0.

Elle est dite minorée, s’il existe une constante c ≥ 0 telle que
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∀t ≥ 0, V a (t) ≥ −c

La valeur du portefeuille doit toujours être positive, c’est-à-dire qu’il n’y a pas de dette,

même si elle est temporaire, et c’est pour que la stratégie soit admissible. La dette peut être

tolérée si elle ne dépasse pas une certaine limite

3.3 Opportunité d’arbitrage

Dans le domaine de la finance, une opportunité d’arbitrage est le meilleur moyen d’obtenir

plus d’avantages, et de gagner de l’argent sans risque, surtout sans mise initiale, et tout

cela peut être exprimé par la définition suivante Supposons que l’agent investisse pendant la

période [0, T ].

Définition 3.3 : Une opportunité d’arbitrage est une stratégie minorée telle que

V0 = 0, P (VT ≥ 0) = 1, P (VT � 0) � 0.

Chaque condition a une signification spécifique, La première condition signifie que l’investis-

seur part de rien, Le second est de s’assurer de ne pas perdre d’argent, et le troisième signifie

un vrai profit.

Nous l’avons dans le modèle de Black-Scholes :

dSa (t) = Sa (t) {(µt − rt) dt+ σtdWt} .

Soit le processus ψt = sgn (µt − rt)1σt=0. La stratégie autofinancée associée à (0, ψt) vérifie :

V a (t) =

∫ t

0

ψudS
a (u) =

∫ t

0

|µu − ru|1σu=0du

Sous l’absence d’opportunité d’abitrage (AOA), la stratégie précédente est un arbitrage en

l’absence de la condition |µu − ru|1σu=0 = 0 m ⊗ P−p.s, et donc il exist θ le processus
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progressivement mesurable tel que :

σtθt = µt − rt;

Prenons un exemple :

θt =
µt − rt
σt

1σt 6=0

puisque µt − rt = 0, si σt = 0.

Nous définirons d’abord la probabilité risque neutre que c’une mesure de probabilité P∗

équivalente à P sur la tribu FT et telle que {Sa (t) , 0 ≤ t ≤ T} est une P∗−martingale. Nous

allons maintenant, parler d’un résultat important dans les modèles financiers discrets qui dit

que l’absence d’opportunité d’arbitrage est équivalente à l’existence d’une probabilité risque

neutre.

Nous poserons ici la question suivante, si ce résultat reste vrai dans les modèles continus ?

l’existence d’une probabilité risque neutre conduisant à l’absence d’opportunité d’arbitrage

mais la réciproque est fausse.

Nous allons d’abord prouver la première implication, supposons donc l’existence d’une pro-

babilité risque neutre P∗ et considèrons que ψ est une stratégie minorée telle que V0 = 0. On

a V a (t) =
∫ t
0
ψudS

a (u) , sous P∗ Sa est une martingale, donc V a est une martingale locale

comme intégrale stochastique par rapport à une martingale. En outre, V a (t) reste minorée

par une constante. Or une martingale locale minorée est une surmartingale, alors nous avons

E∗ [V a (T )] ≤ E [V a (0)] = V0 = 0

Pour un arbitrage, on a V a (T ) ≥ 0 P−p.s ( ou P∗ c’est pareil )et donc E∗ [V a (T )] = 0 puis

V a (T ) = 0 P−p.s. Ceci contredit le fait que P [VT � 0] � 0. donc Il n’y a pas d’arbitrage.

Dans le modèle de Black—Scholes le plus simple, on a le résultat qui exprime l’existence de

l’opportunité d’arbitrage si on s’autorise toutes les stratégies autofinancées, opportunités. Ce

résultat permet de construire un processus (ht)t adapté tel que
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∫ T

0

hrdWr = 1, 0 ≺
∫ T

0

h2rdr ≺ +∞ P− p.s.

On se place alors dans le cas µ = r = 0, R0 = S0 = σ = 1, soit Rt = 1 et dSt = StdWt,

c’est à dire, St = exp
(
Wt − t2

2

)
. alors On définit Vt =

∫ t
0
hrdWr et ψt = ht

St
. (0, ψ) est une

opportunité

d’arbitrage et V0 = 0, VT =
∫ T
0
hrdWr = 1.

Soit
(

Ω,F , (Ft)t∈[0,T ] ,P
)
un espace probabilisé filtré, et W = (Wt)0≤t≤T un mouvement

brownien.

Théorème 3.1 (Théorème de Girsanov) : Soit θ = (θt)t∈[0,T ] un processus adapté véri-

fiant
∫ T
0
θ2sds ≺ +∞ p.s et tel que le processus M = (Mt)t∈[0,T ] défini par :

Mt = exp

{∫ t

0

θsdWs −
1

2

∫ t

0

θ2sds

}
soit une martingale. Alors, sous la probabilité P∗ de densitéMt par rapport à P. Le processus

Q = (Qt)0≤t≤T défini par Qt = Wt −
∫ t
0
hsds est un mouvement Brownien.

Maintenant, Nous allons essayer de clarifier la diffi culté de la second. Soit P∗ une mesure

de probabilité équivalente à P sur FT et donc sur Ft pour tout 0 ≤ t ≤ T . donc, il existe un

processus (ht)t∈[0,T ] progressivement mesurable tel que :

∫ T

0

hsds ≺ +∞, Dt = exp

{∫ t

0

hsdWs −
1

2

∫ t

0

h2sds

}
où : Dt est la densité de P∗ par rapport à P et est une P−martingale strictement positive.

D’après le théorème précédent, le processus Bt = Wt −
∫ t
0
hsds un mouvement Brownien

sous P∗. D’autre part, nous avons :

dSa (t) = Sa (t) {µt − rt} dt+ σtdWt = Sa (t) {(µt − rt + σtht) dt+ σtdBt} .

Si donc P∗ est une probabilité risque neutre, Sa est une P∗−martingale, et l’unicité de la

décomposition des processus d’Itô, donne :
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µt − rtσtht.

L’absence d’opportunité d’arbitrag fournit : un processus θ tel que σtθt = µt − rt. Et on a

θt = −ht = µt−rt
σt

si en suposant σt � 0 et l’absence d’opportunité d’arbitrage ne donne pas

d’information sur ce dernier processus. Mais P∗ est une probabilité équivalente à P, donne D

martingale ce qui est équivalent à :

E
[{∫ t

0

hsdWs −
1

2

∫ t

0

h2sds

}]
= 1

c’est une martingale car est une surmartingale d’espérance constante.

Dans le modèle de Black-Scholes, nous venons de voir qu’il existe une probabilité risque

neutre si et seulement si il existe un processus progressivement mesurable θ tel que :

µt − rt = σtθt,

∫ T

0

θ2s ≺ +∞, E
[
exp

{
−
∫ T

0

θsdWs −
1

2

∫ T

0

θ2sds

}]
= 1.

Dans ce cas, si P∗ est la mesure de densité par rapport à P sur FT définie par le processus θ,

et (Bt)0≤t≤T un mouvement Brownien sous P∗

dSa (t) = Sa (t)σtdBt, i.e Sa (t) = S0 exp

{∫ t

0

σsdBs −
1

2

∫ t

0

σ2sds

}

3.4 Complétude du marché

Une option européenne d’achat, call européen, donne le droit à son détenteur d’acheter

une actif ( action, divise,...etc ) S à un prix d’exercice ( noté K ) fixé par avance dans un

contrat, et à une certaine date future fixée T , appelle la maturité. L’acheteur n’est pas obligé

d’exercer l’option, donc à la date T il a deux choix : acheter l’option et revendre-la à un prix

ST , et obtient ainsi un bénéfice de ST − K si ST � K, sinon, il ne fait rien parce qu’il n’y

a pas de bénéfice. le gain que procure la détention d’un call européen, s’appelle le "pay-off",

est donc ξ = (ST −K)+ = max (ST −K, 0) .
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Définition 3.4 : On appelle option européenne de maturité T toute variable aléatoire positive

et FT−mesurable.

Nous prouvons la maturité T � 0 et supposons qu’il existe une probabilité risque neutre P∗

On va maintenant mentionée deux notions importantes :

Définition 3.5 : Une option européenne est régulière — on devrait dire P∗−régulière si la

variable aléatoire ξa := aT ξ est P∗−intégrable i.e : E∗ [ξa] ≺ +∞.

Une option régulière est simulable s’il existe une stratégie autofinancée (x, ψ) telle que :

VT = ξ, V a est une P∗ martingale.

Remarque 3.1 :

— Si toute l’option régulière est simulable, le marché donc est complet

— l’option régulière est simulable si et seulement si il existe une stratégie minorée telle :

V0 = E∗ (ξa) , VT = ξ.

— Si ξ est simulable alors il existe une stratégie autofinancée telle que V a est une P∗−martingale

et V a (T ) = ξa, alors :

V a (t) = E∗ [V a (T ) \ Ft] = E∗ (ξa \ Ft) .

— V a est sous P∗ une martingale locale minorée, donc est surmartingale, Si (x, ψ) est une

stratégie minorée. Donc pour tout t ∈ [0, T ] on a :

E∗ [V a (T )] ≤ E∗ [V a (t)] ≤ E∗ [V a (0)]

— Pour tout t ∈ [0, T ] . E∗ [V a (t)] = E∗ [ξa] et V a est une P∗−martingale, si V a (0) = V0 =

E∗ [ξa] et V a (T ) = ξa
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résultat : Soit P∗ une probabilité risque neutre. le marché est P∗−complet si et seulement

si P∗ est l’unique probabilité risque neutre.

Dans le modèle de Black—Scholes, nous supposons qu’il existe une probabilité risque neutre

P∗. Donc on a :

Théorème 3.2 :.Le marché est complet si et seulement si σt � 0 m⊗ P−p.p.

Preuve. : Nous allons prouver le théorème précédent. Tout d’abord, supposons qu’il existe

une probabilité risque neutre P∗, ensuite zsur Ft notonsDt la densité de P∗ par rapport à P qui

est une P−martingale. Soit θ un processus progressivement mesurable tel que σtθt = µt− rt,∫ T
0
θ2sds ≺ +∞ et

Dt = exp

(
−
∫ t

0

θsdWs −
1

2

∫ t

0

θ2sds

)
.

Le processus Bt = Wt+
∫ t
0
θsds est sous P∗ un mouvement brownien et dSa (t) = Sa (t)σtdBt.

(=⇒) Posons que le marché est complet. Considédons ξ un variable aléatoire FT−mesurable

ξ = RT

(
1 +

∫ T

0

1σt=0dBt

)
soit ξa = 1 +

∫ T

0

1σt=0dBt

ξa est intégrable par rapport à P∗ et E∗ (ξa) = 1. ξ+, ξ− sont simulables, donc il existe ψ+,

ψ− deux processus progressivement mesurable tels que :

M±
t := E∗

(
ξa±
)

+

∫ t

0

ψ±u dS
a (u) P∗ −martingale vérifant M±

T = ξa±.

On a ψ = ψ+ − ψ− et M = M+ −M− avec, M est une P∗−martingale et par suite il en

est de même de Xt := Mt − 1 −
∫ t
0
1σs=0dBs qui vérifie XT = ξa − ξa = 0, donc pour tout

0 ≤ t ≤ T :

Xt = E∗ (ξa) +

∫ t

0

ψuS
a (u)σudBu − 1−

∫ t

0

1σu=0dBu =

∫ t

0

(ψuS
a (u)σu − 1σu=0) dBu = 0.

Alors, ψuSa (u)σu = 1σs=0 m⊗ P−p.p et donc σu 6= 0 soit σu � 0 m⊗ P−p.p.
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(⇐=) Supposons σt � 0 m⊗ P−p.p. Et ξ est une option régulière, et M la P∗−martingale

Mt = E∗ (ξa�Ft) .

Théorème 3.3 (Théorème de représentation des martingales browniennes) : Soit N =

(Nt)0≤t≤T une martingale de carré intégrable, par rapport à la filtration (Ft)0≤t≤T . Il existe

un processus adapté (Lt)0≤t≤T tel que E
∫ T
0
L2sds ≺ +∞ et :

∀t ∈ [0, T ] , Nt = N0 +

∫ t

0

LsdBs p.s.

Donc, comme M est une P−martingale nous utilisons le théorème précédent et on obtien :

∀t ∈ [0, T ] , Mt = M0 +

∫ t

0

HsdBs

avec H un processus progressivement mesurable.

Posons ψt = Ht
(σtSa(t))

pour obtient :

Mt = M0 +

∫ t

0

ψuσuS
a (u) dBu = E∗ (εa) +

∫ t

0

ψudS
a (u)

La stratégie autofinancée (E∗ (εa) , ψ) simule l’option ξ puisque par construction V a = M est

une P∗−martingale telle que V a
T = MT = ξa soit VT = ξ.

3.5 La problématique des options

Dans cette partie, nous parlons des problèmes que les options posent au vendeur. À

l’instant t = 0 il vend l’option et reçoit une somme x d’argent.qui appelée la prime Le

premier problème du vendeur est de ne pas perdre d’argent : À la date de maturité, il sait

qu’il devra verser au détenteur de l’option la somme ξ (ω) Pour éviter le risque, le vendeur

investit la prime x dans le marché et tente d’adopter une stratégie autofinancée et minorée

ψ dans lequel V x,ψ
T ≥ ξ. Le deuxième problème, concurrence dans le marché, car notre agent

n’est pas le seul à proposer ce produit, et pour gagner, il essaiera vendez l’option au prix le

plus bas possible. Finalement, ξ apparaît comme :
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P (ξ) = inf
{
x ≥ 0,∃ (x, ψ) stratégie minorée t.q V x,ψ

T ≥ ξ P−p.s
}

Prouver P (ξ) ≥ E∗ [ξa]. est très facile. Soit (x, ψ) une stratégie minorée telle que VT ≥ ξ, V a

est une surmartingale et

x = E∗ [V a (0)] ≥ E∗ [V a (T )] ≥ E∗ (ξa) .

Théorème 3.4 : Si le marché est complet, P (ξ) = E∗ [ξa] , l’infimum étant atteint pour une

stratégie (x, ψ) telle que V x,ψ
T = ξ.

Soit V a une P∗−martingale Le marché est complet, donc il existe une stratégie (x, ψ) simulant

ξ :

x = V a (0) = E∗ [V a (T )] = E∗ (ξa) .

La raison pour laquelle nous avons parlé de prix équitable ( fair price ) est que l’acheteur de

l’option paye la prime x, et il ne veut pas perdre d’argent donc il investit dans le marché en

suivant une stratégie ψ. Il souhaite aussi profiter de l’option pour couvrir sa dette éventuelles

au temps T soit ξ + V −x,ψT ≥ 0. les acheteurs veulent savoir à quel point ils ne peuvent pas

perdre complètement de l’argens soit

sup
{
x ≥ 0,∃ (−x, ψ) autofinancée t.q ξ + V −x,ψT ≥ 0 P− p.s et V a P∗ − sur-martingale

}
.

Notons P−(ξ) cette dernière quantité et montrons que P−(ξ) ≤ E∗ (ξa) On a ξ ≥ 0 = V −0,0T ,

P−(ξ) ≥ 0, et si (x, ψ) est une stratégie autofinancée on a V a (T ) ≥ −ξa, donc par la propriété

de surmartingale :

−E∗ (ξa) ≤ E∗ [V a (T )] ≤ E∗ [V a (0)] = −x.

Lorsque le marché est complet, il existe une stratégie (x, ψ) qui simule l’option et x = E∗ (ξa) ,

39



Chapitre 3. Modèle de Black-Scholes

la stratégie (−x,−ψ) réalise le supremum et par suite P − (ξ) = E∗ (ξa) = P (ξ) . l’acheteur

a le même point de vue que le vendeur d’où l’expression ( prix équitable )

Formule de Black—Scholes : Il est impossible de présenter le modèle Black -Scholes

sans donner la fameuse formule du même nom qui donne le prix du call européen dans le cas

le plus simple. Si on considère une option européenne d’achat de prix d’exercice K, la date

de maturité T , et ξ = (ST −K)+ . Le prix d’une telle option C est :

C = E∗
[
exp (−rT ) (ST − k)+

]
= E∗

[
(Sa (T )− exp (−rt)K)+

]
.

Soit G une gaussienne centrée réduite. On a :

Sa (T ) = S0 exp
(
σBT − σ2T/2

) (d)
= S0 exp

(
σ
√
TG− σ2T/2

)
posons α = σ

√
T , donc :

C =
1√
2π

∫
R

(
S0 exp

(
αx− α2

2

)
− exp (−rT ) k

)+
exp

(
−x

2

2

)
dx

=
S0√
2π

∫
I

exp

(
αx− σ2

2

)
exp

(
−x

2

2

)
dx− exp (−rT ) k√

2π

∫
I

exp

(
−x

2

2

)
dx

Si I =

{
x ∈ R, S0 exp

(
αx− σ2

2

)
≥ exp (−rT ) k

}
=
[
−d−,+∞

[
avec

d± =
rT + ln

(
S0
k

)
± α2

2

α
=
rT + ln

(
S0
k

)
± σ2T

2

σ
√
T

.

Il vient alors :

C =
S0√
2π

∫
x≥−d−

exp

(
−(x− α)2

2

)
dx− exp (−rT ) k√

2π

∫
x≥−d−

exp

(
−x

2

2

)
dx

=
S0√
2π

∫
y≥−d−−α

exp

(
−y

2

2

)
dy − exp (−rT ) k√

2π

∫
x≥−d−

exp

(
−x

2

2

)
dx

et comme d− + α = d+ on obtient :
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Chapitre 3. Modèle de Black-Scholes

C = S0Φ
(
d+
)
− exp (−rT ) kΦ

(
d−
)

où Φ est la fonction de répartition de loi normale centrée réduite.
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Conclusion

En conclusion, dans ce modeste travail nous avons essayé de répondre à la question

posée de savoir comment prouver l’existence et l’unicité de les solutions fortes

d’équations différentielles stochastique et, nous nous sommes appuyés en cela sur la méthode

d’approximation de Picard et quelques théorèmes pour prouver l’existence de la solution et

son unicité. Il est également possible d’utiliser l’argument de point fixe.
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Annexe : Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées

ci-dessous.

Ω L’ensemble de résultat possible.

F Tribu sur Ω.

P Probabilité.

Rd Espace réel euclidien de dimension d.

B
(
Rd
)

Tribu borélienne sur Rd.

E[X] Espérance mathématique ou moyenne du v.a.X.

V ar [X] Variance du v.a X.

Cov Fonction de covariance.

s ∧ t min (s, t) .

1A Indicatrice de A est noté : 1A (x) =

 1 , x ∈ A

0 , x ∈ A
.

L1 Espace des processus intégrables.

C1
Ensemble des fonctions une fois dérivable et dont

la première dérivée est continue.

Rd×m Ensemble des matrices réelles d×m.
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Annexe : Abréviations et Notations

p.s Presque sûrement.

P−p.s Prêsque sûrement pour la mesure de probabilité P.

v.a Variable aléatoire.

i.e C’est à dire.

resp Respectivement.

MB Mouvement Brownien.

max Maximum.

S2 Ensemble de processus càglàd, Ft − adapté.

EDS Equation différentielle stochastique.

AOA L’absence d’opportunité d’arrbitrage.

m⊗ P−p.s Presque partout par rapport la mesure m⊗ P.
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