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Introduction

ans ce mémoire, on s’intéresse a étudier les équations différentielles stochastiques,

Dnotées EDS ou en Englais SDE (stochastic differential equations). L’équation diffé-
rentielle stochastique est une équation différentielle dans laquelle un ou plusieurs termes sont
processus stochastique, habituellement, ’EDS contient une variable comme le bruit blanc
aléatoire calculée comme la dérivée du mouvement brownien, son histoire remonte aux an-
nées 1940 lorsque le mathématicien japonais. Kiyosi It6 a publié un article dans une revue
japonaise sur le processus stochastique (Infnitely divisible laws of probability). En 1942, Dr.
[t6 developée une définition de I'intégrale stochastique et il a créé la théorie de ’équation dif-
férentielle stochastique. les EDS sont utilisons pour modéliser divers phénoménes physiques,
chimiques et économiques, et sa solution, bien siir, est un processus stochastique. Cela souléve
la question suivante, Comment prouver 'existence et I'unicité d’une solution forte ?

Ce mémoire est principalement constituée trois chapitres :

Chapitrel (Rappels sur le calcul stochastique) : Ce premier chapitre porte sur
les définitions et les notes importantes sur le calcul stochastique que nous utiliserons. pour
compléter cette mémoire ( Processus stochastique, Martingales, Mouvement brownien,...etc
). Pour plus de détails voir [02], [06] et [08].

Chapitre2 (Equations différentielles stochastiques) : Le but principal de ce cha-
pitre,est d’introduire les équations différentielles stochastiques, et de rappeler le théoréme de
I’existence et 'unicité de leurs solutions fortes avec sa preuve.

Chapitre3 (Application) : Dans ce dernier chapitre, nous présenterons le modéle

Black-Scholes comme un exemple en Finance.



Chapitre 1

Rappels sur le calcul stochastique

Dans ce chapitre, nous allons montionner certaines définitions et notes sur le calcul
stochastique que nous utiliserons dans cette mémoire.

Soit (€2, F,P) un espace de probabilité.

1.1 Processus stochastique

Définition 1.1 (Processus stochastique) : Soit T C R, un ensemble. La famille X =
(Xi),er d’applications mesurables de (2, F) dans (]Rd, B (Rd)) est appelée processus stochas-

tique indexé par le tempst € T a valeurs dans RY, X, est une variable aléatoire (v.a).

— X est une fonction de deux variables :

X: R, xQ—R

(t,w) — X (w)

i) Pour ¢ fixé, X; est une variable aléatoire définie sur (€2, F).

ii) Pour w fixé, la fonction t — X, (w) est appelée trajectoire.

Définition 1.2 (Filtration ) : Une filtration sur l’espace (2, F,P) est une famille F = (Fy),cp,
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croissante de sous tribus de F c’est a dire :
VO<s<t<oo,FoCFs,CF CF.

Remarque 1.1 : On a les remarques suivantes :

— JF; représente 'information dont on dispose a I'instant t.
L’espace (Q, F.F= (.7-",5),56]R+ ,IP’) est dite espace de probabilité filtré.

— On dit qu’une filtration est continue a droite si : Vt > 0, F; = F;+ avec :

]:;f+ - (ms>—tfs)-

— L’espace de probabilité filtré est dit complet si N C Fy ( N la famille de toutes les ensembles
négligeables de (2, F,P) ).

Définition 1.3 (Filtration naturelle ) : Soit X = (X;),5, un processus stochastique. La
filtration définie par :
Fi=o0(Xs, s<t),Vt>0

s’appelle la filtration naturelle du processus X, et on note par (.7-'tX ) 50

Définition 1.4 ( Temps d’arrét ) : Soit T = R,. F—temps d’arrét est une application

7:Q — T U {400} telle que :
VieT: {weQ /t(w) <t} eF.

Définition 1.5 : Le processus X = (Xt)tzo est dit a trajectoires continues si la fonction :

t — X; (w) est continue, pour tout w € 2 .

Définition 1.6 ( Processus cad-lag) : Un processus est dit continu & droite et limité a

gauche ( cad-lag ), si ses trajectoires sont continues a droite et limités a gauche.

Définition 1.7 ( Processus cag-lad) : Un processus est dit continu & gauche et limité a

droite ( cag-lad ), si ses trajectoires sont continues o gauche et limités a droite.
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Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

Définition 1.8 ( Processus mesurable ) : Soit X = (X;),. un processus défini sur l’es-

pace de probabilité filtré (Q,}" JF = (.7-"75)t20 ,]P’). Le processus X est dit mesurable si l'appli-

cation suwvante :

([0, +00[ x Q, B([0, +00) ® F) — (R, B (R7))

(t,w) — Xi (w)

est mesurable.

Définition 1.9 (Processus progressivement mesurable) : Le processus X est dit pro-

gressivement mesurable, st ¥t > 0 [’application

X:[0,t]xQ—F
(s,w) — X, (w)
est B ([0,t]) ® F;—mesurable.

Définition 1.10 (Processus adapté) : On dit que X = (X,),.p est F— adapté si pour

tout t € T, la variable aléatoire X; est F;—mesurable.

Définition 1.11 (Modification et indistingables) : Soient X = (X;),5, et Y = (V})

t>0

deux processus stochastiques défini sur le méme espace de probabilité (2, F,P) a valeurs dans

(R, B (R%)) .

1. On dit que X est une modification de Y si :

vVt > 0,P(X; =Y;) = 1L.P—p.s.
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2. X et Y sont indistingables P—p.s, si les trajectoires de X et Y sont les méme c’est a
dire :

P(X,=Y;, Vt>0)=1P—p.s.
Remarque 1.2 :

— Si X et Y sont indistingables, alors X est une modification de Y ( i.e : indistingables =—>
modification ).

— Un processus est toujours adapté a sa filtration naturelle.

— Si la filtration F est complet, et si X un processus F—adapté, alors toute modification de

X est F—adapté.

Définition 1.12 (Processus a variation finie) :Soit (Q,]: = (F)ier, ,IP) un espace

de probabilité filtré et X un processus adapté a (]-",5)1@R+ )

On dit que X est un processus a variation finie si toutes les trajectoires t — X; (w) sont a

variation finie.

1.2 Espérance conditionnelle

Soit X une v.a réelle intégrable (X € L') définie sur I'espace (€, F,P) et G une sous tribu
de F.

Définition 1.13 (Espérance conditionnelle par rapport & une tribu) : L’espérance condi-

tionnelle B (X \ G) de X quand G est l'unique v.a :

1. G—mesurable
2. fBE(X\g)dIP:fBXdIP’,‘v’B €qg.

C’est aussi 'unique (& une égalité p.s prés) variable G—mesurable telle que :

E[YE(X\G)] =E(XY)



Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

pour toute variable Y, G—mesurable bornée.
Dans la suivante les propriétés de ’espérance conditionnelle :
— Linéarité : soit a et b deux constantes. E (aX +b0Y \G)=a E(X\G)+bE (Y \G).
— Croissance. soit X et Y deux v.a telle que X <Y alors : E(X \G) < E (Y \ G).
~EE(X\0) =B(X).
— Si X est indépendante de G, E(X \ G) =E (X).
— Si X est G—mesurable,E (X \ G) = X.
— SiY est G—mesurable, E(XY \G) =YE(X\G).

— Si 'H et G sont deux tribus telles que H C Galors :

EX\H)=E[BX\H)\G =EBEX\G)\H].

1.3 Variation totale et quadratique

Définition 1.14 : La variation infinitésimale d’ordre p d’un processus X sur [0,T] associée

a une subdiwision 11, = (t7,...,t1) de [0, T] est définie par :

p

VE(IL) =) ‘tht - Xu,
i=1

si VI (I1,,) a une limite dans un certain sens (convergence dans L p.s). Lorsque :

T = [ = I?Slx |t?+1 - tﬂ —0

la limite ne dépend pas de la subdivision choisir, on ’appelle la variation d’ordre p de X sur
[0,T]. En particulier,
— Si p =1, la limite s’appelle variation totale de X sur [0,7].

— Si p = 2, la limite s’appelle variation quadratique de X sur [0,7], et on note par (X),.
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1.4 Martingales
Soit F = (F),cg, une filtration.

Définition 1.15 (Martingale & temps continue) : Un processus M = (Mt)tzo est une

martingale par rapport a la filtration F s’il satisfait les propriétés suivantes :

a) Pour tout t, le processus M est integrable (i.e : E (|M;]) < +00 );
b) La v.a M, est F;—mesurable;
C) E(Mt\]:t) :Ms, Vs S t.

M est F—sur martingale (resp. F—sous martingale), si a) et b) sont vérifier avec E (M, \ F;) <

M; (resp. E (M, \ Fi) > M), Vs < t.

Théoréme 1.1 ( Théoréme d’arret ) : Soit M = (M;),5, une martingale continue a

droite par rapport o une filtration F.Alors

i) pour tout temps d’arret S, la v.a Xg est intégrable ( Xg € L! ).

ii) Si S et T sont deux temps d’arret, et si S < T, alors :

Xg =E (Xr\Fs).

Définition 1.16 (Martingale locale) : Soit M = (M;),, un processus stochastique F—adapté.
On dit que M est une F—martingale locale si il existe une suite {7,,n > 0} de temps d’arret
telle :

P(Tn —>—|—OO) =1,n — 400

telle que le processus,

M"™ :t — Mips,

est une martingale,Vn > 0.
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Définition 1.17 ( Semi-martingale) : Une semi-martingale est un processus réel,adapté
et cad-lag qui écrit comme suit :

X=M+7Z

avec, M = (M), est une F—martingale locale, et Z = (Z}),, est un processus réel, cad-lag

et a variation finie.

1.5 Mouvement Brownien

Le mouvement Brownien est le nom du phénomeéne correspondant du mouvement aléatoire
de particules dans un fluide, & été observé par le botaniste anglais Robert Brown en 1827,
comme la diffision du pollen dans I'eau.

Soit (€2, F,P) un espace de probabilité, et W = {W;, t > 0} un processus sur cet espace.

Définition 1.18 (Mouvement Brownien standard) : Le processus W est un Mouve-

ment Brownien standard, s’il satisfait les conditions suivantes :

1. Wy =0;

2. (Wi),5 est continues;

3. Pour tout 0 <ty <ty <...<t, <t < +o00, les accroissements Wy -W, W, -W, .
s Wey-We s Wy, sont des v.a indépendantes ;

4. Pour 0 < s <t < +00, accroissement W; —W, suit la loi normale d’espérence nulle et

de variance (t — s).
Proposition 1.1 :

1. Soit W un MB standard, les processus suivantes sont des MB :
o (_Wt)tzo :
— Pour tout s > 0, {Wys — Ws}tzo-
— Pour tout ¢ > 0, {CWL} .
2 ) t>0

— Le processus définie par :Y; = tW% WVt >0 avec Yy = 0.

8



Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

2. Le MB standard est une martingale par rapport a sa filtration naturelle 7, = o (W , s < t),

vVt > 0, et on note (ftW)t>0.

3. Un processus W est un MB si et seulement si c’est un processus gaussien continu,

centré, et de fonction de covariance
cov (W5, W) = s At.

1.6 Intégrale stochastique

On se donne un espace (2, F,P) et W = (W}),., un MB sur cet espace, muni par sa
filtration naturelle.

On cherche & définie lintégrale de wiener

t
/ 0sdW
0

avec, ! = (6;),5, est un processus stochastique.

Définition 1.19 (Bon processus) : On dit que § = (0;),5, est un bon processus s’il est

(FV) —adapté, cag-lad, et si :

¢
E {/ dis] < +00
0

pour tout ¢ > 0.

Définition 1.20 (Bon processus local) : On dit que 6 est un bon processus local s’il est

cag-lad, (]—"tW) -adapté, et si :

t
/ 02ds < +o0, p.s
0

pour tout ¢ > 0.
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1.6.1 Cas des processus étagés

On dit qu'un processus 0 étagés s’il est écrit sous la forme :

Pn

9? = Z eil]tiyti-s-l] (t)
=0

avec, p, € N, 0 = tp < t; < ... < t,, =t une subdivision de réels, et 0; une suite de v.a
Fi;—mesurable et appartienne a L* (Q, F;,,P) Vi =0, ..., p,.

Pour tout ¢ € |t;,¢;11] ;on definit I'intégrale suivante :

t t Pn
_[t (0”) — / egdWs = / Z eil]ti’ti_H] (S) dWs
0 0 =0

pn
- Z 91 (Wti+1 - Wtz)
=0

on a les propriétés suivantes :
- B[ (6")] = 0;

-~ Var[l,(0")] = E ( It (o2 ds) :
— Les processus I; (0™) et 12 (0") — fg (6™)? ds sont des martingales.

1.6.2 Cas général

Si @ est un bon processus. il existe {6",n > 0} suite de processus étagés converge vers 0

dans L? (Q x Ry), i.e

t
E [/ (es—eg)st} — 0,n — +00
0

Quand n — +00,il existe une v.a I, (f) de carré intégrable telle que

E (| (0) — L (0™)]*] — 0,n — 400

Pour tout £ > 0, on pose

10



Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

t
L(6) = / 0,dW,
0

1.6.3 Propriétés

On a les propriétés suivantes :
- E[1 (9)] = 0;
~ Var L, (0)] =E <fg (0,)? ds) :

— Linéarité :
I, (a0" + b6°) = al, (") + bI, (6)

a,b € R, et *,0? deux bon processus.

— Propriétés de martingales : Pour tout bon processus 6, les deux processus suivantes :

t
t — I, (6) ett—>[t2(6)—/ 02ds
0

sont des (ftW) —martingales continues.

E[(I(0) - I, (0)*\FV] =E { / t Hidu\FSW} s <t

— Propriété d’isométrie : Pour tous bons processus 6, ¢ et tout s,z > 0, on a :

Emwmw»zEMWm%w]

De plus, le processus

mmmw—ﬁ%%m

est une F}¥ —martingale.

Proposition 1.2 : Pour toutt >0, on a :

11



Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

t
/ W.dw, = (W7 —1).
0 2

Preuve. : Nous voulons prouver la proposition précédente. Considérons que {t!, i =0, ...,2"}

la subdivision réguliére de [0,¢], on écrit : m

2" —1

t
/0 WedlVs = nlnioo ; Wy <Wt§"+1 - Wt;?) :

Apres avoir utilisé 1’égalité suivante :

on obtien :

2m—1 2" —1

A 3y (W, = Vi) = i 35 [ (8, - W) - 3 (Wi - )
1=0

=0 1=0
1 2n—1 5
2
3 (e )
1
9 (W7 —1)
donc :
t 1
WedW, = = (W2 —1t).
0 2

1.7 Calcul d’Ito

Soit (Q, F, (ﬂW)DO ,IP’) un espace de probabilité filtré, et W = (W}),., un MB.

12



Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

1.7.1 Processus d’It6

On appelle processus d’Ito6, un processus X = (X, a valeurs dans R qui s’écrive sous
y t)t>0

la forme suivante :

t t
Xt:Xg+/ bsds+/ o dWW, (1.1)
0 0

avec :
— X, est Fyp—mesurable.

— by est une processus (ftw) —adapté, tel que :

¢
/ |bs| ds < +o0 p.s, ¥Vt > 0.
0

— 0, est un bon processus locale.

On écrit généralement le processus d’Itd en utilisant la forme différentielle

dX; = bdt + o dW,
Xo==x
avec :
— Xy =z est la condition initiale.
— La coefficient b; s’appelle la dérivé ( drift ) du processus X, et o; s’appelle le coefficient de
diffusion ( volatilité ).
— On appelle le processus t — z + fot bsds la partie a variation finie de X, et le processus
t— fot o,dWy la partie martingale de X.
— La décomposition de processus d’'It6 est unique.

- Sib=0, X, =2+ fg osdW est une martingale locale.

Théoréme 1.2 (Représentation des martingales locales) : Soit M = (M;),., une (FY) -

martingale locale. Alors, il existe x € R et 1) un bon processus locale, tel que :

t
Mt =X +/ ¢5dW8.
0

13



Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

Définition 1.21 ( Crochet de deux processus dItd) : Soit X} et X2 sont deux proces-

sus d’Ito :

t t
X;‘:Xg+/ bgds+/ oldW,,i=1,2.
0 0

Le crochet de (X!, X?), est le crochet de leurs parties martingales :

¢ t t
<X1’X2>t = </ a;dWS,/ agdWS> :/ orolds
0 0 ¢ Jo

avec le table de multiplication :

dt | dW,
dt 010
dWy | 0 | dt

1.7.2 Formule d’Ito6

Soit X un processus d’Ité de décomposition (1.1), et f : R — R une fonction de classe

C?.La formule d’Tto vise & donner une formule de changement de variable pour le processus

f(X).

Théoréme 1.3 (Premiére formule d’Itd) : Soit f une fonction deux fois continument

différentiable. Alors,

) =10+ [y ax g [,

Exemple 1.1 : Soient W un MB standard (Wy =0), et Z, = (Xt)z, avec Zy =0, et dX; =

uXdt + o Xy dWy. On va ecrire Zy comme un processus d’Ito.

On pose : f(z) = x2. Alors, on obtient respectivement les premiére et deuxiéme dérivées :
f'(z) =2x et f"(x) = 2.

Maintenant, nous appliquons la formule d’Ito :

14
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4 (X) = f/ (X)dX,+ 3 f" (X)) d(X),

Alors :

1
dZ, = d (X,;)* = 2X,dX, + 520 (X),
= 2X; (uXidt + o X;dW,) + o> X dt
= (2X7p+ 0 X7) dt + 2X}odW,

—_ (2Zt,u -+ 0'2Zt) dt + 2Zt0’th.

Théoréme 1.4 ( Deuxiéme formule d’Ito) : Soit f : R, x R — R une fonction de

classe C12. Alors,

! ! ! !/ 1 ! "
FX) = 1050+ [ fis X s+ [ LX)y [ e x)ae,,
Le crochet :

t
(X>t:/ o2ds.
0

Proposition 1.3 (Formule d”intégration par partie) : Soient X; et Y, deux processus

d’Ito :

t t t t
X, = Xy + / byds + / o dWsetY, =Y +/ bl.ds + / ol dW,
0 0 0 0

alors,

t t
XY, = XoYy + / X,dY, +/ YidX, + (X,Y),
0 0

15
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ou,

16



Chapitre 2

Equations différentielles stochastiques

l 7 objectif de ce chapitre, est d’introduire ’équation différentielle stochastique et de

prouver 'existence et 'unicité de la solution forte.

2.1 Introduction et définitions générales

Le but des équations différentielles stochastiques est de donner un modéle mathématique
pour une équation différentielle perturbée par un bruit aléatoire. L’équation différentielle

ordinaire suivante :

dX;
— =b(X

—t = b (X))
exprime un systéme physique qui évolue avec le temps. Aprés avoir considérée les perturba-
tions, on ajoute alors le terme de bruit o (X;) dW;, oo W est un MB, et o (.) est I'intensité

du bruit a I'instant ¢. Ainsi, on obtenue une équation différentielle stochastique écrit sous la

forme suivante :

dXt =b (t, Xt) dt +o0 (t, Xt) th (2 1)

onw

ou comme suit :

17
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t t
X, = x—i—/ b(s,XS)ds—I—/ o (s, Xs) dWs.
0 0

ou : la coefficient b, s’appelle la dérivé ( drift ) du processus X, et o, s’appelle le coefficient

de diffusion.
Définition 2.1 (EDS) : Soit x € R? une condition initiale, et soient d,m € N.

b: R xR — Rlet o0 : Ry x RT — Mgy, (R) deux fonctions mesurables bornées
b(t,X)={b;(t,X),i=1,..,d},et o (t,X)={0s; (t,X),i=1,...,d,j =1,...,m} .Avec :
— Un espace de probabilité muni d’une filtration compléte (Q, F o (Ft) im0 ,IP) ;
— Un F,—MB, W = (W, ..., W™).

Une solution de VEDS (2.1) est un processus X = (X', X2, ..., X?) continue, F,— adapté
tel que les intégrales : fgb (s, Xs)ds et fot o (s, Xs)dW, ont un sens ( sont bien définie ), et

I’égalité :

t m t
X;‘:Xg+/ bi(s,Xs)ds+Z/ 0i; (5, X)) dWm™1<i<d
0 =170

est satisfaite pour tout t P — p.s.

2.2 Notions et quelques inégalités

2.2.1 Notion d’éxistance et unicité forte

— On dit que X est une solution forte de (2.1) si, X est adapté par rapport a la filtration du
MB W.

— Unicité trajectorielle (forte) si, ’espace de probabilité filtré et le MB W étant fixés.
Les deux solutions X et X' de (2.1) telles que Xy = X} p.s, sont indistinguables i.e :
P(X: = X[, Vt >0) = 1.P—p.s.
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2.2.2 Quelques inégalités

Ici, on va montionée certaines des inégalités qu’on va les utilisées dans le preuve de ce

chapitre.

Définition 2.2 : On dit que f : R — R est une application lipchitzienne, s’il existe K >0
telle que :

et dit contractante, s1 0 < K < 1.

Théoréme 2.1 ( Théoréme de point fixe) : Soient F' un espace vectoriel normé complet,
et E une partie fermée de F' (E C F). Soit f une application contractante de E dans E.

Alors : f admet un unique point fixe a.

Théoréme 2.2 ( Inégalité de young) : Soient a et b deux réels positifs ou nuls, et 1 <

D, q < +00 deuxr exposants conjugués i.e : %D + % = 1. Alors :

ab? b
ab < — + —.
p q

Théoréme 2.3 (Inégalité de Holder) : Soient f € LP g € L%, et p,q € [1,+00[ deux

exposants conjugués i.e : = + = = 1. Alors :

1,41
P q

1 £glly < A1, llgll,

Pour p = q = 2,0on obtien ["inégalité de cauchy schwarz

1£glly < 171l gl -

Théoréme 2.4 (Inégalité de Doob dans L?) : Soit p > 1 et X une martingale & trajec-

toires continues & droite telle que X; € LP. Alors pour tout t > 0 :

E [Sup ]Xslp] < ¢E[|X,|"]

0<s<t
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. , . A 1 _
q le conjugué de p ( i.e : —|—q_1).

1
P

Lemme 2.1 ( Lemme de Gronwall) : Soit T' > 0,et soit g une fonction positive mesu-
rable bornée sur l'intervalle [0, T]. Supposons qu’il existe deux constantes a = 0,b = 0 telles
que pour tout t € 0,7 :
g(t) < a—l—b/tg(s)ds
0

alors on a pour toutt € (0,77 :

g(t) < aexp(bt).

Pour la démonstration du lemme voir [08].

2.3 Existence et unicité de solution forte

Pour simplifier le travail, on écrit la définition d’EDS seulement pour le cas unidimensionnel

d=m=1.

Définition 2.3 Soient (Q, F,F = (F;),50,P) un espace de probabilité filtré, et W = (W;) 5
un (F;) — Mounement Brownien. Soientb: Ry xR — R et o : R, xR — R deux fonctions

mesurables. [’équation :

t t
Xy =Xo+ / bs (s, Xs) ds + / os (s, Xs) dWy (2.2)
0 0

est appelée une équation différentielle stochastique.

Définition 2.4 La solution forte de I'EDS (2.2) est un processus X = (Xy),5, défnie sur

(Q, F,P) continue et adapté tel que : ¥t > 0 fg [bs (s, X,)? + oy (s, XS)2] ds < oo et que :

t t
X=Xy + / bs (s, Xs) ds + / os (s, Xs)dWy P—p.s
0 0
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Théoréme 2.5 Supposons que Xg € L? (i.e : E (]XOIZ) <00 ), eth, et o sont des fonction

continue telle que :

a) Il existe une constante M > 0,
b(t,x) —b(t,y)|+|o(t,x) —o(t,y)] < M|z —y| ( condition de Lipschitz locale ).
b) 3K > 0,
b(t,z)|+ |o(t,z)] < K(1+|z|]) ( condition de croissance lineare ).

Alors, il existe une unique solution forte de 'EDS (2.2), V¢ > 0.Cette solution appartient

a S2, telle que :

T
S? = {(Xt)0<t<T continue F; — adapté, E (/ des) < 400 }
- 0

Preuve. : =
Unicité : On Commence par I'unicité de la solution, pour cela, on utiliserons 1'inégalité
de Young (a +b)*> < 2a2 + 202, la condition de Lipschitz de b et o, I'inégalité de Cauchy
schwarz, et la propriété d’isométrie de I'intégrale stochastique.
Considérons que X,Y € S? sont deux solutions distinctes de 'EDS (2.2), telles que

Xo=Yy,ona:

t t t t
Xt—Yt:Xo+/ bs(s,Xs)ds+/ os (s, Xs) dWy — {Yo+/ bs(S,Yg)dS—F/ as(s,Yg)dWS}
0 0 0 0
(1)

- / b(s, X,) — b(s,Y.)] ds + / 0y (5. X.) — 0, (s, Y2)] IV,

Maintenant, pour M > 0 et ¢ € [0,7] on continuons comme suit :
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E “Xt - }/15’2} =K /0 [b (SaXs) - b(S, Y:‘;)] ds + /0 [Us (Sva> — Os (Sv Y;)] dWs >

(/ (s, X.) — b(s, ) ds)2 (/ Jou (5. X) — 04 (5.Y2) dmﬂ

<o [ [, X0 630 a5] 28 [ 1.6, %) e 6.0

(

< 2E +2E

<ors | [ x) o1 5] 28] [ 10,6, o0 ]
<2 {TE/Ot (M| X, —YS|)2ds+E/0t (M| X, —Ysy)%zs]

t
§2M2(T+1)/ E|X, - Y[ ds
0

alors :

t
E|Xt—Yt|2§K/ E|X, —Y,|?ds, K =2M*(T+1)
0

Si on pose g (t) = B|X, — V;|*:

g(t)éK/Otg@)ds

par appliqué le lemme de Gronwall, et utiliser la remarque suivante : si a = 0, alors g (t) =

0.0On obtien :

g(t) =BIX, ~ ¥i[* =0

donc, on déduit que X =Y.
Existance : Maintenant, on prouve l'existence de la solution, le preuve est basée sur la
méthode d’itération de Picard, L’existence peut preuver aussi par la méthode de point fixe.

L’idée est de construire une suite {® (X™), ,n > 0} de processus de S :
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XY=z

¢ t
@(Xo)t:th:aH—/O b(s,Xf)dSﬂL/O o (s, X7) AW,

¢ t
@(X”‘l)t:Xf::H—/o b(s,X?‘l)dS+/0 o (s, X07) AW,

t t
P(X"), =X =z + / b(s, X")ds+ / o (s, X7) dW,
0 0

et de montrer la convergence de cette suite vers la solution, ot :

t t
(I)(X)t:37+/ b(S,XS)dS+/ U(S’Xs)dWS’ te [O’T]
0 0

® (X), est un processus bien défini et continu si X € S2.

On a I’égalité suivante :

O(X") —d (X)) = XpH - XT

_ /0 [b (s, X7) — b (s, X7)] ds + /0 [0, (5, X™) — 0, (s, XY dIV,

en utilisant I'inégalité de Doob dans la deuxiéme inégalité, et par le méme maniére pour (1),

on obtien :
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t 2
E | sup | X/ — X;ﬂ < 2E | sup /(b(sl,XQ;)—b(sl,)(;g1))ds1 ]
0<t<s 0<t<s 0
t 2
+ 2E | sup /(U(sl,Xgl)—a(sl,Xfll))dWsl ]
0<t<s |Jo

(/ b (s1, X2%) = b(s1, X7~ 1)\d51>2]
( [/ leerz) - oz an ) |

< 2TE U b (s1, X2") = b(s1, X0~ 1)\ dsl]

+ 8K {/ ‘a ,5‘1,X§1 —o(sl,X?l_l)Pdsl]
0

< 2(T +4) M2E [/ X2 —X;“l‘lfdsl}
0

+ 8

gKTEU sup }X{L—Xt’"‘lfdsl], VO<s<T
0

0<t<si

avec, Kp=2M2(T +4).

alors, par recurrence on a :
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E | sup | X/ —X{ﬂ < Kr

0<t<s

E [ sup | X[ — Xt"l\z] dsy
0<t<si

s1
/ B [x " - X227 dsadsy
0

s

IA
2

A

3
— — — —
— 5— =

SlE{sup |Xp Xt"ﬂ dsads,

0<t<sy

IN

K

NN

0 0
s S1
0 0

s

Kr / B |72 - X2 dsgdsads,
0
E

VAN
3
S—
S~

/ [ sup ‘X{"Q - Xt”3|2} dssdsads,
0

0<t<s3

< Kn/ / / / / { sup \th _Xtoﬂ dspds,_1...dszdssds,
0<t<sn

< K”—E [sup ‘Xl XO‘ ]

n! 0<t<

donc :

(KrT)"
n!

E{sup }X"H Xt”ﬂ <D

0<t<T

ot, la quantité D est le majorant de E |:Sup0§t§T | X} — Xfﬂ. Finalement :

2 n
<D (K7T)

2

sup | X[ — X'

0<t<T n!

(K+T)?
<vD 1/ NG

sup | X/t — Xt”‘
0<t<T

alors :

(KyT)?
<VDY) T < oo
2 Dy NG

n>0

D

n>0

sup |Xt"+1 — Xf‘

0<t<T

sup |Xn+1 Xn‘
0<t<T

1

<X
n>0
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quand n tend vers l'infini. La série ) ., sup, }Xt”H — Xt”| converge P—p.s, et donc P— p.s la
suite { X", n > 0} converge uniformément sur [0, 7] vers un processus {X;,0 < ¢t < T'} adapté
et continue. En passant & la limite dans la définition ® (X™) = X! on trouve que X est

solution forte de 'EDS (2.2).

2.4 Exemple

Le processus d’Ornstein-Uhlenbeck : Soit a > 0. On a I’équation différentielle

stochastique suivante :

dXt = —OéXtdt + th
XO =X

le processus d’Ornstein-Uhlenbeck :

t
X = Xoexp (—at) + / exp (—a (t — s)) dWs.
0

est une solution de (2). Pour résoudre cette équation on appliquons la formule d’'Tto & Y; =

f(t, X;) = Xy exp (at) avec, f € C1? alors, on obtien :

dY; = (—aXdt + dWy) exp (at) Xiaexp (at) dt

= exp (at) dW;

et on a:

Y; = Xiexp (at) = X; = Yiexp (—at)
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dY; = exp (at) dW,

Yo==x

donc :

t
Y=Y, +/ exp (as) dW
0
t
= X; = (YO +/ exp (as) dWS) exp (—at)
0
t
= X; = Ypexp (—at) + exp (—at) / exp (as) dWs
0

t
= X; = Xpexp (—at) + / exp (—a (t —s)) dWs.
0
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Chapitre 3

Modéle de Black-Scholes

Dans ce dernier chapitre, on va donner un exemple en finance. En effet, les EDS sont

utilisées pour modéliser les prix des actions instables.

3.1 Historique

Le monde financier est depuis longtemps soulevé de nombreuses questions que les mathé-
maticiens ont essayé de les résoudre. En 1901, Louis BACHELIER qui a proposé le premier
modele d’évolution des actifs finaciers dans sa theése, Théorie de la spéculation. Depuis 1973,
le modele de Black-Scholes est utilisé pour prévoir le prix d’une action sur les marchés fi-
nanciers, et ce modele est une formule mathématique a été proposée par deux chercheurs :
Fischer BLACK, Myron SCHOLES et élaborée par Bob MERTON qui ont obtenu le Prix
Nobel d’économie en 1997 (quand BLACK était décédé).

Le modele Black-Sholes prend en compte cing facteurs :

— le prix actuel de 'action;

— le prix d’exercice de I'option;

— le temps restant avant ’expiration de 1’option ;
— en pourcentage d’une année;

— le taux d’intérét sans risque et la volatilité implicite du prix de ’action.
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3.2 Présentation du modéle

Le modele de Black-Scholes est un modéle 4 deux actifs :

1. Un actif risqué, qui ne peut garantir le flux de remboursement a l'investisseur.

2. Un actif non risqué, qui ne comporte pas de risque de non remboursement et dont la

profit est garantie.

Typiquement, I'actif risqué est une action (I’action sous-jacente & l'option) tandis que l'actif
non risqué s’apparente a une obligation.

On suppose que :

t
dR; = ryRydt, soit Ry = Roexp (/ rsd8>
0

ou R; un actif représente le prix de I’obligation a I'instant ¢, , > 0 représente le taux d’intérét
instantanné et on supposons toujours que Ry = 1.
Le prix de ’action {St}tzo est un processus stochastique en temps continu et est régi par

I'équation différentielle stochastique (EDS) suivante :

dSt = St (,utdt + O-tth) s S() =0 dOIlIlé, (31)

ou p; € R et oy > 0 est le parameétre de la volatilité. Avec le mouvement Brownien standard
{Wi,t > 0} et {F;,t > 0}sa filtration naturelle augmentée. On suppose que les processus r, y

et o sont progressivement mesurables avec o borné et que, pour tout 7" > 0 :

T
/ {ri+|m|+o;}dt < +o0 P —p.s
0

maintenant nous appliquons la formule d’It6 et donc on obtien la solution de 'EDS (3.1) :

t 1 t t
Sy = Spexp {/ o dWy — —/ Jgds} exp {/ usds} .
0 2 Jo 0

Dans le modeéle de Black—Scholes originel, les paramétres r,u et o sont des constantes. On a

dans ce cas :
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2
ot
R, =exprt Sy = SgexpoW, — - exp ut.
Considérons un agent qui investit dans ce marché. On indique par ¢, et 1, les valeures
respectifs d’obligations et d’actions possedes par I’agent & I'instant ¢. La valeur du portefeuille

de cet investisseur est :

Vi = ¢ Ry + Sy

Supposons que le processus (¢, 1) est progressivement mesurable. Alors que 'agent détermine
la stratégie qu’il adoptera, il n’anticipe pas le futur, ce qui rend (¢, 1)) approprié, F; représente
I'information dont on dispose a l'instant ¢, cela proscrit en particulier les délits d’initiés.
D’autra part, dans ce modeéle signalons que ¢ et 1 sont des réels; lorsqu’ils sont négatifs,
I’agent contracte une dette libéllée dans I’actif correspondant.

Un tel couple de processus s’appelle une stratégie de financement. En fait, nous ne

considérerons que des stratégies auto-financées i.e pour les quelles nous avons :

th = ¢tht + @Dtdsr

Le sens de I'auto-financement est : L’agent investit un somme V{ & 'instant ¢ = 0 dans le
marché puis au fil du temps, il fait évoluer la répartition des titres dans son portefeuille. 11
n’y a ni apport de fonds ni retrait d’argent pour consommation.

L’équation d’auto-financement nécessite une petite hypothése technique. En résumé pour

notre modéle

Définition 3.1 : Le couple (¢,1)) de processus progressivement mesurables est une stratégie

auto-financée si est vérifiant P — p.s

T
/ [ry 4] + 0202 dt < +o00
0

et tel que le processus V; = ¢, Ry + 4S; satisfait
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d% = thth + %gdSt t 2 0

Si (Xi);>o est un processus adapté, la valeur actualisée de X, est X (t) = X, /R;. On note
par a; pour le coefficient d’actualisation a l'instant ¢ avec a; = 1,/ R;. Par l'intégration par

partie on a :

dv® (t) = —Ttva (t) dt + atv;, ds® (t) = —TtSa (t) dt + thst = —Ttatstdt + thst

Oa alors, comme V; = ¢, R; + ,.S; :

Q/Jtdsa (t) = —TtQ¢ (‘/t — ¢th) dt + Cltl/JtdSt = —rtV“ (t) dt + a¢ <¢tht + wtdSt)
de 14, nous concluons le lemme suivant
Lemme 3.1 La stratégie (¢,1) est autofinancée si et seulement si dV* (t) = 1, dS® (t) .

Le résultat de cette lemme est que la stratégie autofinancée est complétement caractérisée par
la valeur initiale du portefeuilleVj et le processus ;. En effet, une stratégie est autofinancée

si et seulement si

Ve (t) = VO (0) + /0 St (u) = Vp + /0 ' pudS? () (3.2)

donc, on a ¢; via la relation ¢, = V* (t) — ¢S (t) = Vo + fot 1, dS® (u) — 1S (t) .
Nous ferons référence a une stratégie d’autofinancement par le couple (z, ), soit = la valeur
initiale du portefeuille associée via la relation (3.2) , et note par Vtgw la valeur du portefeuille

corespondant a le couple (z,)) .

Définition 3.2 On dit que (x,1)) est une stratégie autofinancée admissible si pour tout t >

0,V > 0.

Elle est dite minorée, s’il existe une constante ¢ > 0 telle que
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YVt >0, Va(t) > —c

La valeur du portefeuille doit toujours étre positive, c’est-a-dire qu’il n’y a pas de dette,
méme si elle est temporaire, et c’est pour que la stratégie soit admissible. La dette peut étre

tolérée si elle ne dépasse pas une certaine limite

3.3 Opportunité d’arbitrage

Dans le domaine de la finance, une opportunité d’arbitrage est le meilleur moyen d’obtenir
plus d’avantages, et de gagner de l'argent sans risque, surtout sans mise initiale, et tout
cela peut étre exprimé par la définition suivante Supposons que ’agent investisse pendant la

période [0, T].

Définition 3.3 : Une opportunité d’arbitrage est une stratégie minorée telle que

%:0, P(VTEO):L P(VT>0)>—O

Chaque condition a une signification spécifique, La premiére condition signifie que I'investis-
seur part de rien, Le second est de s’assurer de ne pas perdre d’argent, et le troisiéme signifie
un vrai profit.

Nous ’avons dans le modeéle de Black-Scholes :

dSe (t) = S (t) { (e — 1) dt + o, dW,} .

Soit le processus 1y = sgn (s — 1) 1,,—0. La stratégie autofinancée associée a (0, 1)) vérifie :

t t
Vel(t) = / 1, dS® (u) = / |pty — 74| 15, —0du
0 0

Sous l'absence d’opportunité d’abitrage (AOA), la stratégie précédente est un arbitrage en

I’absence de la condition |u, — 74| 1y,—0 = 0 m ® P—p.s, et donc il exist 6 le processus
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progressivement mesurable tel que :

o0, = He — T,

Prenons un exemple :

Mt — T
et = O-t 10',57&0

puisque p; — 1y =0, si oy = 0.

Nous définirons d’abord la probabilité risque neutre que c’une mesure de probabilité P*
équivalente a P sur la tribu Fr et telle que {S* (t), 0 < ¢ < T'} est une P*—martingale. Nous
allons maintenant, parler d’un résultat important dans les modeéles financiers discrets qui dit
que l'absence d’opportunité d’arbitrage est équivalente a I’existence d’une probabilité risque
neutre.

Nous poserons ici la question suivante, si ce résultat reste vrai dans les modéles continus ?
I’existence d’'une probabilité risque neutre conduisant & ’absence d’opportunité d’arbitrage
mais la réciproque est fausse.

Nous allons d’abord prouver la premiére implication, supposons donc ’existence d’une pro-
babilité risque neutre P* et considérons que ) est une stratégie minorée telle que V5 = 0. On
aVe(t) = fot 1, dS® (u) , sous P* S* est une martingale, donc V* est une martingale locale
comme intégrale stochastique par rapport & une martingale. En outre, V* (¢) reste minorée

par une constante. Or une martingale locale minorée est une surmartingale, alors nous avons

B V(D) <E[V*(0)] =V =0

Pour un arbitrage, on a V*(T') > 0 P—p.s ( ou P* c’est pareil )et donc E* [V (T')] = 0 puis
Ve(T) = 0 P—p.s. Ceci contredit le fait que P [V > 0] = 0. donc Il n’y a pas d’arbitrage.

Dans le modeéle de Black—Scholes le plus simple, on a le résultat qui exprime ’existence de
Iopportunité d’arbitrage si on s’autorise toutes les stratégies autofinancées, opportunités. Ce

résultat permet de construire un processus (h;), adapté tel que
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T T
/ h.dW, =1, 0= / hfdr <40 P—p.s.
0 0

On se place alors dans le cas p =1 =0, Ry = Sp = 0 = 1, soit R, = 1 et dS; = S, dW,,
c’est a dire, S; = exp (Wt — %) . alors On définit V;, = fot h,.dW, et 1, = g—i (0,7) est une
opportunité

d’arbitrage et V5 = 0, Vi = fOT h.dW, = 1.

Soit (Q,}" , <]:t>te[0,T} ,IP’) un espace probabilisé filtré, et W = (W}), ., un mouvement

brownien.

Théoréme 3.1 (Théoréme de Girsanov) : Soit 0 = (61),co ) un processus adapté véri-

fiant fOT 02ds < +oo p.s et tel que le processus M = (Mt)te[o,T] défini par :

t 1 t
M; = exp {/ O, dW, — —/ HEds}
0 2 Jo

soit une martingale. Alors, sous la probabilité P* de densité M; par rapport a IP. Le processus
Q = (Qt)<y<p défini par Q; = W; — fot hsds est un mouvement Brownien.

Maintenant, Nous allons essayer de clarifier la difficulté de la second. Soit P* une mesure
de probabilité équivalente a P sur Fr et donc sur F; pour tout 0 <t < T. dong, il existe un

processus (ht)te[o 7] progressivement mesurable tel que :

T t 1 t
/ hsds < +o0, D; = exp {/ hedW, — —/ hgds}
0 0 2 /o

ou : D, est la densité de P* par rapport a P et est une P—martingale strictement positive.
D’apres le théoreme précédent, le processus By = W, — fot hsds un mouvement Brownien

sous P*. D’autre part, nous avons :

ds® (t) =5 (t) {,ut - Tt} dt + O'tth = (t) {(/,l/t — T+ Utht) dt + O'tdBt} .

Si donc P* est une probabilité risque neutre, S* est une P*—martingale, et 'unicité de la

décomposition des processus d’It6, donne :

34



Chapitre 3. Modéle de Black-Scholes

e — Teohy.

[’absence d’opportunité d’arbitrag fournit : un processus ¢ tel que 0,60, = p; — r;. Et on a

0; = —h; = 2=t &j en suposant o; = 0 et 'absence d’opportunité d’arbitrage ne donne pas

ot

d’information sur ce dernier processus. Mais P* est une probabilité équivalente a P, donne D

martingale ce qui est équivalent & :

t 1 t
E [{/ hdeS——/ hids}] ~1
0 2 0

c’est une martingale car est une surmartingale d’espérance constante.
Dans le modele de Black-Scholes, nous venons de voir qu’il existe une probabilité risque

neutre si et seulement si il existe un processus progressivement mesurable 6 tel que :

T T 1 T
f — 1y = 04y, / 93 < 00, E {exp {—/ 0,dW, — 5/ dis}:| =1.
0 0 0

Dans ce cas, si P* est la mesure de densité par rapport a P sur Fr définie par le processus 6,
et (Bt)y<;<r un mouvement Brownien sous P*

t ¢
dS®(t) = S*(t) owdBy, i.e S (t) = Spexp {/ 0sdBgs — %/ a?ds}
0 0

3.4 Complétude du marché

Une option européenne d’achat, call européen, donne le droit & son détenteur d’acheter
une actif ( action, divise,...etc ) S & un prix d’exercice ( noté K ) fixé par avance dans un
contrat, et & une certaine date future fixée T, appelle la maturité. L’acheteur n’est pas obligé
d’exercer 'option, donc a la date 7' il a deux choix : acheter ’option et revendre-la a un prix
St, et obtient ainsi un bénéfice de S — K si Sr > K, sinon, il ne fait rien parce qu’il n’y
a pas de bénéfice. le gain que procure la détention d’un call européen, s’appelle le "pay-oft",

est donc ¢ = (Sp — K)* = max (Sp — K,0).
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Définition 3.4 : On appelle option européenne de maturité T' toute variable aléatoire positive

et Fr—mesurable.

Nous prouvons la maturité 7' > 0 et supposons qu’il existe une probabilité risque neutre P*

On va maintenant mentionée deux notions importantes :

Définition 3.5 : Une option européenne est réguliére — on devrait dire P*—régquliére si la

variable aléatoire £ := ar& est P*—intégrable i.e : B* [£°] < 4o0.

Une option réguliére est simulable s’il existe une stratégie autofinancée (z, ) telle que :

Vr=¢,  V®est une P* martingale.
Remarque 3.1 :

— Si toute I'option réguliére est simulable, le marché donc est complet

— loption réguliére est simulable si et seulement si il existe une stratégie minorée telle :

%:E*<€a>7 VT:£
— Si ¢ est simulable alors il existe une stratégie autofinancée telle que V¢ est une P*—martingale
et Vo (T) = ¢, alors :
Va(t) =B [V (T)\ F] =E" (" \ 7).

— V% est sous P* une martingale locale minorée, donc est surmartingale, Si (x,1)) est une

stratégie minorée. Donc pour tout ¢ € [0,7] on a :

E* V()] <B"[V* ()] < B [V (0)]

— Pour tout t € [0,T]. E*[V*(t)] = E*[£] et V* est une P*—martingale, si V*(0) = V; =
E* (g et V(T) = £
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résultat : Soit P* une probabilité risque neutre. le marché est P*—complet si et seulement
si P* est 'unique probabilité risque neutre.
Dans le modéle de Black—Scholes, nous supposons qu’il existe une probabilité risque neutre

P*. Donc on a :
Théoréme 3.2 :.Le marché est complet si et seulement si oy = 0 m @ P—p.p.

Preuve. : Nous allons prouver le théoréeme précédent. Tout d’abord, supposons qu'’il existe
une probabilité risque neutre P*, ensuite zsur J; notons D; la densité de P* par rapport a P qui
est une P—martingale. Soit # un processus progressivement mesurable tel que 0.0; = pu; — rt,

fOT 02ds < +oo et m

t 1 t
D; = exp <—/ O, dW, — 5/ 6’?(13) .
0 0

Le processus B; = W, + f(f 0sds est sous P* un mouvement brownien et dS® (t) = S (t) 0y dB;.

(=) Posons que le marché est complet. Considédons £ un variable aléatoire Fr—mesurable

T T
§=Rr <1 +/ lgtodBt> soit £&* =1 +/ 1,,—0dB;
0 0

&* est intégrable par rapport & P* et E* (£%) = 1. £1, £ sont simulables, donc il existe T,

1~ deux processus progressivement mesurable tels que :

t
M7 .= E* (f“i) +/ YEAS® (u) P* — martingale vérifant MF = ¢**.
0

Onav =yt —4~ et M = M* — M~ avec, M est une P*—martingale et par suite il en
est de méme de X; .= M, — 1 — fot 1,.—0dB; qui vérifie Xp = £* — &% = 0, donc pour tout

0<t<T:

t t t
X, =E" (&%) + / S (u) 0ydB, — 1 — / 1,,-0dB, = / (S (u) 0y — 14,—0) dB,, = 0.
0 0 0

Alors, 1,5% (u) 0, = 1,,¢ m® P—p.p et donc o, # 0 soit g, = 0 m® P—p.p.
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(«<=) Supposons g, > 0 m®@ P—p.p. Et £ est une option réguliére, et M la P*—martingale

M; = E* (Sa\ft) .

Théoréme 3.3 (Théoréme de représentation des martingales browniennes) : Soit N =
(N)geier une martingale de carré intégrable, par rapport & la filtration (Fy)ge,cp- 1l existe

un processus adapté (Ly)o,<q tel que EfOT L%ds < +oo et :

t
vt € [0,77], Nt:Nng/LSdBS p.s.
0

Donc, comme M est une P—martingale nous utilisons le théoréme précédent et on obtien :

t
vt € [0,7], Mt_M0+/ H,dB,
0

avec H un processus progressivement mesurable.

Posons ¢, = ﬁ pour obtient :

t)

M; = My + / 0,5 (u) dB, = E* (¢%) +/ 1, dS* (u)
0 0

La stratégie autofinancée (E* (¢*) , 1) simule l'option £ puisque par construction V¢ = M est

une P*—martingale telle que V¥ = Mp = £* soit Vp = &.

3.5 La problématique des options

Dans cette partie, nous parlons des problémes que les options posent au vendeur. A
Iinstant ¢ = 0 il vend l'option et recoit une somme = d’argent.qui appelée la prime Le
premier probléme du vendeur est de ne pas perdre d’argent : A la date de maturité, il sait
qu’il devra verser au détenteur de I'option la somme & (w) Pour éviter le risque, le vendeur
investit la prime x dans le marché et tente d’adopter une stratégie autofinancée et minorée
1 dans lequel V' Y > ¢. Le deuxiéme probléme, concurrence dans le marché, car notre agent
n’est pas le seul a proposer ce produit, et pour gagner, il essaiera vendez I’option au prix le

plus bas possible. Finalement, £ apparait comme :
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P (&) = inf {x > 0,3 (x,1) stratégie minorée t.q fo’w > ¢ P—p.s}

Prouver P (£) > E* [€%]. est tres facile. Soit (x,1)) une stratégie minorée telle que Vi > ¢, V¢

est une surmartingale et

r=B[V*(0)] = E [V (T)] = B (£%).

Théoréme 3.4 : Sile marché est complet, P () = E* [£%], Uinfimum étant atteint pour une

stratégie (x,1)) telle que V¥ = €.

Soit V* une P*—martingale Le marché est complet, donc il existe une stratégie (x, 1) simulant

&

£ =V (0) = E' [V (T)] = B" (£°).

La raison pour laquelle nous avons parlé de prix équitable ( fair price ) est que I'acheteur de
Ioption paye la prime z, et il ne veut pas perdre d’argent donc il investit dans le marché en
suivant une stratégie 1. Il souhaite aussi profiter de ’option pour couvrir sa dette éventuelles
au temps 7" soit £ + V. “¥ > (). les acheteurs veulent savoir a quel point ils ne peuvent pas

perdre complétement de I'argens soit

sup {:c > 0,3 (—x,1) autofinancée t.q & + V{m’w >0P—-pset VP — sur—martingale} )

Notons P— (€) cette derniére quantité et montrons que P— (&) < B* (%) Onaé > 0=V,
P—(&) > 0, et si(x,1)) est une stratégie autofinancée on a V* (1) > —£%, donc par la propriété

de surmartingale :

B (€°) < B [V ()] < B* [V (0)] = —a.

Lorsque le marché est complet, il existe une stratégie (x, 1)) qui simule 'option et = = E* (£%) ,
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la stratégie (—x, —1)) réalise le supremum et par suite P — (§) = E* (£%) = P (§) . I'acheteur
a le méme point de vue que le vendeur d’ou I'expression ( prix équitable )

Formule de Black—Scholes : Il est impossible de présenter le modéle Black -Scholes
sans donner la fameuse formule du méme nom qui donne le prix du call européen dans le cas
le plus simple. Si on considére une option européenne d’achat de prix d’exercice K, la date

de maturité T, et &€ = (Sp — K)* . Le prix d’une telle option C' est :

C =E* [exp (—rT) (St — k)" = E* [(S*(T) —exp (—rt) K) "] .

Soit GG une gaussienne centrée réduite. On a :

S*(T) = Spexp (0 By — 0°T/2) @ So exp (a\/TG — O’QT/2>

posons « = ov/T, donc :

1 a? * x?
C = E/R (So exp (am — 7) —exp (—rT) k:) exp (—5) dx
So /e (aa: 02) . ( xz) s exp (—rT) k /e < mz) i
= —— [ex — — Jexp | —— - |exp|——
V2T Jr P 2 P 2 V2 I P 2
2
Sil= {a: € R, Syexp (aa:* — %) > exp (—rT) k} = [—d*, —|—oo[ avec

diirT—Fln(%)i%irT%—ln(%)iﬁTT

o B O’\/T

Il vient alors :

So (z —a)? exp (—rT) k / ( x2>
C = Gl B I e T Va
Nz exp < 5 T Nor: . exp (= | de

So . p( y2) p exp(—rT)k/ . p( xQ) g
V2T y>—d-—a 2 Y V2w r>—d~ 2

et comme d~ + o = dT on obtient :
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C =5 (d") —exp (—rT) k® (d")

ou ® est la fonction de répartition de loi normale centrée réduite.
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Conclusion

En conclusion, dans ce modeste travail nous avons essayé de répondre a la question
posée de savoir comment prouver ’existence et I'unicité de les solutions fortes
d’équations différentielles stochastique et, nous nous sommes appuyés en cela sur la méthode
d’approximation de Picard et quelques théorémes pour prouver I'existence de la solution et

son unicité. Il est également possible d’utiliser I’argument de point fixe.

42



Bibliographie

ABDICH, N. (2017/2018). Les équations différentielles stochastiques en dimension finie

(Mémoire de Master, Université Dr Moulay Tahar-Saida).

BELQADHI, A. (14 Janvier 2008). Etude du calcul stochastique : martingales, mouve-

ment Brownien et intégration d’Ito.
BRIAND, P. (Mars 2001). Equations Différentielles Sochastiques Rétrogrades
BRIAND, P. (Mars 2003). Le modele de Black & Scholes.

GHAMRI, Y. (Juin 2019). Processus de Lévy et ’Equation Différentielle Stochastique

(Mémoire de Master, Université Mohamed Khider-Biskra).
JEANBLANC, M. (Septembre 2006). Cours de calcul stochastique, Master 2IF EVRY.

JEANBLANC, M & SIMON, T. (Septembre 2005). Elements de calcul stochastique,
IRBID.

LE GALL, J.F. (2013). Mouvement brownien, martingales et calcul stochastique (Vol.71).

Springer-Verlag Berlin Heidelberg.

LAMBERTON, D & LAPEYRE, B. Introduction au calcul stochastique appliqué a la

finance.

43



Annexe : Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées

ci-dessous.
Q L’ensemble de résultat possible.
F Tribu sur 2.
P Probabilité.
R4 Espace réel euclidien de dimension d.

B (]Rd) Tribu borélienne sur R?.

E[X] Espérance mathématique ou moyenne du v.a.X.

Var [X] | Variance du v.a X.

Cov Fonction de covariance.
sAt min (s,t).

1 ,xz€eA
14 Indicatrice de A est noté : 14 (z) =

0 ,zeA
Lt Espace des processus intégrables.

Ensemble des fonctions une fois dérivable et dont

Ct la premiére dérivée est continue.

Rdxm Ensemble des matrices réelles d x m.
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p.S Presque stirement.

P—p.s Présque stirement pour la mesure de probabilité P.
v.a Variable aléatoire.

ie C’est a dire.

resp Respectivement.

MB Mouvement Brownien.

max Maximum.

S? Ensemble de processus caglad, F; — adapté.
EDS Equation différentielle stochastique.

AOA L’absence d’opportunité d’arrbitrage.

m ® P—p.s | Presque partout par rapport la mesure m ® P.
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