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Introduction

Dans ce travail, on considére un probléme de controle optimal stochastique pour les
systémes avec sauts, qui consiste & minimiser une fonction de cotit donnée par :
T

J(u) =E /L(taXtaut)dt+\I/(XT) ;

0

ot X; est la solution de I’équation différentielle stochastique (EDS) suivante :

axX,=f (tyXuUt) dt +g (tuXtyut) AW, + /h (taxt_7ut79) 2 (d&,dt) )
Rl
XO =,

avec W est un mouvement brownien, y est une mesure martingale de Poisson, u est un
processus de controle.

Notre objectif est d’étudier les conditions nécessaires d’optimalité sous forme de principe du
maximum stochastique. Nous supposons que le domaine du controle est convexe. Cette étude

est basé sur le travail de Cadenillas [4].

Nous présentons dans ce travail trois chapitres :

Le premier chapitre est introductif et permet d’introduire les outils essentiels pour com-

prendre le principe du maximum stochastique ( processus stochastique, mouvement brownien,
. e .

processus de poisson, l'intégrale stochastique et .. .).

Le deuxiéme chapitre, contient I’essentielle de notre étude, nous commencons par une for-

mulation générale du probléme, puis nous étudions le principe du maximum stochastique

(conditions nécessaires d’optimalité).



Introduction

Dans le dernier chapitre, nous appliquons le principe du maximum stochastique au probleme

de consommation et d’investissement.
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Chapitre 1

Généralité sur le calcul stochastique

Dans ce chapitre nous allons rappeler des notions essentielles en théorie du calcul stochastique,
nous commencons par définir un processus stochastique, mouvement brownien, l'intégrale
stochastique, processus d’itd, nous rappelons ensuite les équations différentielles stochastique
et le processus de poisson.

Soit (£2, F,P) un espace probabilisé et (Rd, 15} (Rd)) un espace mesurable.

1.1 Processus stochastique

Définition 1.1 Un processus stochastique X = (Xy),.r est une famille de variables aléatoires

X (W) : (Q,F) — (R B (R?)) indexée par un tempst € T :
1. Pour ¢ fixé, w € Q — X; (w) est une variable aléatoire.

2. Pour w fixé, t € T — X, (w) est une fonction réelles, appelée trajectoire du processus.

- T C N le processus est a temps discrét,

- T =0, a] tel que a > 0 le processus est a temps continu.

Définition 1.2 (Filtration) Une filtration (), de (2, F) est une famille croissante de

sous-tribus de F pour s <t, Fs C F; C F,



Chapitre 1. Généralité sur le calcul stochastique

- la filtration naturelle (ou canonique ) de processus X; est donné par
FX=0(X,,0<s<t), teT,
c’est la plus petite o-algébre par rapport a laquelle X, est mesurable pour tous 0 < s < t.
L’espace (Q, F, F=(F)rer ,IP’) est appelé espace probabilisé filtreé.
Remarque 1.1.1 La filtration est dite :

1. Continue a droite si Fy+ 1= Ny Fs = F.

2. Satisfait les conditions habituelles si elle est continue a droite et si Fy contient tous les

ensembles P—négligeables de F.
Définition 1.3 Un processus (X;) t>0 €st dit mesurable si lapplication définie sur
(Ry x Q,B(Ry)® F) par (t,w) — X; (w) est mesurable.

Définition 1.4 On dit que un processus (Xt)tzo est adapté par rapport a F si pour tout

teT, X; est Fi-mesurable.

Définition 1.5 Un processus est a trajectoire continue si
P{we 2t — X; (w) est continue}) = 1.

Définition 1.6 Un processus (Xt)tzo est dit progressivement mesurable par rapport a F st

V t € T Uapplication (s w) — X, (w) est mesurable sur ([0,1] x 2, B([0,]) ® F) .

Définition 1.7 Un processus (X),>, est dit cadlag (continue & droite et pourvu de limite
& gauche ) si ses trajectoires sont continues & droite et pourvues de limite & gauche pour

presque tout w.

Remarque 1.1.2 Un processus progressivement mesurable est mesurable et adapté.
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Proposition 1.1 Soit (X;) 1> un processus stochastique dont les trajectoires sont continués
a droite (ou a gauche), alors X, est mesurable et progressivement mesurables s’il est de plus

adapté.

Définition 1.8 (processus gaussien) Un processus stochastique X = (X;),.p est gaussien
ssi toute combinaison linéaire de ses marginales oy Xy, + ... + @, Xy, suit une loi gaussienne

(pour tout n € N, t1,..t, € T et a;...a,, € R).

1.2 Mouvement Brownien

Définition 1.9 Un processus stochastique (Bt)tzo est appellée mouvement brownien si véri-
fiée les conditions suivantes :

1. Bp=0.

2. (B;) — B;(w) continue P —p s.

3.V 0<s <t lavariable aléatoire B; — B, est indépendante de F;.

4.V 0<s<t, B,— Bsest deloi N(0,t—s).
Lorsque (Ft), est la filtration naturelle de (B;),, on dit que B est un mouvement brownien
naturel.

Proposition 1.2 i (B;),, est un mouvement Brownien, alors :

i) le processus B défini par B; = B, s — B est un mouvement Brownien.
ii) le processus B défini par B, = —B; est un mouvement Brownien.
iii) le processus B défini par By = %382 , est un mouvement Brownien.

iiii) le processus B défini par, B, = tB1,Vt > 0, By = 0 est un mouvement Brownien.
t

1.3 Intégrale stochastique

On se donne un espace (£, F,P) et un mouvement Brownien B sur cet espace. On désigne

par F; = 0 (Bs, s < t) la filtration naturelle du MB.

7
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Définition 1.10 [’intégrale de Wiener définir par

t
/ 0,dB,,
0

telle que 6 est un processus stochastique.

Définition 1.11 On dit que {0;,t > 0} est un "bon processus” s’il est (F;) adapté et cadlag

vérifiant :

t
E[/ O.ds| < 4+ Vet > 0.
0

2
loc

Propriétés de ’intégrale stochastique : On note A ’ensemble L3 . (2, RT) des processus

t
0 adaptés caglad vérifiant [E l / 0 (w)ds| < oco.
0 1
Définition 1.12 Soit B un MB et {0;,t > 0} un "bon processus” :
t
1. 0 — / 0,dB, est linéaire.
0

t
2. Le processue ( / 0sdBs)iclo,r) est & trajectoire continue.
0

t 2 t
3. N, = [/ Qsst} - / 0’ ds. Le processus (N;,t > 0) est une martingale.
0 0
t t t
4. on a E {/ HSdBS] =0 et var {/ QSdBS] =K [/ szs} )
0 0 0

1.4 Processus d’Ito

Un processus X est un processus d’Ito si

t t
X, =x+ / byds + / osdBs,
0 0

t
ou b est un processus adapté tel que / |bs|ds existe (au sens Lebesgue) p.s. pour tout t, et
0

0 un processus appartenant a A.
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On utilise la notation plus concise suivante

dXt = btdt + O'tdBt,
XQ = .

Le coefficient b est le drift ou la dérive, o est le coefficient de diffusion.

L’écriture dX; = bidt + 0,dB; est unique (sous réserve que les processus b et vérifient les
conditions d’intégrabilité).

Ceci signifie que si

dX, = b,dt + 0,dB, = dX, = b,dt + 7,dB,.

alors b = b, 0 = &. En particulier, si X est une martingale locale alors b = 0 et réciproquement.

t
On peut définir un processus d’Ité pour des coefficients de diffusion tels que / o2ds < oo,
0

mais on perd la propriété de martingale de l'intégrale stochastique. La partie x + / bsds
0
est la partie & variation finie. Si un processus A & variation finie et une martingale, il est

t
constant. En effet, si Ay =0, Ai = 2/ A dA, et par suite E [Aﬂ =0.
0

1.5 Equations différentielles stochastiques

Une équation différentielle stochastique est une équation de la forme

t t
X = :L‘—{—/ b (s, Xs) ds+/ o (s, Xs) dBs, (1.1)
0 0

Ou en autre forme
dXt =b (t, Xt) dt +0o (t, Xt) dBt,

XOZ.T.

L’inconnue est le processus X. Le probléme est, comme pour une équation différentielle
ordinaire, démontrer que sous certaines conditions sur les coéfficients, I’équation différentielle
a une unique solution.Il est utile de préciser les données.

Soit b et o deux fonctions de R* x R™ & valeurs réelles données. On se donne également un
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espace (£2, F,P) muni d’une filtration (F;) et un.(F;) mouvement brownien B sur cet espace.
Une solution de (|1.1]) est un processus X continu (F;)-adapté
t t
tel que les intégrales / b(s, Xs)ds et / o (s, Xs) dB, sont un sens et I’égalité
0 0

t t
Xt—:v—l—/b(s,Xs)ds—l—/a(s,XS)dBS,
0 0

est satisfaite pour tout ¢, P — p.s.

1.6 Processus de Poisson

Définition 1.13 Un processus de poisson N de paramétre A > 0 est un processus de comp-
tage

\V/t Z 0, Nt == Z 1{Tn§t}7

n>1
associé a une famille (T,,; n € N) avec Ty = 0 de va représentant les temps d’arrivées, telle
que les variables aléatoires (7},11 — Tp,; n € N) sont i.i.d de loi exponentielle de paramétre .
Processus de Poisson compensé : On définit la version "centrée" d’un processus de

Poisson par

Nt:Nt—)\t.

Sa fonction caractéristique est
¢y, (z) =exp[e” =1 —iz].
N est aussi a accroissement indépendant. Comme

E[N,/N,,s < t| = E[N, — N, + N,/N,]

=E [N, — Ny]+ Ny =X (t —s) + Ng,
alors (Kft> est une martingale,

10
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Vs<t, E <]\7t/Ns> = N,.

(Nt) est dite Processus de Poisson compensé et l'expression déterministe (At),., est dite
compensateur de (N;),-,. Pour un processus de Poisson compensé, la mesure aléatoire est
définie par

M (A) = M (A) — A|A].

—~

M (A) vérifie :
E (JTI(A)) —0 et war (JTI(A)) — A

Remarque 1.6.1 Pour définir la mesure aléatoire de Poisson sur R?, on peut remplacer
A C R* par un ensemble E C R? et la mesure de Lebesgue |-| par une mesure de Radon

-Nykodim v sur F.

Mesure aléatoire de Poisson compensé : La mesure aléatoire de Poisson compensé est

définit par

et elle vérifie :

- Pour tous les ensembles compacts disjoints Ay, ..., A, € E.

- Les variables M (A;), ..., M (A,) sont indépendantes et vérifiants

Le processus de Poisson définit par un processus de comptage n’est pas utilisé pour modéliser
les cours d’actifs, car la condition que la taille est toujours égale a 1, n’est pas réaliste. C’est

pour ¢a, on va définir le processus de Poisson composé,

Définition 1.14 Le processus de Poisson composé d’ intensité de sauts A et de distribution

11
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de taille de sauts p est un processus stochastique (X;) >0 €St défini par

Ny
Xi =) Vi,
k=1

ou {Y;},o, est une suite de v.a indépendantes de loi ;1 et N est un processus de Poisson

standard d’intensité indépendant de {Y;} .

Proposition 1.3 un processus de Poisson (X;),., est composé si et seulement si, il est un

processus de Lévy et ses trajectoires sont des fonctions continues par morceau.

Mesure aléatoire d’un processus de Poisson composé : Pour tout processus cadlag et
en particulier, pour tout processus de Poisson composé, on peut associé une mesure aléatoire

sur R? x [0, co[ qui décrit les sauts de X pour chaque ensemble mesurable B C R? x [0, oo] :

Jx(B)=E | Y 1p5(X, - X\~ 1)

t€[0,T]

Pour chaque ensemble mesurable A C RY, Jx (A x [t1,t]) contient le nombre de sauts de X
entre t; et t5 dont les tailles des sauts sont dans A.

Premiére Formule d’It6

Théoreme 1.6.1 Supposons que X (t) € R est un processus de lévy d’ité de la forme

dX (t) = a(t,w)dt + p (t,w)dB (t) + /7 (t, z,w) N (dt,dz), (1.2)

ou

_ N (dt,dz) — v (dz)dt st |z|<R
Y z) = *
N (dt, dz) (1.3)
N (dt,dz) si |z|>R

pour certains R € [0, o0] .

12
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Soit f € C?(R?) et définie Y (t) = f (¢, X(t)). Alors Y (t) est & nouveau un processus de

lévy d’ito et

af of

dY (t) = (,% (1, X () db -+ S5 (4, X(0) [a (1) db -+ B (1) dB() (1.4)
25 ) T (e x (0
/{f (X () £ (8.2) — £ (6.X (£))
|z|]<R

af (t X( ))v(t,z)}v(dz)dt
/{f (LX) +y(t2) = f(6X (t7))} N (dt,dz).

Remarque : Si R =0 alors N = N.
Si R = oo alors N = N.
La formule d’Ité6 multi-dimensionnelle : Soit X (f) € R" étre un processus de lévy d’ito

de la forme

dX (t) = a(t,w)dt +o(t,w)dB (t) + /7 (t,2z,w) N (dt,dz), (1.5)

RTL
ota:[0,T]xQ— R o:[0,T]xQ— R ety:[0,T]xR"xQ — R sont des processus

adaptés tels que les intégrales existent. B (f) est un mouvement brownien m-dimensionnel et

N (dt,dz)" = (Ny (dt,dz1), ..., Ny (dt, dz))

= (N1 (dt,dz1) — X|z|<r01d (1) dt, ..., Ng (dt, dze) — X|zy)<r,Ved (2¢) dt) ,

ou {N,} sont des mesures aléatoires de Poisson indépendantes avec des mesures de lévy v;
provenant de processus de lévy indépendant (uni—dimensionnel) 7y, ..., 7;.
Notez que chaque colonne v* de n x £ la matrice v = [7;;] ne dépend de 2 que par la k*m°

coordonnée zj, c’est-a-dire

Vot z,w) = AR (t, 2z, w) z=(21,..., ) € R

13
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Ainsi, I'intégrale a droite de (1.5 n’est qu'une notation de matrice abrégée. Lorsqu’il est écrit

en détail composant numéro i de X (¢) en (L.5)), X;(¢) obtient la forme
X (t) = o (t,w) dt+z% (t,w) dB; ( +Z/%] t,zj,w) N, (dt,dz);  1<i<n. (16)

Soit f € C*2([0, 7] x R%;R). Mettre Y (t) = f (¢, X (t)) . Alors

qY (1) = g—{dt+z gﬂi (cudt + 0dB (1)) +%Z (00" 8§i2ngdt (1.7)
+Z [ A x @) +a® ) - £ (X ()

Zk|<Rk

_ Z%’(k) (t, zk) 7, (X (t7)) } vy, (dzy,) dt

+Z/{f (X () +yW (t ) — f (6 X (¢7)) Ni (dt, dz) }

k=1p

oit v¥) € R™ est le numéro de colonne k de n x ¢, la matrice v = [yi] et Ve =~ est le

nombre de coordonnées i de v*).

14
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Chapitre §.2
Principe du maximum stochastique
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Chapitre 2

Principe du maximum stochastique

Soit (Q, F, (F;),P) un espace probabilisé, (F;) est une filtration P-compléte et continue a
droite. W est un mouvement brownien de dimension d, p un processus stationnaire (F;)-
Poisson de point sur un sous-ensemble fixé non vide £ de R'. On note par m(df) la mesure
caractéristique de p et par 1i(df; dt) la mesure de comptage. Nous supposons que m(€) < oo,
on définissons u(df,dt) := p(df,dt) — m(d)dt telleque g est une mesure martingale de
Poisson avec la caractéristique m(df)dt. Nous supposons que (F;) est P—augmentation de la

filtration naturelle (}"t(W’“ )) définie par Vt € [0, 00) :

ﬁwnggwﬁzogsngU(//luamyogsstAeﬁ@O-
AJO

Soit 7 un nombre fixé strictement positif réel, U un sous-ensemble convexe fermé de R*, et

considérons les fonctions

:[0,7] x Q — L(R™ R"),
0, T] x Q — L(RF; R™),
. [0,7] x Q — R™,

S Q - =

0; 7] x Q — L(R"; L(R%R™)),

16



Chapitre 2. Principe du maximum stochastique

E:1]0,T] x Q — L(RF; L(R% R)),
F:[0,7] x Q — L(R4R),
G:[0,T] x Q x & — L(R%R™),

H:[0,T] x Q x & — L(R¥;R"),
I:00,T) x Q2 x & —R"

L(V,/Wv) désigne ’espace des transformations linéaires d’un espace vectoriel V en espace
vectoriel IW. Nous identifierons les transformations linéaires avec des matrices. De plus, les
vecteurs seront considérés comme des matrices & une colonne, et M* est la transposé de la
matrice M.

Nous supposons que A, B, C, D, E, F, G(0), H(0) et I(0) sont prévisibles par rapport a
(F:) et uniformément borneé dans (t,w,d) € [0,00) x Q x E.

Considérons maintenant ’équation différentielle stochastique linéaire
dXt = f(tv Xta ut)dt + g(ta Xt7 ut)th + /h(tv Xt—7 Ut, H)M(d07 dt)7

£ (2.1)
XO =,

ou
flt,x,u) = Ay + Bu + Cy,
g(t,x,u) = Dyx + Ew + Fy,
h(t,z,u,0) = G(0)x + Hy(0)u + 1,(0).
Pour s’assurer que I’équation différentielle stochastique ci-dessus a un sens, il faut considére-

rons que les processus de controle (F;)—prévisibles u : [0,T] x Q — U C R” satisfait

T T T
IP’{/ B | dt < oo,/ | B dt < o0, et / /\Ht(e)ut|2m(d9)dt< oo} —1(29)
0 0 0 &

Ensuite, il existe un unique processus stochastique X* cadlag adapté (continue a droite amet
une limite a gauche) qui satisfait (2.1)).

Nous observons cette condition supy;<r E[|u(t)|®] < oo de [12] implique que la condition

17



Chapitre 2. Principe du maximum stochastique

E [fOT || dt] < oo de [10, 1], et cela implique que P {fOT lug|” < oo} = 1, ce qui implique

2.

Ainsi, nous considérerons une plus grande classe de controles que dans [10, [12]. Evidemment,
la linéarité du systéme et pour tous les processus de contrble u, v comme ci-dessus, nous

avons pour chaque a € [0,1] on a :

Xout(=av — o X% 4 (1 —a)X". (2.3)
Considérons maintenant les fonctions mesurables :

T:Q— CYV;R),

L:[0,T] x Q— C"Y(V x U;R).
Supposons que ¥ est (F;)—mesurable, L est (F;)—adapté, et que pour chaque
(t,w) € [0,T] xQ, L(t,.,.) € CHY(V x U;R) et ¥(.) € CY(V;R) sont des fonctions convexes.

Définition 2.1 Soit V' un sous-ensemble fixe, non vide et convexe de R"™. Pour tout x € V,
on noterons par U(z) la classe des processus de controle u : [0;T] x Q@ — U , qui sont (F;)-
prévisibles, satisfait la condition , et sont tels que la trajectoire correspondante X" de
satisfaient P{Vt € [0,T] : X} € V'} = 1. Ils seront appelés controles admissibles.

De cette définition et de ([2.3)), nous observons que la classe U des controles admissibles est
convexe.

Notre fonction de cout J : U — R est de la forme :

T
J(u) =E {/ L(t, Xy, up)dt + ¥ (Xp)| . (2.4)
0
La propriété suivante est alors évidente.

Proposition 2.1 La fonction J est convexe. De plus, si pour chaque (t,w) € [0,T] X

Q, L(t,.,.) ot ¥(-) est strictement convezxe, alors J est strictement conveze.

18



Chapitre 2. Principe du maximum stochastique

Probleme 2.1

Nous étudions le probléme de controle stochastique suivant :

ueU ueU

inf J(u) — inf B [ / L X w1 (X)) (2.5)

Autrement dit, nous voulons trouver un controle u € & qui minimise la fonction de cout J.

2.1 Processus adjoints
Considérons un controle optimal u avec la trajectoire correspondante X.

Définition 2.2 Un triple (p,q,r) des processus stochastiques p : [0;T] x Q — R™, ¢ : [0;T] x
Q — L(RYR™), et r: [0;T] x Q x & — R, est une solution de ’équation adjointe si p est

adapté, q et r(0) sont prévisibles, et ils satisfait

( d
dpe = (Lr(tu Xo,up) — Ajpe — ZDt(j)*qgj) - /Gﬁ&Q)m(dQ)) dt
j=1 €

+qdWy + [ (0)p(dB, dt), (26)

| pr= - (X2).
Pour chaque j € {1,2,...,d}, Dﬁj) et q,fj ) sont des matrices de dimension n x n et n x 1,
respectivement.
Hypotheése 2.1
Dans cette section, nous supposons que

T 2
B 0.(Xr) Pl <00 o B /0 Lo(t, X0 )| dt| < oo, (2.7)

Soit £ un espace vectoriel normée de dimension finie. On note par M?(0,T; £) I’ensemble du
processus a valeurs vectorielles E : 10, T] x Q — L qui sont mesurables, adaptés, et satisfait

~ 2
E [ fOT ’5 (t)) dt < oo] , et par M??(0,T; L) espace des versions (F;)—prévisibles des classes
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équivalentes dans M?2(0,7T; L). De méme, M*?(0,T;E; L) dénote I'ensemble des processus
- -2

(F)—prévisibles € : [0,T] x Q x & — L satisfaisant E |:f0T Je ‘f(t,@‘ ym(d H)dt] < 00.

Le résultat suivant d’existence et d’unicité est prouvé dans [12], Lemma 2.4]. La preuve utilise

un résultat de représentation de martingale voir [12, Lemma 2.3].

Théoreme 2.1.1 Si I’Hypothése 2.1 satisfaite, alors il existe un triple unique
(p,q,r) € M*(0,T;R") x M*P(0, T; L(R:R™)) x M*P(0,T; & R"),

solution de l’équation adjointe|2.0, avec p est un processus cadlag.

Nous appellons p, q et r les processus adjoints.

2.2 Principe du maximum stochastique

On définie la fonction d’hamiltonien H par

H(t,p,q,?”,l’,ﬂ) = —L(t,x,u) +p ' f(t,ZL’,U> +q : g(t,x,u) (28)

+ 1) - bt z,0,0)m(as).
£
Le - signifie le produit intérieur. Soit Z* la solution de 1’équation linéaire

t t
Zy = / (AsZs + Bsug) ds + / (DsZs + Esug) dWy
0 0
t
+/ /(GS(H)ZS_ + Hy(0)us)u(do, ds).

0o Je
Nous observons que Z" — Z¥ = X" — X", L’hypothése suivante est utilisée dans la preuve de
Lemma 2,11

Hypotheése.2.2

Il existe une variable aléatoire Y : Q — R et un processus mesurable Y : [0, 7] x Q — R telle
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que E HY/H < 00, E[fOT |Y;| dt] < oo, et pour tout arbitraire u,v € U, p € [0, 1], on a

Lemme 2.1 J est une fonction différentiable au sens de Gateaux donné par

<J/(U)7 u> =E |:/OT {ZZJ} ) Lw(t7 Xfﬂ’t} + Uy - Lu(t7XZ}7vt)}dt + Z;“ ’ \II:C(X;“) : (29)

Proof. La preuve est la méme que celle du lemme 1.1 [3, Lemma 1.1] . Considérons les semi-

martingales p et X* donnés par les Egs (2.6) et (2.1]), et on applique la formule d’It6 ou de

facon équivalente la formule d’intégration par parties, nous obtenons (voir |7, Section 2.6
G g

t d
pe - Xy —po- Xy :/ {X:' [Lx(SaXsﬁs) — Aip,— Y DY
0

Jj=1

— /G:rs(ﬁ)m(dﬁ)] +ps - fs, X¥ us) +qs - g(s, X;‘,us)} ds
£

t
T / (ps - g(s, X" uy) + X" - q.} W,
0

t+
+/ /{Xs— ' Ts<9) —|—pS, ' h(S,XS,,US,9>
0 &

+ h(s, Xs-,us,0) - 75(0)} pu(db, ds)

/ / (5, X2, s, 0) - 1 (0)m (d0)ds.

L’équation ci-dessus peut étre écrite comme

t
Rﬁzpo-er/ {ps-Cs+qs-Fs+/rs(9)-Is(e)m(de)}ds+sy, (2.10)
0 &
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ot nous dénotons pour chaque u € U,t € [0,7] :

t
S = / (pe- 9, X2 ) + X¥ - g} W, (2.11)
0

t+
+/ /{Xs : 7“5(9) +psf : h(S,XS,,US,Q)
0 &

+ h(s, Xs_,us,0) - r5(0)} u(do, ds),

¢
R} :=p, - X' — / {X;L - Ly(s, X5, Us) (2.12)
0

+ps - Bsus + qs - Fsugs + /

. 7s(0) - Hs(ﬁ)usm(dH)} ds.

Si on consideére seulement les controles qui satisfait | fOT u, dt] < oo, alors il aurait été possible
de prouver (comme dans [3, Lemma 3.1]), pour chaque u € U, S* ne serait pas seulement

une martingale locale, mais aussi une martingale, donc Yu € U,t € [0, 7] :

B < | -s+ | t {pocvaris [r0) LOma} is] ~mire)

Puisque nous considérons une classe plus grande de controles (rappelez-vous , S* n’est
pas nécessairement une martingale. Nous devons considérer les trois cas suivants

Cas .1 : Pour chaque u € U : E[RY] < E[RY].

Cas .2 : Pour chaque u € U : E[RY] > E[RY].

Cas .3 : Il existe u,v € U telle que B[R] < E[RY] < E[RY)].

Soit la fonction H : [0,7] x Q x U — R définie par

ﬁ(t,w,u) = L(taf(t(w)’ u) — pr(w) - Be(w)u — q(w) - By(w)u

_ / ro(0)(w) - H,(6) (w)um(d6).
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Nous notons que H(t,w,.) est convexe. m

Proposition 2.2 Si le cas .1 est vérifie, alors la condition nécessaire pour que u est un

controle optimale pour le probléme (2.1) est que pour chaque u € U :

E [ / B, 1) - (1) - T} dt] > 0. (2.13)

D’autre part, si le cas .2 est vérifie, alors 'inégalité est une condition sufficient d’op-
timalité pour un controle .

Proof. Le probléme de controle optimal consiste & minimiser J(u) sur u € U, ot J est une
fonction convexe Gateaux-différentielle avec dérivé donné par . Par conséquent, selon la
proposition 2.2.1 de [6, pp. 36 et 37], une condition nécessaire et suffciente pour u d’étre une

solution du probléme 2.1 est que pour chaque u € U :
(J'(@),u—u)>0.
Ainsi selon (2.6) @ est un controle optimal si et seulement si Vu € U :

T
E [/ {(Xt” X)) - Lot X W) + (ur — ) - Lu(t, X, ag} dt + (X2 — Xp) - \Ifx(XT)}
0

T
= {/ {(Xtu — Xy) - Lo (t, Xo, Uy) + (up — ) - Lu(t,Xt,ﬂt)} dt + (X7 — X7) 'pT}
0

> 0. (2.14)

Dans le cas .1, On a pour chaque u € U :

E UOT {Lult, R ) - (e = 50) + p1 - Bu(@ — )
b B — w) + / ro(0) - H(0) (@ — ut)m(dﬁ)} dt}

&

T
= E |:/ {Lu(t,Xt,ﬂt) . (Ut — ﬂt) + Lx(t,Xt,ﬂt) . (Xtu — Xt)} dt
0
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T
+ / {pt By + Xy - Lo (t, Xy, Ue) + qo - Bug + | 14(0) - Ht(Q)ﬂtm(dH)} dt
0 £

T
— / {pt - Byuy + Xy - Lo (6, X, ) + - Eyug + | 14(0) - Ht(H)utm(dG)} dt]
0

£

T
>E U {(XZ‘ — Xo) - La(t, Xy, ) + (ue — ) - Lu(t, Xy, at)} dt + (X7 — X2 .pT] ,
0

Ainsi, dans le cas .1 et en conjonction avec (2.14]), une condition nécessaire pour que le

controle u soit optimal est que Yu € U :

T
0 S E |:/ {Lu(t, Xt,ﬂt) . (Ut — ﬁt) +pt . Bt(il/\t — ut) (215)
0

Vg BT — ) + / ro(0) - Hy(0) (T — ut)m(de)} dt] ,

£

qui équivalent & ([2.13]).

D’autre part, dans le cas .2, pour chaque u € U :

T
E [/ {Lu(taXtyat) (ug — Up) + pe - Byt — uy)
0

Vg B (T — ) + /g ro(6) - Hy(0) (T — ut)m(dﬁ)} dt]

T
=) |:/ {Lu(tth;at) . (Ut — at> + Lm(t,that) . (XZL _ Xt)} dt
0

T
+ / {pt By + Xy - Lo (8, Xy, U) + g - BEvug + | ri(0) - Ht(Q)ﬂtm(dH)} dt
0 £

T
- / {pt - Byuy + Xy - Lo (t, X, we) + - Eyug + | 14(0) - Ht(‘g)utm(de)} dt]
0

£

T
<E [/ {(XZ‘ = Xo) - Le(t, Xo, ) + (wg = i) - Lu(t, Xy, at)} dt + (Xr — X3 .pT] _
0

Ainsi, dans le cas .2, la condition suffisante pour qu’un controle u soit optimal est (2.15)), ou
de fagon équivalente ([2.13)), vérifie pour chaque v € Y. ®

Nous observons que pour un controle v : [0,7] x Q — U

mi[rjlfl(t,w,u) = H(t,w, (w))
ue
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est équivalent a

~ ~

max H (t, py(w), ¢(w), re(w), Xe(w),w) = H(t, pr(w), ¢(w), re(w), Xe(w), vp(w))

uelU

Théoreme 2.2.1

Supposons que pour chaque (t,w,z) € [0,7] x Q x V, la fonction L(t,z,-) : U — R est
strictement convexe. Si le cas .1 donner, alors une condition nécessaire pour qu’'un controle

u soit optimal pour le probléme (2.1) est que
u=v, Leb®@P —a.e. sur|0,7]xQ, (2.16)
ol ¥ est un controle qui satisfait

TeagiH(ﬁpt,Qt,Tt,)?tau) = H(tupt7Qt7Tta)?t75t) et Xt? ev, (2.17)

Leb @ P — a.e on [0,T] x Q. D’autre part, si le cas .2 vérifie, alors (2.16]) est une condition
suffisante d’optimalité pour un controle u.
Proof. La preuve est la méme que celle de [3, theorem 1.4]. Appliquer la théoréme d’analyse

convexe, nous pouvons également obtenir le résultat suivant sur I'unicité. m
Théoreme 2.2.2 2

Si, pour chaque (t,w) € [0,7] x Q, L(t,-,-) ou ¥(-) sont strictement convexes, le probléme
(2.1) admet au plus un controle optimal.

Proof. La preuve est la méme que celle de [3, Theorem 1.6]. =
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Chapitre §.3
Application en finance
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Chapitre 3

Application en finance

Dans ce chapitre, nous appliquons les résultats obtenus dans le chapitre précédent au pro-

bléme de consommation et d’investissement.

3.1 Probléme de consommation et d’investissement

Nous considérons un marché financier dans lequels m 41 titres sont négociés en continu. L’un

d’eux est une obligation avec le prix Py(t) a temp t gouverné par
dPy(t) = Py(t)p(t)dt.

Il existe également m réserves (stocks) avec des prix par action P;(t) a le temp ¢ gouverné

par
dP;(t) = P(t=) |bi(t)dt + Y i ()dW;(t) + Y "y ()dN;(t) |, i € {1,2,.......,m}.

Ces équations sont conduit par un mouvement brownien W = (W7, ..., W,;)* de dimension d et

un processus de poisson compensé multivarié N = (Ny, ..., V;)* de dimension [ avec intensité

A(t) = (A1 (t), oy Ni(2))*.

Pour la simplicité de la notation, nous supposons que \;(t) = 1. Ainsi, si Ni dénote un pro-
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cessus de Poisson standard avec attente ¢, puis le processus N; défini par N;(t) = N,(t) —t
est une martingale pour chaque i € {1,2,...,1}. Par conséquent, M = (W, N) est un mé-
lange m-dimensionnel d’un mouvement brownien d-dimensionnel et un processus de Poisson
compensé a [-dimension.

Notons

Y(t) = (¢ij(t))mxd7 o(t) = (Qsij(t))mxl, et o(t) = (¥(t) : d(t))mxm-

Supposons que p, b = (b;)mx1 €t 0 = (04j),...., sont prévisibles par rapport a (F;), et unifor-

mément bornée en (t,w) € [0,00) x Q2 . Aussi nous supposons que
P{Vt € [0,T]: ¢(t) > -1} =1,

et il existe un nombre & > 0 tel que P {Vt € [0,7],& € R™ : & o(t)o*(1)E > e |¢)*} = 1.
Comme nous avons vu dans [I3], Sections 3.2 et 3.3] (voir aussi [§]), Ces hypothéses assurer
que les prix des stocks seront toujours positifs, et que le processus de risque relatif 6 défini
par 0(t) := (o(t))"1[b(t) — p(t)1] est bornée. 1 est un vecteur de colonne de ceux.

Toute l'activité économique est supposé prendre un lieu dans le temps-horizon fini [0; 7.
Pour un investisseur, un portefeuille 7 est un processus dont les composantes 7; représentent
le montant d’argent investi dans le stock correspondante i € {1,2,...,m}, et un taux de

consommation ¢ est un taux auquel il retire des fonds pour la consommation.

Notation 1 Notons par P [’ensemble de tous les processus m : [0,T] x Q — R™ qui sont

prévisibles par rapport (F;) et qui satisfait

P{/OT]ﬂ(t)]2dt<oo} .y (3.1)

Les éléments de P sont appelés processus de portefeuille. Notons par ¢ 1’ensemble de tous

les processus ¢ : [0,T] x © — [0,00) qui sont prévisibles par rapport (F;) et qui satisfait
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IP’{/OT c(t)dt < oo} =1 (3.2)

Les éléments de ¢ sont appelés processus de taux de consommation.
Le processus de richesse X = X @™ correspondant au capital initial > 0, portefeuille 7,

et le taux de consommation c¢ satisfait alors I’équation

dX(t) = [p(t)X (t—) — c(t)] dt +7* [b(t) — p(t)1] dt + 7* (L)Y (t)dW (t) + 7*(t)$(t)dN (),

X(0) ==.
(3.3)

Maintenant, nous allons considérer seulement les processus de portefeuille et de taux de

consommation suivants

Définition 3.1 Une paire (7,c) € P X ¢ est appelée admissible pour le capital initial x > 0

si le processus de richesse correspondant X donné par satisfait
P{vV0O<t<T:X(t)>0}=1

Notons par A(z) la classe de ces paires.

Une fonction d’utilité est une fonction U € C*((0, 00); R) strictement croissante, strictement

concave, et a un dérivé U’ : (0,00) — (0,00) satisfait lim U’(c¢) = 0. I est U'inverse de la
C—00

fonction strictement décroissante U’ . Alors, nous allons considérer deux fonctions d’utilité

fixes : Uy(t,-) et Us.
Probleme 3.1

L’investisseur veut trouver une paire (7,¢ ) € A(x) qui maximise

T
J(m,c) =& {/ Ui(t, c(t)) + Us(X(T))] - (3.4)
0
Dans la notation de la section 2, prenons u = (7,¢), U = R™ x [0,00), V =[0,00), U = A,
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E={eeg,... ,el},ouei:{xERl:xizl et Vjséi::c]—O},
flt,z,u) = p(t) —c+ 7 [b(t) — p(t)1], gt, z,u) = TP(t), h(t, z, u, €;) Zm )ij(t)
L(t,z,u) = —=Ui(t,c),et ¥(z) = —Us(x). On voit que toutes les hypothéses faltes dans la sec-
tion 2 sont valables pour le modéle décrit dans cette section. Pour appliquer la théorie générale
de la section précédente, il reste seulement & vérifier que 'hypothése conserve dans le
modele des marchés financiers. Mais depuis U, (t, ) et U, sont des fonctions d'utilite,U, (¢, -)
et U; sont positifs et décroissants. En particulier, l’hypothése conserve pour le modeéle
décrit dans cette section ( prends simplement Y =0 et Y = 0).

Par conséquent, nous pouvons appliquer le principe du maximum stochastique développé

dans la section précédente pour étudier ce probléeme de consommation et d’investissement.

Depuis € = {ey, €9, ..., €}, nous notons dans cette section

Alors I’'Hamiltonien pour ce probléme peut étre écrit

Hit,p.q.7, (m.¢)) = Ur(t.) + plp(t)z — e+ [b(t) — p(t)1])

+q () + et (),

et ’équation adjoint prend la forme

dp(t) = —p(t)p(t)dt + q(t)dW (t) + r(t)dNy, (3.5)

p(T) = Uy(X(T)). (3.6)

Considérons les processus prévisibles g : [0,00) x 2 — R et v : [0,00) x  — R! qui sont
uniformément bornée en (t,w) € [0,7] x Q. On définit ensuite la martingale exponentielle

Z(u,v) comme la solution de I"équation
l ¢
Zip(£) = 1—2/ oy (5= )aa(8)dWi(s) — Z/O Zipw (5= )s(s)dNi(s).

=1
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Nous définissons aussi les processus stochastiques 3 et ((,,) par

B10) = ex { - /Otp<s>ds} b (1) 1= B(0) Ziuu (1),

Selon la formule d’intégration par parties,

B(1) Zip (£) = B(0) Z(u 0) / B(5—)dZ(5) + /Zm,u)(s—)dﬁ(S)

1 [ )24 ds—Z/ﬁ ) Z (5= ) p2a()dVV (s)

0

=1

Cela signifie que le triple (p, ¢, 7) défini par

ﬁ(t) = Vﬁ(t)Z(u,u) (t) = 7C(u,1/) (t)v (37)
q(t) = —B{t=)Zuu)(t=) 1" (t) = —=vC(ua) (t=)p" (t), (3.8)
7(t) = =vB(t=)Z () (t=)V" () = =) (E=)V" (1), (3.9)

ou v = p(0), satisfait la dynamique (3.5). On note aussi que p est adapté, et ¢ et 7 sont
prévisibles. On choisissons v, p et v pour que (p, ¢, 7) € M?(0,T;R') x M??(0, T, L(R'; R')) x
M?*P(0,T; E;RY).

Pour satisfaire 1’état terminal (3.6)), nous devons trouver v, i, et v telleque

Vi (T) = Up(X(T)). (3.10)

Puisque Us; est strictement croissante, le coté droit est positif. Par conséquent, ~ soit positif.

Depuis 'Eq (3.10) nous obtenons

X(T) = L(v¢uu(T)). (3.11)
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Depuis Eqgs. (2.12) et (3.7)) - (3.9)), et depuis v > 0, nous obtenons dans le cas 4.2,

E {C(um (T)X(T) + /0 {Cum @) (c(t) = 7(t) [p(t) — p(W)I] + " (W ()7 (1) + v ()" ()7 (t)) } dt}

(3.12)

<E [C(W) (T)X(T) + /0 {Clum @) @() = 7(t) [0(t) — p(WI] + " (" (OF () +v* (6" ()7(2)) } dt}

Le principe du maximum stochastique de théoréme (2.2.1]) implique ce que suit.
Théoreme 3.1.1

Supposons que (7,¢) € A(x) satisfait 'inégalité (3.12) pour chaque (m,c) € A(z), et
(p<t)7 Q(t)a T’(t)) = (/YC(M,I/) (t)7 _’YC(M,U) (t_)ﬂ* (t)a —VC(;W) (t_)y* (t))

est une solution de ’équation adjointe (3.5)) - (3.6)). Si

{ max_ Ui(t, c) + vCouw) (t)(p(t))?(t) —c+ 7 [b(t) — p(t)1])e (3.13)

TeR™ c>

= V) T Y () u(t) = Yy S (1) }

= UL(t,2(t)) + G0 (1) (p(1) X () — €(t) + 7 [b(t) — p(t)1])

= V) (T () () () = Yy ()T () (1)1 ().

Puis (7,¢ ) est optimal pour le probléme (3.4)). X estle processus de richesse généré par le
processus de portefeuille 7 et processus de taux de consommation ¢.

Pour trouver les controles qui satisfont la condition (3.13)), nous différencions, on obtient

c(t) = Li(t, Y (1)), (3.14)
Vie{1,2,....d}: [i(t); = o7 (t) [b(t) — p(t)1], , (3.15)
Vje {12, 0} 0(t); = o ' (t) [b(t) — p()1],,, - (3.16)
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Notons ¢ = (), et supposons que pour chaque y € (0, 00)

B {c( VI (yC(T / C(s)E (s, 9C (5 >>ds] <. (3.17)

Nous définissons ensuite la fonction x : (0, 00) — (0, 00) par

() :—E[a Vo (yC(T / C(s) (s, 5C(5))d ] (3.18)

Puisque x est strictement décroissant et surjectif, il a un inverse ) := x ' : (0, 00) — (0, 00)
qui il est aussi strictement décroissant. Nous pouvons choisi ¥ = V().

Considérons maintenant la mesure de probabilité P:Fr— [0, 1] défini par
B{A} =B[LZ(T)],

ol on note par Z = Zg5). Selon la théoreme de Girsanov (voir, par exemple[13, Theorem

1.6.3]), les processus stochastiques

M;(t) = Wi(t) +/0 wi(s)ds, ie{l,..,d};

Md+j(t) = N;(t) +/0 v;(s)ds, Jje{l, .. 1};

sont des martingales pour P. Selon la résultat de représentation martingale pour les processus

de Lévy (voir [13, Theorem 1.6.3]), il existe un processus prévisible & : [0,7] x 2 — R™ avec

P {fOT £(s)|* ds < oo} =1 telle que

fa?[ﬁ( (3T /B V14 (5,3¢(s)ds |ﬂ]—x+/5 o (19)

Maintenant, nous définissons les processus stochastiques 7 et ¢ par
T(t) = B) o™ (1)), (3.20)
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at) == L(t, Y(@)C(t—)). (3.21)

D’aprés le théoréme (3.1.1)), nous concluons alors

Théoreme 3.1.2 Supposons que [’hypothése est vérifie, alors le processus de porte-
feuille optimal et le processus de taux de consommation sont donnés par - . Cette

stratégie de consommation-investissement détermine un processus de richesse donné par

)?(t)—%E C(t)fz(y(x)C(T))Jr/t C(s) i (s, Y(x)C(s))ds | Ty - (3.22)

Proof. La preuve suit les mémes étapes que celle du [3, Theorem 2.2]. Nous observons que

le paire décrite en (3.20)), (3.21]) est la solution unique du probléme (3.1). =
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié un principe du maximum stochastique pour un
probléme de controle optimal ot le systéme est linéaire et avec sauts. Nous supposons
que le domaine du controle est convexe. A titre d’exemple, nous avons étudie explicitement

un probléme de consommation et d’investissement.
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Annexe A : Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées

ci-dessous :
(Q,F,P) Espace de probabilité.
(QF, (F)er, P) Espace de probabilité filtre.
(F)ter La filtration.
T Le temps terminal.
MB Mouvement brownien.
sup, inf supérieur, inférieur.
exp Expontielle.
b Drift.
o Cofficient de duffission.
P—p.s Presque stirment pour la mesure de probabilité P.
u Controle optimal.
X Trajectoire associé a u.
M* Transposée de la matrice M.
p(t) Processus adjoint.
H(t,p,q,r,z,u) Hamiltonian.
min, max Minimum,Maximum.
J(u) Le cott.

38



	Dédicace
	Remerciements
	Table des matières
	Introduction
	blueGénéralité sur le calcul stochastique
	Processus stochastique
	Mouvement Brownien
	Intégrale stochastique
	Processus d'Itô
	Equations différentielles stochastiques
	Processus de Poisson

	bluePrincipe du maximum stochastique
	Processus adjoints
	Principe du maximum stochastique

	blueApplication en finance
	Problème de consommation et d'investissement

	Conclusion
	Bibliographie
	Annexe A: Abréviations et Notations

