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Introduction

Dans ce mémoire, nous nous intéressons a 1’étude des équations différentielles stochastiques
rétrogrades (EDSR). Les EDSR ont apparu pour la premiére fois en (1973) dans un travail
de Bismut [2] dans le cas ou le générateur est linéaire. Cependant le point de départ de
la théorie des EDSRs est larticle de Pardoux et Peng (1990) [6], dans lequel le générateur
est non linéaire. Bahlali, Gherbal et Merzerdi [1], ont prouvent l’existence des controles
optimaux pour les EDSR linéaires et ils ont établirent les conditions nécessaires et suffisantes
d’optimalité pour ce genre de probleme de controle stochastique.

Notre objectif dans ce mémoire, c’est d’établir les conditions nécessaires et suffisantes d’op-
timalités pour un probléme de controle stochastique pour des systémes gouvernés par des
équations différentielles stochastiques rétrogrades linéaires de type champ moyen (EDSRs)
dans lequel les coefficients dépendent des processus de 1’état de résolution ainsi que de leur
distribution via I’espérance d’une fonction. De plus, la fonctionnelle de coiit est également
de type champ moyen. Plus précisément, le systéme est dérigé ’EDSR de type champ moyen

suivante :

T T
Yt = 5 + / (asys + a,E [ys] + bszs + BSE [Zs] + CSUS> ds — /stWS, (1)
t

t

avec
as, as, bs, bs, et cs sont des matrices suitables, yr = & est un processus Fpr—mesurable
représente la condition terminale et u; c’est la variable de controle. W, est un mouvement

Brownien standard défini dans un espace de probabilité filtré (Q, F, <-7:t)t20 ,IP’), satisfaisant

les conditions habituelles.



Introduction

Alors notre probléme de controle est de minimiser une certainne fonction de cout J (.) définie

par :

J(u) =E |g (o, E[yo]) + /h (tye, B lye] 2, B 2], ue) dt | (2)

La méthode de démonstration de notre résultat des conditions nécessaires et suffisantes d’op-
timalités pour EDSR linéaire de type champ moyen, dans ce mémoire est basée sur le principe
d’optimisation convexe.

Ce mémoire se décompose en trois chapitres, nous allons présenter dans ce qui suit la dis-
cription de ces chapitres :

Chapitre 1 : Calcul stochastique et Equations différentielles stochastiques rétro-
grades

Ce premier chapitre est consacré a la théorie du calcul stochastique, en donnant quelques no-
tations et définitions de processus stochastique, filtration, martingale, mouvenment Brownien,
intégrale stochastique et puis nous présentons le premier résultat d’existence et d’unicité de
soution pour les EDSR non linéaires (dt a Pardoux et Peng (1990) [3]) ainsi que le théoréme
d’existence de la solution pour les EDSR linéaire.

Chapitre 2 : Les conditions nécessaires et suffisantes d’optimalités pour les EDSR
linéaires

Dans ce chapitre, nous établirons les conditions nécessaires ainsi que les conditions suffisantes
d’optimalités pour les équations différentielles stochastiques rétrogrades linéaires, comme le
systeme est linéaire et le domaine des controles est convexe, alors pour établir ce résultat en
utilisant la méthode de perturbation convexe ainsi que le principe d’optimisation convexe.
Chapitre 3 : les conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité pour les EDSR
linéaires de type champ moyen

Dans ce chapitre généralisons les résultats de deuxiéme chapitre au systémes gouvernés par
des équations différentielles stochastiques rétrogrades linéaires de type champ moyen, c’est-a-
dire nous établirons les conditions nécessaires ainsi que les conditions suffisantes d’optimalités

pour les EDSR linéaires de type champ moyen.



Chapitre 1

Calcul stochastique et Equations
différentielles stochastiques

rétrogrades

Dans ce chapitre, nous exposons la théorie du calcul stochastique, en donnant les dé-
finitions et les propriétés des processus continues ainsi que leurs résultats principaux
(processus stochastiques, mouvement Brownien, martingales) qui nous permettre de définir
I'intégrale stochastique et puis 'existence et I'unicité de la solution des équations différen-

tielles stochastique rétrogrades.

1.1 Calcul stochastique

1.1.1 Processus stochastique

Définition 1.1 (Processus stochastique) Un processus stochastique X = (X;),.r est une
famille de variables aléatoires X; indexées par un ensembe T. En général T = RT et on

considére que le processus est indexé par le temps t.

1. Si 7 est un ensemble fini, le processus est un vecteur aléatoire.

2. Si 7 = N, le processus est une suite de variables aléatoires.

3
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3. Si T C Z, le processus est discret.

4. Si T C R?, on parle de champ aléatoire.

Remarque 1.1 i) Pourt € T fixé, Uapplication w € Q — X, (w) est une variable aléatoire
sur l’espace de probabilité (Q, F,P).
ii) Pour w € Q fizé, Uapplication t € T — X, (w) est une fonction a valeurs réelles, appelée

la trajectoire du processus X;.

1.1.2 Modification, indistingabilité des processus

— Deux processus (X;)cr, et (Y;)ier, définis sur le méme espace de probabilité (€2, F,P) sont

dit modification 'un de l'autre si :

Pwe Q: Xi(w) = Yi(w)) = 1;Vt € RT.

C’est-a-dire :

Vt € RT, X(w) = Y;(w), P—p.s.

— Deux processus (X;)icr, et (Y:)ier, définis sur le méme espace de probabilité (2, F,P)

sont dit indistingable s’il existe un ensemble N — P-négligeable tel que :

Plw ¢ N: Xy(w) =Y (w),Vt e RY) = 1.

C’est-a-dire :

Vw ¢ N = X;(w) = Y;(w),Vt € RT; P—p.s,

ce qui signifier que les processus X et Y ont les mémes trajectoires sauf peut-étre sur un

ensemble négligeable.

Définition 1.2 (Filtration) Une filtration (F3),., sur un espace de probabilité (2, F,P),

est une famille croissante de sous tribus de F, c’est-a-dire

FSCft,VSSt.



Chapitre 1 :Calcul stochastique et Equations différentielles stochastiques rétrogrades

1. L’espace (2, F, (F;) ,P) s’appelle un espace de probabilié filtré.

2. Une filration est P-compléte pour une mesure de probabilité P si Fy contient tous le

événements de mesure nulle, (ou tous les ensembles négligeable) i.e
N{N € F tel que P(N) =0} C Fo.

3. On dit qu'un espace de probabilité filtrée (Q, F, (F;),P), satisfait les conditions habi-

tuelles si :

e Les ensemles négligeables sont inclus dans Fj i.e
N C Fo.
e La filtration est continue & droite i.e
Fi = Sgt]:SVt.

Définition 1.3 (Processus continu) Soit X = (X;),5, un processus stochastique, le pro-
cessus X est dit continu si pour presque tout w € €2, la fonction t — X, (w) est continue (i.e

leurs trajectoires sont continues).
Définition 1.4

1. Mesurable : Un processus X est mesurable si 'application (t,w) — X; (w) de Ry x Q
dans R? est mesurable par rapport aux tribus B (R,) ® F et B (Rd) respectivement.

2. Adapté : Un processus X est adapté par rapport a filtration {F;},. si, pour tout ¢ > 0
X; est F;-mesurable.

3. Progressivement mesurable : Un processus X est progressivement mesurable par rap-
port a filtration {F;},, si, pour tout ¢ > 0, application (s, w) — X (w) de [0,¢] x © dans

R? est mesurable par rapport a B ([0,¢]) ® F; et B (R?).

Remarque 1.2 Un processus progressivement mesurable est mesurable et adapté.
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1.1.3 Espérance conditionnelle

Définition 1.5 (Espérance conditionnelle par rapport a une tribu) Soit X unev.a.r
(intégrable i.e X € L') définie sur l’espace de probabilité (Q, F,P) et G une tribu, on appelle

espérance conditionnelle par rapport a une tribu G, 'unique variable aléatoire :

a) G-mesurable.

b) /E[X|g]dP:/XdP,V€A€g.
A A

C’est aussi 'unique variable G-mesurable (& une égalité p.s prés) telle que :
E[YE[X | 6] = E[XY],

pour tout variable aléaitoire Y, G-mesurable et bornée.

Définition 1.6 (Espérance conditionnelle par rapport & une variable) On définit l’es-
pérance conditionnelle d’une variable aléatoire X (intégrable) par rapport ¢ une variable aléa-
toire Y comme étant l’espérance conditionnelle de X par rapport a la tribu o (V). On la note

par B[ X | Y] est caractérisée par :

a) C’est une variable o (Y')-mesurable.
b)

/E[X|Y]dP:/XdP,VA€a(Y).
A A

Propriétés de ’espérance conditionnelle

a) Linéarité : Soit a et b deux constantes, on a
ElaX +bY |G =aE[X |G]+VE[Y | G].
b) Croissance : Soit X et Y deux v.a telles que X <Y alors

EX |G <E[Y|d].
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c)
EE[X |Gl =B[X].

d) Si X est G-mesurable,
E[X |G]=X.

e) SiY est G-mesurable,

E[XY |G]=YE[X|]].

f) Si X indépendante de G,
E[X |G =E[X].

g) Si G et H sont deux tribus telles que H C G, alors

EX [H=E[E[X |H]|G]=E[EX[F]|H].

1.1.4 Martingales

Définition 1.7 Un processus (X;),~, adapté par rapport une filtation (F;),~q (ou Fi-adapté)

et tel que pour toutt > 0, X, € L' est appelé :

e Une martingale si pour tout s < t,

E[X; | Fs] = Xs.

e Une surmartingale si pour tout s < t,

E[X; | Fs] < X.

e Une sousmartingale si pour tout s <,

E[X | | > X.
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Remarque 1.3 Si (X;),., est une martingale, alors
EX:] = BE[X],
pour tout t.

1.1.5 Le mouvement Brownien (M.B)

Définition 1.8 Le processus (Wi, t > 0) est un mouvement Brownien (standard) si :

a) P(Wy =0) =1 (le mouvement Brownien est issu de 1’origine).
b) Vs <t, W; — W est une variable réelle de loi gaussienne, centrée et de variance (t — s) .

c) Vn,0<ty<t; <. < t,, les variables
(Wi = Wi oo, Wey — Wi, Wi )

sont indépendantes.

Remarque 1.4 On dit que W est un mouvement Brounien par rapport a x si Wy = x.

1.1.6 Intégrale stochastique et EDS

Soit (2, F, (F)ter, P) un espace de probabilité filté ou F; = (F;)ier c’est une filtration de
F, satisfaisant les conditions habituelles et W; = (W;)ier est un mouvement Brownien défini

dans espace de probabilité.

Définition 1.9 Un processus stochastique X; = (X;)ier est dit simple si il existe une subdi-
vision 0 =ty <t <ty < ..<t, =T, de linterval [0,T] et une famille (s;);>0 des variables

aléatoires avec sup, |s;| < ¢ < oo, telle que g; est F;, mesurable Vi > 0 :

n—1
Xi = gO]-{O} (t) + Z gi]-[ti,tiJrl] (t)
=0
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Ou g désigne l'indicatrice de ’ensemble B, c’est-a-dire :

l:stxzeB
Iz =
—1 : sinon.

Remarque 1.5 L’ensemble des processus simples sera noté Sr.

Définition 1.10 Un processus stochastique X = (X;)ier progressivement mesurables est dit

de classe Mr si

t
Mqp = {X = (X})ser progressivement mesurable [E [/ ]Xt]2 dt < oo
0

b

C’est-a-dire : M est 'ensemble des processus progressivement mesurables et de carré inté-

grable.

Définition 1.11 Un processus stochastique X = (X;)ier progressivement mesurable est dit

de classe Py si :

t
Pr = {X = (X})er progressivement mesurable P {/ |Xt|2 dt < oo} = 1} )
0

C’est-a-dire : Py est ’ensemble des processus progressivement mésurables et de carré inté-

grable presque surement.

Lemme 1.1 Pour les espaces précédent, on a l’inclusion suivante :
ST C Mgy C Pr.

Dans ce qui suit, on va constuire et on va donner les propriétés des intégrales stochastiques

par rapport au mouvement Brownien W = (W,),er du type

t
I(t) = / X,dB,.
0
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Comme on peut pas définir les intégrales de type précédent comme intégrales de Lebesgue-
Stieljes puisque les trajectoires du movement Brownien contiennent toutes les propriétés qui

en un certain sens sont I’analogue de la finitude de la variation.

1.1.7 Cas de processus simple

Soit X = (X;)ier un processus stochastique simple, on définit formellement intégrale sto-

chastique X par rapport au mouvement Brownien W = (W,),_. comme suit :

teT

n—1
](t) = gi(Wti+1 - Wtz) + gn(WT - th)7
i=0
et
t
1) = / X, dW,,
0
donc
t n
I(t) = / gol{o}(s) + Z gil[ti7ti+1}<8) AW,
0 i=0
¢ n ¢
= / gol{o}(S)dWs + Z gi/ 1[ti,ti+1}(8)dWs
0 o 0
n—1
=oWo+ > (Wi, = Wi,) +a(Wr — W2,),
i=0
puisque

P(§0:0):1

On conclut , et en vérifiant que pour tout i # j :

E [6(t:)(W; Wi,)o(t;) (W,

i+l i 1

—W,,)] =o0.

De plus

10
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et

t
Var[l(t)] = ]E[/ (6(s))%ds].
0
Propriétés d’intégrales stochastiques

1. Mesurabilité : ¢t > 0, I(t) est Fi-mesurable.

2. Linearité : soient I(t) et J(t) deux intégrales stochastiques donnés par :

1) = /0 ' 5(s)dB., et J(1) = /0 ' o(s)dB..

Alors on obtient le resultat suivant :

10+0 = | '(6(5) + 6(s))dB.,

et

al(t) = /Ot ad(s)dBs.

(I(t))e>0 est une martingale.

4. Propriété d’isomitrie d’Ito :

E {/Ot 5(s)dWS} _E (P(t)] =E UOT 52(5)615} |

Définition 1.12 (Processus d’Itd) On appelle un processus d’Ité, tout processus X a va-

leurs réelles tel que :

t t
P—p.s, VO<t<T, X;=Xp+ /bsds + /JSdWS,

0 0

11
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ou x est Fo-mesurable, b et o sont deuxr processus progressivement mesurable vérifiant les

conditions suivantes P—p.s :

T T
/|b5|ds<oo et /|08|2d3<oo :
0 0

On utilise la forme différentielle suivante :

dXt = btdt+atth,
XU = z,

telle que, le coefficient b est appelé le drift ou la dérive et o est appelé le coefficient de

diffusion.
Remarque 1.6 La décomposition d’un processus d’Ito est unique.

a) Premiére formule d’It6 : Soient X un processus d’Ito et
f:R—>R,
est une fonction de classe C? & dérivées bornées, alors :
T t
1
F(X) = f(Xo)+ /f’ (Xs)dXs + §/f” (X,) o2ds.
0 0
b) Deuxiéme formule d’It6 : Soient

(t, ) — f(t,z),

est une fonction réelle deux fois différentiable en ¢ et X un processus d’Ito
t t 1 t
£ = £O.X0) + [0 XD dXet [ 1205, X0) ds 4 5 [ F (X A
0 0 0

12
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Définition 1.13 (Equation différentielle stochastique) Une équation différentielle sto-

chastique (EDS) est une équation de la forme :

t t

Xy =x+ /b(s,Xs)ds + /a (s, Xs)dWs, (1.1)
0 0

ol sous la forme
dXt = b (t, .Zl}'t) dt +o0 (t, Xt) th,
XO == Z.

Le coefficient b s’appelle le drift et la matrice oot s’appelle la matrice de diffusion. L’inconnu

est le processus X .

Le probléme est -comme dans le cas d’une équation différentielle ordinaire-, de montre que
sous certaines conditions sur les coefficients, ’équation différentielle stochastique précédente

A une solution unique.

Définition 1.14 (Solution forte de 'EDS) Une solution (forte) de I’EDS (1.1)) est un

processus continu X tel que :

1. X est progressivement mesurable.

2. On a

t
E /{|b(s,Xs)|+Ha(s,XS)H2}ds < oo,
0

ou ||o||?> = trac (oo*).
3. P—p.s,on a:

¢ ¢
Xt::v—l—/b(s,Xs)ds+/a(s,Xs)dWs, 0<t<T.

0 0

Théoréme 1.1 (Existence et unicité) Soient b et o deux fonctions boréliennes. On sup-

pose qu’il existe une constante \ telle que t € [0,T], x, y € R",

13
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1 Condition de Lipshitz en espace, uniforme en temps :
b(t.z) =b(t,y)|+o(t,z)—o(t,y)| <Az —y|.

2 Croissance linéaire :

b(t, )|+ [lo (¢, 2)[| < A+ |2),

et de plus la condition initiale X = = est indépendante de (W;), et est de carré intégrable
i.e (E Uxm < 00).

Alors, il existe une unique solution de ’'EDS a trajectoires continues pour tout .

La preuve du théoreme d’existence et d’unicité de la solution, est basée sur le lemme de

Gronwall, I'inégalité Burkholder-Davis-Gundy et I'application du théoréme de point fixe.

1.2 Equations différentielles stochastiques rétrogrades

1.2.1 Notations et définitions

Soit (€2, F,P) un espace de probabilité complet et W un mouvement Brownien de d-dimensionnel

dans R? sur cet espace, ot
W={w/, t>0,1<i<d}.

On notera {F;},., la filration augmentée du mouvement Brownien, qui vérifie les hypotheses

usuelles :

Fr=0(c{W,, 0<s<t}UN),

on se donne 7" un temps déterministe fini et fixé (appelé aussi ’horizon).

On travaillera avec deux espaces de processus :

*x S? (Rk) : L’espace vectoriel forme des processus progressivement mesurable Y, & valeurs

14
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dans R* tels que :

VI3 =5 sup %] < o
0<t<T

*x M? (RkXd) : L’espace vectoriel formé des processus progressivement mesurable 7, & valeurs

dans R¥*? tels que :

T
122 = E / 12,2 dr | < oo,
0

oil pour z € RF*4_||z||* = tr (22*), pour simplifie, on note |z|°.

* On considére 1’équation différentielle stochastique rétrograde (EDSR) suivante :

_d}/t = f(t,}/;,Zt)dt—thWt, OStSTa
i = 3

ou d’une fagon équivalente, sous forme intégrale,

T T
K=£+/f(T,K,Zr)dr—/ZrdWr,Ogth. (1.2)
t

t

Dans I'EDSR ([1.2)), les éléments de base sont les parameétres f et & appelés respectivement le
générateur et la condition terminale, on dit souvent que 'EDSR est associée aux parameétres

(f,€) qui veérifiant :

1.
f:]0,T] x Q x RExRF*— R,

tel que : f(.,t,y, z) noté pour simplifier f (¢,vy, z) est progressif pour tout y, z.

¢eL*(Q,Fr,P,R).

Notre objectif est de trouver une solution de 1’équation(l.2)) c’est-a-dire les inconnues Y et

Z.

Définition 1.15 Une solution de I'EDSR est un couple de processus {(Y, Zi)}ocyar VéTI-

15
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fiant :

1. Y et Z sont progressivement mesurables & valeurs dans R* et R**¢ (respectivement).

2. Ona:

T
B | [{1f 0% 20|+ 120 dr| < o
0

3. P—p.s,on a:

T T
E=£+/f(r,Yr,Zr)dr—/ZrdWT, 0<t<T.
t t

Remarque 1.7 i) Les intégrables de 'equation (1.2) étant bien définies

ii) On a:

t t

Y;:Y()Jr/f(r,YT,ZT)dr—/ZTdWT, 0<t<T.
0 0

telle que :
t

[rey.zya

0
t
/&ﬂ%,
0

est une martingale, alors Y; est une semi-martingale continue.

est a variation finie et

iii) Yj est une quantité déterministe car, Y, est Fp-mesurable.

1.2.2 Cas Lipschitz

Résultat de Pardoux-peng

Voici les hypothéses sous lesquelles nous allons travailler.
a) Condition d’intégrabililé

T

E |£|2+/\f(7’,0,0)|2d7" < 0.

0
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Chapitre 1 :Calcul stochastique et Equations différentielles stochastiques rétrogrades

b) Condition de Lipschitz en (y,z) : pour tout t, y, ¢/, z, 2'.

\f(ty,2) = f Gy ) < Ay =o'+ [lz =),

telle que \ est une constante indépendante de ¢, y, v/, z et 2.

Théoréme 1.2 (PARDOUX-PENG 90) Etant donné un couple (f,§) vérifiant les deux
conditions a) et b), il existe une solution unique (Y, Z) € S* x M? a ’EDSR (1.2)) .

Démonstration. [’idée de démonstration est basée sur un argument de point fixe sur 'es-
pace de Banach B? = 5% x M? des solutions (Y, Z).
La preuve se fait en deux étapes. On construit une application ¥ sur B2, qui & pour tout
(U, V) € B? associe

(Y, 2) =¥ (U,V),

définie par :
T

T
K—€+/f(r,K,Zr)dr—/ZrdWr, 0<t<T.
t

t

i) Permiére étape : Nous vérifions que Papplication ¥ est bien définie de B% dans lui méme.

ii) Deuxiéme étape : Pour montrer 'existence et unicité d’une solution de 'EDSR ({1.2),
il nous suffit de montrer ’existence et unicité d’un point fixe pour ¥ ce qui revient par

le théoreme de point fixe & montrer que ¥ est contractante.

1.2.3 EDSR linéaires

Dans ce partie, nous étudions un cas particulier des EDSR qu’est le cas linéaire pour lequel

nous allons donner une formule plus ou mois explicite.

Définition 1.16 On suppose que k = 1 ce qui tmplique que Y est un réel et Z est une

matrice de taille 1 x d (vecteur de dimension d).
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Chapitre 1 :Calcul stochastique et Equations différentielles stochastiques rétrogrades

Soit {(ay, by)} tefo,r] UR couple processus & valeurs dans R X R?, progressivement mesurable et
borné et soient {c; },, ) un élément de M 2 (R) et & une variable aléatoire, Fr-mesurable de

carré intégrable, a valeurs réelles, telle que.

T T
Vi=¢+ / {a,Y, +b.Z, + ¢, } dr — /ZrdWT. (1.3)
t

t

L’EDSR (|1.3)) s’appelle équation différentielle stochastique rétrograde linéaire.

Proposition 1.1 L’EDSR (1.3)) posséde une solution unique qui vérifie,

T
Vte[0,7], Y, =T,'E §FT+/chrdr]}"t ,

0

avec, pour tout t € [0,7T] :

t t t

1
I, = exp /brdWr — 5/ ]br\er + /ardr

0 0 0

Remarque 1.8 Notons que si £ > 0 et ¢; € S* alors la solution de I’EDSR linéaire (1.3)

vérifiant que Y; > 0.

1.3 Reésultats utilisés

Lemme 1.2 (Lemme de Gronwall) Soit T' > 0 et soit g une fonction positive mesurable
et bornée sur l'intervalle [0, T]. Supposons qu’il existe deux constantes a > 0, b > 0 telles que

pour tout t € [0,T]
t

g(t)§a+b/g(8)ds,

0

alors, on pour tout t € [0,T] :

g(t) < aexp(bt).

Théoréme 1.3 (Représentation des martingales Browniennes) Soit (F),.p la fil-
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Chapitre 1 :Calcul stochastique et Equations différentielles stochastiques rétrogrades

tration naturelle du mouvement Brownien (Wi)oc,cp. Soit M une martingale continue par
rapport & (]:t)ogth et de carré intégrable. Alors il existe un unique processus prévisible H

vérifiant
T
E / H%ds| < +oo0,
t
tel que Vt € [0, T :

t
M, = My + /HSdWs, P—p.s.
0

Théoréme 1.4 (Inégalité de Burkholder-Davis-Gundy "BDG") Pour tout p > 0, il
existe des constantes positives c, et Cp telles que, pour toute martingale locale continue

X = (Xt)yzq, nulle en 0, on a

Sl

B [(X, X)oo} <E {sup|Xt]p} < CpE [(X,X)O%] .

t>0

Remarque 1.9 FEn particulier, st T > 0, on a

5 [(X,X)f] <E { sup \Xt\”] < CpE [(X,X)Tﬂ .

0<t<T
Théoréme 1.5 (Théoréme du point fixe) Soient (E,d) un espace métrique complet et

p: E— F,

une application contractante, i.e. Lipshitzienne de rapport k < 1. Alors, ¢ adment un unique

point fixe a € E tel que :

¢ (a) = a.
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Chapitre 2

Conditions nécessaires et suflisantes

d’optimalité pour les EDSR linéaires

Dans ce chapitre, nous établirons les conditions nécessaires et suffisantes d’optimalités pour
les équations différentielles stochastiques rétrogrades linéaires, comme le systéme est linéaire
et le domaine des controles est convexe, alors pour établir ce résultat en utilisant la méthode

de perturbation convexe ainsi que le principe d’optimisation convexe.

2.1 Formulation du probléme et hypothése

Soient T" un réel strictement positif, (Q,]—" , (]:t)te[o,T] ,IF’) un espace de probabilité filtré,
satisfaisant les conditions habituelles, W = (W) tefo,r) U0 mouvement Brownien de dimension
r défini dans cet espace et U un sous ensemble convexe et compact de R”.

On suppose que (F),cjo7 = 0 (Ws, 0 < s <t) est la filtration naturelle du mouvement

Brownien.

Définition 2.1 On appel controle admissible tout processus v = (<Ut)0§t ST) progressivement

mesurable a valeurs dans U. On note par U,q l'ensemble de tous les controles admissibles.

Pour tout v. € U,y on considére le probléeme du controle optimal gouvernés par 'EDSR
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Chapitre 2 :Conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité pour les EDSR linéaires

linéaire suivante :
T

T
ye =&+ / {asys + bszs + cous} ds — /zdeS, (2.1)
¢

t

ou £ est une variable aléatoire Fr mesurabe telle que
2
E[|¢F] < oo,

soient ay, by, ¢; trois processus bornés et progressivement mesurables par rapport a la filtration
Fi.
Soit maintenant la fonction de cotit a minimiser sur I’ensemble des controles admissible strict

U qui définie par :

J(w)=E |g(yo) + /h(t,yt,zt,ut) dt|, (2.2)

ou

h:[0,T] x RE x REX x U — R,

g:RE SR,

sont des fonctions mesurables données.
Le probléme de controle optimal est de chercher parmi ’ensemble des controles admissibles
U, un controle qui minimise la fonction de cott .J et leurs trajectoires satisfisant ’EDSR

linéaire (2.1).

Définition 2.2 1. Un controle admissible u est un processus progressivement mesurable tel
que

E [|ut|2} < 00.

2. Un controle admissible u est dit optimal s’il satisfie :

J(u) = inf J (v). (2.3)

velU
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Chapitre 2 :Conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité pour les EDSR linéaires

Remarque 2.1 En remarquant que on a ajouté la condition du carré intégrabilité au controle

admissible, c’est juste pour assurer l’existence du solution de I’EDSR linéaire (2.1).

Hypothéses (H) : Pour établir les conditions nécessaires ainsi que les conditions suffisantes
d’optimalités on besoin des hypotheses suivantes :

On suppose que :

e U C R¥ est convexe et compact.
e h et g sont continues et convexes.

e h et g sont continument dérivables en leurs variables avec des dérivées continues et bornées.

2.2 Conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité

Dans ce paragraphe, nous donnons les conditions nécessaires ainsi que les conditions suffi-
santes d’optimalité, sous forme d’un principe de maximum, sous ’hypothése de convexité
du domaine de controle U, dans ce cas, en utilisant la méthode de perturbation convexe du

controle optimal. On pertube le controle optimal u, de la maniére suivante :

ui =wu+e(vy—w), veU, ou, >0,

on note par u° le contrdle pertubé et par (y5, zf) la solution de 'equation (2.1)) controlée par
u® (ou bien les trajectoires associées a u°).

D’aprés 'optimalité de u, on a :

0<J W)= J(u).
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Chapitre 2 :Conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité pour les EDSR linéaires

Ce qui implique que

0 < lim= (J (uf) — J (u))

e—0¢g

=lim (J (u+e (v —u)) — J(u))

E—>

= (J (u),v—u).

2.2.1 Le principe d’optimisation convexe

Pour établir les conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité en utilisant le principe d’op-
timisation convexe (voir Ekeland-Temam ([3], prop 2.1, page 35) donner par le théoréme

suivant :

Théoréme 2.1 Soit E un espace de réflexif, D est un sous-ensemble conveze, fermé non
vide de E/ et F' est une fonction définie de D dans R, convexe, semi-continue inférieurement

et gateaux-différentiable de différentielle F' continu, alors, on a
x* minimise F <= (F' (2*),x — 2*) > 0, Yz € D.

Comme l’ensemble des controles U est convexe et J est convere en u, continu et Gdteaux-
différentiable de différentielle J' continu, on peut applique le principe d’optimisation convexe

précédent, pour obtenir
(u minimise J) <= (J' (u) ,v —u) >0, Yv € U. (2.4)

Commengons par calculer la dérivée de Gareauz de J au point u et direction (v — u), nous
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Chapitre 2 :Conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité pour les EDSR linéaires

avons la formule

(J'(u), v —u) = Bg,

—~

vo) (%o — o) (2.5)

T
4B | [y (b sfom) (= o)+ B (e 2f) G — 2))
LO

A

0

+E | [ bty 2 ue) (vp — uy) dt

Théoréme 2.2 (Conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité) Soitu un controle
admissible et (y*, z"*) la solution de (2.1 correspondante & u. Alors u est optimal si seule-
ment s’il existe un unique processus adapté (), solution de ’equation différentielle stochastique

suivante (appelée équation adjointe)

dQ}t) = Hy (tv yg? ng Ut, Q}f}) dt + Hz <t7 yfa ZZ), Ut, szt)) th7

(2.6)
Qg = gy (y%))) )
tel que
Hu (ta y;SU> Zf, Ut, Q}f)) (Ut - ut) Z 07 Vo € Z/{v ]P)—pS (27)
Ou a fonction de Hamiltonien est définie comme suit
H (t, ys, 26, Qr, v) = h (t,Ye, 26, 1) + (Qr, @y + 2¢be + crvy) - (2.8)

Démonstration. On peut réécrire (2.4) comme suit

dQ? - {hy <t7 yfu Z}f}’ Ut) + atQ}fj} dt + {hz (tu y}&)v szu Ut) + th:f)} th7

Q = 9y (Y5) -

Par la formule d’Ito (intégration par partie), on a

d(Quy) = Qudyy + Qudy, + d(Q.y),
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Chapitre 2 :Conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité pour les EDSR linéaires

tel que :
dyy = — (ay + bz + coue) dt + 2 dWy,

Yy = €.

Ce qui nous donne :

d(Qty)) = Qidy; + Qfdy; +d(Q",y"),
= —Qy (apyy + bz + cyuy) dt + Qf 2, dW,
+ i (hy (6 yts 285 w) + @ QF) dt +yi' (he (6 yy's 245 we) + b,Q7F) AW,

+ (zih, (8 yys 2t ue) + 2,0,Q)) dt
Donc

d (Qt Y ) Qt crupdt + Qt Zy L AW,
+ (yihy (89t 215 ur)) dt

+ Z?hz (ta y#a Z;La ut) dta

passant a l'intégrale de 0 & 7', on trouve

T

Q%y% - ngg - / ( uh (t ?ng ng ut) + Zghz (t7 y}ﬁ Zf> ut) - Q?Ctut) dt
4 / Wl gt (f g 2 ) + QL) IV,
0

par passage a ’espérance, on obtient :

T
E[Quyt] = B[Qbyl] +E / (Qeruy — yithy (b 2 ) — 2 (6 2 u)) de | (2.9)
0
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Chapitre 2 :Conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité pour les EDSR linéaires

Et puisque on a Qf = g, (y) d’aprés I'équation (2.5) et y4 = &, alors (2.9) devient

T

Elg, (y5) yo] = B[Q7¢] + E / (Qiceuy — yi'hy (8, y1', 21 ue) — 2 he (Yt 25 ue)) di |
0
(2.10)

par le méme argument nous obtenons

T

Elgy (yo) yol = B[Q7E] + E/ (Qceve — yihy (t, 1 21 ue) — 27 he (6 gy, 215 we)) db. (2.11)
0

Remplagant les deux égalités (2.10) , (2.11) dans I’égalité (2.4)), nous obtenons

(Q?Ctvt - yfh’y (t> y?? Z;Lv ut) - Zz)hz (ta y?a Z?? ut)) dt

(J'(u),v—u) =E

(Q?CtUt - yghy (ta y?v zr?a ut) - Zghz (ta y:fiv ng ut)) dt

St~y O —

+E (hy(tay?7zfvut) (yg_yg)_hZ(tvy?’Z%ut) (Zf—zf))dt

St — g TT—

+E hu <t7 yfa Z?? ut) (Ut - ut) dt

Par conséquent

(J'(u),v—u) =E

St~

T
Q?Ct(vt_ut)dt —E /hy(t,yf,zf,ut) (yf—yi‘)dt
0

+E (hy(uy%'zfvut) (?Jf—yf)—hz(t7yfﬂf>ut) (Zf_zg))dt

Ot — iy T — 5 T —

+E h‘u (tyng;L?ut) (Ut_ut)dt )

26



Chapitre 2 :Conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité pour les EDSR linéaires

donc
T
(J' (u) ,v —u) /Qt e (ve—w)dt| + B /hu (t, ), 2t ue) (v) —ug)dt| . (2.12)
0
D’autre part, d’apres (2.7)) on a
T
B | [ (0 20 Q) (o= ) (2.13)

0
T

g /@”;ctm—ut)dt L E /hu<t,yr,zr,ut)<vf—ut>dt ,
0

d’apres (2.12)) (2.13), on trouve
(J' (u),v—u) /H (t,u, 2 ug, QF) (ve — ) dt |

en utilisant I’équivalence (2.4)) et I’égalité précédente, on obtient

T
(u minimise J) < E /Hu (t,uy, 2 ue, QF) (v —ug) dt| >0, Yo e U. (2.14)

0

Cela implique que

B[Hy (t ', 2w, QF) (0 — w)] 2 0, P—p.s

Maintenant, soit F' est élément arbitraire de o-algebre F;, et on pose que
Ty = 'UtlF + 'U/tlg),F.

Il n’est pas difficile de voir que 7 est un élément de Y. En appliquant 'inégalité ci-dessus

avec 7, nou obtenous

E [1FHu (t,yf, Z?a“t;@?) (vt - ut)] > 07 VE € Gt-
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Chapitre 2 :Conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité pour les EDSR linéaires

Ce qui implique cela

E[Hy (t ) 2w, QF) (ve — wg) dt | F] = 0.

On obtient le résultat d’aprées la mesurabilité de la quantité interieure I’espérance par rapport

aft..
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Chapitre 3

Conditions nécessaires et suffisantes
d’optimalité pour les EDSRs linéaire

de type champ moyen

3.1 Introduction

Soit W; un processus de Wiener r-dimensionnel défini sur un espace de probabilité complet
(©2, F,P). On notera par (), la filtration naturelle de (mouvement Brownien W) tel que
Fo contient tous les ensemble P-nul de F, et on considére une variable aléatoire £ de carré
intégrable et Fpr-mesurable.

Nous considérons un probléme de controle optimal dans lequel le systéme est gouverné par
I’EDSR linéaire de type champ moyen suivante :

T T

ye =&+ / (asys + asE [ys] + bszs + BSE [2s] + csus) ds — /zSdWS, (3.1)

t t

avec a, a, b, b et ¢ sont des matrices suitables et u, est la variable de controéle a valeurs dans
un sous ensemble U de R".

La fonction de cotit a minimiser dans ’ensemble des controles admissible I/ est donnée par :
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type champ moyen

J(w) =B |g (o, E [yo]) + / Bty B ), 20 B la] u) dt || (3.2)

avec

h:]0,T] x R¥ x RF x RF*? x R¥*4 x U — R,

g:RF xRF - R,

sont des fonctions données.

Remarque 3.1 1. L’équation , c’est une équation différentielle stochastique rétrograde
linéaire de type champ moyen avec Yr = &. On remarque ici que les coefficients dépendent des
processus d’état de résolution ainsi que de leur distribution via ’espérance d’une fonction. De
plus, la fonctionnelle de coit est également de type champ moyen. L’objectif de controlleur
est de trouve parmi les contoles admissibles, un contréle qui minimise la fonction de cout J

surU, tel que les trajectoires associées a ce controle vérifiant I’EDSR linéaire de type champ

moyen (3.1).

Hypothéses (H) : Pour établir les conditions nécessaires ainsi que les conditions suffisantes
d’optimalités on besoin des hypothéses suivantes :

On suppose que :

e U C R” est convexe et compact.
e h et g sont continues et convexes.

e h et g sont continument dérivables en leurs variables avec des dérivées continues et bornées.

3.2 Conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité

Dans ce paragraphe, nous donnons les conditions nécessaires ainsi que les conditions suffi-

santes d’optimalité, sous forme d’un principe de maximum, sous ’hypothése de convexité
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Chapitre 3 :Conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité pour les EDSRs linéaire de
type champ moyen

du domaine de controle U, dans ce cas, en utilisant la méthode de perturbation convexe du

controle optimal. On pertube le controle optimal u, de la maniére suivante :

ui =up+e(vp—uy), veU, ou, >0,

on note par u° le contrdle pertubé et par (y5, zf) la solution de 'equation ({3.1)) controlée par
u® (ou bien les trajectoires associées & uc).

D’aprés 'optimalité de u, on a :

Ce qui implique que

0 <l (7 () ~ T )

= lim (J (u+e (v —u)) = J (u))

= (J" (u),v —u).

3.2.1 Le principe d’optimisation convexe

Puis le systéme est linéaire et ’ensemble des valeurs des controles est convexe, alors pour éta-
blir les conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité en utilisant le principe d’optimisation
convexe.

Comme I’ensemble des controles U est convexe et J est convexe en u, continu et Gateaux-
différentiable de différentielle J’ continu, on peut applique le principe d’optimisation convexe

précédent, pour obtenir
(u minimise J) <= (J' (u),v —u) >0, Yo € U. (3.3)

Commengons par calculer la dérivée de Géareaux de J au point u et de direction (v — u),
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type champ moyen

nous avons la formule de type champ moyen

(J' (u),v—u) =Egy (5, Eyo]) (w5 — )] + Elgy (v, Elye]) Elyg — vl (3.4)

T

LB / hy (65 B ], 2 B (2] we) () — o) dt
L O
T
LO
T

+E / ha (0 B (g2, 20 B[22, ur) (2 — 22) dt
L O
T

+E / b (52 B ], 20 B 2] u) B2 — 22 dt
1 0
T

4B | b (ot Bl 2B ) (0 ) d
1 0

Théoréme 3.1 (Conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité) Soitu un controle
admissible et (y*, z*) la solution de (3.1) correspondante & u. Alors u est optimal si seule-
ment s’il existe un unique processus adapté (), solution de ’equation différentielle stochastique

suivante (appelée équation adjointe)

dQ;:} - (Hy (tvtan) +E[Hy’ (tﬂvtaQ?)])dt
+ (H. (v, QF) + E[Hor (¢, v, QF)]) dWr, (3.5)
Qy = 9y (45, B [5]) + E gy (v5. E [y5])],
tel que
H, (t,v,QY) (vy —uy) >0, YveU, P-—p.s. (3.6)

Ou a fonction de Hamiltonien est définie comme suit
H (&, Y1, Ui 215 24 Qe ve) = I (6,91, Yy, 20, 215 0e) + <Qt7 aryy + gy + 20y + Z;tzé + CtUt> , (3.7)

Hs (t, v, QF) = Hs (5 By], 2 B[], v, QF) , pour 6 = y,y', 2,2, u.
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type champ moyen

Démonstration. On peut réécrire (3.5) comme suit

dQ:‘/j = {hy(tayz?vE[y?]72?7E[z?]7vt)+ath+E[hy’ (tayng[yzy]7Z?=E{Zﬂvvt)+&tQ€]}dt
+{hz(t7yg>E[y;L]7zg7E[ztu]7Ut)+thf+E |:hz’ (tayfaE[?J?]J%E[«zﬂaUt)+Bth]}tha

Q0 = 9y (0, B [y]) + E gy (v, E [yo])] -

Par la formule d’Ito (intégration par partie), on a

d(Quyr) = Qudyy + Qudy: + d(Q,v), -

Ce qui nous donne :

d(Qyyy) = Qidyy + Qydyy +d(Q",y"),
— (aty,;“ + @B [y] + bz + b [2] + ctut) dt + Q2 dW,
+ oy (hy (6 y By, 20 B 2], w) + aQ)f) dt
+y/Elhy (6 y! By, 2 B2y w) + a:Qf] dt
+y (he (LY By, 20 B2, w) + 0:Q)) dW;
U (e (0 Bl 2 B L ) + QY VY

+ 2 (he (6, Blyr] s 2 B 2], w) + 0:QF) dt

+ 2B by (8 y By, 2 B 20, ue) + QY| dt.
Donc

4(Qy) = —Qrerudt + Qi 2V,
i (g (LB 2 B L) ) + Bl (430 Bl 24 B2 ) de
e (e 6y B Iy 2 Bl ) + b
B |ha (498 Bl B (=) w) + By ) W

+Z?(hZ(t’y?7E[yﬂ7Z?’E[Zﬂ’ut)+E[hz/ (tvyg>E[y?]7zng[Z?]7ut)])dt’

33



Chapitre 3 :Conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité pour les EDSRs linéaire de
type champ moyen

passant a 'intégrale de 0 & T', on trouve

T
Q%y% - Q:)Lyg = / (yg (hy (ta yfv K [yzﬂ Jzztv E [Z;L] 7ut) +E [hy’ (tv ysz K [yf] 727?7 [ [ZZJ] 7ut)]) - thictut) dt
+

Ztu(hZ(tay?>E[ytu]7'2;!7E[Zﬂ>ut>+E[hZ’ (t,yf,E[yf],zf,E[zf],ut)])dt

+ [y (he (G By, 20 B2 ue) + beQY

St~y TT—°

T [har (6,0, By 20 B2 w) + BQy | + Qi) aws,

par passage a ’espérance, on obtient :

E[Qovo] = E[Q7yr] (3.8)
T
+E / (Qtcoue — yi' (hy (89 By, 2 B 2] ue) — Blhy (6 y, Bly], 25 Blzy], ue)))
0

- Z?(hZ(tayfaE{yﬂ’Z;LaE[ZZL]vut)"i_E[hz/ (t,yt“,E[yf],zf,E[z;“‘],ut)}))dt].

Et puisque on a Qf = g, (v, E[y8]) + E gy (v, E[yi])] d’apres 'équation (3.5)) et yf = &,
alors (3.8)) devient

E{(gy (w5, B [y]) + E gy (v, B [y5])]) vl (3.9)
= E[Q%S] +E /(Q?Ctut _y? (hy (tayzl’E[yﬂ 72?’E[Zﬂ 7ut) _E[hy’ (tay%E[yg] 7ZZL>E[Z?] :ut)])

- Zf(hZ(tay?aE[yﬂ’Z?aE[ZgLut)"i_E[hZ’ (t,yf,E[yf],zf,E[zf],ut)]))dt],
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par le méme argument nous obtenons

E [(9y (o, E [vo]) + E gy (v, E [y5])]) vo) (3.10)
= E[Q%g] +E /(Q?Ctvt - y;&} (hy (tvyfvE[y?] 72116‘71@[241?} aut) _E[hy’ (tvyf’E[yf] ,Zf,]E[Zﬂ ’ut)])

- zf(hz(t,yf,E[yf],zf,E[zf],ut)—l—E[hZ/ (tvyfaE[y?]vzva[Zﬂ7ut)]))dt]'

Remplagant les deux égalités (3.8), (3.9) dans I’égalité (3.4)), nous obtenons

(" (u)

:E [/(thtvt_yzj(hy(tvyng[y?]7257E[2ﬂaut)_E[h (t ytaE[yt] ZZL’E[ZELLUt)])
z

hZ(t yt>E[yzL]7zg>E[Z?]7ut>+E[h2’ (t7ygv]E[yﬂ’ZZL?E[Z';LLUJ])

T
—-E (Q?ctut—yf (hy (t7yg7E[yﬂ’zg7E[Zﬂ>ut) _E[hy’ (t,yf,E[yf],zf,E[zf] vut)])
LO
+ 2 (he Gyt Blyy] s 20 B2 w) + B b (69 By, 20 B2 w)])) di
T

+ E /hy (ty Blyd], 2 B 2], ue) (v — yy') dt

LO
r T

1E / hy (6 By, 2 B[] w) By} — o) de
LO
r T

B | [he (o Bl 2 Bl ) (2 - 22) e
LO
r T

‘E / b (1,9 B, 2 B[] u) B 20 — 2] de
LO
r T

IE / b (1, B[] 20 B[] ) (01 — i) dt
0
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Par conséquent

T
(J' (u),v—u) /tht vy — Uy dt+/hu (t,ut By, 2 B2, we) (vp — uy) di
(3.11)
D’autre part, d’apres (3.7) on a
T
B / Ho (63 B 1] 4B 2], Q) (0= o) 3.12
T
~E /@tct Dat| 4B | [t Bl B L)) (o )|
0
d’apres (3.11]) (3.12), on trouve
(' (w0 =) /H (6t B 28 B L), Q1) (0 — ) e

en utilisant I’équivalence (3.3)) et I’égalité précédente, on obtient

T
(u minimise J) < E /Hu (' By, 2L Bl w, QF) (vp—ug) dt| >0, Yo e U.

' (3.13)

Ce qui prouve le résultat. m
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Annexe

Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées

ci-dessous.

v.a
1.e

resp

RE

REXd

P—p.s

I

E[X]

I

MB

EDS

EDSR

tr (M)

()

H (t, e, 2, Qr, vr)

(o

Variable aléatoire.

C’est-a-dire.

Respectivement.

Espace réel eulidien de dimension k.

Ensemble des matrices réelles k x d.

Presque stirement pour la mesure de probabilité IP.
Espace des processus intégrables.

Espérance mathématique ou moyenne du v.a. X.
Eensemble des négligeables N (ensemble négligeables).
Mouvement Brownien.

Equations différentielle stochastique.

Equations différentielle stochastique rétrograde.
Trace de la matrice M.

Le produit scalaire dans R,

Hamiltonien

Variable de controle
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