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Introduction

Dans ce mémoire, on s’intéresse aux équations différentielles stochastiques rétro-
grades, notées (EDSR) ou en anglais (BSDE) (backward stochastic differential
equations), elles sont une nouvelle classe d’équations différentielles stochastiques, leur va-

leur est donnée en temps terminale (horizon finie) 7.

Commencée en 1973, les équations différentielles stochastiques linéaires ont été d’abord intro-
duite par Bismut en 1973 [1], qui a utilisé ces EDSR pour étudier les problémes de controle
optimal stochastique dans la version stochastique du principe du maximum de Pontryaguin.
Cinqg ans plus tard, (Bismut, 1978) prolonge sa théorie et montre 1’existence d’une solution

unique bornée de ’EDSR de Riccati.

En 1990, la théorie des EDSR a été grandement développée par de nombreux chercheurs,
et il y avait un grand nombre d’articles publiés consacrés a la théorie des EDSR et leurs
applications. Parmi ces auteurs, les plus célébres sont Pardoux et Peng en 1990 [6].et El-
Karoui [4] .

Le question que suppose est quelle est la signification et la solution de 'EDSR. On défini
un mouvement Brownien d-dimensionnel (B;), soit un espace de probabilité (£, F,P) et
Fi = 0(Bs,0 < s <T) la filtration naturelle du mouvement Brownien. On considére des

EDSR générale de la forme suivante :

LAY, = —f (t,w,Ys, Z,) dt + Z; dB;
Yr =¢&, avec Vt € 0,77,
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ou sous forme intégrale :
T T
Y;:§+/ f(s,w,YS,Zs)ds—/ Zs dBs,
t t

telle que :
* f = f(t;w;y; 2) est le générateur qui est une fonction progressivement mesurable donnée.

* Le condition terminale (finale) Y7 = £ qui est variable aléatoire Fr—mesurable est de carré

intégrable.

Le résoudre de I’équation différentielle stochastique rétrograde c’est trouver un couple de
processus (Y, Zt)ogth adaptés par rapport a la filtration du mouvement brownien F; =
0 (Bs,0<s<T), cest-a-dire ne dépend que de I'information connu jusqu’a l'instant ¢.
Dans ce mémoire qui ce compose & trois chapitre :

Premier chapitre :

Dans ce chapitre, on introduit les notions générales du calcul stochastique on définit les pro-
cessus stochastiques et leurs propriétés et les notions de mouvement brownien et 1’espérance
conditionnel, et temps d’arrét et martingale...etc. On parlait aussi sur les équations diffé-
rentielles stochastiques (EDS), 'existante et 'unicité de sa solution avec démonstration en

détail, et quelque théories et inégalité sur ’analyse.
Deuxiéme chapitre :

Dans ce chapitre on présentait le résultat d’existence et d’unicité de la solution d’'une EDSR
dont les coefficients sont globalement Lipchitziens. Ce résultat a été obtenu par Pardoux
et Peng en 1990 voir [6] avec le générateur f non-linéaire et une donné terminale de carré
intégrable.voir [7].

Troisiéme chapitre :

Dans le dernier chapitre, on parle sur le probléeme du controle optimal pour un systéme

gouverné par EDSR | nous créé les conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité sur

I'EDSR controlée.



Chapitre 1

Introduction au processus

stochastique

D ans ce chapitre on peut donner quelques concepts de base au processus stochastique

comme formule d’Itd et les EDSs pour plus de détail voir le livre [5].

1.1 Rappel sur mesure

Définition 1.1.1 E ensemble quelconque. Soit A une partie de P (E), on dit que A est une

tribu st et seulement si :
1. e A
2. Stabilité par passage au complémentaire,i.e. VA € A alors A® € A.

3. Stabilité par union dénombrable, i.e. Soit Ay, Ag, As, ....., A, € A alors |J A, € A.

neN

On appelle U'espace (E,A) espace mesurable.

Définition 1.1.2 Soit (E,.A) un espace mesurable, une mesure sur (E,A) est une applica-

tion p : A —R, = [0, +00] telle que :

1) p(¢) = 0.
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2) V (Ay),en une suite de parties deuzx a deux disjointes de E alors :

M(UAH> => ().

neN neN

On appelle 'espace (E, A, 11) espace mesuré.

Remarque 1.1.1 Si de plus pu(E) = 1, p mesure de probabilité, et on la notera P, et
(E, A,P) espace de probabilité.

Théoréme 1.1.1 (Théoréme du point fixe) : Soient (F,d) un espace métrique complet
et U : E — E une application contractante, c’est a dire, Lipchitzienne de rapport k < 1.

Alors : U admet wunique point fire a € E tel que ¥(a) = a.

Théoréme 1.1.2 (Inégalité de Young) : Soient a,b > 0 et 1 < p,q < +00 deux éxposants
CONJUGUEs i.e,% + % = 1. Alors :
a?  b?

ab < — + —.
p q

Théoréme 1.1.3 (Inégalité de Hélder) : Soient a,b > 0 et p,q € [1,00] deuz exposants

CONJUGUES i.e,% + % = 1.s1 f, g sont des applications mesurables, alors :

IFglly < A1, llgll,

Proposition 1.1.1 En cas particulier , l'inégalité de Holder (dans le cas p = 2) donne

l'inégalité de Cauchy-Schwartz, i e :

IFglly < 171l llgll, - (1.1)

Théoréme 1.1.4 (Théoréme de Fibuni) Soient (E, A, 1), (F, B,n) deuz espaces mesurés
tels que les deux mesures soient o — finies et soit (E x F, A x B,u®n) l’espace mesurable

produit muni de la mesure produit. Si : f : E x F — [0,00] et est un application A x B-
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mesurable, alors les applications :

maéf@wmmw et weéjuwmmm,

sont respectivement A— et B—mesurables et

[ femamenexy) - [ (/Ef(x,y) d (y)> ne (1.2)

:/E</Ff(x,y)d,u($))d77(y)-

Théoréme 1.1.5 (Formule de Taylor avec reste intégral) Soient f : I — R une fonc-

tion de classe C"* (n € N) et a,x € I. Alors :

5 (g , ) (4 T e (g "
f(:z:)—f(a)—i-f/(a:—a)—i-fZ—(!)(x—a) +...+fT!(>(x—a) +/a f(nTl()!)(I_t) .

Théoréme 1.1.6 (Convergence bornée de Lebesgue) Soit (f.),,~,une suite de fonctions

mesurables sur £ f, : R — R satisfaisant :
e [l existe une constante M > 0 avec |f,| < M pour tout n > 1.

o f,(x) — f(x) pour presque tout x € E. Alors :

n—o0

/\h—fwA—»a
R4 n—00

d’ ot

y fudh — | fan.

n—0oo Jpd

1.1.1 Processus stochastique

Définition 1.1.3 Soient (E,A) et (F,B) deux espaces mesurables, X : (E, A) — (F,B)

une application mesurable (variable aléatoire) si seulement si VA € B: X 1(A) € A.

Définition 1.1.4 Soient (2, F,P) un ensemble B C ) est dit négligeable s’il existe A € A
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telle que B C A avec P(A) = 0.

On note N I’ensemble de tous les ensembles négligeable de (2, F, P).

L’espace de probabilité (2, F,P) est dit complet si tous les ensembles négligeable est mesu-

rable ie. (N C A).

Définition 1.1.5 Processus stochastique est une famille {X;,t € T} de variable aléatoire

définie sur une méme espace de probabilité indexé par le temps t.
St T C N on dit que le processus est a temps discret.

Si T C R on dit que le processus est a temps continue.

Définition 1.1.6 (Filtration) Une filtration sur (Q, F,P) est une famille croissante F= (F,),cr

de sous tribu de F avec Fy C F; C F pour tous 0 < s <t dans T.

- Le quadruplet (2, F,F= (F,),cr,P) est appelé espace de probabilité filtré.

Remarque 1.1.2 On dit qu'une filtration F= (F,),.p satisfait les conditions habituelles si
elle est continue a droite ie F, = Ng<iFs , Vt € T, et si elle complet c’est-a-dire Fy contient

les ensembles négligeables.

Définition 1.1.7 (Modification) Deux processus (X;)icr, €t (Yi)icr, définis sur le méme

espace de probabilité (2, F,P) sont dit modification l'un de l'autre si :

Plwe Q: Xi(w) =Y (w)) = 1;Vt € Ry,

c’est a dire :

Vi € Ry, Xi(w) = Yi(w).P—ps.

Définition 1.1.8 (Indistingabilité) Deux processus (Xi)ier, et (Yy)icr, définies sur le
méme espace de probabilité (Q, F,P) sont dit indistingables s’il existe N un ensemble P—négligeable
tel que :

Plw ¢ N : Xi(w) =Y (w),VteR,) =1,

6
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c’est a dire :

Vw ¢ N, = X;(w) =Yi(w)Vt e R P— ps.

Définition 1.1.9 (Trajectoire continue) On dit que le processus X = (Xi)er, est a

trajectoire continue si lapplication t — X (t,w) soit continue.

Définition 1.1.10 (Processus prévisible) On dit qu’un processus X = (X;)icr, est pré-

visible pour A;, si Xy est Fo-mesurable et X; est Fi_1-mesurable pour chaque t > 0.

Définition 1.1.11 (Processus adapté) Un processus stochastique X = (Xi)ier, est dit

adapté par rapport a une filtration ('At)tZO si X; est Ay-mesurable.

Définition 1.1.12 (Processus Gaussien) Un processus stochastique X = (X;)ier, est un
processus Gaussien ssi ¥n > 1:V to,t1,....t, € Ry,Y ag,a1,...,an = Y ga; Xy, est une v.a

Gaussien.

Définition 1.1.13 (Accroissement stationnaire et indépendante) Pour 0 < s <t les

variables aléatoires X (t) — X (s) sont appelés des accroissement :

1) Un processus stochastique X = (X;)icr, est & accroissement stationnaire si la distribution

de la variable aléatoire X; s — X; ne dépende pas de t.

2) Un processus stochastique X = (X;)icr, est & accroissement indépendants si pour tout

sutte 0 < to <t < ... <ty lesv.as Xy, — Xy, Xpy — Xy, ooy Xo,, — Xy, , s0nt indépendante.

Définition 1.1.14 (Processus progressivement mesurable) Un processus (X;) a valeurs
réelles est dit progressivement mesurable par rapport a F; si pour tout t > 0 et pour tout
w € Q Vapplication (t,w) — X;(w) est [B([0;t]) ® Fi]-mesurable B([0,t]) est ’ensemble des

boréliens de [0,1].



Chapitre 1. Introduction au processus stochastique

1.1.2 Espérance Conditionnelle

Soit (£2, F,P) un espace de probabilité si A, B deux événements de (£, F,P) tq P(B) # 0.

Alors la probabilité conditionnelle de A sachant que B est :

P(AN B)

Définition 1.1.15 (L’espérance conditionnelle d’une variable aléatoire X par rap-
port & une tribu G) Soient (2, F,P) , G sous-tribu de F, alors l’espérance conditionnelle

de X sachant G est une variable aléatoire G—mesurable telle que :

/E(X|g)dIP’:/XdIP’, VA€ g,
A A

Théoréme 1.1.7 Soit G—sous tribu de F [’espérance conditionnelle de X sachant G est

l'unique variable aléatoire G—mesurable
/E(X|g)dIP’:/Xd]P’, VA e g.
A A

Proposition 1.1.2 (Propriété d’espérance conditionnelle) Soient X etY deux v.a et

G sous-tribu de F tel que : H C G,on a :

1) Linéarité : Soient a et b deuz constantes, alors :
E(aX +0Y | G) =aB(X | G) +VE(Y | G)

2) Si X est indépendant de G alors : B(X | G) = E(X).
3) BE(X | G)] = E(X).

4) Si X est G—mesurable alors : B(XY | G) = XE(Y | G)
5) Si X est G—mesurable alors : BE(X | G) = X.

6) BIE(X | G) | H] = BE(X | H) | G] = B(X | H).
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1.1.3 Martingale

La martingale est une série de v a dans lesquelles la prédiction conditionnelle de la valeur
suivant de la séquence a instant donné est égale a valeur couvant étant donné tous les valeurs

précédentes.

Définition 1.1.16 Soit (Q, F,F= (}_t)tzo IP’) un espace de probabilité filtré, on appel un pro-

cessus X; adapté o F;,—martingale si et seulement si :

X, € L' et pour tout 0 < s <t :EB(X; | F,) = X, P—ps.

Définition 1.1.17 (Temps d’arrét) Soint T =N ou Ry (2, F) espace mesurable : Un

temps d’arrét sur Q) relatif a un filtration F = (ft)tZO est une application T : Q — TU {400} ,et
VieT {1 <t}={we /T(w) <t} eF.

Définition 1.1.18 (Martingale locale) Soit F = (F;),-, une filtration et X = {X (t),t > 0}
un processus stochastique F;—adapté. On dit que X est Fy—martingale locale s’il existe une
suite de Fy— temps d’arrét {T,, n > 0} telle que : P (Tn — oo> =1 et telle que : le processus

X"t — Xyag, est une martingale nulle en 0, Vn € N.

Définition 1.1.19 (Semi-martingale) Une Semi-martingale X, est un processus réel
adapté et cadlag qui se décompose en une somme d’une martingale locale M, et d’une pro-

cessus Z; réel cadlag et a variation finie 1e. Xy = M; + Z,.

Définition 1.1.20 (Inégalité de Doob) Vp > 1, si {X,},_, n est une martingale dans

LP. alors :
p

Bl < B < (12 ) Bl

telle que : | X*| = max [|X4|, | X2|, ..., | Xn]]-
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1.2 Mouvement Brownien (MB)

On se donne un espace de probabilité (2, F,P) et un processus (B;,t > 0) sur cette espace.

Définition 1.2.1 Le processus (B, t > 0) est un mouvement Brownien standard si :
1)P(By=0)=1.

2)V 0<s<t, B — Bs est une variable aléatoire de loi Gaussienne centrée de variance
(t—s).

3)V¥n e N, Vt;, et 0 <ty <ty <..<t,, les variables B;, — By, ., ..... , By, — By,, By, sont

indépendants.

4) (B, t > 0) est a trajectoire continue P presque strement.

Théoréme 1.2.1 (Théoréme de représentation des martingales) Soient (B;) un MB
sur un espace de probabilité filtré (Q,]—", F=(F)>0 ,]P) et My une martingale (F,)—adapté.

Alors il existe unique processus adapté (Z;) telle que :

Définition 1.2.2 (Covariance quadratique) Soient M, et My deur martingales par
rapport & méme filtration (Fi)i>o et m, = 0 < t; < ... < t,, = t, une partition de [0,1] telle

que max [t; — t;—1| — 0. Alors on pose :
1<i<n

(My M) = 7}1_{202 [My (ti) — My (tioa)] [Ma (t;) — My (ti-1)] -

1=0

(M, My) s’appelle la covariance quadratique de Met M.

Définition 1.2.3 On définit la variation quadratique d’une martingale (M;) par :

(M) = lim S (M (8) = M (i)

10
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Définition 1.2.4 On définit aussi la variation finie (totale) d’une martingale (M) par :

(My) = Tim S IM, (1) — M, (1))

=0

1.3 Intégrale stochastique et formule d’It6

T
I1 s’agit d’une intégrale de la forme / X (t)dBy, ou (Bt)i<r est un mouvement Brownien, et
0

(X¢)t<r un processus stochastique répondant a certains critéres d’intégrabilité.

Propriété 1.3.1 Lintégrale stochastique posséde les propriétés suivantes :

1. Linéarité Va € R,
t t t
/ a(Xs+Ys)dB, = a/ X,dBs + a/ Y,dB;,
0 0 0
2. Additivité : Pour0 <s<u<t<T
t U t
/ X(s)dB, = / X (s)dB, +/ X (s)dB,.
T
3. Si / E[X?(s)] dBs < oo, alors pour tout t <T.
0

/ B X(s)] dB. 0.

T
(C’ar le processus {/ X(s)dBS} est une martmgale) :
0

4. Isométrie d’Ito )
E (/OTX(s)dBS) - E/OT ({X(s))? ds. (1.3)

5. Propriété du martingale

E UOtX(s)st | ]—"u} - /OUX(S)CZS.

11
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Définition 1.3.1 Soient (Q, F, (]:t)tzo ,IP’) un espace filtré, et By une mouvement Brownien,

on appelle processus d’Itd un processus (Xt)ogth a valeur dans R telle que
t t
Vi<T X;=ux +/ asds—l—/ 0sdBs,
0 0

avec : 1 Xy est Fo-mesurable.
2 (ou)geper €t (01)geier deux processus adaptés a Fy.

t t
3 / las| ds < 400 P—p.s et/ o> ds < +00 P — p.s.
0 0

Le coefficient a; s’appelle dérive (drift) de processus X et o4 s’appelle le coefficient de diffusion
(volatilité).

t
On appelle le processus t — xg + / asds est la partie & variation finie de X, et le processus
0

t
t— / 0sdB; le partie orthogonal de X..
0

1.3.1 Formule d’Ito6

Soit (X, un processus d’It6, s’écrit sous la forme :
t)0<t<T s

t t
Xi =29+ / agds + / 0.dBs.
0 0

Alors :
dXt = Oétdt + UtdBt.

Théoréme 1.3.1 Soit f : R — R une fonction de classe C? alors :
t 1 t
f(Xy) =f(xo)+/ f! (XS)dXs—I—§/ f7(X,) olds.
0 0

Alors :
df (X)) = f(X,)dX, + % " (X,) o?ds.

S

12
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Théoréme 1.3.2 Soit f une fonction définie sur R, x R de classe C* par rapport a t et de

classe C* par rapport & x on a

of

_ fof
ft, X)) = f(0,Xo) + T (s,Xs)ds+/0 91

taZ
(s, X,)dX, + % / o°f (s, X5)d(Xs),

o 0x?

telle que :
d{X,) = (dX,,dX,) = (byds + 0,dBy, byds + 0,dB,) = ods.

Théoréme 1.3.3 Soient X, et Xy deux processus d’Ito, et f une fonction dans R de classe

C? alors :
£ (X0 (8), X () = £ (X, (0), X5 (0)) + / oL (36, % (6 %9
[ e X @)X )+ [5G X ) v,
L ) X ) a4 [ 20 (X () X () d (X0, X,

5 0 a_l’% 0 63716132

Théoréme 1.3.4 (Intégration par partie) Soit X etY deux processus d’Ité telle que :

t t t t
Xt:Xo—i—/ ozsds+/65dB8 eth:YO—i—/ o/sds+/5;dBS.
0 0 0 0

Alors :
t t
XY= XoYo + / X.dY, + / YidX, + (X,Y),
0 0

avec !

(X,Y), = /0 Byf.ds.

De plus la formule d’intégration par partie s’écrit d (X;Y;) = XpdY; + Yid Xy + d (X,Y),.

13
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1.4 Equations différentielles stochastique

Une équation différentielle stochastique (EDS) est une généralisation de la notion d’équation
différentielle prenant en compte un terme de bruit blanc. Les EDS permettent de modéliser
des trajectoires aléatoires, tels des cours de bourse ou les mouvements de particules soumises

a des phénomeénes de diffusion.

Définition 1.4.1 Soient (Q,]:, (Ft) =0 ,IP’) un espace de probabilité filtré, B, un (F;) —MDB

d-dimensionnelle, X = (Xt)te[o,T} un processus stochastique continue a valeur dans R™, et

0 :[0,T] x R"— M,,»4(R),

a:[0,T] x R"— R",

deux fonctions Boréliennes, et & une variable aléatoire Fy mesurable indépendante de By telle
que : E ([¢]") < oo, Vp > 1.

Soit L’équation différentielle stochastique suivante :

dXt = (t, Xt) dt +o0o (t, Xt) dBt,

(1.4)
Xo = 57
vérifiant les conditions suivantes :
P(Xy=¢) =1. (1.5)
t t
IP’(/ a (s, X.) |ds+/ 02 (5, X,) ds < +00) = 1 (1.6)
0 0
t t
Xy :§—|—/ a(s,Xs)ds—i—/ o (s, Xs) dBs. (1.7)
0 0

Définition 1.4.2 On dit que l’équation (1.4) admet une solution forte (trajictorielle) si pour
chaque espace de probabilité filtré (Q,}" , (}-t)tzo ,IP) pour tout mouvement Brownien B =
(Bt)iejo,r) il existe un processus continue X = (X¢)ycjoq) tel que les conditions (L.5)), (L.6) et
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Chapitre 1. Introduction au processus stochastique

(1.7) sont vérifiées.

Théoréme 1.4.1 (Théoréme d’existence et unicité) Supposons que pour tout x,y € R"

ett >0, les fonctions o et a satisfait les conditions suivants :

1) Condition Lipchitz : S’il existe une constante k > 0 telle que :
a(t.) —a(ty) +lo(tz) —o(ty)’ <kle—yf. (1.8)

2) Croissance linéaire : S’il existe une constante ¢ > 0 telle que :
ot @) [P+ Ja ()" < e (1+ o) . (1.9)

Si les coefficients a et o vérifient les conditions (1.8)) et (1.9). Alors I’ équation (L.4)) admet

une solution forte unique X = (Xt)te[o T~ (F:) adapté et continue avec condition initiale

Xo = & de plus cette solution est Markovienne et vérifie :

E

mpuu1<ﬂm

t€[0,T

ou M est une constante qui dépend de k,T et £.
La preuve du théoréme d’existence et 'unicité est basé sur les deux lemmes suivants :

Lemme 1.4.1 (Lemme de Gronwall) Soit | une fonction intégrable et non-négative t > 0

et vérifiant

t
f0 <p+e [ s
0
t
ot ¢ une constante positive. Alors : f(t) < ﬁ/ exp(cs)ds.
0

Lemme 1.4.2 (Inégalité de Bulkhoder-Davis-Gundy (BDG)

2

E

sup
t<T

/Ota(s,XS)st < CE Uot |a(s,XS)|2ds] : (1.10)

15



Chapitre 1. Introduction au processus stochastique

ou C' est une constante positive.

Preuve. 1) L’unicité :

Soient (Xj)er et (Yi)ier € L?(92) deux solutions pour I’équation (1.4]) tel que X, = Yy = &,
et en appliquant l'inégalité (a + 6)2 < 2a? + 2b%, et en utilisant les formules de X, Y; on

obtient :

t t t t 2
|Xt—Y;|2: ‘g—i—/ a(s,Xs)ds—i—/ J(S,XS)dBS—(§+/ a(s,Ys)ds—l—/ o (s,Ys)dBy)
0 0 0 0

2

/O(a(s,Xs)ds—a(s,Ys))ds—i-/o (0 (s,Xs) —0(s,Ys))dBs

2
+2

2
<2

/O (U (S>Xs) — 0 (3,}/3)) st

/o (a(s,Xs)ds —a(s,Y;))ds

Passant au ’espérance mathématique, on obtient :

2
+ 2

2

t t
E|X, - Y|* < 2E / a(s,Xs)ds —a(s,Ys)ds / (o(s,Xs) —0o(s,Y5))dBs
0 0

D’apres L’isométrie d’Ito (1.3]) et I'inégalité de Cauchy-Schwartz (proposition [1.1.1]), on ob-

tient

2

E]Xt—Yt|2§2E/ (1 ds)/o |(a(s,Xs)ds—a(s,Y;))|2ds+2E|’/0 (0 (5, X,) — 0 (s,Y.))] ds

0

t t
< ZtE/ v (s, Xs)ds — a(s,Y)|* ds + ZE/ 0 (s, Xs) — o (s,Y,)| ds.
0 0
D’apreés condition Lipschitienne ([1.8)) , et la théoréme de Fubini :

¢ ¢
E|Xt—Yt|2§2T/ E\(a(s,Xs)ds—a(s,Ys))]QdS—i—Q/ E|(o (s, X,) — o (s,Y:)|* ds
0 0
¢ ¢
§2Tk/ E|XS—Ys]2ds+2k/ E|X, — Y.|*ds
0 0

t
gc/ E|X, — Y| ds,
0

16



Chapitre 1. Introduction au processus stochastique

telle que C' = max(2T'k, 2k), alors :
t
E|X; - Y|’ < 0/ E|X, — Yi|* ds.
0
D’aprés Lemme Gronwall [I.4.T] on obtient :
0<E|X,—Y,]> <0exp(Ct) =0.

Donc P ps X; =Y.

2) L’existence : On montre l'existance d’une solution forte en utilisant la méthode des

approximations successives, et pour cela on pose :

t t
X! =&+ / a (s, X271 ds + / o (s, X!7") dB,.
0 0

On a:

2

Xyt — xpf?

/0 (a(s, X)) ds —a (s, X)) ds+ (0 (s, X)) — o (s, X)) dB,

En utilisant la méme technique pour 'unicité, on obtient

t
B X - x| < C/ B|X7 - XY ds.
0

t t
E|x!— xO §2TE/O }a(s,Xg)FdswE/o o (5, X0)|" ds.

17
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D’apres la croissance linéaire « et o (1.9)), on obtient :

t t
B|X! - X0 < 2TcE/O (1+ X% ds+2cE/0 (1 + X, ds
t

t
< 2Tc/ (I+E[X")ds+2c [ (1+E|X,[*)ds
0 0

t
<M (1+E|XS|2)/ ds

0
<M(1+E[X))T

< CMT7
telle que M = max(27¢,2c) et Cpy = M (1 + E |X$|2) , ensuite :

t
B|XZ- X" < OM/ B|X! - X0 ds
0

t
SCM/CSCZS
0

t
SCjzw/sds
0

2
< O}"VIT?

Alors pout tout n > 0, on obtient :

t
B|Xi - X < CM/ B|X"— Xt ds
0

Cn+1 t
< M / s"ds
0

n!
< C]?/[Jrlg
— nl on
(CMT)n+1
— (n4+ 1)

18



Chapitre 1. Introduction au processus stochastique

On montre maintenant que X est une suite de Cauchy dans L?((2), et en appliquant 'in-

égalité triangulaire, on obtient :

(E‘Xt - Xt ’2) = HXt - Xt H

L2(Q)

m—1
<D = Xl
k=

- 3

m—

IN

/2
(C’MT)kH 1
{ (k+1)! s

k=n

Lorsque n — oo, et m — 00, on obtient :

1/2

(X" - X7

Donc X} est une suite de Cauchy dans L?*() qui est lui méme un espace complet, et par

conséquence elle est convergente dans 1.2(2).

Notons X; la limite de la suite (X}*), , avec lim X' = X; dans (L?*()), telle que :

n—oo

t t
X, =¢ +/ a(s,Xs)ds +/ o (s, Xs) dBs.
0 0

Q)

2
On a déja montré que X} L X, telle que :

t t
X =&+ / (s, X)) ds +/ o (s, X! ") dB,.
0 0

Il nous reste & montrer que la solution s’écrit sous la forme EDS, en utilisant 'isométrie d’It6

et comme o est C'—Lipschzienne :

2 2

ds

—E’(/Ota(s,Xgl) —U(S,Xs))

t
< CE/ Xt — X, | ds — 0,
0

B ’ ( /0 o (s, X0 — 0 <5,Xs>) 1B,
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2 2
car X} Y X, alors o (s, X771 Y, (s, X5)).

On applique I'inégalité de Holder et comme « est C'—Lipschzienne, on trouve :

2

t
E / a(s,XI") —a(s, X,)ds| <CTE|X]" - X,
0

2
"o,

car X" L) X}, et par la continuité de a(w, t). Alors a (s, X1 — «a(s, X)) dans L?(Q).

n—oo

En passant a la limite, on obtient :

t t ) t t
Xp = §+/ a (s, X7 ds+/ o (s, X! ") dB; g X, = 5—1—/ a (s, Xs) d$+/ o (s, Xs) dBs.
0 0 0 0

Donc X; est un solution de ’équation (|1.4)).
On va montrer que E (sup |Xt|2) < M, par I'inégalité (a + b+ c)* < 2(a® 4+ b* + %), et on
t

passant a l’espérance on a :
t t
E(|X,|*) < 3E[¢|?> + 3TE U v (S,XS)F] ds + 3E [/ o (5, X,)| 21 ds.
0 0

D’apres la croissante linéaire de o et o (|1.9)), on obtient :

t

E(|X:*) < 3E|¢|? + 3T cE Ut (1+ |XS|2)} ds + 3cE [/ (1+ |X8|2)] ds
y y
< NE[¢f + NE [/ (1+ |X5|2)] ds + NE U (14 |XS|2)] ds
0 0
< NE > + 2NE Ut (1+ |X5|2)} ds
0
< cyE |§|2 + cyE {/ (1 + |X5|2)} ds
0

t
< cyE |§|2 +enT + enE |:/ |Xs|2:| ds
0

t
< en(BIEE+T) + ey / E|X, [ ds,
0
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avec N = max (3, 3¢, 3c¢T) et cy = max(2N, N), et on applique le lemme de Gronwall [1.4.1{
on obtient :

E(|X,|°) < [E[¢]” + T exp (ent) < M.

Puis que [E €1? + T] < o0, telle que M = (B €£]> + T exp(cyt), alors :

E(1X:|*) < ooVt e [0,T].
Ce qui implique d’aprés
E ( sup |Xt|2> < CE (|1X*) < M.
te[0,7

D’ou le résultat. m
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Chapitre 2

Equations différentielles stochastiques

rétrogrades (EDSR)

2.1 Introduction

l es équations différentielles stochastiques rétrogrades (EDSR) sont des nouveaux
types d’équations différentielles stochastiques (EDS) qui ne peuvent pas étre traitées
par les méthodes usuelles pour les EDS. Une des principales raisons est qu’on ne peut pas

renverser le "temps". Voyons un exemple simple.

Considérons ’EDS suivante :

dv, =0
(2.1)

Yr =&, pour tout t € [0,7T],

ou £ € L%(Q, Fr) ensemble des variables aléatoires Fr -mesurables et de carré intégrables.
Puisque 'unique solution de cette EDS est Y, = &, pour tout £; Y est par conséquent n’est
pas une solution "adaptée" de (2.1) dans le sens usuel d’It6. Cependant cet exemple trivial

n’a pas de solution adaptée dans les sens usuels.

Dans plusieurs d’applications, il est crucial que la solution de I’EDS soit adaptée a la filtration
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ol le mouvement Brownien est adapté. Un exemple fréquemment cité, qui est I’essentielle a
I’origine de la théorie des EDSRs, est qu’on appelle le principe du maximum de Pontryagin
pour les problémes de controle optimal stochastique. Ceci est la condition nécessaire pour
le controle optimal, qui contient une" équation adjointe" qui prend la forme d’une EDSR.
Motivé par de tels problémes (voir SVP le chapitre 03), Bismut [I] est le premier qui proposé
la méthode suivante pour trouver une solution adaptée pour les EDSR. Prenant le cas simple

(2.1) comme un exemple.

On suppose que la filtration est Brownienne, c’est-a-dire qu’il existe un mouvement Brow-
nien B, = (B;) définie dans (2, F,P) telle que F;, = ]—TB)P, pour tout t > 0, ici FP =
0(Bs,0<s<t)et ﬁp définie 'augmentation par les éléments de P-négligeable. Supposons
maintenant que & € L2(Q, Fr), et notons Y; = B (£ | F;) ,t > 0. Alors, Y est une L?— martin-
gale et par la théoréeme Représentation de martingale existe unique processus prévisible

Z € L3(Q, F) telle que :
Y, = E(¢/F) = E(¢) +/0 Z,dB,. (2.2)

La forme différentielle de cette équation est :

d}/t - Zt dBt, (2 3)

Yr=¢ Vtelo,T].

Bismut propose que au lieu de regarder seulement le processus Y comme la solution a 'EDSR,
on peut considérer le couple (Y, Z) comme une solution de 'EDSR et la forme appropriée
d’une EDS avec une condition terminale serait de la forme que celle de . On peut
écrire comme "une équation intégrale". En effet intégrons de t & T, on obtient
que :

T
Yr=§€— / Z,dB,, avec Vt € [0,T].
t

Ceci est L’EDSR simple sous sa forme intégrable.
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2.2 Notations et définitions

Soient (€2, F,P) un espace de probabilité complet, B un mouvement Brownien d—dimensionnel,
Fi=0(Bs,0<s<T).
*S?(R*) = { I’espace vectoriel formé par les processus Y progressivement mesurable & valeur
dans R* telle que ||Y]|ee = E ( sup |Yi| 2) < 00}

0<t<T
*S? = {le sous-espace par les processus continue.}.

M2, q(RF*4) = { T'espace formé par les processus Z progressivement mesurable & va-
T

leur dans R**? telle que ||Z|ye = B (/ ||Zt||2dt> < oo}, ou:si Z € R | Z|12, =
0

trace(Z.Z%).

M?(R**4) désigne I'ensemble des classes équivalente de M2?(RF*?).

Soient les espaces S?, S?, et M? sont des espaces de Banach pour ces normes. On désigne par
B? l’espace de Banach S?(R¥) x M??(RF*?),

On consideére I'équation différentielle stochastique rétrograde (EDSR) :

d}/;f = f (ta}/tv Zt) dt — Zt dBt
Yr =&, avec Vt € (0,71,

ou de fagon intégrable :
T T
Y;f:g_‘_/ f(SaY:%Zs)dS_/ stBsa
t t

ou :
f+ ([0,7] x Q@ x RF x RF*4) — RF
(t7w7y’ z) — f(t7w7 y? Z)'

telle que f s’appelle le générateur et € est Fr—mesurable de carré intégrable & € L2(Fr).

Définition 2.2.1 Une solution d’équation (2.4)) est le couple des processus {(Yz, Zt)}oci<r

vérifiant :
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1. Y et Z progressivement mesurable & valeur respectivement dans R* et RF x RF*4,

t

2. Pps / (17 (5,0, 2)| + [1Za]] 2ds} < oo.
0

3. P—ps on a :

T T
Yt:§+/ f(S,YS,ZS)ds—/ Z,dB, 0 <t<T.
t t

Remarque 2.2.1 Le processus Y est une semi martingale continue, car Y écrit sous la
forme Y, = M, + A; telle que M; est un martingale local et A; est un processus stochastique

a variation finie.

En effet on a'Y est continue car Y € S*(R¥) et

T T
Yt—f—i-/ f(s,Ys,Zs)ds—/ 7By, avec 0 <t < T.
¢ ¢

T
Ay = / f(s,Ys, Zs)ds est un processus stochastique a variation finie ot :
t
T T
</ f(s,YS,ZS)ds,/ f(s,YS,ZS)ds> =0 < .
t t

T
M, = — / ZdBg est un intégrale d’Ité alors est martingale, et comme tout martingale est
t

un martingale locale .

Donc Y est un semi-martingale continue.

Hypothése :(H1) Supposons qu’il existe un processus {f;},c,<r € M2 est positif et A un

constante positif telle que :
V(t,y,2) € ([0,T] x RF x R™) = |ty 2)] < fi + X (Jyl + [|2]]) -

Proposition 2.2.1 Supposons que (H1) est vraie et si {(Yi, Z;)} est solution de I’EDSR
R.4), telle que Z € M2, alors Y € S?.

25



Chapitre 2. Equations différentielles stochastiques rétrogrades (EDSR)

Preuve. Y| est déterministe, alors pour tout ¢ € [0,77], on a :

t t
Vil = Yo - / F(s, Yo, Z,)ds + / Z.B,|
0 0

t t
< \Yo|+|/ f(s,Ys,Zs)dSIJr!/ Z.dB.|.
0 0
D’aprés hypothése (H1), on a :

t t
ln|§|%|+/ (fo+ A (Yol +1Z:11)) ds + sup |/ Z.B,|
0 0<t<T 0

t t t
< |Y0|—|—/ (fi + | Zs]])ds + sup ]/ stBS|+)\/ Y| ds
0 o<t=T Jo 0

N

N
=€

t
ge—i-)\/ Y| ds.
0

t
Si Z € M? donc E </ | |Zs]|2ds> < oo et d’aprés linégalité de B-D-G (1.10), on peut
0

écrire :
t ¢
E ( sup | ZSdBS|2) < CE </ |Zs|2ds> < 00.
o<t<T Jo 0

On sait que Yyet {f:} tefo,r] Sont déterministe et de carrée intégrable, et comme Y; est un

t
processus continue et |Y;| < e+ A / |Y;| ds, donc on peut appliquer de lemme de Gronwall
0
L4Tlie
Vy| <eexp(At),

telle que ¢ € [0,7] (d’horizon finie), donc :

E [ sup |Yt@ < eexp (At).

0<t<T

E { sup \YHQ} <E { sup \Y}\] < eexp (M) < o0.

0<t<T 0<t<T

DoncY € S%. m
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Lemme 2.2.1 $iY € §* (R*) et Z € M? (R¥*?) | alors :

X, = {/Otyszs dB,,t € [O,T]}, (2.5)

est une martingale uniformément intégrable.

Preuve. 1) X; est un intégrale d’Ito, alors il est martingale telle que Y;Z; est un bon-

processus.
En effet Y,Z, est adapté et cadlag car Y € S§* (R¥) et Z € M? (R**?) | et d’apres I'inégalité

de Cauchy-Schwartz([1.1)) et I'inégalité de Young [ab < a® + b*] on a :

t % t 3
e[/ |Yz|d] <&|[ wras| B[ [1zPa
0
t 1 t
<38 | s 10| [as+ 38| [ 1200
0<t<T 0 2 0
2 1 ! 2
5o | s ]+ 38| [z 0]
2 0<t<T 2 0

< 00,

DO —

'ﬂ

carY € S’ (R’“) et ZeM (]R’”d) ,alors X; est une martingale.
2) X, est uniformément intégrable :

D’apreés l'inégalité de B-D-G ( et linégalité de Young ab < a® + b?, on trouve :

/OtYSZSdBS}g H/ Yl 1ZI1° ds}
|

2 - 1
<%g [ sup mﬁ] g [/ ||Zs||2ds]
0

NI

E[sup

0<t<T

7 0<t<T 2
! 2 1 T 2
< B | swp V.| + 6] [ 112012 ds
0<t<T 2 0
< Q.

27



Chapitre 2. Equations différentielles stochastiques rétrogrades (EDSR)

avec ¢’ =max (<£,1) car Y € % (R*) et Z € M2 (RF*9) .
22
Donc :

< Q.

E l sup | X|

0<t<T

Donc X; est uniformément intégrable. m

2.3 Cas Lipchitz

Dans cette section, nous allons montrer un premier résultat d’existence et d’unicité. Ce
résultat est dit & Pardoux et Peng [6], c’est le premier résultat d’existence et d’unicité

pour les EDSR dans le cas ot le générateur est non-linéaire.

Soit 'application f: ([0,7] x Q x R¥ x R¥*?) — RF telle que pour tout (y, z) € R¥ x R¥*?,
le processus {f (¢, ¥, 2)}o<,<p SOit progressivement mesurable.

On considére également une variable aléatoire ¢ est Fp —mesurable, & valeurs dans RF.
Hypothése (H2) :

Il existe une constante A\ > 0, telle que P—ps

1) Condition Lipchitz en (y, z) pour tout t, y, ¢/, z, 2’ :
|f (ty,2) = F YD) < Ay =+ 1z = 2).

2) Condition d’intégrabilité :

B i+ [ 176.0.08) <00
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2.3.1 Cas simple f ne dépend pas ni y ni 2

Soit f ne dépend pas ni y ni z i.e : on se donne & de carré intégrable et un processus {F;} ;.1

dans M? (]Rk) , et on veut trouver une solution de 'EDSR ([2.4)) :
T T
Yt—f—i-/ Fsds—/ ZsdBs, 0 <t <T. (2.6)
t t

Lemme 2.3.1 Soit § € L? (Fr) et {Fi}o,cp € MP? (R*), UEDSR (2.6) posséde unique solu-
tion (Y, Z), telle que Z € M?.

Preuve. 1) L’existence : Supposons que (Y, Z) une solution vérifi¢ Z € M2, si on prend

I’ésperance conditionnelle sachant F;, on obtient :

T T
n:m(m@)ﬂ(&/ Fas— | zsstm).
t t

T T
Comme / ZdBg est une martingale, alors on a [E ( / ZSdBS> = 0, on fait dans S? car F'
0 t

est de carré intégrable, on a pour tout ¢ € [0,7] :

T t
Yt:E<§+/ Fsds—/Fsds]}})
0 0
T t
:E<§+/ Fsds].ﬂ>—/Fsds
0 0

t
:Mt_/ Fst,
0

ol M, est un martingale Brownienne. D’aprés le théoréme de représentation des martingales

1.2.1}, il existe un processus prévisible Z carré intégrable (7 € M?), telle que

t
Yt—Mt—/FSds
0

t t
= My + / ZdBg — / Fds.
0 0
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On vérifie facilement que (Y, Z) ainsi construit est une solution de 'EDSR (2.6) étudiée et

comme Y =&, 0n a:

t t T T
Y — &= M, +/ ZdBs — / Fyds — (Mo +/ ZydBg — / Fsds)

0 0 0 0

T t T T
= (/ Fds —/ Fsds> - (/ ZsdBy —/ stBs>
0 0 0 0
T T
:/ Fsds—/ ZsdBs.
t ¢

T T
Y, =¢ +/ Fyds — / Z.dB.
¢ ¢

2) L’unicité : Soient (Y;, Z;) et (Y}, Z]) deux solutions de 'EDSR (2.6)), et Yy = Y/, Fs = F.,

Alors :

soit : Yy =Y,— Y/ et Z=2,—Z.
Nous allons prouver que Y; =Y/ et Z;, = Z] dPxdt—ps.
En effet
T
Yy = _/ stBs~
t

On applique la formule d’TIt6 telle que g ();) = |yt|2, donc :

1
d|V* = 20,dY, + 25 (%)

= 20,dY; + || 24| dt.

En passant a I'intégrale et comme ) = 0, alors :

T T T
/d|y5|2=2/ ytdyﬁ/ 12,12 ds
t t t

2 r r 2
0- =2 / VoY, + / 12, ds,
t t

ou :

ysdys - _ysstBs-
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Donc :

T T
_|yt|2:/ —yszsst+/ 12, ds.
t t

Alors :
T T
/ —ySZSdBS:]yt]2+/ 12,17 ds.
t t

T
En passe a ’espérance mathématique et comme / — YV Z,dB; est un intégrale d’It6, donc
t

T
E [/ — yszsst} =0, alors :
t

T
E [|yt|2+ / |rzs||2ds] _o,
t

C’est-a-dire :
|:)7t|2 =0 alors Y, = 0,dP — ps

T
/ 12,]1> ds = 0 alors Z, =0, dPxdt—ps
¢
Alors dPxdt—ps
Y=Y/,
Zt = Z{

D’ou le résultat. m

2.3.2 Cas ou f dépend de y et 2

Théoréme 2.3.1 (Pardouz-Peng 1990 [6]) Sous l'hypothése (H2), ’EDSR (2.4) posséde

une unique solution (Y, Z) , telle que Z € M?2.

Preuve. Nous utilisons un argument du point fixe dans I'espace de Banach B?, alors
soit 'application
U: B2 B2
Y, Z2)— ¥ (Y, 2),

telle que (Y, Z) est une solution de 'EDSR ([2.4)) si seulement si ¥ admet un point fixe.
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Pour tout (U, V) € B2, on définit ¥ (U, V) = (Y, Z) solution de L'EDSR

T T
Yt:£+/ f(s,US,Vs)Sds—/ ZudB, 0<t<T. 2.7)
t t

Remarquons que 'EDSR (2.7) posséde une unique solution qui est dans B2,

En effet, posons F, = f (s,U,, V) € M? comme f est A—Lipchitzienne on a :

|f (5,Us, Vo) = £ (s, UG VO < A(|Us = UL+ [IVs = Vi)

s) S

< AU, = UL+ A Ve = V]
Soit Ul = V! =0, alors :
|f(87U37V;)| - |f(37070)| < |f(8’U57VS) - f<87070>| < /\|U5| +/\||V‘5||

Alors :
|f(S7U57‘/:9)| S f(87070) +)‘|U8| +)\||V;||7

avec f et U et V; sont des processus de carré intégrable, alors par suit nous pouvons appliquer

le lemme pour obtenir un unique solution (Y, Z) tel que Z € M?.

L’intégrabilité de Z est obtenue par le théoréeme de représentions de martingale et d’apres la

proposition alors Y € S2.
Soient (U, V) et (U, V') eB?ou (YV,Z2) =V (U, V) et (Y, Z') =T (U, V).

Notons y =Y =Y’ et 2 =2 —Z' et yr = 0 tel que :

dyt = f (ta Ut7 %) - f (ta Ut/> VZ) - thBt-

On applique la formule d’Ito sur exp (at) |y,|*, soit g (, ;) = exp (at) |z;|* , alors il est facile

de calculer les dérivées.
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Alors :

1
d (exp (at) \yt|2) = aexp (at) [y]” dt + 2exp (at) yudy; + 52 exp (at) (dy),
— exp (at) [yl dt + 2exp (at) i [f [(1, U, Vi) — f (£, UL V)] — 4B

+ exp (at) ||z dt.

En passant a I'intégrale, on obtient :

d (exp (as) |ys|2)

T~

/ aexp as |ys| ds + 2€Xp (as) Ys Hf (57 Us,‘/s) - f (t Usf?‘/s,)] - ZSdBS])

/ exp (as) || 2| ds.

Alors :
exp (as) [yr|” — exp (at) [y,|”
T T
/ avexp (as) |ys|” d3+/ exp (as) ||z ds
T t T
+2/ exp (as) ys{ (s,Us, Vi) — f (8, US',V;,)—/ exp (as) ys2sdBs
t
Alors :

T
_ [exp (at) |yt\2 +/ exp (as) stHQdS]
¢
T T
= 2/ exp (as) ys {f (t,ULV]) = f(s,Ug, Vy) +/ exp (as) yszsd By
¢ ¢

T
—/ avexp (as) |ys|* ds.
t
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Comme f est A—Lipchitzienne et on note par u =U’' — U et par v =V'—V, on a

T
exp (at) |yt]2 +/ exp («s) st|]2ds
t

T T
—/ —aexp (as) |y5|2d3+2/ exp (as) ys MN|UL — Us| + M|V] = V)
t t

T
+ 2/ exp (as) yszsdBs
t

T
exp (at) \yt]2 +/ exp («s) H25H2ds
t

T T
| —aexpas)ds +2 [ e (@s) g (Al + A fuul)
t t

T
+ 2/ exp (s) yszsd Bs.
t
Pour tout € > 0, en appliquant inégalité de Yong 2ab < % +eb? on a:

T
exp (o) |y]” + / exp (as) || 2] ds
t
T 2
A
< / [—a + 2—} .| ds
: €
T T
+ 6/ exp (as) (|u5|2 + ||vs||2) ds + 2/ exp (as) yszsdBs.
t t

2
Prenant « = — et R, = ¢

T
/ exp (as) (Ju* + ||v||*) ds, donc Vt € [0, T :
0

T T
exp (at) |y +/ exp (as) ||z]|* ds < R. + 2/ exp (as) yszsdBs.
t t

Alors :

T
exp (at) y:)* < R. +2

exp (as) yszsdBs | (2.8)
T
/ exp (a5) |27 ds < R. +2 )
t

(
exp (as) yszsdBs.

/tT
f
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T T
D’apres (2.9) et E {/ exp (as) ||zs||2ds} < E(R.) + 2E {/ exp (as) yszsdBs| , la mar-
t ¢

tingale locale / exp (as) ys2,dB, est une martingale nulle en 0 puisque Y, Y’ € S?%, et
t

Z,7'" € M2, donc :
T
E [/ exp (as) ||zs||2ds] <E(R.).
t

D’autre part d’apres (2.8)), et on applique I'inégalité de Doob [1.1.20| et de BGD ({1.10]), on

obtient :

E | sup (exp (at) |yt\2)1 )+ 2E ( sup eXp (avs) yszsd By )
0<t<T O<t<T
T
.)+ CE </ exp (as) |ys)” ||z ds)
+CE<sup exp (at) |y, / exp (as) ||z ds>
0<t<T
1 C? r )
)+ =E | sup (exp (at) |y ) +——E exp (as) ||z " ds ) .
2 o<t<r 2 t
Donc :
2 1 2 02
E | sup (exp(at) |ul’) | = 5B | sup (exp(at) [ul")| < B(R.)+ B (R.)
0<t<T 0<t<T
1 5 C?
SE | sup (exp(at)|y])| <B(R.) + = E(R.)
2 lo<t<r 2

Alors :
E [ sup (exp (at) |yt|2)} <2E (R.) + C°E (R.).
0<t<T

De plus, on a :

E | sup (exp (at) |yt|2)] +E [/t exp (as) ||z ds} =E(R.) +2E(R.) + C°E(R,)

0<t<T

= (3+C*)E(R.).
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Et par suite d’apres la définition de R, on a :

s (e @lnf)] +2 [ [ e (a0 o s

0<t<T
T
=+ 0B (= [ o as) (u? + ) s
0
T T
<@+ ([ eplaslulds+ [ ees) o ds)
0
=¢(3+C?) E<exp (t) Jug|? / ds+/ exp (as) [[v, | d8>
T
= (3+C?) E<exp (t) || T+/ exp (as) Hvsll2ds)
0

=e(3+CH K

telle que K = (1V T, on prenant telle que :¢ (3 + C?) K = % de sort que I'application ¥ est

alors une contraction stricte de B2 dans lui-méme si on le munit de la norme suivante

=

2

T
U, V|, = | sup (exp (at) |yt\2) +/ exp (as) stHQdS
0<t<T 0

Si on prend le cas que [a = 0] alors ¥ posséde donc un unique point fixe, ce qui démontrer

Pexistence et 'unicité d’une solution de FEDSR. (2.4]) .

On obtient ensuite une unique solution vérifiant Z € M? puisque implique qu’une telle

solution appartient B2, m

Remarque 2.3.1 A partir de maintenant et sans plus insister, l'expression « la solution

de PEDSR » signifiera la solution de I’EDSR vérifiant Z € M?2.

2.4 Le role de Z

T
Nous allons voir que le role de Z, plus précisément celui du terme / ZsdBg est de rendre le
t

processus Y adapté et que lorsque ceci n’est pas nécessaire Z est nul..

Proposition 2.4.1 Soient (Y, Z) la solution de ’EDSR (2.4)) et un temps d’arrét majoré par
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T On suppose, en outre l’hypothése (H2) que est Fr —mesurable et que f(t,y,z) = 0 dés

quet > 71 . Alors sit > 1
}/t:}/;ﬁ/\’r;
tho.

Preuve. On a P—ps
T T
Y: Zf—i—/ f(s,Y;,Zs)ds—/ ZdBs ,0<t<T.
t t
Donc pour t =7 :

T T
YT = 5 +/ f(S;Y:e, Zs)ds +/ stBs )

T

T
n_g—/‘@ﬂ%

Y, =E(| F) =

T
car ¢ est Fr—mesurable, et par suite / ZsdBs = 0, et par suite :
2
sst) =E

E(/TTZ </TT||ZS||2ds>:o.

Finalement

7'51827 =0.

Alorssit>T1:Y, =Y,.

Donc :

T T
YT - Yt + / f(57§/s7 Zs)dS + / stBs

=Y, +0-0=Y,
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Alors :
Y =Yinr et Z,=0.

Ce qui termine la preuve.

Notons que dans le cas ou £ et f sont déterministe, alors Z est nul et Y la solution de

I’équation différentielle

dY, = f (t,Y;,0) dt

Yr=¢
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Chapitre 3

Controle optimal stochastique pour

PEDSR

P ]otre but dans ce chapitre est de dérivé les conditions nécessaires et suffisantes

d’optimalité pour les EDSRs. Nous nous sommes appuyés sur la recherche sur [2].

3.1 Formulation du probléme

Soit (2, F, (F:) ,P) un espace probabilisé filtré sur lequel on définit un mouvement Brownien

d-dimensionnel B = (B) et soit la filtration naturelle de mouvement Brownien Ficjo7) =

>0

0 (Bs,0 < s <t). T un réel strictement positive fixé. U un fermé convexe de R™.

Définition 3.1.1 On définit un controle admissible pour tout processus F; -adapté a valeur
dans U tel que :
E

sup |ve]*| < 0.
t€[0,T]

On note par U I’ensemble des tous les controles admissibles.
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Pour tout v € U, on considére I'équation différentielle stochastique rétrograde controlée

suivante :

dyy = f (t,y7, 27, v) dt — z7d By,
Yy f( Yis % t) t WDy (3'1)
yr =&

ou f:[0,T] x R" x Mg Xx U —R", et £ est une variable aléatoire de dimension n, Fp-

mesurable et indépendante de mouvement brownien tel que : £ |§|2 < 00.

Définition 3.1.2 (Fonction de coit) Soit la fonction de coit donnée par :
T
70 = [B [ h @5 @) o @)+ 95 @) 32)
0
ot

h:[0,7] x R" x M,»q (R) x U =R,

g:R"—>R,

et yo est la solution de l’équation (3.1)) prise au temps initiale.

Hypothése (H3) :

Les fonctions f, g et h sont continues en (y, z,v), et leur dérivées f,, f.,g,, h, et h, sont
continues en (y, z,v) et uniformément bornées.

Les fonctions f et h sont bornées et f Lipchitzienne en y, z et v.

Le but du contréle optimal est de minimiser la fonctionnelle de cotit J sur I’ensemble des

controles admissibles, on choisit un controle u € U tel que

J (u) = inf J (v). (3.3)

veld

Définition 3.1.3 Une solution de I'EDSR (3.1) est un couple de processus {(yt, zt) }o<i<r
vérifiant :

1) y, z sont progressivement mesurable.
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2).
g 2
/ {|f(87ysvzsavs)|+||zs|| }dS<OO
0

3) P—ps
T T
yf :/ f(57ygaz:7Us)dS_/ Z;)st-
t t

3.2 Reésultats préliminaires

On considére la perturbation convexe suivante :

uw’ = u+6v,Yu e U.

Soit 3 trajectoire associe au controle u? € U est donnée par :

T T
yf :/ f (s,yﬁ,zf,ug) ds —/ zgdBS.
t t

D’aprés la formule (3.2)) et la définition de controle perturbé, on a

J (u) = inf J (v).

ueU

Alors :
J () =T (u) > 0.

Mais on sait que v € U, alors on peut prendre v = u?, donc :

J (u’) = T (u) > 0.
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3.2.1 Estimation des solutions

Proposition 3.2.1 Soit (ye,ze) et (y,z) les solutions de l’équation d’état associe respecti-

vement a u’ et u et C >0, on a :

T
E { sup |yf - ytﬂ +E/ ||zt9 - th2dt < CH2. (3.5)
0

0<t<T

Preuve. On pose X = (y(’ — y) alors X? = (y(’ — y)z. On applique la formule d’Itd6 sur

(y9 — y)2 on a:
1
dX} =2X,dX, + 52d (X), .

Alors :
d (yta - yt)2 =2 (yf - ?Jt) [(f (t, Y 2, ue) — f (tvytga Zf:u?)) dt — (Zf - Zt) dBt]+(Zt9 - Zt)2dt-

En introduisant l'intégrale, on trouve :

T

(yg“ - yT)2 - (th - yt)2 = 2/ (yg - ys) (f (Saysazsaus) - f (S7yg7zse7ug)) ds

t

T T
y / (o — ) (=0 — =) dB. + / (=0 — )% ds.
t t

Mais on sait que (y% — yT)2 =0, alors :

T
(yte - yt)2 = 2/ (yg - yS) (f (Say§7227 g) - f(saysazsaus)) ds
t
g 0 0 g 0 2
+ 2/ (yS — ys) (zt — zt) dB, —/ (zt - zt) ds.
t t
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Comme f est A—Lipchitzienne, on a :

T

(yf’ - yt)2 + /

T
i (zf—zt)2d5§2/ <)\‘y§—ys‘2+)\‘yf—ys"zg—zs|+)\‘y§—ys"u(j—ustS
t

T
+ 2/ (yf — ys) (zf — zt) dBs;.
t

0

On sait que u” = u + 6v , on applique I'inégalité de Young, il vient alors :

T
(?Jf—yt)2+/ (Zs_Zg)ZdS
0
T 2
<2 [ (M=l ot g ) as
t

T )\2 ) T ) )
- 2/ 5 6| ds —1—2/ (v? —ys) (2 — 2) dBs.
¢ ¢

En passant & 'esperance mathématique et on pose en considération que :

E UtT (v —ys) (2} — =) dBS} =0.

Alors :
) T
E[(yf—yt)}—i-E[/ (zf—zt)ds}
0
r 0 2 2 g 0 2
3(2)\—1-2)/ E[|ys—ys|]ds+/\/ E[‘zs—zswds
t t
T
+>\29202/ ds
t
g 0 2 2 g 0 2
§(2)\+2)/ E[!ys—ysuds—i-/\/ E[‘zs—zswds
0 0
T
+)\29202/ ds.
0
Alors :

B(yf — )|+ (1-2)E UOT (2 — zt)2ds] < (2\+2) /OTE 102 = val’] ds + A26%0%T
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En fin on obtient :

2 T 2 T 9
5[0 - )]+ w1 (- aas] <o [ g wfas o,
0 0

telle que K = (2A +2) et K’ = (1 — \?) et M, = \?0?T.

Maintenant on peut distinguer deux inégalités :
2 r 2
E [(yte —yt) } < K/ E “yﬁ —ys‘ ] ds + 0*M,,
0

et

T T
E [/ (zf - zt)2ds} < %/ E Dyf — ysﬂ ds + 6*M,.
0 0

On applique 'inégalité de Gronwall sur l'inégalité (3.6]), on obtient :

E [(yf - yt)Q] < 0*Myexp K

< 6N,

telle que N = M, exp K, en appliquant inégalité de D-B-G sur ({3.8)) on obtient :

E {SUP (vf - yt)Q] < °N.

t

D’autre part, on remplace (3.8)) sur , on trouve :

T 9 K T
E [/ (zf - zt) ds} < E/ 0> Nds + 6> M,.
0 0
K
< F92NT + 02 M,

K 2
<. (FNT%—Mt) 0
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Alors d’apres inégalité (3.9)) et (3.10), on peut écrire :

E lsgp (v - yt)2] +K'E UOT (=0 - zt)st] <(L+N)6*

< 092,

tel que C'= (L + N), d’ou 'estimation (3.5). m

Proposition 3.2.2 Soit I’hypothése (H3) est varie et on pose :
Y = lim1 (v' —vy) . (3.11)
6—0 0
Lemme 3.2.1 Alors Y s’écrit sous la forme :

T
Y = / [(fy <S7y87287uS)YS+fZ (saysazsaus) Zs+fu (Say57257us) us) dS—stBs]- (312)
t

Preuve. Développement de Taylor avec reste intégrale au point (y, z,u) et d’ordre 1 de la

fonction f (5, Y9, 22 ue) , nous donne

s? s

f(s>y§7zgv g) _f(saysazsaus)

1
_/ By (5.9 A —0) 2+ A (27— ) g+ A () — ) (5 — ) dA
0
1
+/ fz(says+)\(yz_ys)725+)‘(zg_25);us+)‘(ug_us)) (Zg_zs)d)\
0

1
+/ fu (s,ys—l-)\(yf—ys),zs—i—/\(zf—zs),us—l-)\(ug—us)) (ug—us) dA.
0
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Ce qui nous donne

@f—y0=:LT[f@4ﬁJ?UQ f@&mzmuﬁhk—llT&s—Z$st
:/tT/Olfy(Says+)\(yg_ys)7Zs+)\(22—25),u5+)\97)) (40 — y,) dAds
+/T/1fz (5:ys + A (10 —vs) v 2s + A (20— 20) s us + A0V) (28 — 2,) dAds

L/)J/Qﬂbs Ys + A (Y0 = ys) 2 + A (20— 20) , us + AV) (B0) dAds

/ z — zs) dB,.
t

Puisque v/ = u + v, et comme Y = hm; (y —y) alors on obtient :
1 e 0 0 I .
é(y —yt) —/ [f (3 ys,zs,us) f (s, ys,zs,us)} ds—gft (zs—zs) dB,
0 _
//fy s, ys + A (y ),zs~|—/\(zf—zs),u5+)\0v)Md/\ds

0 0 (20 — 2)
+/ /fz s,ys—I—)\ Y, —ys),zs—l—)\(zs—zs),us—k)\&v) 7 d\ds
//fu sys—i-)\ ),zs—i-/\(zg—zs),us—i-)\é’v)(U)d)\ds

—Z‘( ;%Lw

On passe a limite quand ¢ — 0, et comme f,, f,, f, sont des fonctions bornés, et continues,

alors on applique le théoréme de la convergence borné de Lebesgue (|1 et comme f,, f.,

fu sont des fonctions continues, alors nous pouvons entré la limite a I'intérieure des fonctions
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fys f2s fus ce qui nous donne :

6—0

T 1 0
Y:/ / Fo (B 5,9+ A (s = 1) 26+ A (2 = 20) g + A (00)] ) lim (y ys)d)\ds

t 0 0—0 0

T 1

. . Zs_zg
b [ (i e A=) 2 A o= 2) e A 00)]) i (252 )

T 1
+ / Ju <£in% [s,ys + A (ys — 10) 26 + A (25 — 27) Lug + A (91))}) vdAds
t 0 -

T T T T
Y, =/ fy (S,ys,zs,us)Ytder/ I (s,ys,zs,us)ster/ fo (S,ys,zs,us)vds—/ ZsdBs.
t t t t

CQCD. =

Proposition 3.2.3 On pose

~ 1
ko= (0 —m) =Y (3.13)
. 1
30 = 7 (2 —z) — Z,. (3.14)
Alors sous Uhypothése (H3), on a :
12

E|sup [F| | —0.

te[0,7] 6—0

oo
E { / 32 ds] —0.
0 0—0

Preuve. On remplace (ye, 29), (y,2) et (Y, Z) par ses valeurs, on obtient

B = 0 (F (o 2) = F (s, 200m,)) ds = [T (4 = =) dB,
o ];ST fy (Sv Ys, Zsaus) dsY + ftT fz (57y87 257u5) Zds + LT fv (S’ Yss Zss U,s) vds
k. =0
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SN2
On applique la formule d’It6 sur (k:f ) , on obtient :

d |I¢ (2 — 2R0di! + %Qd (k)
o 2
— 25 B (dy’ — dy) —dYt} - <(z ; ) —Zt> dt

~ 1 1
= 2kte <|:§ (f (t,yte, Zte, Uf) — f (t, Yty 2ty Ut>):| dt — — (Zf — Zt) dBt

6

- (fy (tv Yt, 2ty ut) aty + fz (t7 Y, 2t ut) Zdt + f’u (t7 Yt 2t ut) Udt)) + thBt - 27?2dt

Applique développement de Taylor avec reste intégrale au point (y,z,u) et d’ordre 1 de

fonction f (s,y?, 28, u?), et on note par :

AP = (s,y5 + A (1) —ys) v zs + A (20— 25) sus + A (W —uy))

Alors :

{ / —f, (A7) (/%3 + Y) — £ (A" (30 + Zs) — £, (A) U] d)\] ds

T T
z +Z dB, —|—2/ kffy (s,ys,zs,us)Yds+2/ kgfz (S, Ys, 2s, Us) Zds

t t

T T
S, Ys, Zs, Us) VAS — 2/ /ngSclBS —|—/ 2§2ds
t

t

(A%Y) kSdNds + / 2kY / fy (A%Y) YdAds

0fu
[
/ (A% edAds—Q/ ke/ fo (A%) Z,d\ds
[
0y (

(A%Y) vdAds + 2 / k020dB, — 2 / k0 Z,dB,

t t

T
S ys,zs,us)Yds+2/ k‘gfz (S, Ys, 2s, Us) Zds

t

T T
k:efv (S, Ys, 2s, Us) VAS — 2/ k:ngdBS +/ ég2ds.
t

t

[
e
L
[
s
o
s
o
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On applique 'inégalité de Young ab < a? + b?

2 T 1 2 5 2 T 9
< / / fy (A%Y) kg) d\ds + / (Y2)? £, (A%Y) d)ds
~0\ 2 Tt 2 2
/ / £y (A7) (29)* drds + / (kﬂ) ds + / / £y (A% (39)% dds
i T
+ / kf Cds + / / [f, (A) v]* dAds — / <k9> dB,
t t

T T
" / ()2 dB, + / (fy (5,0 70r02) Y dls + / (fo (5 Y 20 112) Z)? dis
t t t

T T
i / (Fo (5, 5 20, 15) 0) ds + / 524,
t t

On passe a I'espérance et on obtient :

E[] 1+EMT2§2CZS}§—E[/ /fy (4% (k) dAds]— { ' )2 £, (A7) d/\ds}

_E| / / - (AN (2 dAds] —]E{ ) fz (A%Y)? (zf)zdxds]

sl [ e Ms] 5[/ o el

T T
+E (f. (s,ys, 2s, us) ] El (fo(s ys,zs,us)v)zds]

[ @]

Soit

el P, (A o] 48| [ C (5 2 V)? ]

_E MT/Ole (%) (2,)? d)\ds] +E UT (F. (5,1, 20, 18) Z)° ds} |

Telle que })ir% P9 = 0, et comme fy, [=, et f, sont des fonctions bornées, alors d’apres la
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convergence bornée de Lebesgue, on a :

E[ 1 +E [/tTéfds] < ME [/tT £, (A7 (%ﬁ)zds] + ME MT /01 £y (AP (29)? d)ds
3B MT (/%ﬁ)%] + PO

Et comme f,, f., et f, sont bornées alors d’aprés la convergence bornée de Lebesgue on a :

K

12 T T, _ 2
E { k? ] + NE [/ 23%151 < N'E U K ds] + P, (3.15)
t t
Alors on peut écrire :
12 T _ 2
E ka‘ } < N'E U ;0 ds] +P? (3.16)
t
T T, |9
NE { / 22%15] < N'E { / k! ds] + P, (3.17)
t t
On applique inégalité de Gronwall sur (3.16)), on obtient :
~ .12
E { k¢ } < Plexp(N't) = C. (3.18)

En remplacant inégalité (3.18]) sur , on obtient :
T Nl
E U 73592d8} < —C(T—t)+ P
. N
En passant a la limite quand @ — 0 sur (3.15)), et en vertu d’inégalité de BDG, on obtient :

2 T
} +E V 2§2d3] — 0.
t

E [ sup /'%f

0<t<T

Il est la résultat. m
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Proposition 3.2.4 Soit T’hypothése (H3) est vraie alors :

ZE Lo (1) — 9 )] = Bloy (v0) Y, (319
%E (R (t) — h (t)] = B / TE lh, ()Y — h (t) Z + h, (t) v] dt. (3.20)

Preuve. On applique le développement de Taylor avec un reste intégrale au point yo pour

la fonction g (yg) , et on applique la formule (3.13) on obtient :

g (v9) —g(yo>=/19y (%0 + A (y0 — v0)) (%o — o) dA

_/Olgy<yO+A0(l%§+YO))0(l%§+%)dA

1 1
— / 9y (yo + N (kg + YO)) RO + / 9 (yo Y (kg + Yo)) OY,d.
0 0
On passe a I'espérance mathématique on obtient :

%E [9 (¥6) — 9 ()] =B {/01 9y (yo Y (1%3 + YO)> /%fdA}

+E[/Olgy (y0+/\0 (l%ng}/o))%d)\]

Puisque g, borné et continue, et on applique le théoreme de convergence bornée de Lebesgue

et théoréme de Fubini, alors :

E{/Olgr(l)[gy<yo+/\0</%g+% k"d/\} /Ehm 9y yo+>\0<k Yb))/%ngA

0

/OE 9 hm yo+)\0<k Y)))llmk:@] A,

0—0

onal (l%f) s 0 en vertu de (3.11)), alors :

1
lim k¢ = lim (0 (v — ) —K{) =0,vt € [0,77].

6—0 6—0
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De plus :

1

E {/Oléii%gy (y0+)\9 (/’%3+Y0>) YOdA] _E [ 9y (yo—i—éiil(l))ﬂ (/’%3+Y0)) Yod)\]

?|

1

S— S—

9y (30) Yodx] |

Donc :
%E 9 (w5) = 9 (Wo)] = Elgy (o) Yol .

—0

De la méme maniére telle que : AY = (t,y+ A (y — ya) , 2+ A (z — 2‘9) LU A A (u — ue)) , et
on applique les formules (3.13]) et (3.14]) on obtient :

1 1
h(t,yf,Zf,Uf)—h(t,yt,zt,ut)zf hy (A?) el%fdA+/ hy (A?) 0Y;d\
0 0

1 1
" / b (A9) (20— =) dA+ / o (A?) Oud>.
0 0

Alors :

1 1
%E (A (ty), 20 uld) — bty 2, w)] = B U hy (A9) léfdA] +E U hy (A7) Ytd)\}
0 0
6

+E[/Olhz(Af)Z Q_Zd)\} +E[/Olhu(Af)vd)\].

On passe a la limite # — 0, et applique le théoréeme de Fubini on obtient :

1
éﬂno EE [h (tv yfa Ztau uf) —h (ta Yts Zts ut)]

1 1
=E { /O lim h,, (A7) kfdA] +E { /U lim h,, (A7) Ytd)\]

ZG—Z

1 1
+EUO mhz(Af)TdA}rE[/o mhu(Af)vdA}.

Comme h,, h.et h, sont continue et bornées alors on applique la convergence bornée de
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Lebesgue on obtient :

%E [ (t) —h(t)] — E/TE[hy(t)Y—hz(t)ZJrhU(t)v]dt.

6—0

3.3 Condition nécessaire d’optimalité

D’apres (3.19), et (3.20)) , on peut écrire (3.4) sous la forme :

E[g, (yo) Yo] + E </OT hy (5) Yds) +E </0T h. (s) Uds) + <E /OT h. (s) st) > 0. (3.21)

Théoréme 3.3.1 Soit (u,y,z) la solution optimale pour la probléme {(2.4),(3.2),(3.3)},

alors il existe un unique processus adapté P € S? ([0,T],R"™) solution de I’équation diffé-

rentielle progressive suivante :

dP, = H, (t)dt — H, (t) dB, -

Py = gy (yo) -

Alors :

T
K [/ Hy (t, Y, 2, ue, P) (v — ug) | >0, (3.23)
0

ot le Hamiltonien H est définie de [0,T] x R"™ X M,11)xa (R) x R"*t x U dans R par :

H (t7ytazt7ut7pt) = h <t7yt7zt7ut) - f (tvyta Zt7ut) Pt‘

Preuve. Tout d’abord, on remarque d’apres la formule (3.21)) et (3.22)) , que :

E [g, (o) Yo] = E [PyYa] .
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On applique la formule d’It6 sur d (P,Y;), on obtient :

d (PY;) = dPY; + P.dY; + d(PY),
= H, (t)Yydt — H, (t)YidB, + P,f, (t) Ydt + P,f. (t) Zdt + P.f, (t) vdt
— PZ,dB; + H, (t) Zdt
= hy (t)Yidt — P.f, (t) Yidt — h. (t)YidB, + P.f. (t) dB, + P,f, (t)Ydt + P.f. (t) Zdt
+ Pif, (t)vdt — P,Z;dB; + h, (t) Zdt — P.f, (t) Zdt
= hy (t) Yydt + h, (t) YidB; — P.f. (t) dB, + Py f,, (t) vdt

— PZdBy + h, (t) Zdt.
D’ou

T T T T T
[ awyo= [ nvides [ no@Vibos [ Prs)aBos [P vds
0 OT ,1[2 0 0
—/ PSZSdBSJr/ h, (s) Zds.
0 0

T
Mais on sait que / d (PsYs) = (PrYr) — RyYy, et on prend 'espérance il vient :
0

E[RY,] = - (/OT hy (s) sts) _E (/OTPSfU (s) Uds) _ <E/OT he (s) st)

Alors, d’apres (3.21]) , on a :

E[PO%]+E</OThy(s)y;ds)+E( va Uds>+<E/OThZ st)
:-E(/OThy(s)y;ds)—EUOTPfU vds) (E/O h. (s) st)
+E</0Thy(s)sts)+E</0Th vds) (]E/OThZ st>

= E/O (hy (8) — Psfo, (s)ds) vds

T
:E/ H, (s)vds > 0.
0
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Puisque U est convexe on peut choisir la perturbation :
uf:ut—i—ﬁ(vt—ut) eu,
u est optimale nous avons

T
E {/ H, (taythhutap) (Ut - Ut) > 0.
0
CQFD. =

Remarque 3.3.1 Comme H, et H, sont des coefficients Lipchitzienne, alors d’aprés théo-
réme équation adjoint (3.22)) est une EDS admet un unique solution P € S* ([0, T] , R"*1),
(voir prewve du théoréme[1.4.1] ).

3.4 Conditions suffisante d’optimalité

Dans cette section, on va étudier lorsque la condition nécessaire(3.23]) devient suffisante.

T

Théoréme 3.4.1 Soient g, et H deux concaves, et si & {/ Hy, (t,ys, 2, ug, p) (v — ug) | > 0.
0

Alors u est un controle optimal pour le probléme {(2.4]), (3.2)), (3.3)) } -

Preuve. On a (u,v) € U on considére la différence
T
0
Puisque g est concave, et d’aprés 1’équation adjoint (3.22)) alors :
9e) —9We) = 9y (w6) (wo — wo) = Lo (g — ug) -

Alors :
Elg(yo) — 9 wo)] = E[R (v — o)l -
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On applique la formule d’It6 sur P; (y;* — y}), alors :

d(F (y =) = dB (y! —y) + Pd (v — /) + d (B (' = y1))
= [Hy (t)dt — H. (t) dB] (y — y/') + B [(f (w) = f (v)) dt — (2" — 2") dB}]
+ H, (t) (2" —2Y)dt
=H, (t) (v —y)dt — H. (1) (y — yy) dBy + Pof (u)dt — Pof (v) dt

— P, (2% —=2")dB,+ H, (t) (2" — 2")dt + h (u) — h (u) + h(v) — h (V)
Nous intégrons de 0 a 7', puis nous prenons l’espérance :

E[Pr(yr —yp)] — E[PR (v — vo)]

—+E[/ H, () (g — o dt}JrE[/ H, () (2" — 2V) dt

‘E/O (h () + Pof () — (h (v) + Bof (v)] dt
+E/O (h(u) — h (v) dt.

Alors :

B[Py (58 — 4§)] = ~E UOTHN) -] - | CHL() (- i

E / (h (ug) — B (v,)) dt.

0

( )d
+E[/OT(H(ut)—H(vt))dt}

De (3.24)) on a :

J(u)—J@)z—EUOTHy(t —yt] UH " (3.25)

+E/0 [H (u;) — H (v,)] dt.
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D’autre part, comme H est concave, alors il vient que :

T T T

E/ (H(u)— H (v))dt > E [/ H, () (v —y,) dt} +E [/ H, (t)(z — z/)dt| (3.26)

0 0 0
T
0
T
Mais on sait que d’apres (3.23)) que E [/ H, (t) (uy — vy) dt} > 0 et on remplace ((3.26)) dans
0

, on obtient :
J (u) — T (v) > 0.

Donc u est controle optimal. m

Nous nous sommes appuyés cet exemple sur [3].

3.5 Exemple d’application
On définit I’équation différentielle stochastique rétrograde suivante :

dY; = (Y, + Zy +w,) dt — Z, dB,

YT:£7

(3.27)

Telle que u le controle admissible, et soient la fonction de cotit et le Hamiltonien donnés par :

T

1

j(u):E[/ §(Yf+Zf+uf)dt+Yo : (3.28)
0

H<t7yt7zt7utypt): (Y?‘FZE‘FU?)—H(YI&‘FZIL‘FUO

N =

On a le processus adjoint suivant :

APy = (Y; — B)dt — (2, — F) dB (3.29)
Py =1.
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La minimisation de la fonctionnelle Hamiltonien donne
H,=u— P, =0.
Alors le controle optimal est donné par :
Uy = P,.

Alors on remplace u; = P; dans les équations (3.27)) et (3.29) et on obtient :

d}/i:(ﬁ‘f‘z\t—ﬁt)dt—z\tdBt

b, — (?; _ ﬁt) dt — (Z _ ﬁt) dB,, (3.30)
Py=1Yr=¢

La solution de ({3.30]) est donné par

ﬁt = Oét}/}t + Bt' (331)

avec «y et (; sont des fonctions déterministes, que 'on veut & déterminer, pour cela on

applique la formule d’It6 sur ([3.31)) on obtient :

dP, = &,Y,dt + oudY; + Budt
— &, Yidt + ay [(Yt + 7+ E) dt — 7, dBt] + Bydt
— &, Vydt + oy [(Yt 7+ (afft n ﬁt>) dt — thBt] + fydt
= (oztift + %Y, + oY, + b + uZy + Bt) dt — o, 2,dB,

= <(dt + Oét2 + Oét) YA; + Odtﬁt + atZt + Bt) dt — OétthBt.
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Alors :

dpt = ((dt + 04? + ay) Yt + o5y + atZt + ﬁt) dt — atthBta

150 :a0%+50.

D’un part, on remplace (3.31)) dans (3.29)) , on trouve :

ap, = ((1 — )Y, - 67&) dt — <Zt — Y, — /6t> dBy,

Py =1.
Par identification entre (3.32)) et (3.33]) , on obtient :

O,[t—’—O[?‘i‘Oét:(]_—Odt),

By + atZt + Bt = —f.

Ce implique que :

Gy = —af — 20y + 1.

Bt + (Oét + 1) ﬁt = —otht.

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

L’équation (3.34]) est un équation de Riccati et I'équation (3.35)) est une équation différentielle

ordinaire.

3.5.1 Solution de I’équation de Riccati

On note P (a) = —a? — 2a; + 1 est un polyndéme de deuxiéme degré, alors on calcul la

discriminant A = (—=2)° — 4(1)(=1) = 8 > 0, donc P (a) admet deux solutions sont

disjoints :

—M:_1+\/§’

o] = 9

2
+ +2\/§:_1_\/§.

g = ————
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On a maintenant :
dC(t

E:—O[?—Qat—l—l.
Alors :
dt 1
ki 3.36
day — —a? — 20+ 1 (3.36)
a b

(0 (-1-v2) ' (a-(-1+v2))

Telle que a et b deux réels vérifiant (3.36)), on obtient facilement a et b sont donnés par :

1 1
b= ——=ceta=——=.
22 2V/2

Alors :

t 1 t 1 1
/odt:ﬁ/o (‘@—(—1—@)*(at—<—1+ﬂ>>>d%
Alors :
po L —In (o = (=1=V2)) +1n(ag - (-1 - V2))
2V2 | n(or— (=14 v2)) —In(ap — (~1+v2))

On simplifie ’égalité, et on obtient :

(a0~ <—1+ﬂ>>] N [<at— <—1+ﬁ>>] |

2v/2t + In (0 (C1-v2)

D’ou :
(Oét — (—1 + \/5))
(a0 = (-1 =v?2))

= exp {2\/515 + In

o1V}

On note L; = {2\/575 +In [%] }, ce qui implique :

ap— (—1—-+v2
exp Ly = [an - E_i n \/g;] exp <2\/§t> = dexp {2\/575} ,
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(a0 — (=1 - v2))
(a0 = (=1+v2))

ol =

, donc :

B 6exp{2\/§t} (1—\/5) — 142
“ 1 — dexp {2v/2t) |

3.5.2 Solution de I’équation différentielle ordinaire

La solution de (3.35]) est somme de solution homogéne et solution particulier.

Solution homogene est la solution de I’équation

BH‘ (6exp{2\/§t} (1—\/5)—1+\/§+1> 5, =0,

1 —dexp {2\/575}

5exp{2\/§t} (1—\/5) —1+\/§+1
1 — dexp {2v/2t} '

est donné par 3, = Ke=4® ot A (t) est le primitive de
Soit

By =K (t)e "), (3.37)

la solution particuliére de ((3.35)) i.e :
Bp + (Odt + 1) ﬁp = _atZt~

Alors :
K@) e —(q,+ 1)K {#) e D 4+ (o + 1) K (t) eV = —, Z,.

Donc :

K (t) = —atZteA(t).

t t t
On passe a 'intégrale :/ K (s) = —/ oy, 2,29 ds, alors K (t) = —/ o, ZeA)ds + K (0) .
0 0 0
On remplace K (t) dans (3.37) et alors :8, = K (t) e~ ().

Finalement on obtient :

B = Ke™® 4 K (t)e 40,
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De plus @ = P, alors :

i (6exp{2\/§t} (1—\/5)—1+\/§

Y, + Ke 20 £ K () =AW 3.38
1 — §exp {22t} ) t ) (3:38)

Théoréme 3.5.1 Le contréle optimal feed back est donnée par la formule (3.38)) avec oy est

la solution (3.34) et B la solution de (3.35)) .

62



Bibliographie

1]

[7]

Bismut, J. M. (1973). Conjugate convex functions in optimal stochastic control. Journal

of Mathematical Analysis and applications.vol 44, 384-404

Chala,A . (2013). Contribution a L’étude Des Controles optimales stochastique , thése de

doctorant. Université de Biskra.

Chala, A, Khalout, R (2018). A risk-sensitive stochastic maximum principle for fully
coupled forward-backward stochastic differential equations with applications, Asian J of

control. https ://doi.org/10.1002/asjc.2020.
N. El Karoui, S. Peng, and M.-C. Quenez,(1997) Backward stochastic differential equa-
tions in finance. Jornal of Mathematical Finance, Vol. 7, No. 1 , 1-T1.

Jeanblanc, M. (2006). Cours de calcul stochastique. cours de master. 2IF. Université

d’EVRY.

Pardoux and S. Peng,(1990) Adapted solution of a backward stochastic differential equa-

tion. Jornal of Systems and Control Letters .Volume 14. Issue 1. Pages 55-61.

Briand, P. (2001). Equations Différentielles Stochastiques Rétrogrades. Université Savoie

Mont Blanc.

63



Annexe : Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées

ci-dessous :

(Q,F, . F =(F) > P)

L* (©)
L? (9, F)

Cn+1

p.s
CQFD.
o

cadlag
P—p.s
dt x dP
trace (M)
Tq

7.€

un espace de probabilité filtré

I’espace des fonctions définie sur €2 de carré intégrable.

I’espace des fonctions définie sur €2 de carré intégrable.F; — mesurable.

Ensemble des fonctions (n + 1) fois dérivable et dont la dérivée

(n+ 1) éme est continue

presque surement

Ce qu il fallait démontrer.

Transposée de la matrice o.

Continue & droite admet de limite a gauche.

presque surement pour la mesure de probabilité P

Mesure produit de mesure de Lebesgue sur [0; 7] avec la mesure dP

La trace de la matrice. M.

Telle que

C’est a dire
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