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Introduction

Dans ce mémoire, on s�intéresse aux équations di¤érentielles stochastiques rétro-

grades, notées (EDSR) ou en anglais (BSDE) (backward stochastic di¤erential

equations), elles sont une nouvelle classe d�équations di¤érentielles stochastiques, leur va-

leur est donnée en temps terminale (horizon �nie) T .

Commencée en 1973, les équations di¤érentielles stochastiques linéaires ont été d�abord intro-

duite par Bismut en 1973 [1], qui a utilisé ces EDSR pour étudier les problèmes de contrôle

optimal stochastique dans la version stochastique du principe du maximum de Pontryaguin.

Cinq ans plus tard, (Bismut, 1978) prolonge sa théorie et montre l�existence d�une solution

unique bornée de l�EDSR de Riccati.

En 1990, la théorie des EDSR a été grandement développée par de nombreux chercheurs,

et il y avait un grand nombre d�articles publiés consacrés à la théorie des EDSR et leurs

applications. Parmi ces auteurs, les plus célèbres sont Pardoux et Peng en 1990 [6].et El-

Karoui [4] .

Le question que suppose est quelle est la signi�cation et la solution de l�EDSR. On dé�ni

un mouvement Brownien d-dimensionnel (Bt), soit un espace de probabilité (
;F ;P) et

Ft = � (Bs; 0 � s � T ) la �ltration naturelle du mouvement Brownien. On considère des

EDSR générale de la forme suivante :

8><>: �dYt = �f (t; !; Yt; Zt) dt+ Zt dBt

YT = �; avec 8t 2 [0; T ] ;
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Introduction

ou sous forme intégrale :

Yt = � +

Z T

t

f (s; !; Ys; Zs) ds�
Z T

t

Zs dBs;

telle que :

* f = f(t;!; y; z) est le générateur qui est une fonction progressivement mesurable donnée.

* Le condition terminale (�nale) YT = � qui est variable aléatoire FT�mesurable est de carré

intégrable.

Le résoudre de l�équation di¤érentielle stochastique rétrograde c�est trouver un couple de

processus (Yt; Zt)0�t�T adaptés par rapport à la �ltration du mouvement brownien Ft =

� (Bs; 0 � s � T ) ; c�est-à-dire ne dépend que de l�information connu jusqu�à l�instant t.

Dans ce mémoire qui ce compose à trois chapitre :

Premier chapitre :

Dans ce chapitre, on introduit les notions générales du calcul stochastique on dé�nit les pro-

cessus stochastiques et leurs propriétés et les notions de mouvement brownien et l�espérance

conditionnel, et temps d�arrêt et martingale...etc. On parlait aussi sur les équations di¤é-

rentielles stochastiques (EDS), l�existante et l�unicité de sa solution avec démonstration en

détail, et quelque théories et inégalité sur l�analyse.

Deuxième chapitre :

Dans ce chapitre on présentait le résultat d�existence et d�unicité de la solution d�une EDSR

dont les coe¢ cients sont globalement Lipchitziens. Ce résultat a été obtenu par Pardoux

et Peng en 1990 voir [6] avec le générateur f non-linéaire et une donné terminale de carré

intégrable.voir [7].

Troisième chapitre :

Dans le dernier chapitre, on parle sur le problème du contrôle optimal pour un système

gouverné par EDSR , nous créé les conditions nécessaires et su¢ santes d�optimalité sur

l�EDSR contrôlée.
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Chapitre 1

Introduction au processus

stochastique

Dans ce chapitre on peut donner quelques concepts de base au processus stochastique

comme formule d�Itô et les EDSs pour plus de détail voir le livre [5].

1.1 Rappel sur mesure

Dé�nition 1.1.1 E ensemble quelconque. Soit A une partie de P (E), on dit que A est une

tribu si et seulement si :

1. E 2 A.

2. Stabilité par passage au complémentaire,i.e. 8A 2 A alors AC 2 A.

3. Stabilité par union dénombrable, i.e. Soit A1; A2; A3; :::::; An 2 A alors
S
n2N
An 2 A.

On appelle l�espace (E;A) espace mesurable.

Dé�nition 1.1.2 Soit (E;A) un espace mesurable, une mesure sur (E;A) est une applica-

tion � : A !�R+ = [0;+1] telle que :

1) � (�) = 0.

3



Chapitre 1. Introduction au processus stochastique

2) 8 (An)n2N une suite de parties deux à deux disjointes de E alors :

�

� S
n2N
An

�
=
X
n2N

� (An) :

On appelle l�espace (E;A; �) espace mesuré.

Remarque 1.1.1 Si de plus �(E) = 1; � mesure de probabilité, et on la notera P; et

(E;A;P) espace de probabilité.

Théorème 1.1.1 (Théorème du point �xe) : Soient (E; d) un espace métrique complet

et 	 : E ! E une application contractante, c�est à dire, Lipchitzienne de rapport k < 1.

Alors : 	 admet unique point �xe a 2 E tel que 	(a) = a:

Théorème 1.1.2 (Inégalité de Young) : Soient a; b � 0 et 1 < p; q < +1 deux éxposants

conjugués i.e,1
p
+ 1

q
= 1: Alors :

ab � ap

p
+
bq

q
:

Théorème 1.1.3 (Inégalité de Hölder) : Soient a; b � 0 et p; q 2 [1;1] deux exposants

conjugués i.e,1
p
+ 1

q
= 1:si f; g sont des applications mesurables, alors :

kfgk1 � kfkp kgkq :

Proposition 1.1.1 En cas particulier , l�inégalité de Hölder (dans le cas p = 2) donne

l�inégalité de Cauchy-Schwartz, i e :

kfgk1 � kfk2 kgk2 : (1.1)

Théorème 1.1.4 (Théorème de Fibuni) Soient (E;A; �) ; (F;B; �) deux espaces mesurés

tels que les deux mesures soient � � finies et soit (E � F;A� B; �
 �) l�espace mesurable

produit muni de la mesure produit. Si : f : E � F ! [0;1] et est un application A� B-

4



Chapitre 1. Introduction au processus stochastique

mesurable, alors les applications :

x 7!
Z
E

f (x; y) d� (y) et y 7!
Z
F

f (x; y) d� (x) ;

sont respectivement A�et B�mesurables et

Z
E�F

f (x; y) d (�
 �) (x� y) =
Z
F

�Z
E

f (x; y) d� (y)

�
d� (x) (1.2)

=

Z
E

�Z
F

f (x; y) d� (x)

�
d� (y) :

Théorème 1.1.5 (Formule de Taylor avec reste intégral) Soient f : I ! R une fonc-

tion de classe Cn+1; (n 2 N) et a; x 2 I. Alors :

f(x) = f (a)+f 0 (x� a)+ f" (a)
2!

(x� a)2+:::+ f
(n) (a)

n!
(x� a)n+

Z x

a

f (n+1) (a)

(n+ 1)!
(x� t)n+1 dt:

Théorème 1.1.6 (Convergence bornée de Lebesgue) Soit (fn)n�1une suite de fonctions

mesurables sur E fn : R! R satisfaisant :

� Il existe une constante M > 0 avec jfnj �M pour tout n > 1.

� fn (x) �!
n!1

f (x) pour presque tout x 2 E. Alors :

Z
Rd
jfn � f j d� !

n!1
0;

d�où Z
Rd
fnd� !

n!1

Z
Rd
fd�:

1.1.1 Processus stochastique

Dé�nition 1.1.3 Soient (E;A) et (F;B) deux espaces mesurables, X : (E;A) ! (F;B)

une application mesurable (variable aléatoire) si seulement si 8A 2 B : X�1(A) 2 A:

Dé�nition 1.1.4 Soient (
;F ;P) un ensemble B � 
 est dit négligeable s�il existe A 2 A

5



Chapitre 1. Introduction au processus stochastique

telle que B � A avec P(A) = 0:

On note N l�ensemble de tous les ensembles négligeable de (
;F ;P):

L�espace de probabilité (
;F ;P) est dit complet si tous les ensembles négligeable est mesu-

rable ie. (N � A):

Dé�nition 1.1.5 Processus stochastique est une famille fXt; t 2 Tg de variable aléatoire

dé�nie sur une même espace de probabilité indexé par le temps t:

Si T � N on dit que le processus est à temps discret.

Si T � R on dit que le processus est à temps continue.

Dé�nition 1.1.6 (Filtration) Une �ltration sur (
;F ;P) est une famille croissante F= (F t)t2T

de sous tribu de F avec Fs � Ft � F pour tous 0 � s � t dans T.

- Le quadruplet (
;F ;F= (F t)t2T;P) est appelé espace de probabilité �ltré.

Remarque 1.1.2 On dit qu�une �ltration F= (F t)t2T satisfait les conditions habituelles si

elle est continue à droite ie Ft = \s�tFs , 8t 2 T, et si elle complet c�est-à-dire F0 contient

les ensembles négligeables.

Dé�nition 1.1.7 (Modi�cation) Deux processus (Xt)t2R+ et (Yt)t2R+dé�nis sur le même

espace de probabilité (
;F ;P) sont dit modi�cation l�un de l�autre si :

P(! 2 
 : Xt(!) = Yt(!)) = 1; 8t 2 R+;

c�est à dire :

8t 2 R+; Xt(!) = Yt(!):P� ps:

Dé�nition 1.1.8 (Indistingabilité) Deux processus (Xt)t2R+ et (Yt)t2R+dé�nies sur le

même espace de probabilité (
;F ;P) sont dit indistingables s�il existeN un ensemble P�négligeable

tel que :

P(! =2 N : Xt(!) = Yt(!);8t 2 R+) = 1;

6



Chapitre 1. Introduction au processus stochastique

c�est à dire :

8! =2 N ; =) Xt(!) = Yt(!):8t 2 R+ P� ps:

Dé�nition 1.1.9 (Trajectoire continue) On dit que le processus X = (Xt)t2R+ est à

trajectoire continue si l�application t! X (t; !) soit continue.

Dé�nition 1.1.10 (Processus prévisible) On dit qu�un processus X = (Xt)t2R+ est pré-

visible pour At, si X0 est F0-mesurable et Xt est Ft�1-mesurable pour chaque t > 0.

Dé�nition 1.1.11 (Processus adapté) Un processus stochastique X = (Xt)t2R+ est dit

adapté par rapport à une �ltration (At)t�0 si Xt est At-mesurable.

Dé�nition 1.1.12 (Processus Gaussien) Un processus stochastique X = (Xt)t2R+ est un

processus Gaussien ssi 8n � 1 : 8 t0; t1; :::; tn 2 R+;8 a0; a1; :::; an :
Pn

i=0 aiXti est une v.a

Gaussien.

Dé�nition 1.1.13 (Accroissement stationnaire et indépendante) Pour 0 � s � t les

variables aléatoires X(t)�X(s) sont appelés des accroissement :

1) Un processus stochastique X = (Xt)t2R+ est à accroissement stationnaire si la distribution

de la variable aléatoire Xt+s �Xt ne dépende pas de t:

2) Un processus stochastique X = (Xt)t2R+ est à accroissement indépendants si pour tout

suite 0 < t0 < t1 < ::: < tn les v.as Xt1 �Xt0 ; Xt2 �Xt1 ; :::; Xtn �Xtn�1 sont indépendante.

Dé�nition 1.1.14 (Processus progressivement mesurable) Un processus (Xt) à valeurs

réelles est dit progressivement mesurable par rapport à Ft si pour tout t � 0 et pour tout

! 2 
 l�application (t; !) ! Xt(!) est [B([0; t]) 
 Ft]-mesurable B([0; t]) est l�ensemble des

boréliens de [0; t] :

7



Chapitre 1. Introduction au processus stochastique

1.1.2 Espérance Conditionnelle

Soit (
;F ;P) un espace de probabilité si A;B deux évènements de (
;F ;P) tq P(B) 6= 0:

Alors la probabilité conditionnelle de A sachant que B est :

P(A j B) = PB(A) =
P(A \B)
P(B)

:

Dé�nition 1.1.15 (L�espérance conditionnelle d�une variable aléatoire X par rap-

port à une tribu G) Soient (
;F ;P) , G sous-tribu de F , alors l�espérance conditionnelle

de X sachant G est une variable aléatoire G�mesurable telle que :

Z
A

E (X j G) dP =
Z
A

XdP; 8A 2 G.

Théorème 1.1.7 Soit G�sous tribu de F l�espérance conditionnelle de X sachant G est

l�unique variable aléatoire G�mesurable

Z
A

E (X j G) dP =
Z
A

XdP; 8A 2 G.

Proposition 1.1.2 (Propriété d�espérance conditionnelle) Soient X et Y deux v.a et

G sous-tribu de F tel que : H � G;on a :

1) Linéarité : Soient a et b deux constantes, alors :

E(aX + bY j G) = aE(X j G) + bE(Y j G)

2) Si X est indépendant de G alors : E(X j G) = E(X):

3) E[E(X j G)] = E(X).

4) Si X est G�mesurable alors : E(XY j G) = XE(Y j G)

5) Si X est G�mesurable alors : E(X j G) = X.

6) E [E(X j G) j H] = E[E(X j H) j G] = E(X j H).

8



Chapitre 1. Introduction au processus stochastique

1.1.3 Martingale

La martingale est une série de v a dans lesquelles la prédiction conditionnelle de la valeur

suivant de la séquence à instant donné est égale à valeur couvant étant donné tous les valeurs

précédentes.

Dé�nition 1.1.16 Soit
�

;F ;F=(Ft)t�0 P

�
un espace de probabilité �ltré, on appel un pro-

cessus Xt adapté à Ft�martingale si et seulement si :

Xt 2 L1 et pour tout 0 � s � t : E(Xt j Fs) = Xs P� ps:

Dé�nition 1.1.17 (Temps d�arrêt) Soint T = N ou R+ .(
;F) espace mesurable : Un

temps d�arrêt sur 
 relatif à un �ltration F = (F t)t�0 est une application � : 
! T[f+1g ;et

8t 2 T : f� � tg = f! 2 
 =� (!) � tg 2 Ft.

Dé�nition 1.1.18 (Martingale locale) Soit F =(Ft)t�0 une �ltration etX = fX (t) ; t � 0g

un processus stochastique Ft�adapté. On dit que X est Ft�martingale locale s�il existe une

suite de Ft� temps d�arrêt f�n n � 0g telle que : P
�
�n !

n!1
1
�
= 1 et telle que : le processus

Xn : t! Xt^�n est une martingale nulle en 0, 8n 2 N.

Dé�nition 1.1.19 (Semi-martingale) Une Semi-martingale Xt est un processus réel

adapté et càdlàg qui se décompose en une somme d�une martingale locale Mt et d�une pro-

cessus Zt réel càdlàg et a variation �nie ie. Xt =Mt + Zt:

Dé�nition 1.1.20 (Inégalité de Doob) 8p � 1; si fXngn=1:::N est une martingale dans

Lp; alors :

E [jXN j] � E [jX�pj] �
�

p

1� p

�p
E [jXN j] ;

telle que : jX�j := max [jX1j ; jX2j ; :::; jXN j] :

9



Chapitre 1. Introduction au processus stochastique

1.2 Mouvement Brownien (MB)

On se donne un espace de probabilité (
;F ;P) et un processus (Bt; t � 0) sur cette espace.

Dé�nition 1.2.1 Le processus (Bt; t � 0) est un mouvement Brownien standard si :

1) P (B0 = 0) = 1.

2) 8 0 � s � t , Bt � Bs est une variable aléatoire de loi Gaussienne centrée de variance

(t� s).

3) 8n 2 N, 8ti, et 0 � t0 � t1 � ::: � tn; les variables Btn � Btn�1 ; :::::; Bt1 � Bt0 ; Bt0 sont

indépendants.

4) (Bt; t � 0) est a trajectoire continue P presque sûrement.

Théorème 1.2.1 (Théorème de représentation des martingales) Soient (Bt) un MB

sur un espace de probabilité �ltré
�

;F ;F=(Ft)t>0 ;P

�
et Mt une martingale (F t)�adapté.

Alors il existe unique processus adapté (Zt) telle que :

M (t) =M (0) +

Z t

0

Z (s) dBs:

Dé�nition 1.2.2 (Covariance quadratique) Soient M1 et M2 deux martingales par

rapport à même �ltration (Ft)t�0 et �n = 0 � t1 � ::: � tn = t; une partition de [0; t] telle

que max
1�i�n

jti � ti�1j ! 0: Alors on pose :

hM1;M2i = lim
n!1

nX
i=0

[M1 (ti)�M1 (ti�1)] [M2 (ti)�M2 (ti�1)] :

hM1;M2i s�appelle la covariance quadratique de M1et M2:

Dé�nition 1.2.3 On dé�nit la variation quadratique d�une martingale (Mt) par :

hMti = lim
n!1

nX
i=0

[Mt (ti)�Mt (ti�1)]
2 :

10



Chapitre 1. Introduction au processus stochastique

Dé�nition 1.2.4 On dé�nit aussi la variation �nie (totale) d�une martingale (Mt;) par :

hMti = lim
n!1

nX
i=0

[jMt (ti)�Mt (ti�1)j]

1.3 Intégrale stochastique et formule d�Itô

Il s�agit d�une intégrale de la forme
Z T

0

X(t)dBt; où (Bt)t�T est un mouvement Brownien, et

(Xt)t�T un processus stochastique répondant à certains critères d�intégrabilité.

Propriété 1.3.1 L�intégrale stochastique possède les propriétés suivantes :

1. Linéarité 8a 2 R;

Z t

0

a(Xs + Ys)dBs = a

Z t

0

XsdBs + a

Z t

0

YsdBs;

2: Additivité : Pour 0 � s � u � t � T

Z t

s

X(s)dBs =

Z u

s

X(s)dBs +

Z t

u

X(s)dBs:

3: Si
Z T

0

E [X2(s)] dBs <1, alors pour tout t � T:

Z T

0

E [X(s)] dBs = 0:

�
Car le processus

�Z T

0

X(s)dBs

�
est une martingale

�
:

4. Isométrie d�Itô

E
�Z T

0

X(s)dBs

�2
= E

Z T

0

(fX(s))2 ds: (1.3)

5: Propriété du martingale

E
�Z t

0

X(s)dBs j Fu
�
=

Z u

0

X(s)ds:

11



Chapitre 1. Introduction au processus stochastique

Dé�nition 1.3.1 Soient
�

;F ; (Ft)t�0 ;P

�
un espace �ltré, et Bt une mouvement Brownien,

on appelle processus d�Itô un processus (Xt)0�t�T à valeur dans R telle que

8t � T Xt = x0 +

Z t

0

�sds+

Z t

0

�sdBs,

avec : 1 X0 est F0-mesurable.

2 (�t)0�t�T et (�t)0�t�T deux processus adaptés à Ft.

3

Z t

0

j�sj ds < +1 P�p.s et
Z t

0

j�sj2 ds < +1 P� p:s.

Le coe¢ cient �s s�appelle dérive (drift) de processusX et �s s�appelle le coe¢ cient de di¤usion

(volatilité).

On appelle le processus t! x0 +

Z t

0

�sds est la partie à variation �nie de X, et le processus

t!
Z t

0

�sdBs le partie orthogonal de X:.

1.3.1 Formule d�Itô

Soit (Xt)0�t�T un processus d�Itô, s�écrit sous la forme :

Xt = x0 +

Z t

0

�sds+

Z t

0

�sdBs.

Alors :

dXt = �tdt+ �tdBt.

Théorème 1.3.1 Soit f : R! R une fonction de classe C2 alors :

f (Xt) = f (x0) +

Z t

0

f 0 (Xs) dXs +
1

2

Z t

0

f 00 (Xs)�
2
sds.

Alors :

df (Xt) = f
0 (Xs) dXs +

1

2
f 00 (Xs)�

2
sds.

12



Chapitre 1. Introduction au processus stochastique

Théorème 1.3.2 Soit f une fonction dé�nie sur R+ �R de classe C1 par rapport à t et de

classe C2 par rapport à x on a

f (t;Xt) = f (0; X0) +

Z t

0

@f

@t
(s;Xs) ds+

Z t

0

@f

@x
(s;Xs) dXs +

1

2

Z t

0

@2f

@x2
(s;Xs) d hXsi ,

telle que :

d hXsi = hdXs; dXsi = hbsds+ �sdBs; bsds+ �sdBsi = �2sds.

Théorème 1.3.3 Soient X1 et X2 deux processus d�Itô, et f une fonction dans R de classe

C2 alors :

f (X1 (t) ; X2 (t)) = f (X1 (0) ; X2 (0)) +

Z t

0

@f

@x1
(X1 (s) ; X2 (s)) dX1 (s)

+

Z t

0

@f

@x2
(X1 (s) ; X2 (s)) dX2 (s) +

1

2

Z t

0

@2f

@x21
(X1 (s) ; X2 (s)) d hX1is

+
1

2

Z t

0

@2f

@x22
(X1 (s) ; X2 (s)) d hX2is +

Z t

0

@2f

@x1@x2
(X1 (s) ; X2 (s)) d hX1; X2is .

Théorème 1.3.4 (Intégration par partie) Soit X et Y deux processus d�Itô telle que :

Xt = X0 +

Z t

0

�sds+

Z t

0

�sdBs et Yt = Y0 +
Z t

0

�
0

sds+

Z t

0

�
0

sdBs.

Alors :

XtYt = X0Y0 +

Z t

0

XsdYs +

Z t

0

YsdXs + hX;Y it ,

avec :

hX; Y it =
Z t

0

�s�
0

sds.

De plus la formule d�intégration par partie s�écrit d (XtYt) = XtdYt + YtdXt + d hX; Y it.

13



Chapitre 1. Introduction au processus stochastique

1.4 Equations di¤érentielles stochastique

Une équation di¤érentielle stochastique (EDS) est une généralisation de la notion d�équation

di¤érentielle prenant en compte un terme de bruit blanc. Les EDS permettent de modéliser

des trajectoires aléatoires, tels des cours de bourse ou les mouvements de particules soumises

à des phénomènes de di¤usion.

Dé�nition 1.4.1 Soient
�

;F ; (Ft)t�0 ;P

�
un espace de probabilité �ltré, Bt un (Ft)�MB

d-dimensionnelle, X = (Xt)t2[0;T ] un processus stochastique continue à valeur dans Rn, et

� : [0; T ]� Rn!Mn�d(R);

� : [0; T ]� Rn! Rn;

deux fonctions Boréliennes, et � une variable aléatoire F0 mesurable indépendante de Bt telle

que : E (j�jp) <1; 8p > 1:

Soit L�équation di¤érentielle stochastique suivante :

8><>: dXt = � (t;Xt) dt+ � (t;Xt) dBt,

X0 = �;
(1.4)

véri�ant les conditions suivantes :

P(X0 = �) = 1: (1.5)

P(
Z t

0

j� (s;Xs) jds+
Z t

0

�2 (s;Xs) ds < +1) = 1 (1.6)

Xt = � +

Z t

0

� (s;Xs) ds+

Z t

0

� (s;Xs) dBs. (1.7)

Dé�nition 1.4.2 On dit que l�équation (1:4) admet une solution forte (trajictorielle) si pour

chaque espace de probabilité �ltré
�

;F ; (Ft)t�0 ;P

�
pour tout mouvement Brownien B =

(Bt)t2[0;T ] il existe un processus continue X = (Xt)t2[0;T ] tel que les conditions (1:5), (1:6) et

14



Chapitre 1. Introduction au processus stochastique

(1:7) sont véri�ées.

Théorème 1.4.1 (Théorème d�existence et unicité) Supposons que pour tout x; y 2 Rn

et t � 0; les fonctions � et � satisfait les conditions suivants :

1) Condition Lipchitz : S�il existe une constante k > 0 telle que :

j� (t; x)� � (t; y)j2 + j� (t; x)� � (t; y)j2 � k jx� yj2 : (1.8)

2) Croissance linéaire : S�il existe une constante c > 0 telle que :

��� (t; x) j2 + j� (t; y)��2 � c �1 + jxj2� . (1.9)

Si les coe¢ cients � et � véri�ent les conditions (1:8) et (1:9). Alors l�équation (1:4) admet

une solution forte unique X = (Xt)t2[0;T ] � (Ft) adapté et continue avec condition initiale

X0 = � de plus cette solution est Markovienne et véri�e :

E

"
sup
t2[0;T ]

jXtj2
#
< M;

où M est une constante qui dépend de k; T et �:

La preuve du théorème d�existence et l�unicité 1:4:1 est basé sur les deux lemmes suivants :

Lemme 1.4.1 (Lemme de Gronwall) Soit f une fonction intégrable et non-négative t � 0

et véri�ant

f(t) � � + c
Z t

0

f(s)ds;

où c une constante positive. Alors : f(t) � �
Z t

0

exp(cs)ds:

Lemme 1.4.2 (Inégalité de Bulkhoder-Davis-Gundy (BDG)

E

"
sup
t�T

����Z t

0

�(s;XS)dBs

����2
#
� CE

�Z t

0

j�(s;XS)j2 ds
�
; (1.10)
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Chapitre 1. Introduction au processus stochastique

où C est une constante positive.

Preuve. 1) L�unicité :

Soient (Xt)t2T et (Yt)t2T 2 L2 (
) deux solutions pour l�équation (1:4) tel que X0 = Y0 = �;

et en appliquant l�inégalité (a+ b)2 � 2a2 + 2b2; et en utilisant les formules de Xt, Yt on

obtient :

jXt � Ytj2 =
����� + Z t

0

� (s;Xs) ds+

Z t

0

� (s;Xs) dBs � (� +
Z t

0

� (s; Ys) ds+

Z t

0

� (s; Ys) dBs)

����2
=

����Z t

0

(� (s;Xs) ds� � (s; Ys)) ds+
Z t

0

(� (s;Xs)� � (s; Ys)) dBs
����2

� 2
����Z t

0

(� (s;Xs) ds� � (s; Ys)) ds
����2 + 2 ����Z t

0

(� (s;Xs)� � (s; Ys)) dBs
����2 :

Passant au l�espérance mathématique, on obtient :

E jXt � Ytj2 � 2E
����Z t

0

� (s;Xs) ds� � (s; Ys) ds
����2 + 2E ����Z t

0

(� (s;Xs)� � (s; Ys)) dBs
����2 :

D�après L�isométrie d�Itô (1:3) et l�inégalité de Cauchy-Schwartz (proposition 1:1:1), on ob-

tient

E jXt � Ytj2 � 2E
Z t

0

�
12 ds

� Z t

0

j(� (s;Xs) ds� � (s; Ys))j2 ds+ 2Ej
����Z t

0

(� (s;Xs)� � (s; Ys))
����2 ds

� 2tE
Z t

0

j� (s;Xs) ds� � (s; Ys)j2 ds+ 2E
Z t

0

j� (s;Xs)� � (s; Ys)j2 ds:

D�après condition Lipschitienne (1:8) ; et la théorème de Fubini 1:2 :

E jXt � Ytj2 � 2T
Z t

0

E j(� (s;Xs) ds� � (s; Ys))j2 ds+ 2
Z t

0

E j(� (s;Xs)� � (s; Ys)j2 ds

� 2Tk
Z t

0

E jXs � Ysj2 ds+ 2k
Z t

0

E jXs � Ysj2 ds

� C
Z t

0

E jXs � Ysj2 ds;
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telle que C = max(2Tk; 2k); alors :

E jXt � Ytj2 � C
Z t

0

E jXs � Ysj2 ds:

D�après Lemme Gronwall 1:4:1; on obtient :

0 � E jXt � Ytj2 � 0 exp (Ct) = 0:

Donc P ps Xt = Yt:

2) L�existence : On montre l�existance d�une solution forte en utilisant la méthode des

approximations successives, et pour cela on pose :

Xn
t = � +

Z t

0

�
�
s;Xn�1

s

�
ds+

Z t

0

�
�
s;Xn�1

s

�
dBs:

On a :

��Xn+1
t �Xn

t

��2 = ����Z t

0

�
� (s;Xn

s ) ds� �
�
s;Xn�1

s

��
ds+

�
� (s;Xn

s )� �
�
s;Xn�1

s

��
dBs

����2 :
En utilisant la même technique pour l�unicité, on obtient

E
��Xn+1

t �Xn
t

��2 � C Z t

0

E
��Xn

s �Xn�1
s

��2 ds:
On a

E
��X1

t �X0
t

��2 � 2TEZ t

0

��� �s;X0
s

���2 ds+ 2EZ t

0

��� �s;X0
s

���2 ds:
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D�après la croissance linéaire � et � (1:9) ; on obtient :

E
��X1

t �X0
t

��2 � 2TcEZ t

0

�
1 + jXsj2

�
ds+ 2cE

Z t

0

(
�
1 + jXsj2

�
ds

� 2Tc
Z t

0

�
1 + E jXsj2

�
ds+ 2c

Z t

0

�
1 + E jXsj2

�
ds

�M
�
1 + E jXsj2

� Z t

0

ds

�M
�
1 + E jXsj2

�
T

� CMT;

telle que M = max(2Tc; 2c) et CM =M
�
1 + E jXsj2

�
; ensuite :

E
��X2

t �X1
t

��2 � CM Z t

0

E
��X1

s �X0
s

��2 ds
� CM

Z t

0

Cs ds

� C2M
Z t

0

s ds

� C2M
T 2

2
:

Alors pout tout n � 0; on obtient :

E
��Xn+1

t �Xn
t

��2 � CM Z t

0

E
��Xn

t �Xn�1
t

��2 ds
� Cn+1M

n!

Z t

0

snds

� Cn+1M

n!

T n

n

� (CMT )
n+1

(n+ 1)!
:
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On montre maintenant que Xn
t est une suite de Cauchy dans L2(
); et en appliquant l�in-

égalité triangulaire, on obtient :

�
E jXm

t �Xn
t j
2�1=2 = kXm

t �Xn
t kL2(
)

�
m�1X
k=n

Xk+1
t �Xk

t


L2(
)

�
m�1X
k=n

�
(CMT )

k+1

(k + 1)!

�1=2
!

n!1;m!1
0:

Lorsque n!1; et m!1; on obtient :

�
E jXm

t �Xn
t j
2�1=2 ! 0:

Donc Xn
t est une suite de Cauchy dans L2(
) qui est lui même un espace complet, et par

conséquence elle est convergente dans L2(
):

Notons Xt la limite de la suite (Xn
t )n ; avec limn!1

Xn
t = Xt dans (L2(
)) ; telle que :

Xt = � +

Z t

0

� (s;Xs) ds+

Z t

0

� (s;Xs) dBs.

On a déjà montré que Xn
t

L2(
)! Xt telle que :

Xn
t = � +

Z t

0

�
�
s;Xn�1

s

�
ds+

Z t

0

�
�
s;Xn�1

s

�
dBs:

Il nous reste à montrer que la solution s�écrit sous la forme EDS, en utilisant l�isométrie d�Itô

et comme � est C�Lipschzienne :

E
�����Z t

0

�
�
s;Xn�1

s

�
� � (s;Xs)

�
dBs

����2 = E �����Z t

0

�
�
s;Xn�1

s

�
� � (s;Xs)

�����2 ds
� CE

Z t

0

��Xn�1
s �Xs

��2 ds! 0;
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car Xn
t

L2(
)! Xt, alors � (s;Xn�1
s )

L2(
)! � (s;Xs)):

On applique l�inégalité de Hôlder et comme � est C�Lipschzienne, on trouve :

E
����Z t

0

�
�
s;Xn�1

s

�
� � (s;Xs) ds

����2 � CTE ��Xn�1
t �Xt

��2 ! 0;

car Xn
t

L2(
)! Xt, et par la continuité de �(!; t). Alors � (s;Xn�1
s ) !

n!1
� (s;Xs)) dans L2(
):

En passant à la limite, on obtient :

Xn
t = �+

Z t

0

�
�
s;Xn�1

s

�
ds+

Z t

0

�
�
s;Xn�1

s

�
dBs

L2(
)! Xt = �+

Z t

0

� (s;Xs) ds+

Z t

0

� (s;Xs) dBs:

Donc Xt est un solution de l�équation (1:4).

On va montrer que E
�
sup
t
jXtj2

�
< M; par l�inégalité (a + b + c)2 � 2(a2 + b2 + c2), et on

passant à l�espérance on a :

E( jXtj2) � 3Ej�j2 + 3TE
�Z t

0

j� (s;Xs)j2
�
ds+ 3E

�Z t

0

j� (s;Xs)j 2
�
ds:

D�après la croissante linéaire de � et � (1:9) ; on obtient :

E( jXtj2) � 3E j�j2 + 3TcE
�Z t

0

�
1 + jXsj2

��
ds+ 3cE

�Z t

0

(1 + jXsj2)
�
ds

� NE j�j2 +NE
�Z t

0

�
1 + jXsj2

��
ds+NE

�Z t

0

(1 + jXsj2)
�
ds

� NE j�j2 + 2NE
�Z t

0

�
1 + jXsj2

��
ds

� cNE j�j2 + cNE
�Z t

0

�
1 + jXsj2

��
ds

� cNE j�j2 + cNT + cNE
�Z t

0

jXsj2
�
ds

� cN(E j�j2 + T ) + cN
Z t

0

E jXsj2 ds;
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avec N = max (3; 3c; 3cT ) et cN = max(2N;N), et on applique le lemme de Gronwall 1:4:1,

on obtient :

E( jXtj2) �
�
Ej�j2 + T

�
exp (cN t) �M:

Puis que
�
E j�j2 + T

�
<1, telle que M = (E j�j2 + T ) exp(cN t), alors :

E
�
jXtj2

�
� 1 8t 2 [0; T ] :

Ce qui implique d�après 1:4:2:

E

 
sup
t2[0;T ]

jXtj2
!
� CE

�
jXtj2

�
< M:

D�où le résultat.
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Chapitre 2

Equations di¤érentielles stochastiques

rétrogrades (EDSR)

2.1 Introduction

Les équations di¤érentielles stochastiques rétrogrades (EDSR) sont des nouveaux

types d�équations di¤érentielles stochastiques (EDS) qui ne peuvent pas être traitées

par les méthodes usuelles pour les EDS. Une des principales raisons est qu�on ne peut pas

renverser le "temps". Voyons un exemple simple.

Considérons l�EDS suivante :8><>: dYt = 0

YT = �; pour tout t 2 [0; T ] ;
(2.1)

où � 2 L2(
;FT ) l�ensemble des variables aléatoires FT -mesurables et de carré intégrables.

Puisque l�unique solution de cette EDS est YT = �, pour tout t ; Y est par conséquent n�est

pas une solution "adaptée" de (2:1) dans le sens usuel d�Itô. Cependant cet exemple trivial

n�a pas de solution adaptée dans les sens usuels.

Dans plusieurs d�applications, il est crucial que la solution de l�EDS soit adaptée à la �ltration
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où le mouvement Brownien est adapté. Un exemple fréquemment cité, qui est l�essentielle à

l�origine de la théorie des EDSRs, est qu�on appelle le principe du maximum de Pontryagin

pour les problèmes de contrôle optimal stochastique. Ceci est la condition nécessaire pour

le contrôle optimal, qui contient une" équation adjointe" qui prend la forme d�une EDSR.

Motivé par de tels problèmes (voir SVP le chapitre 03), Bismut [1] est le premier qui proposé

la méthode suivante pour trouver une solution adaptée pour les EDSR. Prenant le cas simple

(2:1) comme un exemple.

On suppose que la �ltration est Brownienne, c�est-à-dire qu�il existe un mouvement Brow-

nien Bt = (Bt) dé�nie dans (
;F ;P) telle que Ft =
�!
FB
t
P; pour tout t � 0; ici FB

t =

� (Bs; 0 � s � t) et fg
P
dé�nie l�augmentation par les éléments de P-négligeable. Supposons

maintenant que � 2 L2(
;FT ), et notons Yt = E (� j Ft) ; t � 0: Alors, Y est une L2� martin-

gale et par la théorème Représentation de martingale 1:2:1 existe unique processus prévisible

Z 2 L2(
;Ft) telle que :

Yt = E (�=Ft) = E (�) +
Z t

0

ZsdBs: (2.2)

La forme di¤érentielle de cette équation est :

8><>: dYt = Zt dBt;

YT = �; 8t 2 [0; T ] :
(2.3)

Bismut propose que au lieu de regarder seulement le processus Y comme la solution à l�EDSR,

on peut considérer le couple (Y; Z) comme une solution de l�EDSR (2:1) et la forme appropriée

d�une EDS avec une condition terminale serait de la forme (2:3) que celle de (2:1). On peut

écrire (2:3) comme "une équation intégrale". En e¤et intégrons (2:3) de t à T; on obtient

que :

YT = � �
Z T

t

ZsdBs; avec 8t 2 [0; T ] :

Ceci est L�EDSR simple sous sa forme intégrable.
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2.2 Notations et dé�nitions

Soient (
;F ;P) un espace de probabilité complet,B unmouvement Brownien d�dimensionnel,

Ft = � (Bs; 0 � s � T ) :

*S2(Rk) = f l�espace vectoriel formé par les processus Y progressivement mesurable à valeur

dans Rk telle que kY kS2 = E
�
sup
0�t�T

jYtj 2
�
<1g:

*S2c = fle sous-espace par les processus continue.g:

*M2
n�d(Rk�d) = f l�espace formé par les processus Z progressivement mesurable à va-

leur dans Rk�d telle que kZkM2 = E
�Z T

0

j jZtjj 2dt
�
< 1g; où : si Z 2 Rk�d; kZk2M2 =

trace(Z:Z�):

M2(Rk�d) désigne l�ensemble des classes équivalente de M2(Rk�d):

Soient les espaces S2; S2c ; et M2 sont des espaces de Banach pour ces normes. On désigne par

B2 l�espace de Banach S2(Rk)�M2(Rk�d):

On considère l�équation di¤érentielle stochastique rétrograde (EDSR) :

8><>: dYt = f (t; Yt; Zt) dt� Zt dBt

YT = �; avec 8t 2 [0; T ] ;
(2.4)

ou de façon intégrable :

Yt = � +

Z T

t

f (s; Ys; Zs) ds�
Z T

t

Zs dBs,

où :

f :
�
[0; T ]� 
� Rk � Rk�d

�
! Rk

(t; !; y; z) 7�! f (t; !; y; z) :

telle que f s�appelle le générateur et � est FT�mesurable de carré intégrable � 2 L2(FT ):

Dé�nition 2.2.1 Une solution d�équation (2:4) est le couple des processus f(Yt; Zt)g0�t�T
véri�ant :
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1: Y et Z progressivement mesurable à valeur respectivement dans Rk et Rk � Rk�d:

2: P�ps
Z t

0

fjf (s; ys; zs)j+ kZsk 2dsg <1:

3: P�ps on a :

Yt = � +

Z T

t

f (s; Ys; Zs) ds�
Z T

t

Zs dBs 0 � t � T:

Remarque 2.2.1 Le processus Y est une semi martingale continue, car Y écrit sous la

forme Yt = Mt + At telle que Mt est un martingale local et At est un processus stochastique

a variation �nie.

En e¤et on a Y est continue car Y 2 S2c(Rk) et

Yt = � +

Z T

t

f (s; Ys; Zs) ds�
Z T

t

ZsdBs; avec 0 � t � T:

At =

Z T

t

f (s; Ys; Zs) ds est un processus stochastique a variation �nie où :

�Z T

t

f (s; Ys; Zs) ds;

Z T

t

f (s; Ys; Zs) ds

�
= 0 <1:

Mt = �
Z T

t

ZsdBs est un intégrale d�Itô alors est martingale, et comme tout martingale est

un martingale locale :

Donc Y est un semi-martingale continue.

Hypothèse :(H1) Supposons qu�il existe un processus fftg0�t�T 2 M2 est positif et � un

constante positif telle que :

8 (t; y; z) 2
�
[0; T ]� Rk � Rk�d

�
: jf(t; y; z)j � ft + � (jyj+ kzk) :

Proposition 2.2.1 Supposons que (H1) est vraie et si f(Yt; Zt)g est solution de l�EDSR

(2:4) ; telle que Z 2M2; alors Y 2 S2.
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Preuve. Y0 est déterministe, alors pour tout t 2 [0; T ] ; on a :

jYtj = jY0 �
Z t

0

f(s; Ys; Zs)ds+

Z t

0

ZsdBsj

� jY0j+ j
Z t

0

f(s; Ys; Zs)dsj+ j
Z t

0

ZsdBsj:

D�après hypothèse (H1), on a :

jYtj � jY0j+
Z t

0

(fs + � (jYsj+ kZsk)) ds+ sup
0�t�T

j
Z t

0

ZsdBsj

� jY0j+
Z t

0

(ft + kZsk)ds+ sup
0�t�T

j
Z t

0

ZsdBsj| {z }
=:"

+ �

Z t

0

jYsj ds

� "+ �
Z t

0

jYsj ds:

Si Z 2 M2 donc E
�Z t

0

j jZsjj 2ds
�
< 1 et d�après l�inégalité de B-D-G (1:10) ; on peut

écrire :

E
�
sup
0�t�T

j
Z t

0

ZsdBsj2
�
� CE

�Z t

0

jZsj2ds
�
<1:

On sait que Y0 et fftgt2[0;T ] sont déterministe et de carrée intégrable, et comme Yt est un

processus continue et jYtj � "+ �
Z t

0

jYsj ds; donc on peut appliquer de lemme de Gronwall

1:4:1 i.e

jYtj � " exp (�t) ;

telle que t 2 [0; T ] (d�horizon �nie) ; donc :

E
�
sup
0�t�T

jYtj
�
� " exp (�t) :

On a :

E
�
sup
0�t�T

jYtj2
�
� E

�
sup
0�t�T

jYtj
�
� " exp (�t) <1:

Donc Y 2 S2:
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Lemme 2.2.1 Si Y 2 S2
�
Rk
�
et Z 2M2

�
Rk�d

�
; alors :

Xt =

�Z t

0

YsZs dBs; t 2 [0; T ]
�
; (2.5)

est une martingale uniformément intégrable.

Preuve. 1) Xt est un intégrale d�Itô, alors il est martingale telle que YsZs est un bon-

processus.

En e¤et YsZs est adapté et càdlàg car Y 2 S2
�
Rk
�
et Z 2 M2

�
Rk�d

�
; et d�après l�inégalité

de Cauchy-Schwartz(1:1) et l�inégalité de Young [ab � a2 + b2] on a :

E
�Z t

0

jYsZsjds
�
� E

�Z t

0

jYsj2ds
� 1
2

E
�Z t

0

kZsk2 ds
� 1
2

� 1

2
E
�
sup
0�t�T

jYsj2
� Z t

0

ds+
1

2
E
�Z t

0

kZsk2 ds
�

� T

2
E
�
sup
0�t�T

jYsj2
�
+
1

2
E
�Z t

0

kZsk2 ds
�

<1;

car Y 2 S2
�
Rk
�
et Z 2M2 �Rk�d� ;alors Xt est une martingale.

2) Xt est uniformément intégrable :

D�après l�inégalité de B-D-G (1:10) et l�inégalité de Young ab � a2 + b2, on trouve :

E
�
sup
0�t�T

����Z t

0

YsZs dBs

����� � CE �����Z t

0

jYsj2 kZsk2 ds
�����

1
2

� CE
�
sup
0�t�T

jYsj2
Z t

0

kZsk2 ds
� 1
2

� C2

2
E
�
sup
0�t�T

jYsj2
�
+
1

2
E
�Z T

0

kZsk2 ds
�

� C 0E
�
sup
0�t�T

jYsj2
�
+
1

2
E
�Z T

0

kjZsjk2 ds
�

<1:
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avec C 0 = max
�
C2

2
; 1
2

�
car Y 2 S2

�
Rk
�
et Z 2M2

�
Rk�d

�
:

Donc :

E
�
sup
0�t�T

jXtj
�
<1:

Donc Xt est uniformément intégrable.

2.3 Cas Lipchitz

Dans cette section, nous allons montrer un premier résultat d�existence et d�unicité. Ce

résultat est dû à Pardoux et Peng [6], c�est le premier résultat d�existence et d�unicité

pour les EDSR dans le cas où le générateur est non-linéaire.

Soit l�application f :
�
[0; T ]� 
� Rk � Rk�d

�
! Rk telle que pour tout (y; z) 2 Rk �Rk�d;

le processus ff (t; y; z)g0�t�T soit progressivement mesurable.

On considère également une variable aléatoire � est FT �mesurable, à valeurs dans Rk:

Hypothèse (H2) :

Il existe une constante � > 0; telle que P�ps

1) Condition Lipchitz en (y; z) pour tout t; y; y0; z; z0 :

jf (t; y; z)� f (t; y0; z0)j � � (jy � y0j+ kz � z0k) :

2) Condition d�intégrabilité :

E
�
j�j+

Z T

0

jf (s; 0; 0)j2
�
<1:
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2.3.1 Cas simple f ne dépend pas ni y ni z

Soit f ne dépend pas ni y ni z i.e : on se donne � de carré intégrable et un processus fFtg0�t�T
dans M2

�
Rk
�
; et on veut trouver une solution de l�EDSR (2:4) :

Yt = � +

Z T

t

Fsds�
Z T

t

ZsdBs; 0 � t � T: (2.6)

Lemme 2.3.1 Soit � 2 L2 (FT ) et fFtg0�t�T 2 M2
�
Rk
�
, l�EDSR (2:6) possède unique solu-

tion (Y; Z), telle que Z 2M2:

Preuve. 1) L�existence : Supposons que (Y; Z) une solution véri�é Z 2 M2; si on prend

l�ésperance conditionnelle sachant Ft; on obtient :

Yt = E (Yt j Ft) = E
�
� +

Z T

t

Fsds�
Z T

t

ZsdBs j Ft
�
:

Comme
Z T

0

ZsdBs est une martingale, alors on a E
�Z T

t

ZsdBs

�
= 0, on fait dans S2c car F

est de carré intégrable, on a pour tout t 2 [0; T ] :

Yt = E
�
� +

Z T

0

Fsds�
Z t

0

Fsds j Ft
�

= E
�
� +

Z T

0

Fsds j Ft
�
�
Z t

0

Fsds

=Mt �
Z t

0

Fsds;

où Mt est un martingale Brownienne. D�après le théorème de représentation des martingales

1:2:1; il existe un processus prévisible Z carré intégrable (Z 2M2) ; telle que

Yt =Mt �
Z t

0

Fsds

=M0 +

Z t

0

ZsdBs �
Z t

0

Fsds:
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On véri�e facilement que (Y; Z) ainsi construit est une solution de l�EDSR (2:6) étudiée et

comme YT = �; on a :

Yt � � =M0 +

Z t

0

ZsdBs �
Z t

0

Fsds�
�
M0 +

Z T

0

ZsdBs �
Z T

0

Fsds

�
=

�Z T

0

Fsds�
Z t

0

Fsds

�
�
�Z T

0

ZsdBs �
Z T

0

ZsdBs

�
=

Z T

t

Fsds�
Z T

t

ZsdBs:

Alors :

Yt = � +

Z T

t

Fsds�
Z T

t

ZsdB:

2) L�unicité : Soient (Yt; Zt) et (Y 0t ; Z
0
t) deux solutions de l�EDSR (2:6), et YT = Y

0
T ; Fs = F

0
s;

soit : Yt = Yt� Y 0t et Z = Zt� Z 0t:

Nous allons prouver que Yt = Y 0t et Zt = Z
0
t dP�dt�ps:

En e¤et

Yt = �
Z T

t

ZsdBs:

On applique la formule d�Itô telle que g (Yt) = jYtj2, donc :

d jYtj2 = 2YtdYt + 2
1

2
hYti

= 2YtdYt + kZtk2 dt:

En passant à l�intégrale et comme YT = 0; alors :

Z T

t

d jYsj2 = 2
Z T

t

YtdYs +
Z T

t

kZsk2 ds

0� jYtj2 = 2
Z T

t

YsdYs +
Z T

t

kZsk2 ds;

où :

YsdYs = �YsZsdBs:

30



Chapitre 2. Equations di¤érentielles stochastiques rétrogrades (EDSR)

Donc :

� jYtj2 =
Z T

t

�YsZsdBs +
Z T

t

kZsk2 ds:

Alors : Z T

t

�YsZsdBs = jYtj2 +
Z T

t

kZsk2 ds:

En passe à l�espérance mathématique et comme
Z T

t

� YsZsdBs est un intégrale d�Itô, donc

E
�Z T

t

� YsZsdBs
�
= 0, alors :

E
�
jYtj2 +

Z T

t

kZsk2 ds
�
= 0;

C�est-à-dire : 8><>:
jYtj2 = 0 alors Yt = 0; dP� psZ T

t

kZsk2 ds = 0 alors Zs =0; dP�dt�ps

Alors dP�dt�ps 8><>: Yt = Y
0
t ;

Zt = Z
0
t:

D�où le résultat.

2.3.2 Cas où f dépend de y et z

Théorème 2.3.1 (Pardoux-Peng 1990 [6]) Sous l�hypothèse (H2), l�EDSR (2:4) possède

une unique solution (Y; Z) ; telle que Z 2M2.

Preuve. Nous utilisons un argument du point �xe 1:1:1 dans l�espace de Banach B2; alors

soit l�application

	 : B2 ! B2

(Y; Z) 7�! 	(Y; Z) ;

telle que (Y; Z) est une solution de l�EDSR (2:4) si seulement si 	 admet un point �xe.
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Pour tout (U; V ) 2 B2; on dé�nit 	(U; V ) = (Y; Z) solution de L�EDSR

Yt = � +

Z T

t

f (s; Us; Vs)s ds�
Z T

t

ZsdBs; 0 � t � T: (2.7)

Remarquons que l�EDSR (2:7) possède une unique solution qui est dans B2.

En e¤et, posons Fs = f (s; Us; Vs) 2M2 comme f est ��Lipchitzienne on a :

jf (s; Us; Vs)� f (s; U 0s; V 0s )j � � (jUs � U 0sj+ kVs � V 0sk)

� � jUs � U 0sj+ � kVs � V 0sk :

Soit U 0s = V
0
s = 0; alors :

jf (s; Us; Vs)j � jf (s; 0; 0)j � jf (s; Us; Vs)� f (s; 0; 0)j � � jUsj+ � kVsk :

Alors :

jf (s; Us; Vs)j � f (s; 0; 0) + � jUsj+ � kVsk ;

avec f et Us et Vs sont des processus de carré intégrable, alors par suit nous pouvons appliquer

le lemme 2:3:1 pour obtenir un unique solution (Y; Z) tel que Z 2M2:

L�intégrabilité de Z est obtenue par le théorème de représentions de martingale et d�après la

proposition 2:2:1, alors Y 2 S2:

Soient (U; V ) et (U 0; V 0) 2 B2 où (Y; Z) = 	 (U; V ) et (Y 0; Z 0) = 	 (U 0; V 0).

Notons y = Y � Y 0 et z = Z � Z 0 et yT = 0 tel que :

dyt = f (t; Ut; Vt)� f (t; U 0t ; V 0t )� ztdBt:

On applique la formule d�Itô sur exp (�t) jytj2 ; soit g (t; xt) = exp (�t) jxtj2 ; alors il est facile

de calculer les dérivées.
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Alors :

d
�
exp (�t) jytj2

�
= � exp (�t) jytj2 dt+ 2 exp (�t) ytdyt +

1

2
2 exp (�t) hdyit

= � exp (�t) jytj2 dt+ 2 exp (�t) yt [f [(t; Ut; Vt)� f (t; U 0t ; V 0t )]� ztdBt]

+ exp (�t) kztk2 dt:

En passant à l�intégrale, on obtient :

Z T

t

d
�
exp (�s) jysj2

�
=

Z T

t

�
� exp (�s) jysj2 ds+ 2 exp (�s) ys [[f (s; Us; Vs)� f (t; U 0s; V 0s )]� zsdBs]

�
+

Z T

t

exp (�s) kzsk2 ds:

Alors :

exp (�s) jyT j2 � exp (�t) jytj2

=

Z T

t

� exp (�s) jysj2 ds+
Z T

t

exp (�s) kzsk2 ds

+ 2

Z T

t

exp (�s) ys

�
f (s; Us; Vs)� f (t; U 0s; V 0s )�

Z T

t

exp (�s) yszsdBs

�
:

Alors :

�
�
exp (�t) jytj2 +

Z T

t

exp (�s) kzsk2 ds
�

= 2

Z T

t

exp (�s) ys

�
f (t; U 0s; V

0
s )� f (s; Us; Vs) +

Z T

t

exp (�s) yszsdBs

�
�
Z T

t

� exp (�s) jysj2 ds:
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Comme f est ��Lipchitzienne et on note par u = U 0 � U et par v = V 0 � V; on a :

exp (�t) jytj2 +
Z T

t

exp (�s) kzsk2 ds

= �
Z T

t

�� exp (�s) jysj2 ds+ 2
Z T

t

exp (�s) ys (� jU 0s � Usj+ � kV 0s � Vsk)

+ 2

Z T

t

exp (�s) yszsdBs

exp (�t) jytj2 +
Z T

t

exp (�s) kzsk2 ds

=

Z T

t

�� exp (�s) jysj2 ds+ 2
Z T

t

exp (�s) ys (� jusj+ � kvsk)

+ 2

Z T

t

exp (�s) yszsdBs:

Pour tout " > 0, en appliquant inégalité de Yong 2ab � a2

"
+ "b2; on a :

exp (�t) jytj2 +
Z T

t

exp (�s) kzsk2 ds

�
Z T

t

�
��+ 2�

2

"

�
jysj2 ds

+ "

Z T

t

exp (�s)
�
jusj2 + kvsk2

�
ds+ 2

Z T

t

exp (�s) yszsdBs:

Prenant � =
2�2

"
et R" = "

Z T

0

exp (�s)
�
juj2 + kvk2

�
ds; donc 8t 2 [0; T ] :

exp (�t) jytj2 +
Z T

t

exp (�s) kzsk2 ds � R" + 2
Z T

t

exp (�s) yszsdBs:

Alors :

exp (�t) jytj2 � R" + 2
Z T

t

exp (�s) yszsdBs , (2.8)Z T

t

exp (�s) kzsk2 ds � R" + 2
Z T

t

exp (�s) yszsdBs. (2.9)
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D�après (2:9) et E
�Z T

t

exp (�s) kzsk2 ds
�
� E (R") + 2E

�Z T

t

exp (�s) yszsdBs

�
; la mar-

tingale locale
Z T

t

exp (�s) yszsdBs est une martingale nulle en 0 puisque Y; Y 0 2 S2; et

Z;Z 0 2M2; donc :

E
�Z T

t

exp (�s) kzsk2 ds
�
� E (R") :

D�autre part d�après (2:8); et on applique l�inégalité de Doob 1:1:20 et de BGD (1:10), on

obtient :

E
�
sup
0�t�T

�
exp (�t) jytj2

��
� E (R") + 2E

�
sup
0�t�T

Z T

t

exp (�s) yszsdBs

�
� E (R") + CE

�Z T

t

exp (�s) jysj2 kzsk2 ds
�

� E (R") + CE
�
sup
0�t�T

exp (�t) jytj2
Z T

t

exp (�s) kzsk2 ds
�

� E (R") +
1

2
E
�
sup
0�t�T

�
exp (�t) jytj2

��
+
C2

2
E
�Z T

t

exp (�s) kzsk2 ds
�
:

Donc :

E
�
sup
0�t�T

�
exp (�t) jytj2

��
� 1
2
E
�
sup
0�t�T

�
exp (�t) jytj2

��
� E (R") +

C2

2
E (R")

1

2
E
�
sup
0�t�T

�
exp (�t) jytj2

��
� E (R") +

C

2

2

E (R") :

Alors :

E
�
sup
0�t�T

�
exp (�t) jytj2

��
� 2E (R") + C2E (R") :

De plus, on a :

E
�
sup
0�t�T

�
exp (�t) jytj2

��
+ E

�Z T

t

exp (�s) kzsk2 ds
�
= E (R") + 2E (R") + C2E (R")

=
�
3 + C2

�
E (R") :
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Et par suite d�après la dé�nition de R" on a :

�
sup
0�t�T

�
exp (�t) jytj2

��
+ E

�Z T

t

exp (�s) kzsk2 ds
�

=
�
3 + C2

�
E
�
"

Z T

0

exp (�s)
�
jusj2 + kvsk2

�
ds

�
= "

�
3 + C2

�
E
�Z T

0

exp (�s) jusj2 ds+
Z T

0

exp (�s) kvsk2 ds
�

= "
�
3 + C2

�
E
�
exp (�t) jutj2

Z T

0

ds+

Z T

0

exp (�s) kvsk2 ds
�

= "
�
3 + C2

�
E
�
exp (�t) jutj2 T +

Z T

0

exp (�s) kvsk2 ds
�

= "
�
3 + C2

�
K;

telle que K = (1 _ T ) ; on prenant telle que :" (3 + C2)K = 2
5
de sort que l�application 	 est

alors une contraction stricte de B2 dans lui-même si on le munit de la norme suivante

kU; V k� =
�
sup
0�t�T

�
exp (�t) jytj2

�
+

Z T

0

exp (�s) kzsk2 ds
� 1
2

:

Si on prend le cas que [� = 0] alors 	 possède donc un unique point �xe, ce qui démontrer

l�existence et l�unicité d�une solution de l�EDSR (2:4) :

On obtient ensuite une unique solution véri�ant Z 2M2 puisque 2:2:1 implique qu�une telle

solution appartient B2:

Remarque 2.3.1 À partir de maintenant et sans plus insister, l�expression « la solution

de l�EDSR » signi�era la solution de l�EDSR véri�ant Z 2M2:

2.4 Le rôle de Z

Nous allons voir que le rôle de Z, plus précisément celui du terme
Z T

t

ZsdBs est de rendre le

processus Y adapté et que lorsque ceci n�est pas nécessaire Z est nul..

Proposition 2.4.1 Soient (Y; Z) la solution de l�EDSR (2:4) et un temps d�arrêt majoré par
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T On suppose, en outre l�hypothèse (H2) que est FT �mesurable et que f(t; y; z) = 0 dès

que t � � . Alors si t � � 8><>: Yt = Yt^� ;

Zt = 0:

Preuve. On a P�ps

Yt = � +

Z T

t

f(s; Ys; Zs)ds�
Z T

t

ZsdBs ; 0 � t � T .

Donc pour t = � :

Y� = � +

Z T

�

f(s; Ys; Zs)ds+

Z T

�

ZsdBs ;

Y� = � �
Z T

�

ZsdBs:

On a :

Y� = E (� j F� ) = �;

car � est FT�mesurable, et par suite
Z T

�

ZsdBs = 0; et par suite :

E
�Z T

�

ZsdBs

�2
= E

�Z T

�

kZsk2 ds
�
= 0:

Finalement

�s1s�� = 0:

Alors si t > � : Yt = Y� :

Donc :

Y� = Yt +

Z T

�

f(s; Ys; Zs)ds+

Z T

�

ZsdBs

= Yt + 0� 0 = Yt:
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Alors :

Y� = Yt^� et Zt = 0:

Ce qui termine la preuve.

Notons que dans le cas où � et f sont déterministe, alors Z est nul et Y la solution de

l�équation di¤érentielle 8><>: dYt = f (t; Yt; 0) dt

YT = �
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Chapitre 3

Contrôle optimal stochastique pour

l�EDSR

Notre but dans ce chapitre est de dérivé les conditions nécessaires et su¢ santes

d�optimalité pour les EDSRs. Nous nous sommes appuyés sur la recherche sur [2].

3.1 Formulation du problème

Soit (
;F ; (Ft) ;P) un espace probabilisé �ltré sur lequel on dé�nit un mouvement Brownien

d-dimensionnel B = (B)t�0, et soit la �ltration naturelle de mouvement Brownien Ft2[0;T ] =

� (Bs; 0 � s � t) : T un réel strictement positive �xé. U un fermé convexe de Rn:

Dé�nition 3.1.1 On dé�nit un contrôle admissible pour tout processus Ft -adapté à valeur

dans U tel que :

E

"
sup
t2[0;T ]

j�tj2
#
<1:

On note par U l�ensemble des tous les contrôles admissibles.
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Pour tout � 2 U , on considère l�équation di¤érentielle stochastique rétrograde contrôlée

suivante : 8><>: dy�t = f (t; y
�
t ; z

�
t ; �t) dt� z�t dBt;

y�T = �:
(3.1)

où f : [0; T ] � Rn � Mn�d � U !Rn; et � est une variable aléatoire de dimension n, FT -

mesurable et indépendante de mouvement brownien tel que : E j�j2 <1:

Dé�nition 3.1.2 (Fonction de coût) Soit la fonction de coût donnée par :

J (u) =
�
E
Z T

0

h (t; y� (!) ; z�t (!) ; �t (!)) dt+ g (y
�
0 (!))

�
; (3.2)

où

h : [0; T ]� Rn �Mn�d (R)� U !R,

g : Rn!R,

et y0 est la solution de l�équation (3:1) prise au temps initiale.

Hypothèse (H3) :

Les fonctions f; g et h sont continues en (y; z; �), et leur dérivées fy; fz; gy; hy et hz sont

continues en (y; z; �) et uniformément bornées.

Les fonctions f et h sont bornées et f Lipchitzienne en y; z et �:

Le but du contrôle optimal est de minimiser la fonctionnelle de coût J sur l�ensemble des

contrôles admissibles, on choisit un contrôle u 2 U tel que

J (u) = inf
�2U

J (�) : (3.3)

Dé�nition 3.1.3 Une solution de l�EDSR (3:1) est un couple de processus f(yt; zt)g0�t�T
véri�ant :

1) y; z sont progressivement mesurable.
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2): Z T

0

�
jf (s; ys; zs; �s)j+ kzsk2

	
ds <1:

3) P�ps

y�t =

Z T

t

f (s; y�s ; z
�
s ; �s) ds�

Z T

t

z�s dBs:

3.2 Résultats préliminaires

On considère la perturbation convexe suivante :

u� = u+ ��; 8� 2 U .

Soit y� trajectoire associe au contrôle u� 2 U est donnée par :

y�t =

Z T

t

f
�
s; y�s ; z

�
s ; u

�
s

�
ds�

Z T

t

z�sdBs:

D�après la formule (3:2) et la dé�nition de contrôle perturbé, on a

J (u) = inf
u2U

J (�) :

Alors :

J (�)� J (u) � 0:

Mais on sait que � 2 U ; alors on peut prendre � = u�; donc :

J
�
u�
�
� J (u) � 0: (3.4)
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3.2.1 Estimation des solutions

Proposition 3.2.1 Soit
�
y�; z�

�
et (y; z) les solutions de l�équation d�état associe respecti-

vement à u� et u et C > 0; on a :

E
�
sup
0�t�T

��y�t � yt��2�+ EZ T

0

z�t � zt2 dt � C�2: (3.5)

Preuve. On pose X =
�
y� � y

�
alors X2 =

�
y� � y

�2
: On applique la formule d�Itô sur�

y� � y
�2
on a :

dX2
t = 2XtdXt +

1

2
2d hXit :

Alors :

d
�
y�t � yt

�2
= 2

�
y�t � yt

� ��
f (t; yt; zt; ut)� f

�
t; y�t ; z

�
t ; u

�
t

��
dt�

�
z�t � zt

�
dBt
�
+
�
z�t � zt

�2
dt:

En introduisant l�intégrale, on trouve :

�
y�T � yT

�2 � �y�t � yt�2 = 2Z T

t

�
y�s � ys

� �
f (s; ys; zs; us)� f

�
s; y�s ; z

�
s ; u

�
s

��
ds

� 2
Z T

t

�
y�s � ys

� �
z�t � zt

�
dBs +

Z T

t

�
z�t � zt

�2
ds:

Mais on sait que
�
y�T � yT

�2
= 0; alors :

�
y�t � yt

�2
= 2

Z T

t

�
y�s � ys

� �
f
�
s; y�s ; z

�
s ; u

�
s

�
� f (s; ys; zs; us)

�
ds

+ 2

Z T

t

�
y�s � ys

� �
z�t � zt

�
dBs �

Z T

t

�
z�t � zt

�2
ds:
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Comme f est ��Lipchitzienne, on a :

�
y�t � yt

�2
+

Z T

0

�
z�t � zt

�2
ds � 2

Z T

t

�
�
��y�s � ys��2 + � ��y�s � ys�� ��z�s � zs��+ � ��y�s � ys�� ��u�s � us��� ds

+ 2

Z T

t

�
y�s � ys

� �
z�t � zt

�
dBs:

On sait que u� = u+ �� , on applique l�inégalité de Young, il vient alors :

�
y�t � yt

�2
+

Z T

0

�
zs � z�s

�2
ds

� 2
Z T

t

�
�
��y�s � ys��2 + 12 ��y�s � ys��2 + �22 ��z�s � zs��2 + 12 ��y�s � ys��2

�
ds

� 2
Z T

t

�2

2
j��j2 ds+ 2

Z T

t

�
y�s � ys

� �
z�t � zt

�
dBs:

En passant à l�esperance mathématique et on pose en considération que :

E
�Z T

t

�
y�s � ys

� �
z�t � zt

�
dBs

�
= 0:

Alors :

E
h�
y�t � yt

�2i
+ E

�Z T

0

�
z�t � zt

�
ds

�
� (2�+ 2)

Z T

t

E
h��y�s � ys��2i ds+ �2 Z T

t

E
h��z�s � zs��2i ds

+ �2�2�2
Z T

t

ds

� (2�+ 2)
Z T

0

E
h��y�s � ys��2i ds+ �2 Z T

0

E
h��z�s � zs��2i ds

+ �2�2�2
Z T

0

ds:

Alors :

E
h�
y�t � yt

�2i
+
�
1� �2

�
E
�Z T

0

�
z�t � zt

�2
ds

�
� (2�+ 2)

Z T

0

E
h��y�s � ys��2i ds+ �2�2�2T
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En �n on obtient :

E
h�
y�t � yt

�2i
+K 0E

�Z T

0

�
z�s � zs

�2
ds

�
� K

Z T

0

E
h��y�s � ys��2i ds+ �2Mt;

telle que K = (2�+ 2) et K 0 = (1� �2) et Mt = �
2�2T:

Maintenant on peut distinguer deux inégalités :

E
h�
y�t � yt

�2i � K Z T

0

E
h��y�s � ys��2i ds+ �2Mt; (3.6)

et

E
�Z T

0

�
z�t � zt

�2
ds

�
� K

K 0

Z T

0

E
h��y�s � ys��2i ds+ �2Mt: (3.7)

On applique l�inégalité de Gronwall sur l�inégalité (3:6), on obtient :

E
h�
y�t � yt

�2i � �2Mt expK (3.8)

� �2N;

telle que N =Mt expK; en appliquant inégalité de D-B-G sur (3:8) on obtient :

E
�
sup
t

�
y�t � yt

�2� � �2N: (3.9)

D�autre part, on remplace (3:8) sur (3:7) ; on trouve :

E
�Z T

0

�
z�t � zt

�2
ds

�
� K

K 0

Z T

0

�2Nds+ �2Mt:

� K

K 0 �
2NT + �2Mt

� :
�
K

K 0NT +Mt

�
�2

� L�2: (3.10)
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Alors d�après inégalité (3:9) et (3:10) ; on peut écrire :

E
�
sup
t

�
y�t � yt

�2�
+K 0E

�Z T

0

�
z�t � zt

�2
ds

�
� (L+N) �2

� C�2;

tel que C = (L+N), d�où l�estimation (3:5).

Proposition 3.2.2 Soit l�hypothèse (H3) est varie et on pose :

Y = lim
�!0

1

�

�
y� � y

�
: (3.11)

Lemme 3.2.1 Alors Y s�écrit sous la forme :

Y =

Z T

t

[(fy (s; ys; zs; us)Ys + fz (s; ys; zs; us)Zs + fu (s; ys; zs; us)us) ds� ZsdBs] : (3.12)

Preuve. Développement de Taylor avec reste intégrale au point (y; z; u) et d�ordre 1 de la

fonction f
�
s; y�s ; z

�
s ; u

�
s

�
; nous donne

f
�
s; y�s ; z

�
s ; u

�
s

�
� f (s; ys; zs; us)

=

Z 1

0

fy
�
s; ys + �

�
y�s � ys

�
; zs + �

�
z�s � zs

�
; us + �

�
u�s � us

�� �
y�s � ys

�
d�

+

Z 1

0

fz
�
s; ys + �

�
y�s � ys

�
; zs + �

�
z�s � zs

�
; us + �

�
u�s � us

�� �
z�s � zs

�
d�

+

Z 1

0

fu
�
s; ys + �

�
y�s � ys

�
; zs + �

�
z�s � zs

�
; us + �

�
u�s � us

�� �
u�s � us

�
d�:
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Ce qui nous donne

�
y�t � yt

�
=

Z T

t

�
f
�
s; y�s ; z

�
s ; u

�
s

�
� f (s; ys; zs; us)

�
ds�

Z T

t

�
zs � z�s

�
dBs

=

Z T

t

Z 1

0

fy
�
s; ys + �

�
y�s � ys

�
; zs + �

�
z�s � zs

�
; us + ���

� �
y�s � ys

�
d�ds

+

Z T

t

Z 1

0

fz
�
s; ys + �

�
y�s � ys

�
; zs + �

�
z�s � zs

�
; us + ���

� �
z�s � zs

�
d�ds

+

Z T

t

Z 1

0

fu
�
s; ys + �

�
y�s � ys

�
; zs + �

�
z�s � zs

�
; us + ���

�
(��) d�ds

�
Z T

t

�
z�s � zs

�
dBs:

Puisque u� = u+ ��, et comme Y = lim
�!0

1

�

�
y� � y

�
; alors on obtient :

1

�

�
y�t � yt

�
=
1

�

Z T

t

�
f
�
s; y�s ; z

�
s ; u

�
s

�
� f (s; ys; zs; us)

�
ds� 1

�

Z T

t

�
zs � z�s

�
dBs

=

Z T

t

Z 1

0

fy
�
s; ys + �

�
y�s � ys

�
; zs + �

�
z�s � zs

�
; us + ���

� �y�s � ys�
�

d�ds

+

Z T

t

Z 1

0

fz
�
s; ys + �

�
y�s � ys

�
; zs + �

�
z�s � zs

�
; us + ���

� �z�s � zs�
�

d�ds

+

Z T

t

Z 1

0

fu
�
s; ys + �

�
y�s � ys

�
; zs + �

�
z�s � zs

�
; us + ���

�
(�) d�ds

�
Z T

t

�
z�s � zs

�
�

dBs:

On passe à limite quand � ! 0, et comme fy; fz; fu sont des fonctions bornés, et continues,

alors on applique le théorème de la convergence borné de Lebesgue (1:1:6) et comme fy; fz;

fu sont des fonctions continues, alors nous pouvons entré la limite à l�intérieure des fonctions
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fy; fz; fu; ce qui nous donne :

Y =

Z T

t

Z 1

0

fy

�
lim
�!0

�
s; ys + �

�
ys � y�s

�
; zs + �

�
zs � z�s

�
; us + � (��)

��
lim
�!0

�
ys � y�s
�

�
d�ds

+

Z T

t

Z 1

0

fz

�
lim
�!0

�
s; ys + �

�
ys � y�s

�
; zs + �

�
zs � z�s

�
; us + � (��)

��
lim
�!0

�
zs � z�s
�

�
d�ds

+

Z T

t

Z 1

0

fu

�
lim
�!0

�
s; ys + �

�
ys � y�s

�
; zs + �

�
zs � z�s

�
; us + � (��)

��
�d�ds

�
Z T

t

lim
�!0

�
zs � z�s
�

�
dBs:

Alors :

Yt =

Z T

t

fy (s; ys; zs; us)Ytds+

Z T

t

fz (s; ys; zs; us)Zsds+

Z T

t

f� (s; ys; zs; us) �ds�
Z T

t

ZsdBs:

CQCD.

Proposition 3.2.3 On pose

~k�t =
1

�

�
y�t � yt

�
� Yt: (3.13)

ẑ�t =
1

�

�
z�t � zt

�
� Zt: (3.14)

Alors sous l�hypothèse (H3) ; on a :

E

"
sup
t2[0;T ]

���~k�t ���2
#
! 0
�!0

:

E
�Z T

0

��ẑ�t ��2 ds�! 0
�!0

:

Preuve. On remplace
�
y�; z�

�
, (y; z) ;et (Y; Z) par ses valeurs, on obtient

8>>>><>>>>:
~k�t =

R T
t

�
f
�
s; y�s ; z

�
s ; u

�
s

�
� f (s; ys; zs; us)

�
ds�

R T
t

�
z�s � zs

�
dBs

�
R T
t
fy (s; ys; zs; us) dsY +

R T
t
fz (s; ys; zs; us)Zds+

R T
t
f� (s; ys; zs; us) �ds

~k�T = 0
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On applique la formule d�Itô sur
�
~k�t

�2
; on obtient :

d
���~k�t ���2 = 2~k�t d~k�t + 122dD~k�tE

= 2~k�t

�
1

�

�
dy� � dy

�
� dYt

�
�
 �
z� � z

�
�

� Zt

!2
dt

= 2~k�t

��
1

�

�
f
�
t; y�t ; z

�
t ; u

�
t

�
� f (t; yt; zt; ut)

��
dt� 1

�

�
z�t � zt

�
dBt

� (fy (t; yt; zt; ut) dtY + fz (t; yt; zt; ut)Zdt+ f� (t; yt; zt; ut) �dt)) + ZtdBt � ẑ�2t dt:

Applique développement de Taylor avec reste intégrale au point (y; z; u) et d�ordre 1 de

fonction f
�
s; y�s ; z

�
s ; u

�
s

�
; et on note par :

A�;� =
�
s; ys + �

�
y�s � ys

�
; zs + �

�
z�s � zs

�
; us + �

�
u�s � us

��
:

Alors :

���~k�t ���2 = Z T

t

2~k�s

�Z 1

0

h
�fy

�
A�;�

� �
~k�s + Ys

�
� fz

�
A�;�

� �
ẑ�s + Zs

�
� f�

�
A�;�

�
�
i
d�

�
ds

+ 2

Z T

t

~k�s
�
ẑ�s + Zs

�
dBs + 2

Z T

t

~k�sfy (s; ys; zs; us)Y ds+ 2

Z T

t

~k�sfz (s; ys; zs; us)Zds

+ 2

Z T

t

~k�sf� (s; ys; zs; us) �ds� 2
Z T

t

~k�sZsdBs +

Z T

t

ẑ�2s ds

=

Z T

t

2~k�s

Z 1

0

�fy
�
A�;�

�
~k�sd�ds+

Z T

t

2~k�s

Z 1

0

fy
�
A�;�

�
Ysd�ds

� 2
Z T

t

~k�s

Z 1

0

fz
�
A�;�

�
ẑ�sd�ds� 2

Z T

t

~k�s

Z 1

0

fz
�
A�;�

�
Zsd�ds

� 2
Z T

t

~k�s

Z 1

0

f�
�
A�;�

�
�d�ds+ 2

Z T

t

~k�s ẑ
�
sdBs � 2

Z T

t

~k�sZsdBs

+ 2

Z T

t

~k�sfy (s; ys; zs; us)Y ds+ 2

Z T

t

~k�sfz (s; ys; zs; us)Zds

+ 2

Z T

t

~k�sf� (s; ys; zs; us) �ds� 2
Z T

t

~k�sZsdBs +

Z T

t

ẑ�2s ds:
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On applique l�inégalité de Young ab � a2 + b2

���~k�t ���2 � Z T

t

Z 1

0

fy
�
A�;�

�2 �~k�s�2 d�ds+ Z T

t

(Ys)
2 fy

�
A�;�

�2
d�ds

+

Z T

t

Z 1

0

fy
�
A�;�

�2 �
ẑ�s
�2
d�ds+

Z T

t

�
~k�s

�2
ds+

Z T

t

Z 1

0

fy
�
A�;�

�2 �
ẑ�s
�2
d�ds

+

Z T

t

�
~k�s

�2
ds+

Z T

t

Z 1

0

�
f�
�
A�;�

�
�
�2
d�ds�

Z T

t

�
~k�s

�2
dBs

+

Z T

t

�
ẑ�s
�2
dBs +

Z T

t

(fy (s; ys; zs; us)Y )
2 ds+

Z T

t

(fz (s; ys; zs; us)Z)
2 ds

+

Z T

t

(f� (s; ys; zs; us) �)
2 ds+

Z T

t

ẑ�2s ds:

On passe à l�espérance et on obtient :

E
����~k�t ���2�+ E �Z T

t

ẑ�2s ds

�
� �E

�Z T

t

Z 1

0

fy
�
A�;�

�2 �~k�s�2 d�ds�� E �Z T

t

(Ys)
2 fy

�
A�;�

�2
d�ds

�
� E

�Z T

t

Z 1

0

fz
�
A�;�

�2
(Zs)

2 d�ds

�
� E

�Z T

t

Z 1

0

fz
�
A�;�

�2 �
ẑ�s
�2
d�ds

�
� E

�Z T

t

Z 1

0

�
f�
�
A�;�

�
�
�2
d�ds

�
+ E

�Z T

t

(fy (s; ys; zs; us)Y )
2 ds

�
+ E

�Z T

t

(fz (s; ys; zs; us)Z)
2 ds

�
+ E

�Z T

t

(f� (s; ys; zs; us) �)
2 ds

�
� 3E

�Z T

t

�
~k�s

�2
ds

�
:

Soit

P� = �E
�Z T

t

(Ys)
2 fy

�
A�;�

�2
d�ds

�
+ E

�Z T

t

(fy (s; ys; zs; us)Y )
2 ds

�
� E

�Z T

t

Z 1

0

fz
�
A�;�

�2
(Zs)

2 d�ds

�
+ E

�Z T

t

(fz (s; ys; zs; us)Z)
2 ds

�
:

Telle que lim
�!0

P� = 0; et comme fy; fz; et f� sont des fonctions bornées, alors d�après la
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convergence bornée 1:1:6 de Lebesgue, on a :

E
����~k�t ���2�+ E �Z T

t

ẑ�2s ds

�
�ME

�Z T

t

fy
�
A�;�

�2 �~k�s�2 ds�+ME �Z T

t

Z 1

0

fy
�
A�;�

�2 �
ẑ�s
�2
d�ds

�
� 3E

�Z T

t

�
~k�s

�2
ds

�
+ P�:

Et comme fy; fz; et f� sont bornées alors d�après la convergence bornée de Lebesgue on a :

E
����~k�t ���2�+NE �Z T

t

ẑ�2s ds

�
� N 0E

�Z T

t

���~k�s���2 ds�+ P�: (3.15)

Alors on peut écrire :

E
����~k�t ���2� � N 0E

�Z T

t

���~k�s���2 ds�+ P�; (3.16)

NE
�Z T

t

ẑ�2s ds

�
� N 0E

�Z T

t

���~k�s���2 ds�+ P�: (3.17)

On applique inégalité de Gronwall sur (3:16) ; on obtient :

E
����~k�t ���2� � P� exp (N 0t) = C: (3.18)

En remplaçant inégalité (3:18) sur (3:17) ; on obtient :

E
�Z T

t

ẑ�2s ds

�
� N 0

N
C(T � t) + P�:

En passant à la limite quand � ! 0 sur (3:15), et en vertu d�inégalité de BDG, on obtient :

E
�
sup
0�t�T

���~k�t ���2�+ E �Z T

t

ẑ�2s ds

�
! 0:

Il est la résultat.
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Proposition 3.2.4 Soit �l�hypothèse (H3) est vraie alors :

1

�
E
�
g
�
y�0
�
� g (y0)

�
!
�!0

E [gy (y0)Y0] ; (3.19)

1

�
E
�
h� (t)� h (t)

�
!
�!0

E
Z T

0

E [hy (t)Y � hz (t)Z + h� (t) �] dt: (3.20)

Preuve. On applique le développement de Taylor avec un reste intégrale au point y0 pour

la fonction g
�
y�0
�
; et on applique la formule (3:13) on obtient :

g
�
y�0
�
� g (y0) =

Z 1

0

gy
�
y0 + �

�
y�0 � y0

�� �
y�0 � y0

�
d�

=

Z 1

0

gy

�
y0 + ��

�
~k�0 + Y0

��
�
�
~k�0 + Y0

�
d�

=

Z 1

0

gy

�
y0 + ��

�
~k�0 + Y0

��
�~k�t d�+

Z 1

0

gy

�
y0 + ��

�
~k�0 + Y0

��
�Y0d�:

On passe à l�espérance mathématique on obtient :

1

�
E
�
g
�
y�0
�
� g (y0)

�
= E

�Z 1

0

gy

�
y0 + ��

�
~k�0 + Y0

��
~k�t d�

�
+ E

�Z 1

0

gy

�
y0 + ��

�
~k�0 + Y0

��
Y0d�

�
:

Puisque gy borné et continue, et on applique le théorème de convergence bornée de Lebesgue

et théorème de Fubini, alors :

E
�Z 1

0

lim
�!0

h
gy

�
y0 + ��

�
~k�0 + Y0

��
~k�t d�

i�
=

Z 1

0

E
h
lim
�!0

h
gy

�
y0 + ��

�
~k�0 + Y0

��
~k�0

ii
d�

=

Z 1

0

E
h
gy

�
lim
�!0

�
y0 + ��

�
~k�0 + Y0

���
lim
�!0

~k�0

i
d�:

on a E
�
~k�t

�
!
�!0

0 en vertu de (3:11) ; alors :

lim
�!0

~k�t = lim
�!0

�
1

�

�
y�t � yt

�
� Yt

�
= 0;8t 2 [0; T ] :
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De plus :

E
�Z 1

0

lim
�!0

gy

�
y0 + ��

�
~k�0 + Y0

��
Y0d�

�
= E

�Z 1

0

gy

�
y0 + lim

�!0
��
�
~k�0 + Y0

��
Y0d�

�
= E

�Z 1

0

gy (y0)Y0d�

�
:

Donc :
1

�
E
�
g
�
y�0
�
� g (y0)

�
!
�!0

E [gy (y0)Y0] :

De la même manière telle que : A�t =
�
t; y + �

�
y � y�

�
; z + �

�
z � z�

�
; u+ �

�
u� u�

��
; et

on applique les formules (3:13) et (3:14) on obtient :

h
�
t; y�t ; z

�
t ; u

�
t

�
� h (t; yt; zt; ut) =

Z 1

0

hy
�
A�t
�
�~k�t d�+

Z 1

0

hy
�
A�t
�
�Ytd�

+

Z 1

0

hz
�
A�t
� �
z� � z

�
d�+

Z 1

0

hu
�
A�t
�
��d�:

Alors :

1

�
E
�
h
�
t; y�t ; z

�
t ; u

�
t

�
� h (t; yt; zt; ut)

�
= E

�Z 1

0

hy
�
A�t
�
~k�t d�

�
+ E

�Z 1

0

hy
�
A�t
�
Ytd�

�
+ E

�Z 1

0

hz
�
A�t
� z� � z

�
d�

�
+ E

�Z 1

0

hu
�
A�t
�
�d�

�
:

On passe à la limite � ! 0; et applique le théorème de Fubini on obtient :

lim
�!0

1

�
E
�
h
�
t; y�t ; z

�
t ; u

�
t

�
� h (t; yt; zt; ut)

�
= E

�Z 1

0

lim
�!0

hy
�
A�t
�
~k�t d�

�
+ E

�Z 1

0

lim
�!0

hy
�
A�t
�
Ytd�

�
+ E

�Z 1

0

lim
�!0

hz
�
A�t
� z� � z

�
d�

�
+ E

�Z 1

0

lim
�!0

hu
�
A�t
�
�d�

�
:

Comme hy; hzet h� sont continue et bornées alors on applique la convergence bornée de
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Lebesgue on obtient :

1

�
E
�
h� (t)� h (t)

�
!
�!0

E
Z T

0

E [hy (t)Y � hz (t)Z + h� (t) �] dt:

3.3 Condition nécessaire d�optimalité

D�après (3:19), et (3:20) ; on peut écrire (3:4) sous la forme :

E [gy (y0)Y0] + E
�Z T

0

hy (s)Y ds

�
+ E

�Z T

0

hz (s) �ds

�
+

�
E
Z T

0

hz (s)Zds

�
� 0: (3.21)

Théorème 3.3.1 Soit (u; y; z) la solution optimale pour la problème f(2:4) ; (3:2) ; (3:3)g,

alors il existe un unique processus adapté P 2 S2 ([0; T ] ;Rn+1) solution de l�équation di¤é-

rentielle progressive suivante :

8><>: dPt = Hy (t) dt�Hz (t) dBt

P0 = gy (y0) :
(3.22)

Alors :

E
�Z T

0

Hu (t; yt; zt; ut; P ) (�t � ut)
�
� 0; (3.23)

où le Hamiltonien H est dé�nie de [0; T ]� Rn+1 �M(n+1)�d (R)� Rn+1 � U dans R par :

H (t; yt; zt; ut; Pt) = h (t; yt; zt; ut)� f (t; yt; zt; ut)Pt:

Preuve. Tout d�abord, on remarque d�après la formule (3:21) et (3:22) ; que :

E [gy (y0)Y0] = E [P0Y0] :
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On applique la formule d�Itô sur d (PtYt) ; on obtient :

d (PtYt) = dPtYt + PtdYt + d hPY it

= Hy (t)Ytdt�Hz (t)YtdBt + Ptfy (t)Y dt+ Ptfz (t)Zdt+ Ptf� (t) �dt

� PtZtdBt +Hz (t)Zdt

= hy (t)Ytdt� Ptfy (t)Ytdt� hz (t)YtdBt + Ptfz (t) dBt + Ptfy (t)Y dt+ Ptfz (t)Zdt

+ Ptf� (t) �dt� PtZtdBt + hz (t)Zdt� Ptfz (t)Zdt

= hy (t)Ytdt+ hz (t)YtdBt � Ptfz (t) dBt + Ptf� (t) �dt

� PtZtdBt + hz (t)Zdt:

D�où

Z T

0

d (PtYt) =

Z T

0

hy (t)Ytdt+

Z T

0

hz (t)YtdBt +

Z T

0

Psfz (s) dBs +

Z T

0

Psf� (s) �ds

�
Z T

0

PsZsdBs +

Z T

0

hz (s)Zds:

Mais on sait que
Z T

0

d (PsYs) = (PTYT )� P0Y0; et on prend l�espérance il vient :

E [P0Y0] = �E
�Z T

0

hy (s)Ysds

�
� E

�Z T

0

Psf� (s) �ds

�
�
�
E
Z T

0

hz (s)Zds

�

Alors, d�après (3:21) ; on a :

E [P0Y0] + E
�Z T

0

hy (s)Ysds

�
+ E

�Z T

0

Psf� (s) �ds

�
+

�
E
Z T

0

hz (s)Zds

�
= �E

�Z T

0

hy (s)Ysds

�
� E

�Z T

0

Psf� (s) �ds

�
�
�
E
Z T

0

hz (s)Zds

�
+ E

�Z T

0

hy (s)Ysds

�
+ E

�Z T

0

h� (s) �ds

�
+

�
E
Z T

0

hz (s)Zds

�
= E

Z T

0

(h� (s)� Psf� (s) ds) �ds

= E
Z T

0

H� (s) �ds � 0:
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Puisque U est convexe on peut choisir la perturbation :

u�t = ut + � (�t � ut) 2 U ,

u est optimale nous avons

E
�Z T

0

Hu (t; yt; zt; ut; P ) (�t � ut)
�
� 0:

CQFD.

Remarque 3.3.1 Comme Hy et Hz sont des coe¢ cients Lipchitzienne, alors d�après théo-

rème 1:4:1 l�équation adjoint (3:22) est une EDS admet un unique solution P 2 S2 ([0; T ] ;Rn+1),

(voir preuve du théorème 1:4:1 ).

3.4 Conditions su¢ sante d�optimalité

Dans cette section, on va étudier lorsque la condition nécessaire(3:23) devient su¢ sante.

Théorème 3.4.1 Soient g; et H deux concaves, et si E
�Z T

0

Hu (t; yt; zt; ut; p) (�t � ut)
�
� 0:

Alors u est un contrôle optimal pour le problème f(2:4) ; (3:2) ; (3:3)g :

Preuve. On a (u; �) 2 U on considère la di¤érence

J (u)� J (�) = E
�Z T

0

h (t; y; z; u)� h (t; y; z; �)
�
dt+ E [g (yu0 )� g (y�0 )] : (3.24)

Puisque g est concave, et d�après l�équation adjoint (3:22) alors :

g (yu0 )� g (y�0 ) � gy (yu0 ) (yu0 � y�0 ) = P0 (yu0 � y�0 ) :

Alors :

E [g (yu0 )� g (y�0 )] � E [P0 (yu0 � y�0 )] :
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On applique la formule d�Itô sur Pt (yut � y�t ) ; alors :

d (Pt (y
u
t � y�t )) = dPt (yut � y�t ) + Ptd (yut � y�t ) + d hPt (yut � y�t )i

= [Hy (t) dt�Hz (t) dBt] (yut � y�t ) + Pt [(f (u)� f (�)) dt� (zu � z�) dBt]

+Hz (t) (z
u � z�) dt

= Hy (t) (y
u
t � y�t ) dt�Hz (t) (yut � y�t ) dBt + Ptf (u) dt� Ptf (�) dt

� Pt (zu � z�) dBt +Hz (t) (zu � z�) dt+ h (u)� h (u) + h (�)� h (�)

Nous intégrons de 0 à T; puis nous prenons l�espérance :

E [PT (yuT � y�T )]� E [P0 (yu0 � y�0 )]

= +E
�Z T

0

Hy (t) (y
u
t � y�t ) dt

�
+ E

�Z T

0

Hz (t) (z
u � z�) dt

�
� E

Z T

0

[(h (u) + Ptf (u))� (h (�) + Ptf (�))] dt

+ E
Z T

0

(h (u)� h (�)) dt:

Alors :

E [P0 (yu0 � y�0 )] = �E
�Z T

0

Hy (t) (y
u
t � y�t ) dt

�
� E

�Z T

0

Hz (t) (z
u � z�) dt

�
+ E

�Z T

0

(H (ut)�H (�t)) dt
�
� E

Z T

0

(h (ut)� h (�t)) dt:

De (3:24) on a :

J (u)� J (�) � �E
�Z T

0

Hy (t) (y
u
t � y�t ) dt

�
� E

�Z T

0

Hz (t) (z
u
t � z�t ) dt

�
(3.25)

+ E
Z T

0

[H (ut)�H (�t)] dt:
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D�autre part, comme H est concave, alors il vient que :

E
Z T

0

(H (u)�H (�)) dt � E
�Z T

0

Hy (t) (y
u
t � y�t ) dt

�
+ E

�Z T

0

Hz (t) (z
u
t � z�t ) dt

�
(3.26)

+ E
�Z T

0

Hu (t) (ut � �t) dt
�
:

Mais on sait que d�après (3:23) que E
�Z T

0

Hu (t) (ut � �t) dt
�
� 0 et on remplace (3:26) dans

(3:25) ; on obtient :

J (u)� J (�) � 0:

Donc u est contrôle optimal.

Nous nous sommes appuyés cet exemple sur [3].

3.5 Exemple d�application

On dé�nit l�équation di¤érentielle stochastique rétrograde suivante :

dYt = (Yt + Zt + ut) dt� Zt dBt

YT = �;
(3.27)

Telle que u le contrôle admissible, et soient la fonction de coût et le Hamiltonien donnés par :

J (u) = E
�Z T

0

1

2

�
Y 2t + Z

2
t + u

2
t

�
dt+ Y0

�
: (3.28)

H (t; yt; zt; ut; Pt) =
1

2

�
Y 2t + Z

2
t + u

2
t

�
� Pt (Yt + Zt + ut) :

On a le processus adjoint suivant :

8><>: dPt = (Yt � Pt) dt� (Zt � Pt) dBt

P0 = 1:
(3.29)
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La minimisation de la fonctionnelle Hamiltonien donne

Hu = ut � Pt = 0:

Alors le contrôle optimal est donné par :

ût = Pt:

Alors on remplace ût = Pt dans les équations (3:27) et (3:29) et on obtient :

8>>>><>>>>:
dbYt = �bYt + bZt � bPt� dt� bZt dBt
d bPt = �bYt � bPt� dt� � bZt � bPt� dBt;bP0 = 1; bYT = �:

(3.30)

La solution de (3:30) est donné par

bPt = �tbYt + �t: (3.31)

avec �t et �t sont des fonctions déterministes, que l�on veut à déterminer, pour cela on

applique la formule d�Itô sur (3:31) on obtient :

dP̂t = ��tŶtdt+ �tdŶt + ��tdt

= ��tŶtdt+ �t

h�
Ŷt + Ẑt + bPt� dt� Ẑt dBti+ ��tdt

= ��tŶtdt+ �t

h�
Ŷt + Ẑt +

�
�Ŷt + �t

��
dt� ẐtdBt

i
+ ��tdt

=
�
��tŶt + �

2
t Ŷt + �tŶt + �t�t + �tẐt +

��t

�
dt� �tẐtdBt

=
��
��t + �

2
t + �t

�
Ŷt + �t�t + �tẐt + ��t

�
dt� �tẐtdBt:
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Alors : 8><>: dP̂t =
�
(��t + �

2
t + �t) Ŷt + �t�t + �tẐt +

��t

�
dt� �tẐtdBt;

P̂0 = �0Ŷ0 + �0:
(3.32)

D�un part, on remplace (3:31) dans (3:29) ; on trouve :

8><>: dP̂t =
�
(1� �t) Ŷt � �t

�
dt�

�
Ẑt � �tŶt � �t

�
dBt;

P̂0 = 1:
(3.33)

Par identi�cation entre (3:32) et (3:33) ; on obtient :

8><>: ��t + �
2
t + �t = (1� �t) ;

�t�t + �tẐt + ��t = ��:

Ce implique que :

��t = ��2t � 2�t + 1: (3.34)

��t + (�t + 1) �t = ��tẐt: (3.35)

L�équation (3:34) est un équation de Riccati et l�équation (3:35) est une équation di¤érentielle

ordinaire.

3.5.1 Solution de l�équation de Riccati

On note P (�) = ��2t � 2�t + 1 est un polynôme de deuxième degré, alors on calcul la

discriminant 4 = (�2)2 � 4 (1) (�1) = 8 > 0, donc P (�) admet deux solutions sont

disjoints :

�1 =
+2�

p
8

�2 = �1 +
p
2;

�2 =
+2 +

p
8

�2 = �1�
p
2:
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On a maintenant :
d�t
dt

= ��2t � 2�t + 1:

Alors :

dt

d�t
=

1

��2t � 2�t + 1
(3.36)

=
a�

��
�
�1�

p
2
�� + b�

��
�
�1 +

p
2
�� :

Telle que a et b deux réels véri�ant (3:36), on obtient facilement a et b sont donnés par :

b =
1

2
p
2
et a = � 1

2
p
2
:

Alors : Z t

0

dt =
1

2
p
2

Z t

0

 
� 1�
�t �

�
�1�

p
2
�� + 1�

�t �
�
�1 +

p
2
��! d�t:

Alors :

t =
1

2
p
2

8><>: � ln
�
�t �

�
�1�

p
2
��
+ ln

�
�0 �

�
�1�

p
2
��

:+ ln
�
�t �

�
�1 +

p
2
��
� ln

�
�0 �

�
�1 +

p
2
��
9>=>; :

On simpli�e l�égalité, et on obtient :

2
p
2t+ ln

"�
�0 �

�
�1 +

p
2
���

�0 �
�
�1�

p
2
��# = ln"��t � ��1 +p2���

�t �
�
�1�

p
2
��# :

D�où : �
�t �

�
�1 +

p
2
���

�t �
�
�1�

p
2
�� = exp(2p2t+ ln"��0 � ��1�p2���

�0 �
�
�1 +

p
2
��#) :

On note Lt =
�
2
p
2t+ ln

�
(�0�(�1�

p
2))

(�0�(�1+
p
2))

��
, ce qui implique :

expLt =

"�
�0 �

�
�1�

p
2
���

�0 �
�
�1 +

p
2
��# exp�2p2t� = � expn2p2to ;
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où � =

�
�0 �

�
�1�

p
2
���

�0 �
�
�1 +

p
2
�� ; donc :
�t =

� exp
�
2
p
2t
	 �
1�

p
2
�
� 1 +

p
2

1� � exp
�
2
p
2t
	 :

3.5.2 Solution de l�équation di¤érentielle ordinaire

La solution de (3:35) est somme de solution homogène et solution particulier.

Solution homogène est la solution de l�équation

��t +

 
� exp

�
2
p
2t
	 �
1�

p
2
�
� 1 +

p
2

1� � exp
�
2
p
2t
	 + 1

!
�t = 0;

est donné par �h = Ke�A(t); où A (t) est le primitive de
� exp

�
2
p
2t
	 �
1�

p
2
�
� 1 +

p
2

1� � exp
�
2
p
2t
	 +1:

Soit

�p = K (t) e
�A(t); (3.37)

la solution particulière de (3:35) i.e :

��p + (�t + 1) �p = ��tZt:

Alors :

�K (t) e�A(t) � (�t + 1)K (t) e�A(t) + (�t + 1)K (t) e�A(t) = ��tẐt:

Donc :

�K (t) = ��tẐteA(t):

On passe à l�intégrale :
Z t

0

�K (s) = �
Z t

0

�tsẐse
A(s)ds; alors K (t) = �

Z t

0

�sẐse
A(s)ds+K (0) :

On remplace K (t) dans (3:37) et alors :�p = K (t) e�A(t):

Finalement on obtient :

�t = Ke
�A(t) +K (t) e�A(t):
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De plus û = P̂t alors :

û =

 
� exp

�
2
p
2t
	 �
1�

p
2
�
� 1 +

p
2

1� � exp
�
2
p
2t
	 ! bYt +Ke�A(t) +K (t) e�A(t) (3.38)

Théorème 3.5.1 Le contrôle optimal feed back est donnée par la formule (3:38) avec �t est

la solution (3:34) et �t la solution de (3:35) :
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Annexe : Abréviations et Notations

Les di¤érentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées

ci-dessous :

�

;F ; ;F =(Ft)t�0 P

�
un espace de probabilité �ltré

L2 (
) l�espace des fonctions dé�nie sur 
 de carré intégrable.

L2 (
;Ft) l�espace des fonctions dé�nie sur 
 de carré intégrable.Ft �mesurable.

Cn+1
Ensemble des fonctions (n+ 1) fois dérivable et dont la dérivée

(n+ 1) éme est continue

p:s presque surement

CQFD: Ce qu 0il fallait démontrer.

�� Transposée de la matrice �.

c�adl�ag Continue à droite admet de limite à gauche.

P� p:s presque surement pour la mesure de probabilité P

dt� dP Mesure produit de mesure de Lebesgue sur [0;T ] avec la mesure dP

trace (M) La trace de la matrice.M:

Tq Telle que

i:e C�est à dire
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Abstract:  

The main objective of this work we will show a first result of existence and 

uniqueness of the solution of BSDE. This result is due to "Pardoux "and 

"Pengin" the case where the generator is non-linear. and to illustrate this 

type of the problem we apply in the theory of stochastic optimal control. 

Key word: BSDE (backward stochastic differential equations). the necessary 

and sufficient conditions of optimal control on the BSDEs. Brownian motion . 

Itô formula    

 

 الملخص:  

للمعادلات التفاضلية  لحلوحدانية ا وجودل ى النتيجة هو إثبات  لالعم هذا من الرئيسي الهدف

كان  ما إذا بينغ" في حالة "وو" " باردالباحثين  إلىوتنتسب هاته النتيجة .راجعيةالعشوائية الت

المعادلات التفاضلية العشوائية المتراجعة في نظرية الفحص  هاتهونحاول تطبيق المولد غير خطي.

 الامثل.

العشوائية لمعادلات التفاضلية . اللتحكم الأمثل للازمةالشروط الكافية وا :ة يالمفتاحالكلمات  

حركة براون. صيغة ايتو.  ة.يتراجعال  

Résumé : 
 
L’objectif principal de ce travail est de montrer un premier résultat 
d'existence et d'unicité pour la solution de l’EDSR. Ce résultat est dû à 
‘’Pardoux’’  et ‘’Peng ‘’ dans le cas où le générateur est non-linéaire. Et pour 
illustrer ce type du problème on applique dans la théorie du contrôle 
optimale stochastique.   
 
Mots clés : EDSR (l’équations différentielles stochastique rétrograde). Les 
conditions nécessaire et suffisante d’optimalité sur les EDSRs. Mouvement 
Brownien. Formule d’itô. 
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