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Introduction

I a théorie du controle optimal est utilisée pour modéliser beaucoup de situations
en sciences de l'ingénieur, en sciences économiques et sociales et de fagon plus
générale dans tous les domaines utilisant les applications des mathématiques. La raison

pour cela est évidente.

Dans ce mémoire de master, on s’intéresse & un probléme de controle stochastique strict,

ol le sytéme est gouverné par une équation différentielle stochastique de la forme suivante :

dXt =b (t,Xt, Ut) dt +o0 (t,Xt, ’U/t) th
X(0)=z

ot b, o sont des fonctions données, x est la condition initiale et W = (W;);>¢ est un mouve-
ment Brownien de dimension d, défini sur un espace probabilisé filtré (2; F; (F;)i>0; P). La
variable controle v = (u;), appelée controle strict (classique), est un processus F; adapté

a valeurs dans un sous ensemble Ude R?.
On note par V la classe de tous les controles stricts.

L’objectif du probleme de controle stochastique est de minimiser une fonction cott de la

forme :

J(u)=E [/0 h(t, X¢,up) dt + g (X (1))

ou h et g sont des fonctions données et (X (t)) est une solution d’une équation différentielle

stochastique précédente

Un controle u est dit optimal s’il vérifie

J(u) =inf (J (v);Yv € V).



Introduction

Notre objectif dans ce mémoire est d’établir des conditions nécessaires et suffisantes d’op-
timalités pour controle strict qui sont des processus & valeurs dans un sous ensemble de R,
sous forme de principe du maximum de Pontryagin dans les quelle le coefficient de diffusion
dépend explicitement du controle avec un domaine de controle n’est pas nécessairement
convexe. Cette nouvelle méthode a parmi de résoudre plusieurs problémes de controéles

stochastiques en finances.La suite de ce travail est organisée de la maniére suivante :

Chapitre 1 Dans le premier chapitre, on s’intéresse aux problémes des processus stochas-
tiques,Mouvement Brownien, Martingale et les solutions faibles et fortes des équations

différentielles stochastiques.

Nous commencons par présenter les résultats principaux des equations diérentielles sto-
chastiques de fagon générale. On décrit brievement les processus stochastiques, Mouvement
Brownien, Martingale et les solutions faibles et fortes des équations différentielles stochas-

tiques.

Chapitre-2 Dans ce chapitre, on étudie les conditions nécessaires et suffisantes d’optima-
lités pour les controles stricts sous forme de principe du maximum de Pontryagin, pour

des systémes gouvernés par des équations différentielles stochastiques



Chapitre 1

Equations Différentielles

Stochastiques

1.1 Introduction

es équations différentielles stochastiques (EDSs) constituent une généralisation des
Léquations différentielles ordinaires. Celles-ci ont été introduites pour la premieére
fois en 1946 par K. [to pour étudier les trajectoires de processus de diffusion. Cette notion
a été traitée de manieére profonde en relation avec la théorie des semi-martingales. Des
applications dans tous les domaines des sciences de l'ingénieur (filtrage des processus,
controle optimal, mathématiques finangiéres,gestion des stocks etc...) ont été réalisés en
utilisant ce genre d’équations. Les équations différentielles stochastiques constituent un
modele de diffusion en milieu non homogene. Soit X; la position d’une particule assez
petite en suspension dans un liquide a I'instant ¢. Si on néglige 'inertie de la particule, on
peut admettre que le déplacement de cette derniere est la résultante de deux composantes,
d’une part un déplacement centré di a la vitesse macroscopique du liquide,d’autre part

des fluctuations provoquées par 'agitation thermique des molécules du liquide.

Soit b(t, X) la vitesse macroscopique du liquide au point X a l'instant ¢. On supposera que

la composante fluctuative dépend du temps, de la position X et de la durée At pendant
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laquelle est envisagé le déplacement, alors :
Xt+At — Xt = b(t, X)At + $t7X’At.aveC E (mt,X,At) = 0

Si on suppose que

Ty XAt = O (t, Xt) Tt At

Ou o (t, X;) désigne les propriétés du milieu z; o+ accroissement en milieu homogene
Ty At = Wt;At - W
avec WW; un mouvment Brownien alors
Xioar — Xy = 0(t, Xp) At + o (t, Xy) Wienr — W)
En passant aux différentiables, on obtient :

dXt = b (t, Xt) dt + g (t, Xt) th
X() =X.

La formulation intégral nous donne :
t t
Xt:x+/ b(s,Xs)d8~|—/ o (s, Xs) dWs.
0 0

Comme W = W,co,7] est un processus dont les trajectoires sont IP— ps a variations infinies
fot o (s, Xs) dWs ne peut pas étre considérée comme une intégrale de Lebesgue Stieljes.
Par conséquent cette équation ne peut étre interprétée comme une équation différentielle
ordinaire. Avant de donner la définition de solution & cette équation on doit justifier son
écriture et donner un sens aux quantités de la forme fg o (s, Xs) dW; appelées intégrales

stochastiques d’Ito.
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1.2 Intégrale stochastique

1.2.1 Processus stochastiques

Définition 1.2.1 (processus stochastique) Soit (E,E) un espace mesurable, et soit T
un ensemble d’indices quelconque. Un processus aleatoire (indexé par T) a valeurs dans
E est une famille {X;,t € T} de variables aleatoires a valeurs dans E. Si on ne precise
pas (E,E) on supposera implicitement que E =R et &€ = B(R) est la tribu borelienne de
R.

—Dans la plus part des cas étudiés dans ce mémoire, I'espace (F, &) sera (R, B(R)) ou

(R?, B (RY)) .

Processus mesurable, adapté, progressivement mesurable

On supose que T'= R, (2, F) un espace mesurable :

— Un processus X = (X;),., est dit mesurable si I'application :

X+ (@ xRy, F@B(Ry)) — (R, B(R))
(t,w) — X; (w) = X (t,w)

est mesurable.

— Un processus X = (X;),, est dit adapté si, pour tout ¢ > 0 la variable aléatoire X; et
Fi—mesurable.

— Un processus X = (Xt)teR+ est dit progressivement mesurable (ou progressif) si,
pour tout ¢ > 0, 'application(w, s) — X (w) définie sur 2 x [0, ¢] dans R? est mesurable

pour la tribu F, @ B ([0,1]) et B (RY) .

Définition 1.2.2 (trajectoire) Si (X;),., est un processus aleatoire a valeurs dans un
espace E,les trajectoires de X sont les applications t € T —— X, (w) obtenues en fixant w.

Les trajectoires constituent donc une famille, indexee par w € €1, d’applications de T dans

E.
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— Le processus est dit a trajectoire continues si, pour tout w, la fonctiont —— X; (w)est
continie sur R, .

— Un processus est dit cadlag (continu & droite et pourvu de limite & gauche) si ses tra-
jectoires sont continues & droite et pourvues de limites & gauche pour presque tout
w.

— Un processus est dit caglad (continu agauche et pourvu de limite a droit) si ses trajec-

toires sont continues a gauche et pourvues de limites & droite pour presque tout w.

Proposition 1.2.1 57 X = (Xt>t20 un processus est adapté et a trajectoire continues a
droite (ie : pour tout w € Q, t — X, (w) est continue & droite ). Alors X est progressi-

vement mesurable.

Modifications, indistingabilité des processus.

Soient X = (Xi),cp et Y = (Y}),op deux processus aléatoires indéxe par le méme ensemble

teT

S et définis sur le méme espace de probabilité (2, F,P) et & valeurs dans (Rd, B (Rd)) on

dit :

1. X est une modification de Y si, pour tout ¢ > 0 les variables X; et Y; sont égales :

Pps:VteT, P(X;=Y;) =1.

2. X et Y sont indistringuables si, P.p.s les trajectoires de X et Y sont les mémes :

P(X, =Y, VteT)=1.

Exemple 1.2.1 Considérons T = Q = [0,1], F = B([0,1]), A la mesure de Lebesgue. Nous
définissons

Xe=t; Y(t,w) eTx
Yi=t; siw#tetY,=0 sinon; VY(t,w) € 7 x Q

Alors X et'Y sont une modification 'un de l’autre, pourtant toutes les trajectoires de X

sont continues et toutes celles de Y sont discontinues (sauf pour w = 0). Ces processus ne

7
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sont donc pas indistinguables.

Proposition 1.2.2 Si X etY sont deux processus dont les trajectoires sont p.s continues

et X est une modification de Y alors X etY sont indistringuables.

1.2.2 Filtration

Définition 1.2.3 On appelle filtration, une famille croissante de sous tribus (F;) de

JI’T

teR4

Fs CF CF, Vs <t.

Si l’éspace de probabilité (2, F, P) est muni d’une filtration F, on parlera de l’éspace de
probabilité filtré (2, F, (Ft) 0 P).

— la filtration F = (F),5, est dit cad "continie a droite " si, Fy = 0 F.

s>t

— Les ensembles négligeables N sont contenus dans Fy ot
N={BcCcQ,3AecF, BCA P(A) =0}.

Exemple 1.2.2 (Filtration naturelle d’un processus) est le suivant :

Soit X = (X;,t > 0) un processus stochastique déféni sur I’espace de probabilité (2, F, P).
La fitration naturelle de X est notée par F;* ,est définie par F¥ = o (X,, 0 < s < t). Elle

est également appelée la fitration engendrée par X.

1.2.3 Mouvement brownien

Définition 1.2.4 On appelle un mouvement brownien (standard) un processus stochas-

tique (W, t > 0) tel que :
- P(Wy = 0) = 1. (le mouvement brownien issu de lorigine) .

-V 0 < s <t lavariable aléatoire Wy — Wy est de loi gaussienne, centrée de varaince

(t—s)
ieV0O<s<t, Wy,—W,~N(0, t—35).

(Stationnarité des accroissements du mouvement brownien,).

8
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-VnVito<ty<t; <---<t,, les variables (th Wi e Wy — WtO,WtO) sont
indépendantes, ou bien sous forme équivalente :soit 0 < s < t; La variable (W, — W)

est indépendante de la tribu o (W, , u <s).

Proposition 1.2.3 W est un mouvement brownien standard si et seulement si W est un

processus gaussien avec éspérence nulle et sa covaraince
Cov (Wi, Wy) =sAt=min(s, t).

Remarque 1.2.1 Si (W;, t > 0) est un mouvement Brouwnien, alors :

i Le processus W déféni par W = (=W,) est un mouvement Brouwnien.
ii Le processus W déféni par W = (%Wc%) pour tout ¢ > 0 ;est un mouvement Brouwnien.’

(Propriété de scaling)

iii Le processus définir parV t > 0 ,W = tW%; W(O) = 0 est un mouvement Brouwnien.

1.2.4 Martingale

Soit X = (X, ¢ > 0) un processus stochastique adapté défini sur 'espace de probabilité

(Q, F, P) muni de la fitration F
On dit que X est une F;—martingale respectivement une sous -martingale respective-
ment surmartingale, si :

1. (Xi),cg, est -adapté pour tout ¢ ,(ie: Vt € Ry X, est F;—mesurable).

2. (Xi),cp, est -intégrable pour tout (ie: vt € Ry, E (|X;|) < +o0).

3. Vt,s € R, Vs < t,,E(X;|Fs) = X;.p.s respectivement E (X;|F;) > X ; respective-
ment B (X;|Fs) < X;.

Lemme 1.2.1 Le mouvement brownien W, est une martingale par rapport a sa filtration

naturelle (ﬁw,t € R+) .

Preuve.
i Rappellons d ’abord que pour tout ¢ > 0, W; ~ N (0, t) ,ainsi :

9
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0 Sy e 2 J
= —x e2t dr + x e ar
/—oo ( ) V 27Tt /0 V 27Tt

iivVo<s<tona:

E[WFY] =B [W, - W|FV] + B [Ws|FV]
=E [VVt - Ws] + Ws

=0+ Ws.

Théorme 1.2.1 (Lévy) Les processus suivants sont des martingales par rapport a F}V

Le processus W; est une martingale.Le processus (W2 — ¢, > 0) est une martingale.

Réceproquement : si X est une processus continu tel que X = (X, ¢t > 0)et X = (X2 —t, t > 0)

sont des martingale par rapport F;.Alors X est une mouvement brownien.

1.2.5 Intégrale stochastique

Dans cette partie on consider 'espace de Hilbert L (R+, [0, ¢]) muni la norme ||f|, =
< fOT f(s) ds> et produit scalaire (f, g) fo s)ds. tel que f et g fonctions boré-
liennes de R, dans R de carré intégrable (ie : fo |f (s)\ ds < +oo> (resp g) .

Intégrale de Winer

Définition 1.2.5 L’intégrale de winer est simplement une intégrale w — Y (w (fo X ds) (w) .ou

X fonction déterministe (ne dépend pas de w) et (Wy),sun mouvement brownien.

10
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cas étagés

Soit f une fonction en exalier de la forme f(t) = Y. f (W, —W,_,) .La varaible

10 [ reaw

: : - : T
est une varaible gaussien d’éspérence nulle et de varaince [ f*(s)ds.

aléatoire

En effet

1. I(f) est gaussien car le processus W est gaussien

2. I(f) est centrée car W centrée

=> fEW,-W,,)=0.
=1

i=n i=n +00
Var(1(f)) =3 f24 Var (W = Wi ) =S f2, (ti—ti1) = / 2 (5)ds = | £,
=1

=1

cas générale

On montre en analyse que, si f € L*(R,), il existe une suite f ?de fonctions en escalier

qui converge(dans L(R,)) vers f, c’est-‘a~dire qui vérifie que
400 5
0

Dans ce cas, la suite (f,,) est de Cauchy dans L? (R, ). La suite de v.a.

“+oo

Fn: fn (S)dWs

0

est une suite de Cauchy dans I'espace de Hilbert L? ()

(en effet (|| F, — Folly = | fo — fimlly —n.m—o00 0), donc convergente .Notons que la limite

dépend de f et non de la suite (f,,).

On pose
/f ydw, < lim fn() ..

11
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La limite étant prise dans L? (2).

On dit que fOT f (s) dWy est l'intégrale stochastique (ou intégrale de Wiener) de f par

rapport a W.
— f — I(f) est linéaire de L? (R, ) dans L (Q) (ie:I (f+g)=I1(f)+1(g)).

— f — I(f) est isométrie :|| I (f)||* = || f]|*tel que :

I£I = [y £2ds.
IEOIF =B (f; f2ds).
— proprieté isométrie implique E (I (f) I (g)) = fot f(s)g(s)ds.
— I (f) est v.a gaussienne mesurable par rapport o (W;, 0 <t <T).

Lintégrale stochastique en génerale

Définition 1.2.6 On peut généraliser la définition de l'intégrale de winer et definir fot O,dW,

pour des processus stochastique.

Cas processus étagés

, 4 212 . n—1
On appelle processus étagé (ou élémentaire) les processus de types 0, (w) = > /"5 0; (W) Ly, 4, 1]
s’il existe une subdivision de réel t;,0 < t; <ty < --- < t,et une suite de variables aléa-

toires 0; € L*(Q, P), Vi =0, 1, ..., n.On défnit alors :

400 n—1
/ 0. dW, =Y " 0; (Wi, —W,,).
0

=0

+oo
E (/ QSdWS) = 0.
0
+o0 +oo
Var (/ 95dW5> =E (/ Hfds) .
0 0

et

cas générale

— On peut la définition de I'intégrale stochastique a une classe plus large.

— Dans ce cas on perd le caractére gaussien de l'intégrale stochastique.

12
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On définit 'ensemble A des processus caglade de carré intégrable (appartenant a L? (2 x R, ))comme

I’ensemble
400
A= {.7-} — adapté, caglad.et si E </ 9?dt> < 400, Vit > 0.}
0

Les processus étagés appartiennent a A,on dit que 6, converge vers 6 dans L? (Q x R,)
Si:
|60 — 6,]| — 0 gaund n — oo.

On peut définir f0+°° 0,dW, pour tous Les processus 6 de A on approche fpar Les processus

étagé soit :

0 = nin—&}oo 0, o 0, = 20&?1]%““] ou o eFy.
La limite au sens de L? (2 x R, ) et ona :
k(n)
E(I(0)) = lm B(I(6")= lim E (o) E (W, — W) = 0.

=1

Var (I(0)) = lim Var(I(6") = lim E(I(6")?)

n—--+4o00 n—---+00

n—---+o00

+t
=E </ 9§d5> .
0

On note fot 0.dw, < 0+°° 1194dW;.S1 6 est étage fot 0, dW, = ng) o (Wieryyne — Wine) -

= lim E|) o (ti.t)
i=1

On pose A I'ensemble L;,. (€2 x R, ) des processus § adaptés caglad vérifiant E ( f0+t 62 (w) ds) <

00, Vt.

13
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1. linéarité : Soit a et b des constantes et 0, p, deux processus de A ona :

t t t
/ (aOs+0bps)dW, = a/ oW, + b/ psdWs.
0 0 0

2. propriétés de martingale :
t
Mt:/ ‘gdesOﬁQEA
0

— Le processus (M), est une martingale & trajectoire continues.
~ M? — [) 62dW, est une martingale.

3. propriétés d’isométrie : Soit 6, ¢’ deux processus de A on a :

E (/Ot 0,dW, /Ot gpde5> —E (/Ot (0505) ds) .

de plus le processus :

t t t
/ Hdes/ wsdWy — / (Oss) ds ,est une (ﬁw) — martingale.
0 0 0

1.2.6 Processus d’Ito

Soient (Q, Fy (F)sos IP’) unespace de probabilité muni d’une filtration et (W}),. ,mouvement

Brownien .On appelle processus d’It6 un processus (X¢),.,.-a valeurs dans Rsous la forme :

t t
X, = X0+/ byds + + /ades.
q)_/ L,_/

processus a variation finie de X martingale de X

A

ou

— X, :condition initiale est F; — mesurable.
— b, :est un processus F; — adapté est fg |bs| ds < +o00.
— 0, :un processus appartenant a I' (ie :Fy — adapté, caglad et fot los| ds < —|—oo> :

Le coéfficient b s’appelle de drift ou la dérive et o est coéfficient de diffusion.

Propriétés 1.2.1 Le processus X est une martingale si seulement si by = 0 et 0 € I'.5%

14
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cecl' ona:

1. E(X,) = E(Xo) + [} E(b,)ds.

2 B(X,/F) = X, +E ([} b,/F,).

-Intégrlale par rapport & un processus d’It6

Soit (X;); un processus d’Ito de différentielle
dXt = btdt + Utth
On note (sous réserve de conditions d/intégrabilité)

t t t
/ 0.dX, / 0.b.ds + / 0.0.dWV,.
0 0 0

-Premiére forme : Soit (X;),., un processus d’'Ito de diffrentielle :

dXt = btdt + O-tth

Pour un processus d’Ito avec f € C?(R) :
t 1 t
f(Xy) = f(Xo) +/ (X)) dX, + 5/ " (X,) o2ds.
0 0
ou cette formule s’écrit :
1 t
df (Xy) = f(Xy) dX; + 5/ M (X)d< X > .
0
Et le régle de multiplication :

15
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-Deuxiéme forme :

Soit f fonction définie sur R, x R de classe C! par rapport a t, de classe C? par rapport

a x, & dérivées bornées on a :
t t 1 t
£t X =10 X+ [ g Xodss [ s XodXor g [ (s X ods
0 0 0

ce que 'on note

1
df (t, Xy) = f{(t, Xp)dt+ f, (t, X;)dX, + 5]% (t, Xi)d(X):.
-cas multidimensionnel

Soit (X;, i =1, 2)deux processus d’Ito tels que
Avec f une fonction de R? dans R de classe C? : Alors On a

df (X1 (1), X2 (1) = f1 (X0 (1), Xa (1) dXy(8) + f5(Xa (1), Xa(1))dXa (1)

. (107 (1) + 2f{201 (1) 02 (1) + fr005 (1)) (X1 (2), X2 (1)) dt.

[\)

AS / Z. e 2. h P hY N ” 2. b P \
ou f; désigne la dérivée par rapport & x;, i = 1, 2 et f, la dérivée seconde par rapport a

x;, x;.50us forme condensée, on écrit :

2

df (X1, Xo) (1) =) (X (t), X2 (1)) dX; (t) + % Zf;j (X1 (1), X2 (1)) oioydt.

i=1

Intégration par parties, crochet
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La formule d’It6 montre que

Cette formule est connue sous le nom d’intégration par parties.La quantité oy (t)os(t)dt
correspond au crochet de X; et X5 ; noté < Xi, Xo > est défini comme le processus &
variation finie

t
< X1, X, >t:/ o1(s)oa(s)ds
0

- Cas vectoriel.

Soit (X, t > 0) un processus d’Itd6 multidimensionnel de composantes(X; (t) ;i = 1,...,n) ;tel

que

dXt = Utdt —+ 'Utth 7SOit

Xm Ui Vi1 Ui -+ - Vip dWl
ng Uo V21 V22 -+ =+ TUgp dW2
= dt +
I ax, | | up | | Up1 Vp2 vt Uy || dWp |

Soit f une fonction définie sur R x R" de classe C*? Alors on a :

df (t; Xp) = f; (6 Xo)dt+ Y f (8, X2) dX; () + % D iy (6 X0) dX (1) dX; (1)

i=1 ij=1

ou 'on a utilisé les conventions d’écrire

Calculer I = fot WodW, tel que :
f(z) = 2°.

t t
Wf:0+2/W(s)dWs+/ds.
0 0
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Ce qui donne, d’aprés l'intégration :

t
1
W AW, = —W? — =t.
/0 (S) S 2 t 2

Calculer I = fot s dWs tel que : f(t, x) = tx

Alors :

t t
/ sdWs = tW, — / WsdWs.
0 0

1.3 Solutions faibles et fortes des équations diféren-

tialles stochastiques

Une équation différentielle stochastique est une équation de la forme :
t t
X = Xo +/ b(s, Xs)ds +/ o (s, Xs) dWs.
0 0

ou sa forme différentielle :

dX; =b(t, X;)dt + o (t, X;) dW;
(1.1)
Xo==x
Telle que : X est un processus inconnu et Vn, m € N.
— x :est la condition initiale & valeur dans R".
—b:[0, T]xR" — R", T >0.b(t, z) ={bi (t, ), i =1..n}
est une vecteure mesurable de R" et s’appelle la déive.
—0:[0, T]xR* — R T >0.0(t z)={o;(t, z), i=1.n; j=1.m}
un champ de matrices (n x m) est appellé coefficient de diffusion de 'EDS.

Soit & une variable aléatoire Fy, mesurable indépendantede W telle que :

18



Chapitre 1.Equations différentielles stochastiques

E(|z]) < oo, ¥p > 1.

Soit [Tl vérifiant les conditions suivantes :

P </Ot b(s, X)|+ 02 (s, X.)ds < oo> 1 (1.3)

¢ ¢
X = x—l—/ b (s, Xs)ds+/ o (s, Xs)dWs. (1.4)
0 0

Définition 1.3.1 (solution forte) On dit que [’équation admet une solution forte
(trajectorielle), si pour chaque espace de probabilité muni d’une filtration (Q, F, (Fi)so ]P’)
pour tout mouvement brownien W = (Wy),(o 7y tl existe X = (X)) continu tel que les
conditions [L.2[1.3et[1.4] sont vérifiées . Quand on parle de solution fort on sous-entend que
I’espace probabilisé filtré (Q, Fy (F)iso> IP’) ; et le mouvement brownien W = (Wt)te[o,T]

sont déja donnés. Si de plus F; = F}V alors le processus X est F;-adapté et on a
Frcr”
si le processus X = (Xy),p est adaptée a la filtration naturelle du mouvement brownien.

Définition 1.3.2 (solution faible) On dit que léquation admet une solution faible
(en loi). Si on peut trouver un espace probabilité muni d’une filtration (Q, F (Ft)so IP’) )

un mouvment brownien W = (W), €t un processus X = (X)) continu tels que les

te|
conditions efl.4] soient vérifées. Quand on parle de solution faible est la colléction
des objets (0, F, (F;), W, X) dans beaucoup de cas, ot la solution faible éxiste, on a
Fi = FX et par conséquent W = (Wt>te[0,T} relativement a F;.C’est pour quoi dans le cas

des solutions faible on a :

FV c FX
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Définition 1.3.3 On dit que l’équation admet une solution forte unique si pou deux

solutions fortes X = (Xt)te[o,T] ety = (Yt)te[o,T] on a

P sup | X;—Y*>0] =0.
te[0;7)

c’est-a-dire :

P (X, =Y, Vt €[0;T]) = 1.

Définition 1.3.4 On dit que l’équation admet une solution faible (enl 0i).Si pour deux
solutions (Q0, F, P, Fy; W, X)et(Q, F, P, FuW, X) s il y a coincide desdistributions

des processus X et X .C’est-a-dire : pour A € B (]Rd) on a :
Pwe:X(w)eA)=PweQ:X®)eA).
dX; = f(Xp)dt + g(Xy)dW; et Xo =z (1.5)

Remarque 1.3.1 - Une solution forte est bien sur aussi une solution faible, mais l’in-
verse n’est pas vrai en général.
— Les solutions faibles ne sont pas mesurables par raport FV et c’est ce qui différencie les

solutions faibles des solutions forts.

Exemple 1.3.1 Considrons I’équation différentielle stochastique :

dXt = SZgTL (Xt) th
X() =X

ol

1stz>0 )
sign (x) = et sign® (x) = 1.
—1s12<0

On wvoit que toute solution de ’équation [1.6est un un mouvement brownien puisque X est

une martingale issue de 0 ,et est un solution faible en loi mais n’ a pas solution forte .
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Soit W, un mouvement brownien réel issu de 0 possons :
t A A
Y, = / sign <Wt> dW,.
0

de la méme maniére, on voit que Y est un mouvement brownien en déduisons

t
Y, = / stgn (Wt> dY,
0
t A A A
= / stgn (Wt) stgn (Wt> dW,
0
t ~ A
= / AWy, =W,
0
W, est une solution de , en prenant Y comme mouvement brownien. Il y a existence

faible mais puisque :

2

([ 9 ([
:/Otp(wt:())dsz()'

comme

sign (—Wt> = 1{4/%20} - 1{—Wt<0}

= Lol — w0l

Nous avons p.s
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Chapitre 1.Equations différentielles stochastiques

il s’en suit que —W, est également solution de avec le mouvement brownien Y, et donc

il n’y a pas unicité trajectorielle.

1.3.1 Existence et unicité

Théorme 1.3.1 Soit T >0 and b(t, z) et o (t, x) fonctions mesurables satisfaisantes :

1. (condition de lipschits locale) 3k € R :
b(t,z) —b(t,y)|+|o(t,z) —o(t,y)| <k|z—y|, t€[0,T];z,y e R".  (1.7)
2. (condition de croissance linéaire) IM € R, :
b(t,z)| + |o (t,2)| < k(14 ]|z]),t €[0,T],x € R™. (1.8)

8. Xo :wvaraible aléatoire indépandante de W = (W), et de carré intégrable (ie : B (|Xg]) < +oc) .Alors

I’équation [1.1] admet une unique solution forte X = (X; (w)),.,adaptée par la filtration
Fio = F, Ao (Xy) et vérifie :

T
E (/ |Xt\2dt) < 4o0.
0

Lemme 1.3.1 (Lemme de Gronwall) Soit T > 0, et g une fonction continue telle

que,pour

¢
g(a)§a+b/ g(s)ds; aeR, b>0.
0

Alors :

g(t) <aexpbt; pour 0 <t <T.
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Preuve. Le preuve est facile par itération de laconditioin sur g sous l'intégrale on écrit :

s <atd [ o()ds

§a+b/0t (a+b/osg(u)du> ds

t
§a+abt+b2/ g (u) duds
0

t u

<a+abt—|—b2/ <a—|—b/ ()dv)duds
0<u<s<t

<a+abt+ab2/ duds+b3/ // v) dvduds
0<u<s<t

<a—|—abt—|—a—+b3/// v) dvduds

242 b3t3
<a+abt+a7+a?+ .=aexp (bt).

Lemme 1.3.2 (Inégalité de Bulkholder-Davis-Gundy)

¢
/ o (s, Xs)ds
0

E |sup

t<T

t
/ o (s, Xs)dW;
0

2
]SCE

2] . (1.9)

ou C' est constante positive.

Preuve. (Existence et unicité)
1. unicité Supposons que X = (Xi)wcpm et Y = (Yi)iepoyr deux solutions tel que
Xo =Yy =z on appliquant l'inégalité :

(a +b)* < 24 4 2V°

et en utilisant les formules de X,et'Y; on obtient :

2
+2

2

t t
X, — Y <2 / b(s, Xs) — b(s, Ys)ds / o(s,Xs) —o(s,Ys)dW;
0 0
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passant a l’espérence mathématique on obtient :

2

¢
E (|X; - Yt|2) < 2E / b(s, Xs) — b(s,Ys)ds| |+2E
0

t
/ o(s,Xs) —o(s,Ys)dW;
0

|

Par les inégalités de Cauchy-Schawrtz et Buckholders-Davis-Gundy on ob-

tient :

< /Otg(s) dW, >p= /0th (s)ds.

t
E[|X, - Y"] <2TE U |b(s, X,) — b(s, Vy)|* ds
0

t
+ 21@/ (0(s, X.) — (s, V)| ds
0
En appliquant la condition de lipschitzienne [I.5on obtient :
t
E[|1X, - Y] < o/ E [|X, - Y,|*] ds.
0

ot C' = max(2Tk; 2k). En appliquant inégalité de Tchébychef on obtient :

E[|X; — Yi[*]

¥0>0; (P|X; — Y>> 0) < ;

=0.

Donc pour tout ensemble D dénombrable partout dense dans [0;T]on a :

P( sup |[X,—Y|?>0]=0.
te(0;7)

le processusX et'Y sont continues. On conclut que

P (sup X, — V> > O> = 0.

teT

Ce qui prouve que X et Y sont indistinguables alors prouve l'unicité forte de la

solution.

2. Existence L’existence d’une solution forte depend de l'utilisation de la méthode des
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Chapitre 1.Equations différentielles stochastiques

approzimation ssuccéssuves et pour cela on pose
t ¢
Xp = x—{—/ b(s,Xg-l)ds+/ o (s, X17") dW,. (1.10)
0 0
On pose
t t
XX = / b(s,X")—b(s, X! ") ds+ / o (s, X)) —o (s, XI7") dW,
0 0

En utilisant la méme téchnique que pour ['unicité on obtient comme (a+b)2 =

2 (a® +b?) ,alors :

t
B||xp+ - xp|] < (J/ B||xp - x|
0
Ou ¢ = max(2T'k; 2k) D’aprés on a:

B|lx; - x7"] 20T (14 B (]X7[)).

puisque

2
+ 2K

2

t
E [‘th _ Xt0|2] < 2E ‘/ b(s,X?)ds
0

t
/ o (s, X7) dws
0

t t
§2TE/ \b(s,Xg)}2d3+2E/ o (5, X°)[* ds
0 0

< 2TK/t (1+B(|x7)) ds+2K/t (1+B(|X7)) ds

< (2CTK +2K) (1+ B (|X7")) T

<207 (1+E (|x{["))

B|x} - x"| < ur.
tel que M = 2C (1 +E <|Xf|2)> .Par récurence sur n il résulte que :

n+1
E |:|Xn+1 . Xn’2i| S (MT)
K K (n+1)!
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et démontré que

(MT)"*?

n+2 n+1 2
E“Xt Xt ‘ } S (n+2)

MS n+1 (MT) n+2

< Xn+1 Xn d < _ L)
C/ Cl mrn = mr)

on obtient alors

m n|2 % m n
E UXt — X7 ] = || X" = X] ||L2(Q)

m—1

=2 1% = X o
k=n

MT]C+1
_Z< k+ 1) ) — 0 (n— o0)

1
Lorsque n — oo on obtient B [| X" — Xt”m > — 0. Alors on trouve

lim B [|X]" — X} ]% =0 (1.11)

n—-4oo

Donc X' est une suite de cauchy dans L? () et par conséquant elle est convergente.
Notons X; sa limite, c’est-a-dire :

n—oo

Maintenant, le processus X' définit par :
t t
X' =ux +/ b(s, X" ds +/ o (s, XI7Y) dW
0 0

D’aprés ’égalité [1.9et lemme de Fatou on on obtient :

T T
/ X, — X7 ds < hmsupE/ X" — X7|*ds — 0.
0

m—00

T T
E/ lim | X, — Xn)? ds<hmsupE/ X" — X7|*ds — 0.
0 0

m—00
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Donc

T
E/ | X, — X"*ds — 0.
0

En utilisant l'isométrie d’Ito
t t
E/ o (s, X") — 0 (s, X,) dW,|* < 0/ E|X" - X,[>ds — 0
0 0

et de plus

¢ ¢
/ o (s, X)dW, — / o (s, Xs)dW;
0 0

On applique 'inégalité de Holder
t t
E/ b (s, X™) —b(s, X,)ds|” < OT/ E (X — X,|*)ds — 0
0 0
Et par la continuité de b(t,.) on obtient
t t
/ b(s, X)ds — / b(s, Xs)ds,(n — o)
0 0
En passant a la limite dans 77 on obtient .
t t
Xt:x—l—/ b(s,Xs)ds+/ o (s, Xs) dW;
0 0
Donc Xyest une solution de l’équation [L.1] montrons que
E ( sup |Xt]p) < M,Vp > 1.
te[0,T
Par linégalité (a + b+ ¢) < 3a® + 3b* 4+ 3¢? et on passant aux espérence on a
t t
E(1X:)*) < 3E (|2|) +3TE/ |b(s,Xs)|2ds+3E/ o (s, X,)|* ds,
0 0

d’aprés [L.8on trouve

t t
E(1X:?) < 3E (|2|°) +3Tk/ E(1+ |X,) ds+3k;/ E (1 + |X,[%) ds.
0 0
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Posant M = max(3;3Tk;3k) et C = max(M;2M) on obtient

E(IX:*) < C(1+E(|z*)) + C/OtE (1Xs[%) ds.

En appliquant le lemme de Grnwall on obtient :
E (X)) <C(1+E(|2]*) exp(Ct);Vt €T
Puisque B (|3:\2) < 00 alors en posant M = C (1 + E (|x|2)) exp (CT). On obtient
E(1X,|*) < M ;Vt € [0,T]

Ce qui implique

E| sup |[X;" | <M
te[0,7

D’ou le resultat.
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Chapitre 2

Conditions nécessaires et suffisants

pour un controle relaxé et strict

2.1 Introduction

Notre objectif dans ce chapitre est d’établir des conditions nécessaires et suffisantes d’op-
timalité pour un probléme de controle optimal stochastique pour des system gouverné par

des EDSs de la forme suivante :

dXt =b (t,Xt,ut) dt + o (t,Xt, Ut) th
X() =T

et le cout a minimiser est donné par
T
I = Elg(r) + [ hlt, Xou(e))dr).
0

Selon la méthode de Seid Bahlali. L’idée serait d’injecter 1’éspace des controles stricts
V dans l'espace des mesures de probabilité sur U ot U designe ’ensemble des valeurs
prises par le controle strict. Ce nouveau espace appelé espace des controles relaxés. La
démonstration est basé sur ’approximation des trajectoires des controles relaxés par les
trajéctoires des controles stricts et le principe du maximum approché. L’idée principale

est d’utiliser le fait que ’espace des controles relaxés est convexe .On établit les conditions
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nécéssaires d’optimalités en utilisation la méthode classique de perturbation convexe. Si
u un controle relaxé optimal et ¢ un élément arbitraire de R, on peut défénir un controle

perturbé comme suit :

Uf = U + 9(qt - ut).

avec f un petit suffisant 8 > 0 et pour chaquet ¢ € [0; 7] .D’aprés 'optimalité de u on a :

J(uf) — J(u) > 0.

2.2 Formulation du probléme

Soit (W4)g<<p un mouvement brownien d—dimensionnel défini dans un espace de proba-

bilisé filtré (Q, F o (Ft) =0 ,P),soient Fi =0 (W, 0 < s <t) filtration naturelle de W;.

On considére ’EDS suivante :

dXt = b(t,Xt,'U/t> dt+0(t,Xt,Ut) th (2 1)

XOZ.CL'

ou

b:10,T] x R" x U-R"

0:]0,T] x R" x U=M,xq (R).

sont deux fonctions Boreliennes et = une varaible aléatoire n— dimensionnel Fy—mesurable

et indépendante de W telle que
E (|z]™) < oo;Vm > 1.
Soit T' un nombre réel strictement positif et U un sous ensemble non vide de R?.

Définition 2.2.1 (contréle admissible) On appelle controle admissible tout processus
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v, mesurable ; F,—adapte & valeurs dans un sous ensemble U de R? tel que :

E sup |v(t)|" < oo, Vm > 1.
te(0,7)

Notant par V [’ensemble de tous les contréles admissibles :

ya {v:]0,T] x Q — U.tel que v (-) soit mesurable et F; — adapté} .

On étudie un controle de probléme stochastique dont le systéme est gouverné par une

équation diffirentielle stochastique et non linéaire [2.1]la fonction cout est défnit de V dans

R par :
T
J(u)=FE {/ h(t, Xy, u)dt + g (X (T)) (2.2)
0
ou
h:[0,7T] x R" x U-R"
et

g:R"—=R
Sont deux fonctions Boreliennes et X} est la trajectoire du systéme controlé par u.

Définition 2.2.2 (controéle optimal) Le probléme de controle optimal consiste & mini-
miser une fonction de codt J sur un ensemble des controles admissibles V. Un controle

admissible u est dite optimal st elle satisfait :

J (u) =inf (J (v);Vv e V).

On note par f, et f,, les dérrivées premiéres et secondes par rapport & x pour b, g, g, h on

suppose que :

b, o, g, h sont deux fois dérivables par rapport a la variable d’état x. (2.3)

by, Oy Gy by sont uniformes bornés.b, h, g sont bornés par C' (1 + |z| + |u|) (2.4)
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Définition 2.2.3 Un contréle relazé q est une variable aléatoire q(w, dt, da)a valeurs dans

[’éspace V' telle que pour chaque t.

Los q est F; — mesurable.

Remarque 2.2.1 Un controle relaxé peut étre écrit sous la forme :

q(w, dt,da) = dtq(w, da),

ot q(w, dt, da)est un processus progréssivement mesurable & valeurs dans l’éspace P(V) des

mesures de probabilités.

Remarque 2.2.2 L’ensemble V des contréles stricts peut étre injecté dans l’ensemble R

des controles relaxés par Uaplication ¥

p— Y (p)(dt,da) = dt.d,u.(da) € R

ol d,,) est la mesure de Dirac de masse.

Le deuxiéme résultat principal de ce chapitre est cracterisé par I'optimalité des processus
controles stricts. L’idée principale est remplacer les controles relaxés par des mesures (Di-
rac) qui chargent des controles stricts. Ainsi on doit réduire le R des controles relaxés et

minimise le cout de J sur ’ensemble :

Remarque 2.2.3
V)={¢eR :q=06,,v eV} (2.5)

ot 6(V) Uensemble des controles relaxes sous la forme des mesure de Dirac qui charge des

controles stricts. St pour chaque :

te [OvT]vqt € 6(V)a

alors
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gt = 90,,. avec v €V

Si f € C2(R",R)
T
fla) - fo) / / 1f(s, 2, )y (w, da)ds:

est un P-martingale et L est ingénérateur infitésimal associe a l’équation d’état dansle cas

des controles relaxés est donnée par :

dX{ = [, b(t, X7, a)qu(da)dt + [, o(t, X7, a)qi(da)dW,

q_
Xy =,

(2.6)

la fonction codt a minimiser est donné par

s =8 [soxan+ [ [ e Xaata]

avec les mémes hypothéses sur h et g. On cherche a minimiser la fonction codt J(q)sur

l’ensemble R, telle que :

On note :

Remarque 2.2.4 On pose :

b (1, X7, qr) = / b(t, X7, a)qs(da)dt
U

ot (1, X3, ) = / o(t, XY, a)qs(da)dt
U

B (1, X0 ) = / h(t, X2, a)qu(da)dt
U
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I’équation précidente donnée :

ng = b (tv Xl?’ (]t)dt + U*(t7 Xz?) Qt)th
X ==,

la fonction codt est définie par :

)= B o + [ v Xt

et dans ce cas la fonction b*et o*qui satisfait les mémes conditions que b, o et de plus
linéaire en q. P(U) l’ensemble des valeurs du processus q;, ot P(U) est l’espace des mesures
de probabilités sur Usoit convexe et compact.Si gz =0, est la mesure de Dirac au u(t) pour

chaque t € [0;T] alors :

/b(t, X}, a)q(da)dt = / b(t, X, a)d,u (da)dt = b(t, X{, ;)
U U

/ ot X7, a)gi(da)dt / o (t, X, a)5 (da)dt = o (t, X2, up)
U U

/h(t,Xf,a)qt(da)dt = / h(t, X, a)d, ) (da)dt = h(t, X}, uy)
U U

dans ce cas X = X{ et J(q) = J(u), ce qui nous permetra d’obtenir un probléme de

controle strict.

Approximation des trajectoires :

Pour établir le principe du maximum dans le cas des controles relaxés,on a besoin d’un
résultat d’approximation des trajectoires des controles relaxés par les trajectoires des
controles stricts.Pour cela, I'outil essentiel est un lemme connu sous le nom de chater-

ring lemma et qui est donné par :

Lemme 2.2.1 (Chaterring lemma) Soit ¢ un controéle relazé alors il existe une suite(u")
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de controle ordinaire telle que : :
dtg; (da) = dtd,n ) (da) — dtg(da) faiblement qaund n — +o00
Pour toute fonction h :[0;T] x R x P(U) — R? continue sur [0;T] x P(U) telle que :

T
/ / h(t, X{, a)q(da)dt soit linéaire en q.
o Ju

on a :

T T
lim / /h(t,Xf,a)qf(da)dt:/ /h(t,Xf,a)qt(da)dt.
n—tooJo  Ju o Ju

2.3 Conditions nécessaires d’optimalité pour les contréles

stricts et relaxés

Dans ce cas on applique la méthode des pertirbations c’est a dire : on se donne un controle
optimal u et on le perturbe puisque R convexe,on applique la méthode des perturbations
convexes c’est a dire 6 > 0, assez petit soit u un contréle optimal. On pose pour tout ¢ €

R ,un contrdle perturbé comme suit :
ul = +0(q —uy), Yy, €V o 6> 0. (2.7)

puisque u; est optimal alors :

0 <7 (uf) = J () (2.8)

0<J(uf) = J(u) =J (ue+ 0 (q —ue)) — J ()

_ limj(ut +0 (g —up)) — J ()
0—0 0

= Jy (ue) (v — we) -

Pour obtenir I'inégalité variationnelle on a besoin de lemmes suivant :
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Chapitre 2.Des conditions nécessaires et suffisants pour un controéle relaxés et strict

Lemme 2.3.1

hmE

sup ‘Xe Xt“|2] =0.

t€[0,T)

Preuve.

t
Xf—XZ“‘:/[/bSXG /bsX“ usda)]ds
o LJu U
¢
—l—/ |:/O'(S,XS€ /JSX“ us(da)] AW,
o LJu U

t
Xf—Xg:/ [/b(s X{,a
0 U

b(s X9

b(s, X a da)} ds

b(s, X%, a)us da)] ds

+

e\e\e\

o (s, X% a o(s, X% a (da)} AW,

+

Sc— o— S—

_/UJ(S,Xf,a) uz(da)—/Uo(s,Xg,a) us(da)} AW,

De la définition de u?(t) et passant aux espérance on obtient :

2

t
Exf—xt“fgCE/ ds
0

[ 56X i) = [ b6, X0t
+092E/0t /Ub(s,xg,a) qs(da)—/Ub(s,X;‘,a) s (da)
+CE/Ot /Ua(s,xg,a) us(da)—/Ua(s,X:,a)us(da)
+092E/0t /Ua(s,xﬁ,a) 4,(da) —/Ua<s,xg,a) us(da)

D’aprés et b,o sont uniformement lipchtéziene par raport a x

2

ds

2

ds

2
ds.

t
E|X! - X[ < C]E/ |X? — x| ds + Cp?
0

on applique lemme de Gronwalle inégalité Buckholder-Davis Gundy :

hmE

sup ‘Xe Xt“|2] =0.

t€[0,T)]
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Finalement on obtient le lemme. =

Lemme 2.3.2 Soit z; est la solution unique de l’équation linéaire suivante :

dzt Jub (¢, Xf, a) u; (da) zdt + [0 (6, X, a) u, (da) zdW,
+ [y b (t, X a) g (da) — [, b(t, X, a) v, (da)] dt
[fU t Xt ) (da) - fU o (ta Xtua CL) Ut (da)] th

ZOZO.

(2.10)

on a

limlE

X - Xy
6—0

}2:0 (2.11)

Preuve. On pose :
X0 — XU
Y, = % — 2z

n_%Awéb@xj@@m@—ﬁb@xg@@@ﬂds
+%ATAb@X&@@@@—Ab@X@@%Mﬂds
+%ATAU@X&@@M@—A (5, X" a)u MﬂdW
+/Ot [/Ua(s,xu a) uf (da) — / (s, X", )us(da)] aw,

t
—/ /b(s,Xf a) us(da) zsds—/ / s, X2 a) us(da)zsdWy
0o Ju
t
-/ { [ bt - [ b(s,X:,am(da)] s
o Ju U

D’aprés la définition de u’(t) et passant aux espérances on obtient :

t 1
EHXH2§(E?/(/ /ﬁ@(&x3+nuxg+zg¢wagﬁu4d@dxu
0 0 U

t 1
+ C]E!/ / / |U$ (37Xsu +)‘(Xs +Zs),a) Xs|2 us(da)dAdS+OE ‘a?f’
0 0 U
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telle que :
t 1
of = /0 /0 /be (8, XY+ MXs + 25), a) (X — X}') gs(da)dAds
_ /Ot /01 /be (8, X2 4+ AMXs + 25), a) (X] — X}') us(da)dAds
v t / 1 [ o2 X+ ACK, - 2).0) (XF = X) u(da)ina,
-/ t / 1 /U o (5, X2 4 A(Xs + 21), ) (X7 — X2) ug(da)dAdIV,
0 0
+ /O t /0 1 /U ba (5, X+ A(X, + 24), ) (24) us(da)dAds
+/0t/01/UJx (8, X + AMXs + 25), a) (25) us(da)dAdW
—/t/Ub(s,Xg a) ugs(da) ds—/ / s, X2 a) (zs)us(da)dW,
0

Ona b, et o, sont continues et bornnés donc :

t
B| X! < CE/ X! ds + CE|af|*
0

hmE\at} = 0.

On a appliqué le lemmd2.2.1| et la continuité de b, et o,et lemme de Gronwall et

inégalité Buckholder -Davis -Gundy :

limlE
6—0

E=

r:o.

Finalement on obtient le lemme. m

Lemme 2.3.3 Soit u est contréle optimal strict, alors on a :

0 <Elg. (X})2r] + E/ / (t, X}', a) uy (da) zdt (2.12)

+E/OT [/Uh (t, X", a) g, (da)—/Uhx (£, X", ) uy (da) | dt
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Preuve. On aplique le lemmed2.2.1pn a :

0 <E[g(X}) — g(X})] + E/OT /U h(t, X?,a)ul (da)dt — E/OT /U h(t, X}', a)uy(da)dt

0 <E[g(X}) — g(X})] +E/OT/Uh(t,Xf,a)uf(da)dt—E/OT/Uh(t,XZ‘,a)uf(da)dt

T T
+E/ /h(t,XZ‘,a)uf(da)dt—E/ /h(t,Xt“,a)ut(da)dt.
0 U 0 U

D’aprés la définition de u’(t) ona :

0 <E[g(X}) — g(X})] +E/OT/Uh(t,Xf,a)ut(da)dt—E/OT/Uh(t,Xt“,a)ut(da)dt

+9E/OT VU h(t, X!, a)q,(da) —/Uh(t,Xf,a)ut(da)} dt

1 T 1
0<E / Go (22 + MO( Xy + 27)) 2rd) + B / / / B (5 + M(X, + 2), a) us(da)zdAdt
0 0 UJo

T
o [ | [ nte.xtaatan) ~ [ nie Xt o) e+ of
o LJu U
telle quep?définie par :
1 T 1

A= / G (2 + NO( X1 + 1)) Xpd\+E / / / B (5 + M(X, + 2), a) us(da) X,d\dt

0 o JuJo
d’aprés la continuité de g, et h,et linégalité Cauchy Schwartz et Lemme (10)

lim p! = 0.

6—0
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T 1
0 <E[g(X})zr] + E/ / / hy (s, 2y + AN( Xt + 2¢), a) ug(da) XedAdt
o JuJo

+E/OT UU h(t, X?,a)q(da) —/h(t,Xf,a)ut(da) dt.

U
Finalement on obtient le lemme m
Théorme 2.3.1 A partir de l’inégalité variationnelle on établie les conditions né-

céssaires d’optimalité qui vérifient le controle optimal u. Soit ® la solution fondamentale

associeé a I'équation linéaire (E.L)

dd, = fU by (t, Xf, a) ug (da) @udt + fU o (t, X}, a) uy (da) D dW;
Dy =14

(2.13)

Dinversible et son inverse Wvérifie :

AU, = [fU Ox (t, X9 a) ug (da) Wy [ 0% (6, X} a) ug (da)] dt — [ b, (t, XY a) ug (da) Uudt
- flU Oy (t> Xtu7 a) U (da) \Ptth

Qo =1y
(2.14)
telle que ® et U vérifie :
E |[sup |®,)°| +E [sup |¥,*| < oo
t€[0,7) t€[0,7]
on pose :
Oy = \I/tZt (215)
T
X= e e+ [ e [ nextaua|a e
0 U
t
Y: = E[X;]|F] —/ {Cb}/ hy (s, XY, a) us (da)} ds (2.17)
0 U
On remarque d’aprés|2.15(12.16)[2.17]
ElarYr] = E[(g. (X7) 27)] (2.18)
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Chapitre 2.Des conditions nécessaires et suffisants pour un controéle relaxés et strict

telle que g, et h, sont bornnées et Xy est carré intégrable
E[(1X:1]%)] < o

E [X1|F}] est un martingale de carré intégrable, théoréme de décomposition de Ité pour les
martingales carré intégrable. Si (z;) est une martingale de carré intégrable alors il existe

un processus B telle que :

t
Zt = E [Zt] + / BSdWS,
0

t
E/ | B, | ds.
0

On applique théoréme de décomposition d’Ito on a :

telle que

t t
Y, = E[X;] +/ BydW;, —/ [Q):/hx (s, X a)us (da)| ds.
0 0 U
On a appliqué la formule d’Ité sur oy = V2, et a,Y;)2.18et inégalité
T
0< ]E/ [H (t, X}, q, PY,QF) — H (t, X}, ug, PP, QY] dt. (2.19)
0
On défnit le Himiltonian H sur [0;T] x R"x Q(U) x R"x M, yq4(R)dans R avec :

H(taXtuaqutu7Q$> = /

U

" / o (1, Xp,a) ¢, (da) Qs

h (s, Xy, a) ug (da) +/Ub(t, Xy, a) g (da) P,

(PY, Q%) est un couple de processus adapté telle que :
P/ =W}Y,, P € L*([0,T];R") (2.20)

QY= WD, — / o (t, X}, a)u (da) P Qy € L* ([0,T]; R™?) . (2.21)
U
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et le processus Bvérifé :

/0 BaW,— {qu (T) g0 (X" (T)) + /OTCD; /U by (5, X2, @) (da)|Ft}

-8 [0 (10 () + [0 [ hlo. X 0w aw)]

le processus P t est un processus adjoint et avec [2.16] 2.172.20

T
P =B [0 (1) g, (4 () + ¥ [ 87 [ bl X 0) o)/
0 U
On a appliqué la formule d’Ité sur le processus adjoint Py on obtient [’équation adjionte

—dP!* = H, (t, X}, us, P*, Q) dt — P*dW,
t ( t t t t ) t t (222)
Pp = g, (X"(T))
Théorme 2.3.2 Supposons que u est un contréle optimal strict minimise le cout J sur 'V
et X; la solution de l’équation contrélée par (u) il existe un couple unique de procéssus

adapté
(Ptu,Qg) c L2<[0’T] X Rn) X Lz([O,T] % Rnxd)

et solution du l’équation suivante :

—dP} = H, (t, X}',uy, P, Q}) dt — Q¥dW,.

P = g, (X})

(2.23)

et vérfiés :
H(t, X' u, P, Q) = lilgufjH (t, X7, v, PP, QY) P — ps,dt — pp. (2.24)
ol I’Hamiltonien défnir dans le cas strict de [0,T] x R" X V X R" X M,«q (R) dans R par :
H(t, X, PLQ) =h(t, X, v)+0(t, X, 1) P+o(t,X,1n) Q. (2.25)

Preuve. Soit u un controle optimal strict de probleme {[2.1}{2.242.3]} et v étre un élément
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arbitraire de V il existe; p,q € (V) telle que :
n=05.V); q=5,(V). (2.26)

comme v minimise le cout J sur V,donc par le lemme , minimise J sur §(V) : Alors, par
les conditions d’optimalités nécéssaires pour des controles relaxés théorémed?2.3.1]; il existe

une paire unique des processus adaptés (P}, Q}), qui est une solution de omme on a

H (ta X;ua Hts Ptu7 Q?) = ln(fV)H (ta Xga dt, Ptq7 Qg) 7]P — ps, dt — pp.

qt€S

par [2.26] on peut facilement voir :
X* = X

H <t7lealut7 Ptan?) =H <t7Xtuaut>Ptua Q?)
H (tJXthth Pf;%@:) = H <t7XZ}7 U, Pf?@}f))

ou la paire( P, Q) est solution de le théoréme est prouvé. m

2.3.1 Les Conditions suffisantes pour les controdles stricts et re-

laxés

Théorme 2.3.3 Soient g et l'application v — H(t, X;,v, P,Q) sont convexe alors u est

un controle optimal pour le propleme{2.1)[2.2] et 2.3} s%l verifie

H(t, X' u, P, Q) = inﬁfjH (t, X v, P, QYY) P — ps,dt — pp.
ve

Preuve. Soit u un controle relaxé arbitraire (candidat & étre optimal) et (X}*) la solution

associée. Pour tout un controle relaxé ¢ avec solution associée (X}) on a :

J(q) — J (u) = Eg (X0 (T)) — g (X! (T))] + B / / Bt X (1) a) g (da)

_ / h(t, X" (1), a) us (da) dt.
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puisque g est convexe, on aura :

g (X (1) — g (X (1)) = g (Xy (1)) (XF(T) — Xy (1))

J(q) = J (u) =2 Blg. (X (T)) (X{(T) = X (T)]

+E// h(t, X0 (1), a) g (da)

/U (t X2 (t) @) uy (da) dt.

On remarque que

On déduit

J(q) = J (u) < B[P (X{(T) = X (T))]

+E/ / h (£, XY (1) ,a) g (da)

/U (t, X (t),a)u; (da) dt.

En appliquant la formule de Ito6 & P} (X} — X})

d(P*(XI— X)) =dP* (X! — X! 4+ Prd (X! — X" +d < P*, X! — X} >

d (P (X{ = Xi) = (=Ha (8, X} ug, B, Q1) db — BfdW,) (X — XY)

—/b(t,Xt“,a)ut da)} dt
U

(
—/Ua(t,XZ‘,a)ut(
o(t, X}, a)q (da) —/Ua(t,Xf,a) Uy (da)} dt.

H, (

Lpr| /U b(t, X0, a) g (da)

Lo /U o (£, X, a) g, (da)
2

da)] AW,

- Q
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On passant a 1’espérence :

T
B[P (X{ - X)) =8 [ —H, (t, X", u, P, QF) (X! — X}') dt
0

T
+]E/ ptu{ b t, X/, a)q (da) — /b(t,Xt“,a) Uy (da)} dt
0 U U
T
E/ Qy { o(t, X! a)q (da) — /J(t,XZ“‘,a) Uy (da)] dt
0 U U
T
J( S E/ t le’ut’Ptu7 Qt) (t Xf?Qt7Ptu7 Qt )]
0

—E/O Ho (t, X{'u, P, QF) (X — X dt.
Puisque H est convexe en X et linéaire en u .plus condition nécéssaire d’optimalité on a :
H(t, X q, P Q) — H (6, Xy e, P, QY) 2 Ho (6, XY we, P, QF) (XY — XY

Equivalent :

H (t, X, qr, P, QF) — H (8, Xy ug, P, Q) — Hy (8, Xy up, P, Q) (X — Xi) <0
Alors on obtient :
D’ou le résultat.
Soit u étre un controle strict (candidat peut étre optimal) telle que :

H (t, X}', u, P, QYY) = UltréfH(t X! v, PPLQY) P — ps,dt — pp.

Soient u € V,v € V, donc il existe p et ¢ € § (V) telle que :

M:(Su,q:éu‘

ceci implique que

Xt = X"
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H (8, X[ s P Q7) = H (X u, P Q)
H (8, X' q, P QF) = H (8 XY v, B Q)

On deduit que

H(t, X{' e, P, Q) = inf )H (t, X¢' a, P, Qf) s P —ps, dt — pp.

q:€6(U

H est convexe parraport a X, et g est convexe, d’aprés le théoreme [2.3.1] minimise le
cout J sur 6 (V) , on deduit que u minimise le cout J sur V. Le théoréme de principe du

maximum est donc prouvé. m
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Conclusion

ans ce mémoire, on a établie les conditions nécessaires ainsi les conditions suf-
Dﬁsantes d’optomalité satisfaites par un controle strict pour des systéemes dif-
férentiels gouvernés par une équations différentielles stochastiques avec des coefficients
controlés, dans un demaine de contrbles n’est pas necessairement convexe, sous la forme
de principe du maximum stochastique de Pontryagin. La démonstration est basé sur I’ap-
proximation des trajectoires des controles stricts et le principe du maximum approché.
Cette méthode on sait que les resulats classique sur le principe du maximum stochastique
reposent en grande partie sur la dérivée de second-ordre. Par contre, par I’approche de
S. Bahlali en utilisant seulement la dérivée du premier ordre. Cette nouvelle approche
introduit par S. Bahlali [4] (Necessary and sufficient optimality conditions for relaxed and
strict control problems. SIAM. J. Control. Optimal., Vol. 47, pp. 2078-2095.(2008)) per-
met d’établir un principe du maximum stochastique global pour les problémes de controle

strict et relaxé.
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Annexe B : Abréviations et Notations

Annexe B : Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expli-

quées ci-dessous.

S Temps terminal.

(Q,F,P) Espace de probabilité.

R? Espace réel euclidien de dimension d.
(Fiso Filtration.

(Q, F i (Fiso ,IP) Espace de probabilité filtré.

B (R) Tribu Brownien.

Wi Mouvement Brownien.

P Probabilité.

E Espérance par rapport a la probabilité.
EDS Equation différentielle stochastique.

dt — p.p. Presque partout par rapport la mesuredt.
P —p.s. Presque stirement pour la mesure de probabilité P.
A Un Borélien de R,

V Ensemble de controles admissibles.

J(.) La fonction de cott & minimiser.

v Controéle admissibles.

U Controle strict optimal.

H Hamiltonien.

uf = uy + 0 (v — uy) Controle perturbé.
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