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Introduction

Dans cette mémoire, nous proposons d’approximer la solution (X,Y,7) de I’équation déf-

férentielle stochastique progressive-rétrograde couplée définie pour tout 0 < ¢ < T par

Xp=a+ [1b(s, X,)ds + [} o (s, X,) dW,,
Y= g(Xr)+ [ f (s, X0, Ys, Zo) AW, — [ Z,dW,,

oux € Ret W est un mouvement brownien défini sur une espace de probabilité filtré (Q, F, P, (F)),
pour 0 < t < T. La composante X sera approximée par le schéma d’Euler ou de Milshtein. La
simulation du couple (Y, Z) est plus délicate. Douglas et al ont présenté dans m une méthode
numérique pour une classe de EDS progressive-rétrograde basée sur 'approximation aux différences
finies de la EDP associée et le schéma en quatre étapes développé dans . Dans , Chevance
a proposé une méthode numérique pour les EDSR ot le générateur f ne dépend pas du gradient
de controle Z. La difficulté réside dans ’approximation du processus Z qui ne provient que du
théoréeme de représentation martingale. Dans le cas ot f ne dépend que de Z, Bally a développé
dans un schéma de discrétisation considérant une partition temporelle aléatoire. Sa méthode
est plus difficile & mettre en ceuvre. Le travail de Zhang est plus intéressant mais ne répond
pas a la question de approximation de Bouchard et Touzi 3] ont investi ce travail pour donner un
schéma d’approximation implicite. Gobet et al proposent un nouveau schéma numérique basé
sur la base d’une fonction de régression itérative dont les coefficients sont évalués en utilisant la

simulation de Monte Carlo.

Cette approche est de donner un schéma d’approximation par la représentation de la solution

(Y, Z) de 'EDS rétrograde. Nous étudions un schéma de pseudo approximation puis un schéma de



Introduction

discrétisation explicite, et nous calculons 'erreur dans IL? induite par ces approximations.
Notre travail est structuré en trois chapitres :

Dans Le premier chapitre, nous allons expliquer la théorie du calcul stochastique, en donnant les
définitions et les propriétés, notre objectif dans ce mémoire est de faire une étude I'approximation
de solution des équations différentielles stochastiques étés des processus continues ainsi que leurs
résultats principaux qui nous permettre de défnir dintégrale stochastique et la formule d’Ito.et
rappelle sur les équation diffiérentille stochastique, cité quelques unes de leurs propriétés et on

propose les théoréemes d’existence et d’unicité des solutions.

Ensuite, dans le deuxiéme chapitre la discrétisation exacte n’existe pas, il convient de se
tourner vers des approximations discrétes du processus continu sous-jacent. Les schémas d’Euler et

de Milstein sont les procédés de discrétisation les plus répandus. Tous deux sont des développements

d’Tto-Taylor de I’équation (|1.3]) & des ordres différents.

Finallement, le troisiéme chapitre est consacré a I’étude approximation et simulation des
équations différentielles stochastiques rétrogrades (EDSR) . Nous proposons deux schémas d’ap-

proximation (schéma de rétro-approximation puis un schéma de rapprochement explicite ) .

On termine par une conclusion qui synthétise notre travail.



Chapitre 1

Généralités et notations

1.1 Généralités sur les processus stochastiques

Pour représenter un phénomeéne aléatoire dépendant du temps, le modéle mathématique est

donné par
1) Un espace de probabilité (2, F,P),
2) Une fonction X : (Ry x Q,B(R;) ®@ F) — (E, ) avec (t,w) — X (t,w).
Pour chaque t fixé, état du systéme est une variable aléatoire c’est a dire w —— X (t,w) est

mesurable. Pour w € Q fixé, t ~ X (t,w) est appelée une trajectoire.

Définition 1.1.1 (Processus stochastique) Soit T un ensemble d’indices (R, R, ,N), on appelle
processus défini sur T o valeur dans (F,§), une famille (X (t))ier d’applications mesurables de

(T x Q,B(R;) ®F) dans (E,E), puor tout t € T, X(t) est une variable aléatoire.

Définition 1.1.2 (Modification dun processus) On dit que deux processus (X (t))ier et (Y (t))ter
définis sur le méme espace de probabilité (2, F,P) sont modifications 'un de lautre si ¥t € T,

X(t)=Y(t), P—p.s.

C’est équivalent a dire :Vt € T\, IN;, P(N;) =0 et Vw ¢ N, X(t,w) =Y (t,w).
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Définition 1.1.3 (Processus indistinguables) Deux processus (X (t))ier et (Y (t))ier sont in-

distinguables si P(X(t) =Y (t),Vt € T) = 1.
C’est équivalent a dire : AN, P(N) =0, Vw ¢ N, X(t,w) =Y (t,w), Vt € T.

Remarque 1.1.1 ] est clair que si (X (t))er et (Y (t))ier sont indistinguables alors ils sont mo-

difications 'un de l’autre. La réciproque est généralement fausse.

Définition 1.1.4 (Processus mesurable ) Un processus (X (t))ier est mesurable si lapplication

(t,w) — X;(w) de Ry x Q dans R? est mesurable par rapport aux tribus B(R,) ® F et B(R?).

Définition 1.1.5 (Filtration) Soient (Q, F,PP) un espace probabilité et (Fi)icr, une famille
croissante de sous tribus de F au sens ou, Vs < t, Fy C Fy C F. (Fi)ier, est appelée filtra-

tion de (Q,F). On dit que (0, F, (Fi)ier, ,IP) est un espace de probabilité filtré.

Définition 1.1.6 (Processus adapté) Un processus (X (t))icr, est adapté par rapport & la

filtration {F},5, si, pour tout t, X; est F;-mesurabe.

Il est inutile de dire qu'un processus est toujours adapté par rapport a sa filtration naturelle.

Si N C Fo, et si X est adapté par rapport a {F;},., alors toute modification de X est encore

adaptée.

Définition 1.1.7 (Processus progressivement mesurable) On dit q’un processus (X ());cg,

est progressivement mesurable si l’application

X ()0 (0,8 x QB(0,8) ® F) — (E,E),

(s,w) — X (s,w),

est (£,B(0,t) ® F) — mesurable.

Finissons ces généralités par la notion de temps d’arrét.

Définition 1.1.8 (Temps darrét) Soit T une variable aléatoire & valeurs dans Ry U {+oo}. On
dit que T est un {Fi},5, —temps d’arrét si, pour tout t, {T <t} € F.

4
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Si 7 est un temps d’arrét, on appelle tribu des événements antérieurs a 7, la tribu définie par
Fr={Ae Fu,AN{r <T} € F;,Vt}.

Proposition 1.1.1 Soit 7 est un temps d’arrét. St X est progressivement mesurable, le processus

arrété X7 défini par X; = X, est progressivement mesurable.

1.2 Mouvement brownien et Martingales

Définition 1.2.1 (Mouvement brownien standard) On appelle mouvement brownien standard

un processus stochastique W a valeurs réelles tel que

1) P—p.s. t — Wy(w) est continue,

2) Pour 0 < s < t, W; — W est indépendant de la tribu o {W,,u < s} et de loi gaussienne centrée

de variance t — s.
3) Wo=0P—p.s.
Pour tout ¢t > 0, la variable aléatoire W; suit la loi gaussienne centrée de variance ¢t. On dit q’un

mouvement brownien (MB dans la suite) part d’un point x si Wy = z.

Remarque 1.2.1 On dit que W est un {F;}1>0—MB si W est un processus continu, adapté o la

filtration {F; }i>0, vérifiant
Vu € R, V0 < s <t, E(exp (iu(W; —Wy))| Fs) =exp {—u’(t —s)| 2}.

Proposition 1.2.1 Soit W un MB standard

1) pour tout s > 0, {W;s — Wi >0 est un MB indépendant de{W,,,u < s},
2) —W est aussi un MB,
3) pour tout ¢ > 0, {cWy/e2 }i>0 est un MB,

4) le processus défini par Xy =0 et X; = tW; seest un MB.

5
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Définition 1.2.2 Un processus X a valeurs réelles est une surmartingale par rapport a la filtration

{ft}tzo st

1) pour tout t > 0, X; est F;—mesurable,

2) pour tout ¢t > 0, X, est intégrable,

3) pour 0 < s < t, B(X;|F,) < X,.

X est une sousmartingale lorsque —X est une surmartingale, X est une martingale si X est a la

fois une surmartingale et une sous-martingale.

Remarque 1.2.2 Si W est un MB, alors {W}? —t},, et {exp (6W; — 0%t/2)},., sont des mar-

tingales.

Théoréme 1.2.1 (Théoréme d’arrét) Si X est une martingale et si o et T sont deux temps

d’arrét bornés tels que o < 7, alors, B(X,|F,) = X, P — p.s.

Rappelons aussi qu'un processus X adapté et intégrable est une martingale si et seulement si, pour

tout temps d’arrét borné 7, B[ X, | = E[X,].

Théoréme 1.2.2 Soit X une {F;}i>o—martingale, alors X posséde une modification cadlag , i.e.

dont les trajectoires sont continues a droite et possédent des limites & gauche.

Définition 1.2.3 (Martingale locale) Soit X un processus {Fi}i>o—adapté, a trajectoires conti-
nues a droite. On dit que X est une martingale locale s’il existe une suite croissante de temps d’arrét

Tn tn>1 telle que lim,_ oo, = +00 P — p.s et, pour tout n, X™1 est une martingale.
> q p p g

™n >0

Théoréme 1.2.3 Soit X une martingale locale continue. Il existe un unique processus croissant

et continu (X, X), nul en 0, tel que X% — (X, X) soit une martingale locale.
Proposition 1.2.2 Soit X une martingale locale continue. Il y a équivalence entre

1) Xo € L? et E[(X,X)_] < o,

2) X est une martingale bornée dans L?.
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1.3 Intégrale stochastique et formule d’It6

Dans cette section, T est un réel positif, on cherche a définir 'intégrale

1(0) :/0 0 (s)dW (s), (1.1)

oit (0 (t)),>, est un certain processus et (W (t)),5, est un mouvement brownien. Le probléme de

donner un sens a 'élément différentiel dW (s) puisque la fonction s — W (s) n’est pas dérivable.

1.3.1 L’intégrale de Wiener

On note

L2([0,7],R) = {9 . [0, 7] — R tel que, /OTye(s)y%zs < oo}.

L’intégrale de Wiener est une intégrale du type (|1.1)) avec 6 une fonction déterministe, c’est a dire

ne dépendant pas de w.

Si 6™ est une fonction en escalier déterministe de la forme

i Vi41

Pn
0" (t) =Y ai(t)1 [0
i=1

ou, p, € N, les a; sont réels et {tﬁ”)} une suite croissante de [0, 7]. On définit intégrale de Wiener

par

(0™ :/0 0 (5) WV (5) = Za (W (hsy) — W (1))

Par le caractere gaussien du mouvement Brownien et 'indépendance de ses accroissements, la
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varaible alétoire I (") est une varaible gaussienne d’espérance nulle et de variance

Pn

Var (I Z ZVar (W (tisr) — W (t)),
= Za? (tig1 — i),
i1

= /OT (0™ (s))* ds.

Remarque 1.3.1 On remarque que 0 — 1 (0) est une fonction linéaire, de plus, si f et g sont
deuz fonctions en escalier, on a & (I (f fo s)ds. On parle alors de la propriété

disométrie de l'intégrale de Wiener.

Soit maintenant § € L? ([0,T],R). Il existe donc une suite de fonction en escalier {6™,n > 0} qui
converge dans L? ([0, T],R) vers 6. D’apreés le paragraphe précédent on peut construire les intégrales
de Wiener I (0™) qui sont des gaussiennes centrées qui, par isométrie forment une suite de Cauchy.
L’espace L? ([0,7],R) étant complet, cette suite converge vers une varaible aléatoire gaussienne
notée I (#). On peut montrer que la limite ne dépend pas du choix de la suite {0",n > 0}. I (6)

s’appelle intégrale de Wiener de 6 par rapport a (W (1)), -

1.3.2 L’intégrale stochastique ou intégrale d’Ito

On cherche maintenant & définir 'intégrale ((1.1)) , la construction de I (6) se fait par discrétisation

comme dans le cas de 'intégrale de Wiener.

Considérons tout dabord Les processus étagés du type

29 1, 4] (1.2)

7. ’ ’L+1

ol, p, € N, {tg")} une suite croissante de [0,77], et 6; € L? (2, F;,,P) pour tout i = 0, ....,p,. On
défini I (0™) par
Ze (ti1) — W (t)).
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T
On peut vérifier que E (1 (0™)) =0, et Var (I (0")) = E/ (0™ (s)) ds.
0

Soit T Iespace des processus 6 caglad (c’est a dire, continue a gauche limité a droite) , F;—adapté

o =5 ([ 0 ds) <o

On peut définir I (0) pour tout § € T, on approche 6 par un suite de processus étagés donnée par

tel que

(1.2) , la limite étant dans L? (2, [0,T]) . L’intégrale I (0) est alors lim I (§™) avec

et

Var (I(0)) = B (/0T92 (5) ds) .

Définition 1.3.1 (processus d’It6) On appelle processus d’Ito un processus (X (t))y<,<p @ va-

leurs réelles tel que V0 < s < t,
t t
X (t) :X(0)+/ b(s)ds+/ o(s)dW (s), P—p.s.
0 0

o, X (0) est Fo—mesurable, b et o sont deux processus progressivement mesurables vérifiant les

conditions

T T
/ |b(s)|ds < oo et / o (s)|]>ds < o0, ou |o|| = trace (co™).
0 0
Le coefficient b est le drift ou la dérive, o est le coefficient de diffusion.

Théoréme 1.3.1 (Premiére formule d’Ité) Soit (X (t))g<y<p un processus d’Itd, soit f :

R — R de classe C?. Alors

X (1) = F(X (0)) + / £2(X (5))dX (s) +1/2 / Fra (X ()02 (5) ds.

Théoréme 1.3.2 (Deuziéme formule d’It6) Soit (X (t))o<,cp un processus d’Ito, soit f une
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fonction définie sur R, x R de classe C* par rapport a t, de classe C? par rapport ¢ x. On a

F(E.X (8) = £(0, Xo) + / fuls, X (s))ds + / f(s, X ())dX (s) +1/2 / Fra(5, X (5))0? (5) ds.

Proposition 1.3.1 (Formule d’intégration par parties) Soient (X (t))occr, (Y (£))o<icr

deux processus d’Ito, alors

X(t)Y(t):X(O)Y(0)+/OX(s)dY(s)+/Y(s)dX(s)+<X,Y>t.

0
1.4 Existence et unicité de solution des équations différen-

tielles stochastiques

Le but des équations différentielles stochastiques est de fournir un modéle mathématique pour une

équation différentielle perturbée par une bruit aléatoire. Considérons
dXt =b (Xt) dt + O'th avec XO =Y.
Ou encore sous forme intégrale
t
X, = y+/ b (s, Xs)ds+ oW,.
0

On généralise cette équation en autorisant & o dépendre de I’état a l'instant ¢

dXt =b (Xt> dt +0o (Xt) th avec Xg =Y.
Soit encore sous la forme intégrale

t t
Xt:y+/ b(Xs)der/ o (X,)dW,.
0 0

10
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Remarquant que le mouvement brownien W = (W}) tefo,r] €St un processus dont les trajectoires
sont P — p.s. & variations infinies, et de plus elles sont nul part différentiables, c’est a dire le terme
dW, dans I’équation précédente n’a aucun sens en analyse fonctionnelle déterministe. Et donc
I'intégrale fot o (Xs) dW; ne peut pas étre considérée comme une intégrale de Riemann-Stieljes ou
Lebesgue-Stieljes, par conséquent 1’équation précédente ne peut pas étre interprétée comme une
équation différentielle ordinaire. La quantité fot o (Xs) dWy s’appelle une intégrale stochastique. On
continue de généraliser I’équation tout en autorisant o et b dépendent du temps ¢, on se place donc

dans un cadre vectoriel. Elle se représente sous la forme suivante

dXt =b (t, Xt) dt +o0 (t, Xt) th7
XU =Y.

On se place toujours sur un espace de probabilité complet (2, F,P), et on se donne W un MB
d-dimensionnel sur cet espace. On considére également une variable aléatoire y, de carré inté-
grable, et indépendante du MB W. On considere la filtration définie, pour tout ¢ positif, par
Fi =oc{o{y,Ws;s <t} UN}. Soit T un réel strictement positif. On considére deux fonctions b :
[0, 7] x R" — R" et o : [0,T] x R® — R"™4 qui sont mesurables. On cherche a résoudre I'équation

différentielle stochastique
t t
Xe=y+ / b(s, Xs)ds+ / o (s, Xs)dWs (1.3)
0 0

Le coefficient b s’appelle la dérive tandis que la matrice oo! s’appelle la matrice de diffusion.
Définition 1.4.1 Une solution (forte) de 'EDS , est un processus continu tel que

1) X est progressivement mesurable,

2) P —p.s. fOT {1b (s, X)| + |lo (s, X,)||*} ds < o0, ot ||o|| = trace (c0*).

3)P—p.s.,ona: X, = y—i—fgb(s,Xs)ds—l—fota(s,Xs)dWs, 0<t<T.

On notera S? I'espace de banach constitué des processus X, progressivement mesurable, tels que

1
E [supg<;<r | X:|?] < co muni de la norme || X|| := E [supyip | X|*]?, et S2 le sous espace de S

11



Chapitre 1.Généralités et notations

formé des processus continus. Notes que deux processus indistinguables sont identifiés et par abus

d’écriture ’espace quotient est noté de la méme facon.

Lemme 1.4.1 (Lemme de Gronwall) Soit v : [0,T] — R une fonction continue telle que, pour
tout t,

t
V(t)§a+b/ v(s)ds, a € R,b>0.
0

Alors, pour tout ¢,

v(t) < aexp(bt).

Le but de cette section est d’énoncer et de démontrer le théoréme d’éxistence et d’unicité des

solutions des équations différentielles stochastiques de type ((1.3) .

1.4.1 Théoréme d’éxistence et d’unicité

Quelles conditions doit on appliquer sur b et ¢ pour avoir 1’éxistence et I'unicité d’une solution de
EDS (L3) ?

Le résultat classique d’Ito si la réponse de la question précédente est donnée par le théoréme

suivant :

Théoréme 1.4.1 On suppose, la condition initiale Xo est de carré intégrable, et qu’il existe K tel
que pour tout t € [0,T], x e R, y € R

i) [b(t,x) =b(t,y)| + |o(t,x) — o (t,y)| < K|z —y| (condition de Lipschitz),

i) |b(t,z)|* + |o (t,z)]* < K2 (1+ |;E]2) (condition de croissance linéaire).

Alors il existe une unique solution de a trajectorres continues pour t < T'. De plus cette

solution vérifie B (supy<,<r |Xt|2) < 00.

Remarque 1.4.1 La premiére condition nous assure [’existence et ['unicité de la solution [’équa-
tion . La deuxiéme condition nous assure que le processus n’explose pas en temps fini. De plus
st cette condition n’est pas vérifiée, I’équation admettra une solution unique mais seulement

Jusqu’au temps de l’explosion.

12



Chapitre 2

Discrétisation des équations

différentielles stochastiques

D ans cette section, (W;,t > 0) désigne un mouvement Brownien standard & valeurs dans R¢
sur (Q, (Ft)>0 ,IP) (i.e. chaque composante est un mouvement Brownien standard réel et
ces mouvements Browniens réels sont indépendants). Soit X, = y une v.a. Fo-mesurable de carré

intégrable.

On fixe T > 0. On considére deux fonctions

o:[0,T] x R* — R™ et b:[0,7] x R* — R™.

Considérons 1’équation différentielle stochastique

dXt = O'(t, Xt>th + b(t, Xt)dt,
XO =Y.

13



Chapitre 2. Discrétisation des équations différentielles stochastiques

2.1 Le schéma d’Euler

On subdivise 'intervalle [0,7] en N sous-intervalles de méme longueur et pour k € {0,..., N} on

pose t = N Le schéma d’Euler consiste a discrétiser 'EDS
dX; =0 (t, X)) dW, +b(t, X3) dt, Xg=y € R", (2.2)
suivant la grille (¢)x en posant

Xo=1y,
" (2.3)

VO S ]{? S N — 1, ytk-‘-l = ytk +o (tkaytk) (Wtk+1 — Wtk) + b (tkaytk) (tk+1 — tk) .

Pour passer d’un instant de discrétisation au suivant on fige les coefficients de diffusion et de dérive

a leur valeur au début de l'intervalle. Afin d’implémenter ce schéma, il suffit de savoir simuler les
T

, qui sont é.i.d. suivant la loi gaussienne Ny (O, N[d) ou

1, désigne la matrice identité de dimension d. Pour effectuer les preuves de convergence, il est

accroissements (W, ,, — Wtk)0<k<N—

commode d’introduire le schéma d’Euler en temps continu défini par
VO<k<N-—1, Vt€ [ty tyr1], X¢ =X, +0 (tr, Xp,) (We — Wy,) + b (t, Xo,) (8 — 1) -
Si pour s € [0,77], on note 7, = | 2| x L le dernier instant de discrétisation avant s, on a
dX; = o(7, X7,)dW; + b(1y, X,,)dt, Xo=y. (2.4)

ou

t t
X, - %, 4 / b(7a, X, )ds + / o (0, X)WV, (2.5)
0 0
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Chapitre 2. Discrétisation des équations différentielles stochastiques

2.1.1 Vitesse de convergence forte

Théoréme 2.1.1 On suppose que les coefficient o,b satisfont I’hypothése de Lipshitze et que
Ja,C =0, V(s,t) € [0,T], |o(t,z)—o(s,z)|+[b(t,z) —=b(s,z)| < C(1+ |z|) (t— ).
On note X le schéma d’Euler avec N pas de temps défini plus haut. Alors pour i = min (oz, %)
2p) C
< _
— Nzl”’p’

ou la constante C' ne dépend pas de N. En outre si vy < ji, N7 sup,<r )Xt - X,

Vp>1,E <sup X, —Yiv

t<T

converge presque

stdrement vers 0 lorsque N tend vers l'infini.

Remarque 2.1.1 On a

sup | X; — Yiv

t<T

2p>)zlp C
<_7
< Wi

1
et on dit que la vitesse forte du schéma d’Euler est en N En particulier lorsque les coefficients

= (]E (sup X — Yi\]
2p

t<T

1 1
de ’EDS ne dépendent pas du temps ou que o > 37 la vitesse forte est en ——.

VN

Nous allons donner la démonstration de I'inégalité

E (sup X — Yiv

t<T

2) C
< —
— NZﬂ b
qui correspond au cas p = 1.

Preuve. On a pour tout u € [0, 7]

Xu=vy+ fou b(s, Xs)ds + fou o(s, Xs)dWs,
X,=y+ fou b(1s, X, )ds + fou o (7, X7, )dWs.

15



Chapitre 2. Discrétisation des équations différentielles stochastiques

alors

Xu —Yu = /Ou (0' (S,Xs) —0 (Tsayn)) dWS + /Ou (b (SvXS) —0 (TS’XTS)) ds.

Donc pour ¢t € [0,7], en utilisant I'inégalité de Doob pour 'intégrale stochastique et celle de

) o

Cauchy-Schwarz pour l'intégrale classique, on a

/ o(s,Xs)—o0 (TS,YTS) dW,
0
2)

2) <IE (/Ot b (5, X5) — b (75, X1,

u<t

E (sup ‘Xu — YU‘Q) <2E (sup

+ 2E (sup

u<t

/ b(s, X.) — b(r, X,,) ds
0

en utilisant linégalité Holder pour

E (sup
u<t

et lisométré d’Tto

AL (sup

et obtient

2d8),

/ b(s,Xs)—b (TS,XTS) ds
0

2) < CE </0t |0 (5, X,) = 0 (15, X ,)

2ds),

/ o(s,Xs)—o0 (TS,XTS) dW,
0

2 ds>

u<t

t
E <Sup ‘Xu —7u|2> < CE </ |0’(S,X8) -0 (7’8,775)
0

t
+ 2tE (/ |b(S,X5) —b (7-37775) 2
0
Avec les hypotheéses de régularité faites sur les coefficients de 'EDS, on a

|U(3aXs) -0 (7—87775) ’ <3lo (s, Xs) — 0(37X75)|2 + 3o (s, X7,) — U(TSaXTs)|2

+3 ‘a (15, X;,) — 0O (TS,YTS) 2

< C(1X = X+ (141X (s = 7)™ + |, = X

)

16



Chapitre 2. Discrétisation des équations différentielles stochastiques

Comme

t t
(Xs — X,,) = / b(u, X,)du +/ o(u, Xy)dW,, pour 75 < s,

J v Lreovond)

< C’/SE (|0(u,Xu)|2) du+2 (s —7s) /SE (|b(u,Xu)|2) du

en utilisant l'inégalité Holder et I'isométré dIto, on a

/ o (u, X,) dWV,

/ b (u, X,) du

E(|X,—X.|*) <2E (

§C(1+(s—rs))/%E(1+]Xu|2)du

S 0(1 + (5_7_8)) (1 + |y|2) (Ts - S)a

T

et comme 0 < s — 7, < , on en déduit que

— .2 1 1 — 2
E(‘O‘(S,XS)—O'(’TS,XTS) ) < C’(NjL Nz +E(?};€‘Xu_Xu| ))

Cette inégalité reste vraie en remplacant o par b au membre de gauche et avec (2.4) , on en déduit

- |2 1 1 ! — |2
E<i1£|Xu—Xu\>§C<N+W+/OE(T£|XU—XU\>ds).

En pratique, nous intéressons a la convergence de 'espérance d’une fonctionnelle de (X ) vers la
méme espérance calculée en (Xr) plutot qu’a la vitesse forte du schéma. Dans un premier temps,
on peut déduire le corollaire suivant du Théoréme (2.1.1) qui donne un premier résultat sur la

convergence faible du schéma d’Euler.

17



Chapitre 2. Discrétisation des équations différentielles stochastiques

2.1.2 Vitesse de convergence faible

Corollaire 2.1.1 (Convergence faible).Pour o > % et si f est une fonction lipschitzienne de

constante de lipschitz K, le théoréme (2.1.1) assure que

[B(f(Xr) — BU(X)| < B (| (Xr) = F (X)) < /B (|7 (X2) = F X))

&

C
<K\/ |XT—XT‘>§N_

Mais la premiére inégalité qui consiste & majorer la valeur absolue de la différence des espérances
par 'espérance de la valeur absolue des espérances est trés grossiére. En fait la question de savoir si
E(f(Xr)) est proche de E(f(Xr)) revient & se demander si la loi de X7 est proche de celle de X7
On va donc s’intéresser au probléme de la convergence en loi du schéma d’Euler. La convergence
en loi est une convergence entre des fonctions tests comme la fonction f introduite plus haut. C’est

pourquoi on parle de la convergence faible.

2.2 Le schéma de Milshtein

Il semble plus intéressant d’essayer d’améliorer I'ordre de convergence forte du schéma d’Euler.
Le schéma de Milshtein est obtenu en rajoutant des termes au schéma d’Euler et sa vitesse de

1 1
convergence forte est en ¥ au lieu de \/_N pour le schéma d’Euler (cas a = 2 dans les hypothéses

du théoréme 2.1.1.).

2.2.1 Le cas de la dimension 1

On suppose n = d = 1 et on se place dans le cas homogene en temps o (t, x) = o(x) et b(t, z) = b(x).

On souhaite discrétiser ’'EDS

dXt =0 (Xt) th + b (Xt) dt, X() =1y c R.

18



Chapitre 2. Discrétisation des équations différentielles stochastiques

Sur Uintervalle de temps [t, tr11],

t t
X, =X, +/ o (X,)dW, +/ b(X,)ds.

ty 173

Comme

B (/t:a(Xs)dWs)T :E(/t:& (Xs)ds> ~C(t—t),
E Qibqu)Ts%m—®E<L}%XQm)~C@—mf,

on voit que le terme d’intégrale stochastique est dominant lorsque le pas de temps est petit. Donc
pour améliorer la convergence du schéma, il faut améliorer la discrétisation de ce terme d’intégrale

stochastique, comme dans la présentation du schéma d’Euler, on a utilisé I’approximation

tk+1
/ o (X)W, ~ o (Xy) (Wi, — W)

tg

Pour fixer les idées, on se place en dimension 1 et on suppose que b = 0. Alors, pour s € [tg, tg11],

o (X)) =0 <th + /t:cr (X,) dWS)
~ 0 (Xy, + 0 (X)) (Ws = W)

=0 (th) + o’ (th) o (th) (WS - Wtk) :
On utilise maintenant 1’égalité

[0 =W aw, = 2 {0~ w)? - - )

123
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Chapitre 2. Discrétisation des équations différentielles stochastiques

ce qui conduit & I'approximation

t

/to(Xs)dWSza(th)/tdWs—i—a’ (th)a(th)/ (W, — W, ) dWW,

ty tg 173

~ 0 (X,) (W= Wy) + 500 (Xe,) (We = Wi, = (¢~ 1))

Le terme de dérive b ayant une contribution inférieure dans ’erreur d’approximation par rapport
au terme de diffusion, il n’est pas nécessaire de le corriger. Pour d = 1, on obtient donc le schéma

d’approximation suivant

Xo =1y et pour k € {0,...,N — 1}, Vt € [tg, tgs1],
)’Zt = )Ztk +o ()Ztk> (Wt — Wtk> + %0‘0” (jztk> ((VVt — Wtk)2 _ (t — tk)) +b ()ztk> (t — tk) .

Pour générer le schéma aux instants de discrétisation (th> , il suffit & nouveau de générer les
0<k<N

accroissments (W;,,, — W;,) qui sont i.i.d. suivant la loi gaussienne N; (0, L). La vitesse

0<k<N-—1

forte du schéma est donnée par le résultat suivant que nous ne démontrerons pas.

Théoréme 2.2.1 On suppose que les coefficients o et b sont C? & dérivées bornées. Alors

2
Vp > 1,supE<‘XT—X§V‘ p> < ¢

t<T - N

ot la constante C' ne dépend pas de N. En outre Vy < 0, N” maxo<ip<n ‘X% - )N({C\LT

N

CONveErge

presque strement vers 0 lorsque N tend vers l’infini.

Remarque 2.2.1 Lorsque la fonction o est constante, le schéma de Milshtein coincide avec le

schéma d’Fuler et la vitesse forte de ce dernier est donc en N
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Chapitre 2. Discrétisation des équations différentielles stochastiques

2.2.2 Le cas général

On effectue la méme correction qu’en dimension 1 mais les notations sont plus lourdes. Pour

S € [tg,trs1] et (4,7) € {1,...,n} x {1,...,d}, on a

0oy 001,
01] 021 e Dz,
o = et do; =
o 0o j 0o j
nj Ox1 " Ozn

s . 90;j
pour la j-iéme colonne o de et pour la matrice (ﬂ

oo, . Cela permet de récrire le développement

>1<i,l<n
précédent sous forme vectorielle

d
0j (XS) = 0j (th) + Z 80j0m (th) (Wsm - WtT:) :

m=1

Dans o (X,) dW, = Z?Zl o; (X,) dW/, la j-éme colonne de o vient multiplier dW?. Donc

d d
o (X)dW, ~ o (X)) dW, + Y (Z 000 (Xi,) (W — ng)) MALED

j=1 \m=1

Le schéma de Milshtein s’écrit donc

Xo=yetpour k€ {0,...,N —1}, Vt € [ty txr1],
X’t == )Z'tk +o <)?tk> (Wt - Wtk) + Z;’l,mzl 80’j0’m (thk> ftl; (WSWL - Wt?) dWSj -+ b <th> (t - tk) .
2.7)

Pour implémenter en pratique le schéma, on rencontre le probléme suivant : pour j # m, on ne sait

tr+1

pas simuler ftk (WS’" — Wg;‘) dW3. Le seul cas ol on sait mettre en oeuvre le schéma est celui ot
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Chapitre 2. Discrétisation des équations différentielles stochastiques

la condition de commutativité suivante est satisfaite Vj,m € {1,...,d}, dojo,, = 00,0,

n

8, azm
i.e. Vx € R", Za(;j Tim ( ﬂf)zza—@)alj(x)-

En effet comme pour m # j,

[ —wyaws [ v wg)aw = (- w) - (7 - W),

ty tg

sous la condition de commutativité

i 000 ()?tk) /tt (wm —w, Zaa]a] (X,,) (( —wi) (t—tk))

Jjm=1

Et le schéma ne fait plus intervenir que les accroissements (W, — W;,).

Que la condition de commutativité soit satisfaite ou non, le résultat de convergence énoncé en

dimension 1 dans le théoréme (2.2.1) reste valable.
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Chapitre 3

Schéma d’approximation des solutions
des équations différentielles

stochastiques rétrogrades

I ‘objectif de ce chapitre est d’utédier I’ approximation des équations différentielles stochas-

tiques rétrogrades (EDSR) couplée par une EDS, définie pour tout 0 < ¢ < T par

Xi=z+ fot b(s, X,)ds + fota (s, Xs) dWs,
Y=g (Xp)+ [T f(s,X,,Ys, Zy) dW, — [T Z,dW,,

La composante X sera approximée par le schéma d’Euler ou de Milshtein. La simulation du couple
(Y, Z) est plus délicate. Nous étudions deux schémas d’approximation (schéma de pseudo approxi-

mation puis un schéma de discrétisation explicite).

Notation 3.0.1 Soit m:0 =1ty < t; < ... <t, =T une partition réguliére de l'intervalle de temps

T
[0,T] telle que |w| = — et t; = i|n| pour i =0, ...,n. Notons par :
n

AWti+1 = Wti+1 - Wti
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Chapitre 3. Schéma d’approximation des solutions des équations différentielles stochastiques
rétrogrades

et
E; = E[ | 7]

pour tous i. Enfin, dans la suite C' indiquera une constante générique indépendante de w qui peut

prendre des valeures differentes de ligne en ligne.

Nous utiliserons les hypothéses suivantes
H1) 0 € C*([0,T] x R,R*) et b € ([0, T] x R,R) et tous les dérivés (par rapport a x) sont
uniformément limités par une constante commune K > 0. En autre, il existe une constante & > 0

telle que pour tout x € R et t € [0, 7]

k<ot o) <Ket |b(t0)]<K

H2) Les fonctions f € C([0,7] x R x R x R,R) et g € C(R, R) sont uniformément K — Lipschitz,

ieVr, 2 y,y, 2,2 € Ret Vi, t' € [0,T]
|ft 2y, 2)— fE 2y, S K(t =]+ |z —2| +y—y|+ ]z =2

et

9 (z) =g (z)] < K (Jz —2']).

D’apres ces hypotheses, il existe un processus unique adapté (X, Y, Z) solution de PEDSR de sorte
que

T
E ( sup | X;> + sup |Vi|° +/ |Z8|2ds) <C(1+ |:13|2) . (3.1)
0

0<s<T 0<s<T

Les estimations suivantes sont standard, voir par exemple [19]

max sup [E (’Xt - Xti_l}Z + v - Yti_l{z) <C(1+ |x|2) 7|, (3.2)
1<isnge(t;_4 1]
et
n-l tjt1 9
ZE/ (}ZS — Zu |~ 1% - Zti|2> ds < C (1+ |af?) |]. (3.3)
j=0 1
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rétrogrades

Pour commencer, définissons pour 0 < ¢t < r < T' le processus

1
r—t

N! =

T

/ o7 (s, X,) VX dW, (VX,) ",
t
ou VX est la solution unique de 'EDS linéaire suivante
t t
VX, = 1+/ b (s, X5) VXSd5+/8xa (s, Xs) VX dWs.
0 0

On note que VX est inversible et

(VX)) '=1 —/0 (0:D (s, X,) — 0,0 (5, X,)P) (VX,) " ds

t
— / 9,0 (s, X,) (VX,) ™ HdW,.
0

En conséquence de ces notations, on dispose des estimations suivantes [17]

2\ 2 C

t

BINF) <=0
E|N, - NP <ol

(ro—1t) (ra —t)’

(3.4)

La formule de représentation peut s’écrire P—presque stirement d’aprés

T

YtZE(g(XT)‘i‘/

t

f(s,Xs,K,Zs)dSIE)

T
Z, =E (g (X7) Nt +/ f(s,X,,Ys, Z,) Ntds m) o(t,X,).
t

Remarque 3.0.2 Une conséquence directe de la formule de représentation de la matrice Z est , Si
les coditions H1) et H2) sont vérifiées, pour tout p > 2, il existe une constante C, > 0 dépendant

uniquement de T', K et p telle que

E { sup yzﬁ] < C, (14 |zP).

0<s<T
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rétrogrades

Voir Lemma 2.5 pour la démonstration.

Maintenant, nous sommes préts & donner les schémas d’approximation.

3.1 Schémas de rétro-approximation

3.1.1 Pseudo-discrétisation

Dans cette partie, nous considérons que la composante X sera approchée par le schéma classique

d’Euler

XQ =T,
Xy = Xi, 4+ b (ti,)_(ti) 7| + 0o (ti,)_(ti) AWy, pour tous i = 0,...,n — 1,

Nous avons mis pour tous t; <t < ;44
Xe=Xp, +b (6, Xy,) (0 =) + 0 (4, X)) (Wr — W),
et nous avons ’estimation suivante, pour tout p > 2

E [ sup ‘)_(t‘p} < 400, et E [ sup | Xy — )_(t‘p} <G, |7r|g . (3.5)

0<t<T 0<t<T

Pour approximer la solution de 'EDS rétrograde, nous considérons le schéma de temps discret

naturel

Ytn =g (th) ,etpourt=n—1,...,0,

Yti = Ei [}_/ti-H + f (ti+1’Xti+17Yti+17 Zti+1) |7TH )

Zti = Ei [Y;‘/z’HNtt:H + f (tiJrlv Xtiﬂv Zi+17 Zti+1) Nttii+1 ‘WH g (ti7 th) )
et

B B B N B Lit1
}/151:-5-1 + f (ti-i-lu Xti+17 Ytq:+17 ZtH—l) |7T| = }/151 +/ ZsdW.
t;
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rétrogrades

Nous définissons ensuite pour tous ¢ € (t;, ;1)

Le théoréeme suivant fournit les estimations d’erreur due a cette approximation

Théoréme 3.1.1 I existe une constante C' > 0 dépendant uniquement de I et K telle que

sup B |[¥; - Y] +E[/OT

0<t<T

Z — 7,

2
dt} < C|n|.

Preuve. Nous désignons O, = (X,,Y;, Z,) et O, = (X,,Y;, Z,). De la formule d’'It6 et de la

propriété Lipschitz de f, on obtient

2
Ly — Jg| ds

_ tit1
B[Y, - Y| +E/
t

=E ‘Ki+1 - Y;fwrl }2

+ ZE/t - (YS - }_/:9) (f (57 @s) —f (ti+1> (:)ti+1)) ds,

<E ‘}/trH o Y;Hl ‘2
C_, [t 2 2 v |2
+ EE/ <|3 —tipa|” + }Xs - Xti+1{ + ‘Xti-‘rl - Xti+1| ) ds
t

C

tit1 _ 9 tit1 2 = 2
+OZE/ D/S_Y:e‘ dS+EE/ (‘}/S_}/;H—l‘ +|}/ti+1_§/ti+1| )dS
t t

C tit1 _
+ EE/ (‘ZS — Zi, }2 + |Zti+1 ~ Ztin ‘2) ds,
t

pour chaque t € (¢;,t;11) et @ > 0. En appliquant le lemme de Gronwall, nous obtenons par (3.2)

_ _ C
B ‘Y; o Y;|2 < ((1 +C |7TDE ‘Y;fiﬂ - Y;ii+1}2 + EA1> el (3'7)
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rétrogrades

En particulier pour ¢ = ¢;, nous avons
C

~ |2 ~
ds < (1+ Calnl) [(1 + O ) E Yy, — Vi | + —A

_ 9 tit1
]E}/tz_iftz| +]E/
t

Itération de la derniére inégalité pour obtenir

_ 2
o ds

t'll
B ‘Y;z N Y;“f +E/
¢

(1 +crwr>"—f<1+ca|wr "Eg(X,) - g (X)) [

C’ ' .
14+C — (1+C (1+C T Niyj,
+(1+ Calx)) a; +Clrl) (1+ Ca )’ Ay
~ n—1 tit
<C (]E|th —th\2+|7r\+ZE/ Zs — Zi, | d)
j=0 7t
(3.8)

C n—1 B
+ (14 Caln|) - || ZE 2, — Zy, |2
=0

par la condition H2), (3.3) et (3.5 . D’autre part, de 'expression de Z et Z, si nous notons par

Yj = ‘0_1 (tJ"th) Zi; — o (tj’)_(tj) th‘ )

nous pouvons écrire
| t b t; A t;
RS Ej (Ytjﬂ Yty+1) th+1 + / (f (87 63) Ntsj —f (tj+1> ®tj+1) Nt;ﬂ) ds
i _ ti+1 _ ti+1 A .
_ &, Ytj—Ythr/ (Z, - Z,) dW,| N}? | f (5,0, (N2 = NE,, ) ds
t t

J

J

+ E;
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rétrogrades

Depuis (3.6) et (3.4) on a

ti+1 2 :
¥ < E/ ds < ‘Nm
t

tj+1 1
[ @ lris o (s -,
t

J

N

2\
)ds,

1
~ 12 2 S
— 7.l d C(E;1 o, b1 = ds, (3.9
) +0 (m+ ’>/ RICET R

ti+1
/
t'

J

alors
1

.2 :
s ds) —I—C<E1+ sup |@|) VIl

0<s<T

%L<
||

La propriété Lipschitz de o et la condition H1) assurent que
th o Zty‘| <C (‘th} ‘th _th‘ + |EJ") :
En prenant les estimations de I et en les remplagant par (3.9) , nous avons

2
— 7 ds+|7r\2>,

- 12
| ds + . (3.10)

n—1 n—1 1 t;
7> "Bz, - Z,P <Oy <<E|th —th\‘*)Q +E/ h
§=0 =0 2

T
<ce
0

Maintenant, on replace (3.10]) en (3.8)) pour obtenir pour i = 0

) r c
m—m+E/ ds<C|7r|—|—(1—|—C’oz|7T|)| / *ds.
0

Pour « sufficiently plus grand que C' nous avons

n—1
ZE ‘th - th‘Q <C,
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rétrogrades

on conclure par (3.8) et (3.7) que

sup B|Y; - Vif* < C'Jx,

0<s<T

En méme temps, avec (3.3)) , nous concluons que

T n—1 tivt n—1
E/ ’ZS—ZSQCZSSQZE/J+ ‘Zs_th|2d8+2|7T|ZE}th_th 27
0 j=0 vt Jj=0

< C'|rl.

Ceci compléte la preuve du théoréeme. m

Remarque 3.1.1 Nous pouvons obtenir un résultat similaire si nous remplacons dans ’approxi-
mation de la composante a terme X le schéma d’Euler par le schéma de Milshtein,dans ce schéma,

le processus N ne dépend que de la composante X, nous l’appelons une pseudo-approrimation.

3.2 Schéma de rapprochement explicite

Dans cette section, nous considérons que le processus X sera approché par le schéma de Milshtein
décrit par
L — .
X§ = ux;

X’Tl'

tiv1

= X[+ (b—10,00) (t;, XT) |7| + o (t:, XT) AW,

i+1

—1—% (&EUO) (tiu XZZ) (AWtiH)Q

pour t € (t;,t;11), mettons

1

1
+ 5 (000) (t:, XT) (W, — W,)°

On sait que
sup B|X, — X7|> < K (T)|x” ,¥p > 2 (3.11)

0<s<T
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Ol K est une fonction croissante. Définissons les processus VX™ et (VX™) ™" par VX = (VX]) =

1, et pour chaque t € (t;,t;11)

1
o7 =937+ (a0- 1) () V7 -

+ 0,0 (£, XT) VX (W, — Wa) + 0,0 (8, XP) | VXT (W, — Wi,)

et

1

(V7)) = (VXT) - (axb— %09602) (6. XT) (VXT) ™ (= 1)

— 0,0 (ti,Xg) (VXZE)_l (Wi = W4,)

+ |00 (1, X7) |7 (VXT) ™ (W = Wi,)°.

Maintenant, nous sommes préts a estimer le processus N. Nous avons mis pour ¢ = 0,....,n — 1

1 tiy1 1

o' (s, XT) VXTdW, (VXZ;)_ ,

mti

e S

et nous avons les estimations suivantes

sup B <\VXt — VX7 |(VX) - (vx:)*f) < ClrP,

0<s<T

max B (| N[, — N7

0<s<T tit1

2) <Clrf.
Preuve. Nous désignons VX I’approximation de Milshtein de VX défini par VX, = 1, et

_ _ 1 _

+ 0,0 (t;, X1, ) VX, (W, — W) + 050 (ti, X,))P VX, (W, — W),
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pour ¢ € (t;,t;4+1). Puis nous avons

sup E (|VX, — VXT]?) < C|nf*.

0<s<T

D’un autre coté

E|VX, — VX[ <C 1+ x|+ |x[)) B|VX, - vx;;f
+Clrl(1+C ) <E|vxt ) (B|x, - x7[*)’

1
+Clrl* (B|VX,[* ) (B X - xz[°)’
En particulier pour ¢t = t;14

- VX7

E|VX, T " < 1+ Cla)E|VX, - VX" +Cnf

41

< Clnl*.
Le résultat est suivi de l'itération classique. par le méme argument, nous prouvons que
_ 1,2
E|(VX) " — (VX)) | <Ol

Pour le deuxiéme point, nous avons

mPB|NE - NEE -

t+1

2 it
<C {E ‘(vxti)*l — (VX]) / E|VX,|" ds
t;

112 tit1 )
+E|(VXT) / E|VX, - VX7 ds
t;
112 [l ol 1
+E|(VXT) / (B|X, — XT|")? (B|VX.P)® ds
t;
<Clrl’,

par la H1) et le premier point. Ceci compléte la preuve de la proposition .Maintenant, nous

présentons notre schéma d’approximation vers explicite rétrograde. Nous examinons le processus
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(Y™ Z™) défini par

Y :g(X,Z;) et pourti=n—1,...,0,
}/Zr = E’L |:YZF+1 + f (ti+17XZZ+17}/Zr+1aZt7;+1> ‘ﬂ-|i| )

Zr =B, [W N™h g f (tm,Xﬂ Yr, Zggﬂ) N

tiv1” i1 tiv1?

7'("] o (ti,Xg) .

La version continue est définie de la méme maniére que la pseudo-approximation

tit1
Y:r - Ytirl + f (ti+1,XZZ+1, Y:irﬂ’ ZZZH) (ti"‘l o t) o /t Z;rdWS’ Z;r - ZZ;’
ol Z;r est le processus unique prévisible intégrable carré vérifian
liv1
Y =Y =E [th] +/t Z7dWs.

Avec ces suggestions, nous fournissons I'erreur d’induction de cette approximation. m

Théoréme 3.2.1 Nous avons cette estimation

T
sup E|Y; — Y/ +E/ Z, — ZT | dt < C |7
0

0<s<T

Ou C' > 0 ne dépend que de K, k et T.

Preuve. Pour prouver le théoréme, il suffit de montrer que

T
sup ]E|E—§T|2+E/ ‘ZS—Z§|2d8§C|W|.
0

0<s<T

On note ©F = (XT,Y7, Z7), et soit f > 0 une constante a choisir plus tard. De la propriété
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Lipschitz de f nous obtenons

Z,— I~

S

2
ds

tit1
E|Y;, - ;[ +E/

Liq1
" om / (Yo = YT) f (tiOny) — f <t¢+17 @ZZH) ds
t

tivr 9 C _ 2 C _ P
SﬁE/; |Y;_YZ d$+E’W|E Zti+1 ZtH + <1+E‘W|)E }/;iJrl _Y;,L-H
Utiliser le lemme de Gronwal et I'itération classique pour obtenir
_ ) 2 c o 2
E|Y;, — Y/ +E/ Zy— T ds§(1+06|7r|)5|7r|z Z, — 7]
ti 3=0

Par contre, o est borné par K, alors on peut écrire

’

7, - 7

<K Ej |:_tj+1Ntt;+1 - Y1-57JT+1NZ;+t1 + ’7(’ f (thrl’ @tj+1) N; 1 f ( j+17®?+1> t;+1:|
< KB | (Vi = Vi, + 171 f (t531.04,,0) = Il f (420,07, ) ) N,

<
e (7= 1 (001.0) 5]

i1
<K E/
t4

J

k(5 vz, + ol (er,)])
C (E/tj+1 2 ds) :
2

oV (8 v, + 1717 (tver,)] )

dW,N}i

t+1

ZS—Z“

N|=
N[

+

)

T,
( ‘NJH - NJ+1

< ZS_Z;r

||

De la méme maniére que la pseudo-approximation, nous montrons pour [ plus grand que C que
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n—1, _ 2
> |2y, — Zf| < C, et nous concluons que
Jj=0

T -1
E\Yt—}gﬂ}ﬁm/ |Z, — Z7|" ds < || Z
0

=0

Zt—

Y

tJ
< C'ml.
Ceci compléte la preuve du théoréme. m

Remarque 3.2.1 L’espérance conditionnelle dans le schéma de discrétisation ci-dessus, réduit
a la régression sur la variable aléatoire Xy, dans la pseudo discrétisation et X dans le schéma

explicite. Différentes méthodes de régression sont développées, voir par exemple [@/, et .
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Conclusion

I ‘objectif de cette mémoire est I’étude d’approximation de solution des équations différen-
tielles stochastiques, d’abord nous avons présenté quelques notions basique de la théorie

des calculs stochastique et équations différentielles stochastiques.

Ensuite nous avons détaillé la discrétisation des équations différentielles stochastiques(schéma

d’Euler , schéma de Milshtein).

Enfin nous avons présenté schéma d’approximation des solutions des équations différentielles sto-

chastiques rétrogrades (schémas de rétro-approximation,schéma de rapprochement explicite).
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Annexe B : Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées ci-

dessous :

(Q,F,P) Espace de probabilité.
(Q F,(F) t>0, ) Espace de probabilité filltré.

T Le temps terminal.

MB Mouvement Brownien.

<X, X >p Variation quadratique de X sur [0,7].

exp Exponentiel.

lim sup Limite supérieur

b Drift.

o Cofficient de diffusion.

max, min maximum, minimum

P—p.s Presque stirment pour la mesure de probabilité IP.

sAt min (s,1).

1.1.d indépendantes identiquement distribées

B(.) Tribu Borélienne

% La dérivé partielle premiére par rapport a la variable x .
g—; La dérivé partielle seconde par rapport a la variable x .
EDS équation différentielle stochastique.

EDSR équations différentielles stochastiques rétrogrades .
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