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Introduction

Les problémes de controle optimal stochastique ont un grand nombre d’applications
dans les domaines de 1’économie et de la sciences et de facon plus générale dans tout
les domaines utilisant les applications des mathématiques surtout dans la finance, par
exemple les problémes d’investissements et de consommations dans un marché, le teaux

de fluctuation en bourse, etc ....

Dans ce travail, nous sommes intéressés aux problémes de controle optimal stochastique
pour les systémes gouvernés par des équations différentielles stochastiques (EDSs) avec

sauts, qui consiste a maximiser une fonction de cotit donnée par :

T
st =B | [ X0, ulohat + 9(x(1)]
0
avec X () est une solution en ¢ d’un systéme controlé de la forme suivante :

dX(t) = b(t, X(t),u(t))dt + o(t, X (t),u(t))dB (1)

T / (X (), ult-), 2) N (dt, d2),

ou b, o et 7 sont des fonctions données, et B (t) est un mouvement brownien.

Notre objectif est d’étudier les conditions suffisantes d’optimalité sous la forme de principe
du maximum suffisant. Nous supposons que le domaine du controle est nécessairement
convexe. Cette étude est basé sur le travail de Framstad et al. [2].

Nous présentons notre travail comme suit :



Introduction

Le premier chapitre, on donne un bref rappel sur la théorie du calcul stochastique qui nous
permet d’étudier les conditions suffisantes d’optimalité pour notre systéme.

Le deuxiéme chapitre contient ’essentielle de ce travail, nous étudions les conditions suffi-
santes d’optimalité pour les systémes gouvernés par une équation différentielle stochastique
avec sauts.

Dans le dernier chapitre, nous appliquons le principe du maximum suffisant au probléme

de sélection de portefeuille moyenne variance.
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Chapitre 1

Rappel sur le calcul stochastique

Dans ce chapitre nous allons rappeler des notions essentielles en théorie du calcul sto-
chastique, nous commencons par définir un processus stochastique, mouvement brownien,
I'intégrale stochastique, processus d’itd, nous rappelons ensuite les équations différentielles

stochastique et le processus de poisson.

1.1 Processus stochastique

Définition 1.1.1 (Tribu ou o-Algebre) Soit E un ensemble quelconque, on appelle tribu

de parties de E, tout sous ensembles A de E telle que :

1. F € A.
2. Ae A=AC € A.

3. (Ap)nen C A= ( LeJNA") c A
Définition 1.1.2 (Variable aléatoire) Soit (2, F,P) un espace de probabilité avec :

Q) : est un ensemble fondamental.
F : est une tribu définie sur ).

P : est une probabilité sur (2, F).
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L’application X : (2, F) — (R, B(R)) est appelée une variable aléatoire si elle est mesu-
rable par rapport a (R, B(R)) i.e : VB € B(R) =X "(B) € F.

Définition 1.1.3 (Filtration) Une filtration sur un espace de probabilité (2, F) est une

famille (Fy)i>o de sous-tribus telle que pour s <t, on a : Fs C Fi.
Remarque 1.1.1 Le quadruplet (2, F, (Fi)i>o0, P) est appelé un espace de probabilité filtré.

Définition 1.1.4 (Processus stochastique) Un processus stochastique X = (Xi)ier

est une famille de variables aléatoires X; indexée par un ensemble T.

1. Si T est un ensemble dénombrable totalement ordonnée comme N et QQ alors X est

un processus stochastique a temps discret.
2. SiT =R, alors X est un processus stochastique & temps continu.

3. Pourt € T fixé : w € 2 — X;(w) est une variable aléatoire sur I’espace de probabilité
(@, F,P).
4. Pour w € Q fixé : la fonction t € T — X;(w) est est une fonction a valeurs réelles

appelée trajectoire du processus.

Définition 1.1.5 (Indistinguabilité) On dit que X = (Xy)i>0 et Y = (Yy)i>0 sont in-

distinguables si leurs trajectoires sont les méme P — p.s, c’est-a-dire :

P(X,=Y,:Vt>0)=1.

Définition 1.1.6 (Modification des processus) On dira que Y = (Y;)i>0 est une ver-

sion (ou une modification) de X = (Xy)i>o i :

P(X,=Y,) =1; Vt > 0.

Proposition 1.1.1 Si X = (X;)i>0 et Y = (Yy)>0 sont indistinguables alors ils sont

modification 'un de l’autre mais la réciproque est en générale fausse.
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Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastiques

Définition 1.1.7 (Equivalence de deux processus stochastiques) On dit que

X = (Xi)i>0 et Y = (Y3)i>0 sont équivalents si X =Y, i.e pour tout (t1,%s,...,t,) et pour
tout n on a :

(Xt17Xt27 ---7th) = (}/tnyl-?za 7Y;‘/n)

Définition 1.1.8 (Processus adapté) Un processus X = (Xi)i>o est dit adapté (par

rapport a une filtration (Fi)i>o ) si X est Fy-mesurable pour tout t.

Définition 1.1.9 (Processus progressivement mesurable) On dit que X(t) est pro-

gressivement mesurable ar rapport a une filtration (F;)i>o, si lapplication
X : (w,t) — Xy(w) de 2% [0, s] dans R est mesurable par rapport a F, @ B([0, s]) et B(R).

Définition 1.1.10 (Processus cadlag) Un processus est dit cadlag (continu o droite,
pourvu de limites o gauche) si ses trajectoires sont continues & droite, pourvues de limites

a gauche.

Définition 1.1.11 (Processus caglad) Un processus est dit caglad (continu & gauche,
pourvu de limites o droite) si ses trajectoires sont continues & gauche, pourvues de limites

a droite.

1.2 Mouvement brownien

Définition 1.2.1 Soit (2, F, (Fi)i>0,P) un espace de probabilité et B = (B;)i>o un pro-

cessus stochastique a valeurs réelles, B est un mouvement brownien standard si :
1. By=0,P—p.s.

2. V0 <s<t, B, — B, independante de F;.

3. V0 <s<t, By — Bsest de loi N(0,t— s).
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Proposition 1.2.1 Soit B = (By);>¢ un processus stochastique telle que toutes ses trajec-

toires sont continues et By = 0, Alors les propriétées suivantes sont équivalentes :

1. Le processus B est un mouvement brownien standard.

2. Le processus B est un processus gaussien avec :

Esperance m(t) = 0,

Covariance I'(s,t) = min{s,t}.

Autrement dit, le processus B part de 0, ses accroissements sont indépendants du passé

et sont de loi normale centrée et de variance égale & la longueur de l'intervalle de temps.

1.3 Intégrale stochastique (Intégrale d’Ito)

Définition 1.3.1 (Intégrale stochastique) L’intégrale stochastique est un intégrale de

la forme :

b
/ X, (w)dBa(w),
ot aetbeR,, (X¢)>o est un processus stochastique et (B;);>o est un M B.

Définition 1.3.2 (Bon processus) On dit que {6;,t > 0} est un "bon processus” s’il est
Fi-adapté, cadlag et si :
t
E[/@?ds} < oo, Vt>0.
0

I'integrale stochastique est vérifier les propriétés suivantes :

1. Linéarité : Soit X = (X;)i>0 et Y = (Y;)i>0 deux "bon processus" on donc

Vo, B €R: /0 (X, (w)+BY, (w))dBy(w) = a /0 X, (w)dB, (w)+5 /0 Y, (w)dB, (w).
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2. Centrage : Soit X = (X;);>0 est un "bon processus" et (B;);>o est un M B alors

on a :

Eukmwwﬂﬂ.

3. Appartenance a L? : Soit X = (X;);>0 est un "bon processus" et (B;);>0 est un

MB alors on a :

B[ [ (twas.wr] =& [ x2wa]

Définition 1.3.3 (Processus d’Itd) : Un processus (X¢)icor) défini sur (0, F, (F)i>0, P)

est appelé processus d’Ito s’il est de la forme :

t t
Xt:x+/b(s)ds+/a(s)st,
0 0
ou by est un processus F;-adapté tq :
t
/ |b(s)|ds < 0o, P—p.s, Vt>0.
0

o est un "bon processus local". z = X, € R.

On écrit généralement le processus d’Ito par la forme différentielle stochastique :

dX, = b(t)dt + o () dB,,
X() =X,

le processus b (t) s’appelle la derivé (drift) du processus X et o (t) s’appelle le coefficient

de diffusion ou volatilité.
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1.4 Equations différentielles stochastiques

Définition 1.4.1 (Equation differentielle stochastique) Une équation différentielle

stochastique (EDS) est une équation de la forme :
t t
X; = X0+/ b(s,XS)ds—{—/a(s,Xs)dBS,
0 0
sous la forme différentielle :

dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)dBt,
(1.1)
X() =,

o {By, t > 0} est un mouvement brownien.

Définition 1.4.2 (Solution d’EDS) Soit d,m € N, et

b:R, x R* —» R%

O'R+XRd—>M

Notons F; la tribu engendrée par By, s < t et par Xy, complétée par les ensembles
négligeables N.

Un processus stochastique (X;)¢co,r] est appellé une solution forte de (|1.1)) si :

1. XO =,
t
2. / (DX ()] + [o(X (5))2]} ds < oo.
0
t t
3. Xy :X0+/ b(s,Xs)ds+/a(s,Xs)st, t €0,00), P—p.s.
0 0

Définition 1.4.3 (Solution forte unique d’EDS) : On dit que l’équation admet une

solution forte unique, si pour chaque deux solutions fortes X; et Y; on a :

IP’{sup |X: — Yy >O}—O,

teRy
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c’est a dire :

P{X,=Y;, VteR,}=1.
Théoreme 1.4.1 (Existence) On suppose que :

1. b et o deux fonctions continues.

2. il existe une constante K > 0.telle que, pour tout ¢ € [0,7] et x,y € R™:

i) [t 2) = b(t, y)| + |o(t,x) = o(t,y)| < Kz —y|.

i) |b(t,2)|* + |o(t, z)]> < K21 — |2[).

3. La condition initiale X est indépendante de et est de carrée intégrable.

alors il existe une solution unique de a trajectoires continues pour ¢t < 7. de plus cette
solution vérife

E( sup | X)) < oo.
0<t<T

1.5 Processus de Lévy

En théorie des probabilités, un processus de Lévy, nommé d’aprés le mathématicien fran-
cais Paul Lévy, est un processus stochastique a temps continu, continu a droite limité a
gauche (cadlag), partant de 0, dont les accroissements sont stationnaires et indépendants
(cette notion est expliquée ci-dessous). Les exemples les plus connus sont le processus de

Wiener et le processus de Poisson.

Définition 1.5.1 Un processus stochastique X = {X;:t > 0} est appelé processus de
Lévy, si

1- Xo = 0 presque stirement.

2- Accroissements indépendants : Pour tout 0 <t <ty < ... <t, <00, Xy, — Xy, Xoy —

Xy, Xy, — Xy, 5 sont indépendants.

10
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3- Accroissements stationnaires : Pour tout s < t, X; — X, est égale en loi a X;_s.

4-t — X est presque strement continue & droite et limitée a gauche (Cadlag).

1.6 Processus de poisson

Définition 1.6.1 Un processus de poisson N de paramétre A > 0 est un processus de
comptage

Vi >0, Ny = Z Lir, <ty

n>1
associé a une famille (T,,; n € N) avec Ty = 0 de va représentant les temps d’arrivées, telle

que les variables aléatoires (1,1 — T,,; n € N) sont i.i.d de loi exponentielle de paramétre

A

1.6.1 Processus de poisson composé

Définition 1.6.2 Un processus de Poisson avec intensité A > 0 et loi de sauts vy est un

processus stochastique défini par :
Ny
Xt - Z Zk7
k=1

ol (Z,), est une suite de variable aléatoire iid & valeurs dans R? de loi v; et N est un
processus de Poisson de parameétre A indépendant de la suite (Z),),.

En d’autres mots, un processus de Poisson composé est un processus constant par mor-
ceaux qui saute aux instants de sauts d’un processus de Poisson standard, et dont les

tailles de sauts sont des variables i.i.d. d’une loi donnée.

Définition 1.6.3 (Mesure de saut d’un processus de Poisson composé) Soit (X;):>o
un processus de Poisson composé sur R? avec intensité \ et distribution des tailles de saut

f, sa mesure de saut Jx est une mesure aléatoire de Poisson sur RY x [0, 00[ avec une

11
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mesure d’intensité :

p(dx x dt) = v(dz)dt = \f(dx)dt.

La mesure d’un processus de Poisson composé définit le nombre moyen de sauts par unité

de temps.

1.6.2 Processus de poisson compensée

Définition 1.6.4 On définit la version "centrée" d’un processus de Poisson par :
Nt - Nt - )\t

(N,) est dit Processus de Poisson compensé et expression déterministe (At);so est dite

compensateur de (At);>o.

Définition 1.6.5 (Mesure de saut d’un processus de Poisson compensé) La me-

sure aléatoire de Poisson compensée est définit par

Définition 1.6.6 (Mesure de saut d’un processus de Poisson composé compen-

sée) La mesure aléatoire un processus de poisson compensée est définit par

Jx(ds x dx) = Jx(ds x dz) — v(dz)ds,

ou Jx(ds x dx) est la mesure aléatoire d’un processus de Poisson composé, et v(dx)ds sa

mesure de saut.

Théoreme 1.6.1 (La formule d’It6 pour une EDS avec sauts.) On suppose que :

12
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X; € R est un processus d’Ito-Lévy de la forme :

dX; = b(t,w)dt + o(t,w)dB, + /v(t, z,w)N(dt,dz).
R

ou :
— N(dt,dz) —v(dz)dt  si |z|<R.

N(dt,dz) =
N(dt,dz) si | z|>R.

pour quelque R € [0, 0.
Soit f € C*(R?) et on définie Y; = f(¢, X;), dont Y; est un processus d’Tto-Lévy et

dY; = i—{(t, X,)dt + g—i(t, X)[b(t, X¢)dt + o(t, X¢)dBy]

1, 52 f
+ 50 (t,X(t))w(t,X(t))dt

+ [ X 442 - X ()
|z|<R

—5—f(t, X (to)y(t, z)} vd(z)dt

ox
" / (£ X (1)) Tt 2)) — F(t X(0))} N(dt, d2).
Notons que :

Si R =0 alors N = N.
Si R =00 alors N = N.

13
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sauts

Chapitre §.2
Conditions suffisantes d’optomalité

pour les systémes stochastiques avec
sauts
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Chapitre 2

Conditions suffisantes d’optimalité
pour les systémes stochastiques avec

sauts

Dans ce chapitre, nous étudions les conditions suffisantes d’optimalité pour les systémes

stochastiques avec sauts, avec le domaine du controle U est convexe.

2.1 Formulation du probléme

Soit (2, F, (Ft)i>0, P) un espace de probabilité filtrée avec T un réel strictement positif,
B = (By)icpo,r) un mouvement Brownien de dimension n et U un sous-ensemble convexe
de R*. Un controle admissible est un processus u = (u¢)teo,r) mesurable et Fi-adapté a

valeurs dans U C R"”, on note par A ’ensemble de tous les controles admissibles tels que :
A={u:[0,T] x Q — U, u est mesurable et Fi-adapté} .

Supposons que 'état X (t) = X®(¢) d'une diffusion de saut controlée en R™ est donné

15
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sauts

par :
dX(t) = b(t, X (t),u(t))dt + o(t, X (t), u(t))dB(t)
+ / (X (t),u(to), 2)N(dt, dz), (2.1)
X(0) ==z eR",

b:[0,T] xR" x U — R",
0:[0,T] x R" x U — R™™,

7:[0,T] x R* x U — R™,

telle que N(dt,dz) = (Nl(dt,dzl), ...,Ng(dt,ng))T, et

Nj(dt,de) = N](dt,dZ]) — I/](dzj)dt, 1 S ] < L.
Supposons que le critére de performance est de la forme :

J(u(t)) =B UO f X @), u(t)dt + g(X(T)) |, u € A,

f:0,T| xR"x U — R,

g:R" =R,

avec f est une fonction continue et g est de classe C*. Soit T' < co est un temps déterministe

fixe et

E l/Tf_(t,X(t),u(t))dt + g (X(T))| < 00, Vue A

Le processus u(t) = u(t,w) € U C R¥ est notre controle. On suppose que u est adapté et

cadlag, I'équation [2.1| admet une solution unique forte X ™ (¢) avec t € [0, 7.

16
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sauts

Le probléme du controle optimal est de trouver u* € A telle que :

J(u*) = ilelg J(u).

On dit que le controle u est optimal si :
J(u*) > J(u).

Définition 2.1.1 (Trace d’une matrice (tr)) : Soit A = (a;;) € M, la trace de A

notée tr(A) est la somme des éléments de la diagonale principale i.e :

t?”(A) = i (077
=1

ot M désigne [’ensemble des matrices carrées d’ordre n.

On définit L’Hamiltonian H : [0,7] x R" x U x R™ x R"*™ x R —R par :

H(tv z,u,p,dq, T) = f(ta T, ’LL) + bT(t7 xz, U)p + t’f‘(O’T(t, xz, U)(]) (22)
4 n
j=1 i=1 /R"

ol : R est 'ensemble des fonctions r : R*"*!1 — R" telle que les intégrales dans
convergent.

On suppose que H est différentiable par rapport a x.

L’équation adjointe (correspondant a u et X)) est I'équation différentielle stochastique

rétrograde (EDSR) suivante :

dp(t) = =V, H(t, X (1), u(t), p(t), q(t), r(L,.))dt

+ q(t)dB(t) —|—/ r(t_,z)N(dt,dz), (2.3)
p(T) = V,9(X(T)),

17
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sauts

ot (p(t), q(t),7(t, z)) € R* x R™™ x R"** est la solution de 1’équation ({2.3)).

2.2 Conditions suffisantes d’optimalité

Pour établir les conditions suffisantes d’optimalité pour notre probléme du contréle, on

suppose que :

E < 400, Yu € A.

/0 {JgT(t,X(t),u(t)) + Z/}Rn ’7(k)(t’ X(t),u(t), zk)|2 Vk(dzk)} dt

Théoreme 2.2.1 (Conditions suffisantes d’optimalité)

Soit w* un controle admissible avec la solution correspondante X* = X ) on suppose
qu'’il existe une solution (p*(t), ¢*(t),7*(t,2)) de 'équation adjointe correspondante (|2.3))
qui vérifient :

/OT {q*q*T(t) + 2_:

De plus, on suppose que :

E < fo0. (2.4)

2 l/k(dzk) } dt

/ T(k)(t, 2k)

(H1) L’Hamiolonien H vérifier :

H(E, X*(8), w* (1), p™(1), ¢" (), 7*(¢, ) = sup H(E, X*(£), v, p" (1), ¢"(t), 7" (¢, ).

velU
(H2) La fonction g est concave par rapport a x pour tout ¢ > 0.

(H3) H(t, z,v,p*(t),q*(t),r*(t,-)) est une fonction concave en x, pour tout t € [0, 7.

H*(z) := max H(¢, z, v, p*(t), ¢*(t), r*(¢,-)). (2.5)

vel

Sous les conditions (H1), (H2) et (H3), alors u(t) est un controle optimal.

Pour démontrer le théoréme (2.2.1)) on a besoin du lemme suivant :

18
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sauts

Lemme 2.2.1 (Intégration par parties) On suppose que E [V (T)?] < oo, avec :

dY U (t) = bW (t,w)dt + o) (¢, w)dB(t) + / ~O (¢, z,w)N(dt, dz),

n

YO(0) =y e R, j=1,2,
ou bW € R™, ¢U) € R™™ et 40) € R, alors :

E[YMT) - YO(T)] =y 1o+ E { / TY“)(t_)dY?(t)

n /0 e (t_)dy''(t) + /0 Ttr[a(l)Ta(2)](t)dt
[

l n
> (3 [0 i .
j=1 \i=1"R
Preuve. La preuve du lemme est basé sur la formule d’It6 (voir le livre d’@ksendal

[3, Theorem 1.16]). On va démontrer le Théoréme (2.2.1) : =
Preuve. Soit u € A un controle admissible avec le processus d’état correspondant X (t) =

X(t) alors :

/O {1, X75(1), u* (1) = (1, X(8), u(t)} dt + g(X™(T)) — g(X(T))

I
&
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D’apres la condition (H2), et le lemme on obtient :

T(u) — J(u)
—F /OT(X*(t) — X (8)) T (= VL H(t, X*(t), u*(t),p" (1), ¢ (£), r*(t,-)))dt
+ /0 Tp*T (=) {b(t, X* (1), u*(t)) — b(t, X (t),u(t))} dt
v f b ot X (), 0 (1) — o(t, X(0),u(®)} 4" (1)) de
i /OT (i (zn;/oT {7 (8, X (8), (1), 2)

— it X (1), ult), z) } (L, 25)) vi(dz;)) dt] (2.6)

Par la définition de H on trouve :

B[ [ @) - s X0 u0)a (2.7
=8 [ 00X 0,000,070, (00" (49) — B X000 00000070 )

- [ 0 X0 0) o, X O,

- [ ot X 0@ - o X O a0} o 0]

T l n
+ /0 (Z <Z/R {7i (8, X7 (), u™(2), 25) — %‘j(taX(t)7u(t)azj)}7“fj(t7zj)> Vj(dzj)> dt] 7
En mettant dans on obtient :

J(u*) = J(u) = B UO {H(t, X™ (1), u" (1), p* (1), ¢* (2), 7" (£, -))

- H(tv X(t)7 U(t),p*(t), q*(t)v T*(tv ))

— (X*(T) = X(T)) " VLH(t, X*(t), w (1), p" (1), 4" (t), 7" (t,-)) } ] .

Si (2.5)) est vérifié, alors J(u*) — J(u) > 0, et u* est un controle optimal. m
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Chapitre §.3
Application en finance
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Chapitre 3

Application en finance

Dans ce chapitre, nous appliquons les résultats obtenus dans le chapitre précédent au
modele financier pour résoudre le probléeme d’investissement optimal. (Voir le livre de
Sulem & Oksendal [3]).

On considére un marché financier avec deux possibilités d’investissement, un actif sans
risque Sy(t) (par exemple une obligation ou un compte bancaire) et un actif risqué S (t)

(par exemple une action), au temps ¢ € [0, 7] sont donnés par :

(bond) dSy(t) = piSo(t)dt; Sp(0) =1 (3.1)

(stock) dS;(t) = Si(t-) [utdt + 0 dB(t) + /v(t,z)N(dt,dz)} , 51(0) >0, (3.2)
R
ou py > 0, g, oy, et y(t,z) > —1, sont des fonctions bornées déterministes donnés.
On suppose que la fonction

t— /72(75, z)v(dz) est localement bornée . (3.3)
R

On peut considérer ce marché comme une extension de diffusion de saut du marché clas-
sique de Black-Scholes. Un portefeuille sur ce marché est un prosessus cadlag bidimension-

nel, 0(t) = (6y(t),0:1(¢t)) indiquant le nombre d’unités d’obligations et d’actions, respecti-
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vement, il est tenu par un agent.

Le processus de richesse correspondant X (t) = X?(t) est défini par :
X(t) = 0o(t)So(t) + 0:(t)S1(t); t€0,T] (3.4)
Le portefeuille 6 est appelé autofinancement si :

X@=X@+A%@&@+/m@&@, (3.5)

0

ou de forme différentielle
dX (t) = 0o(t)dSo(t) + 01(t)dS:(t). (3.6)

Le portefeuille peut également étre exprimé en matiére de montants wy(t), w(t) investis

dans 'obligation et I'action, respectivement. Ils sont donnés par :

wi(t) = 0,(1)Si(t), i=0,1. (3.7)
On pose :
u(t) = wi(t). (3.8)
Alors
wo(t) = X() — u(t),
et devienne :

dX@=Mﬂﬁﬂ%m—mwmﬁ+wMMMﬂ+ML%b@@Nde (3.9)

On appelle u(t) admissible (u(t) € A), si (3.9) admet une solution unique X (t) = X ®)(¢)
de sorte que E[(X™)(T))?] < oo.
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Le probléme de sélection de portefeuille moyenne-variance est de trouver u(¢) qui minimise
Var [X(T)] == B[(X(T) - B[X(T)]"], (3.10)

a condition que

E[X(T)] = A. une constante donnée. (3.11)

Par la méthode de multiplicateur de Lagrange le probléme peut étre réduite & minimiser,

pour une constante donnée a € R :
E[(X(T) - a)?],

sans contrainte.

Pour le voir, considérons :

E [(X(T) = A)* = M[X(T)] - 4)]

_EPX%Ty—%A+gﬁWT%h¥+A4

2
=F {(X(T) —(A+ %))2} + AZ, ou A € R est un constant.

On concideére le probléme équivalent
1 (u) 2
supE | —=(X"NT) —a)*| . (3.12)
ueA 2

Dans ce cas, I’'Hamiltonian (2.2)) est de la forme :

H(t, z,u,p,q,7) = {px + (pu — pt)u}p + opuq + u/v(t, 2)r(t, z)v(dz).
R
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Par conséquent, les équations d’adjoint (3.4)) devienne :

dp(t) = —pudt + q(t)dB(t) +/ r(t_, z)N(dt,dz); t<T.
n (3.13)
p(T) = =(X(T) — a).
Maintenant, nous essayons une solution de la forme :
p(t) = o X () + ¥y, (3.14)

ou ¢, 1; sont des fonctions déterministes de classe C'. Remplacer (3.14) dans (3.13) et

utiliser (3.9) nous obtenons :

dp(t) = ¢ [{pe X (1) + (e — pe)u(t) Ydt + oyu(t)dB(t) (3.15)
/7 N (dt dz} + X (t)pydt + ,dt
= [P X (t) + D (pe u(t) + X (¢ )¢t + @Z)t]

+ ¢pou(t)dB(t) + dpu(t™ /’y (t,2) dt ,dz).
R

En comparant avec (3.13]) nous obtenons :

G X (1) + dulpr — pe)ult) + X (1), + 1, = —pe( X (t) + 1) (3.16)
(1) = duoru(t). (3.17)
r(t, z) = du(t)y(t, 2). (3.18)

Soit u € A étre un candidat pour le controle optimal correspondant & X , P, q et 7. Donc

~

H(t, X (1), u, B(E), @(), (t,-)) = p X (OB(1) +ul(pr — p)P(E) + 0,(E) -

+/Rfy(t,z)?(t, 2)u(dz)| .
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Comme il s’agit d’une expression linéaire en u, il est naturel de deviner que le coefficient

de u disparait, c.-a-d :

(pe — p)B(E) + o(E) + / At 2)r(t, 2)o(dz) = 0.

Par (3.17)) et (3.18) nous avons :

C]A(t) = ¢to—ta(t)7

7(t, z) = ¢i(t)y(t, 2).

D’apres (3.19), on a :

alt) = (pe — pe)D(2) _ (pe — Mt)(ﬁbt)?(t) + 1)
P\ O\

ou

D’autre part, par (3.16) nous avons :

(depr + 0) X () + pe(6:X (1) + ) + ¢,
¢t(ﬂt - ,Ut) .

u(t) =

En combinant (3.20)) et (3.22) nous obtenons les équations :

(pr — 11e)*dr — [2p:00 + ¢;]At =0; o(T) = —1,

(pr — ) *Ue — [2pebe + w;]At =0; W(T) = a.
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avec les solutions

T
. 2
¢ = — exp /{w—Zps}ds . 0<t<T, (3.23)
f S
1z 2
Yy = aexp /{W—ps}ds : 0<t<T. (3.24)

t

Avec ce choix de ¢; et 1, les processus

P(t) == ¢ X (1) + 2y,
q(t) := oouu(t),

?(tv Z) = ¢ta(t)7(t7 Z>’

sont des solutions de I’équation adjointe, et par (3.19) nous voyons que toutes les conditions
suffisantes du principe du maximum (Théoreme (2.2.1))) sont satisfaits. Nous concluons que

u(t) donné par (3.20) est un controle optimal de forme feedback. Finalement, le controle

peut étre écrit

(pr — p1e)(Prr + Q/Jt)'

it z) = e

(3.25)
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Conclusion

ans ce travail, un probléme de controle optimal stochastique pour les systémes
Dgouvernés par des équations différentielles avec sauts et des coefficients controllés
a été discuté. Des conditions suffisantes d’optimalité ont été prouvées par des techniques
de perturbation convexe. A titre d’illustration, en utilisant ces résultats pour résoudre un

probléme de sélection de portefeuille moyenne-variance
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