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Introduction

La stabilité des équations di¤érentielles stochastiques à changement de régime a récemment

reçu beaucoup d�attention. Par exemple [2] ;a étudié la stabilité d�une équation de saut :

dX(t) = A(r(t))X(t)dt:

où r(t) est une chaine de Markov prenant des valeurs dans S = f1; 2; :::; Ng : [6] a étudié la

stabilité exponentielle pour les équations di¤érentielles stochastiques non linéaires générales

à changement de régime de la forme :

dX(t) = f(X(t); t; r(t))dt+ g(X(t); t; r(t))dB(t):

La plupart de ces articles concernent la stabilité asymptotique en probabilité ou en moyenne

quadratique (c�est-à-dire que la solution tend vers zéro en probabilité ou en moyenne qua-

dratique ). Cependant, cette stabilité asymptotique est parfois trop forte et dans ce cas il est

utile de savoir si la solution converge (ou non) en distribution (pas nécessaire pour converger

vers zéro). Cette propriété est appelée stabilité asymptotique en distribution. [9] a discuté

d�une telle stabilité pour une équation di¤érentielle stochastique semi-linéaire à changement

de régime de la forme :

dX(t) = A(r(t))X(t)dt+ �(X(t); r(t))dB(t):

L�objectif de ce mémoire est d�établir la stabilité asymptotique de la distribution d�une
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Introduction

équation di¤érentielle stochastique non linéaire à changement de régime de la forme :

dX(t) = f(X(t); r(t))dt+ g(X(t); r(t))dB(t):

Notre mémoire est divisé en trois chapitres :

- Dans un premier chapitre , on présente des rappels sur le calcul de probabilité ( dé�nitions,

généralité sur l�espérence conditionelle, etc...) .

- Dans le deuxième chapitre on a présenté des généralité sur les chaines de Markov ( dé�nition

d�une probabilité de transition, Q-matrice, etc...)

- Dans le troisième chapitre on se consacre à l�étude de la stabilité asymptotique en distri-

bution de la solution de notre système puis on donne un critère su¢ sant pour la stabilité

asymptotique.
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Chapitre 1

Rappel sur le calcul de probabilité

1.1 Généralités

Dé�nition 1.1.1 Soit 
 un ensemble de points. B la classe non vide de sous-ensembles

de 
 est appelé un �-champ si B est fermé sous complémentation et union dénombrable.

L�ensemble B 2 B est dit mesurable.

L�application P : B ! [0; 1] est appelé mesure de probabilité :

1. Si P (
) = 1.

2. Si Bk est une séquence dénombrable d�ensemble disjoints dans B, tel que P ([Bk) =P
P (Bk).

Le triple (
;B; P ) est appelé espace de probabilité. L�ensemble B 2 B est parfois appelé un

évènement.

Si X : 
 ! R est une fonction soit �(X) = �(f!jX (!) � xg ; x 2 R). C�est le plus

petit �-champ contenant tous les sous-ensembles du formulaire f! : X (!) � xg. Si X est

B-mesurable, c�est si �(X) est dans B, alors on appelle X une variable aléatoire.
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Chapitre 1. Rappel sur le calcul de probabilité

Pour C 2 B nous dé�nissons I(C), la fonction indicative de C, comme suite :

I(C)(!) =

8><>: 1 si ! 2 C

0 sinon

La variable aléatoire est appelée simple s�il existe un nombre �ni de nombres réels x1; :::; xk

tel que
P
P (X = xi) = 1. Alors Bi = f! : X(!) = xig 2 B et X =

kP
i=1

xiI(Bi):

L�intégrale d�une variable aléatoire est dé�nie comme :

Z
XdP =

X
i

xiP (X = xi) =
X

xiP (Bi):

Si X est une variable aléatoire non négative son intégrale est dé�nie comme :

Z
XdP = lim

k!1

Z
XkdP

où fXkg est une suite de variables aléatoires simples converge ponctullement vers X. De

plus, la limite de la suite d�intégrales est indépendante de la suite croissante de fonction.

Si la limite ci-dessus est �nie, X est dite intégrable. Si ses parties positives et négatives,

X+ = XI(X � 0) et X� = �XI(X < 0) sont intégrables, X est dit intégrable et on dé�nit :

Z
XdP =

Z
X+dP �

Z
X�dP

La valeure moyenne de X s�écrit E(X), et par dé�nition :

E(X) =

Z



XdP =

Z
R
xdF (x)

Ici F (x) = P (X � x) est la foncion de distribution cumulative de X. Pour une variable
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Chapitre 1. Rappel sur le calcul de probabilité

aléatoire X simple, alors :

E(X) =
X
i

xiP (X = xi)

Pour C 2 B, nous écrivons : Z
C

XdP =

Z
I(C)XdP:

Mode de convergence

1.Une suite de variables aléatoires fXkg est dite converge presque certainement (P.c) si :

P [ lim
k!1

Xk(!) existe et �ni] = 1:

2.La suite fXkg converge vers X dans L1 si E[jXk �Xj]! 0 quand k !1.

3.La suite fXkg converge vers X en probabilité si pour chacun " > 0 la séquence :

P [jXk �Xj > "]! 0 quand k !1

Théorème 1.1.1 (Radon-Nikodym) Si P et �P sont deux mesures de probabilité sur (
;B)

de telle sorte que pour chaque B 2 B, P (B) = 0 implique �P (B) = 0, alors il existe une

variable aléatoire non négative � tel que �P (C) =
R
C
�dP pour tout C 2 B. Nous écrivons

d �P=dP jB = �.

Pour une preuve voir Wong et Hajek (1985). La valeure � est la densité de �P par rapport à

P . Lorsque 
 est l�espace d�échantillon �ni ou discret �(!) = �P=P .

Si A;B sont deux évènement, alors nous dé�nissons la probabilité de A conditionnée par B

comme :

P (A=B) =
P (A \B)
P (B)

à condition de P (B) > 0. Autrement dit P (A=B) n�est pas toujours dé�ni.
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Chapitre 1. Rappel sur le calcul de probabilité

1.2 Espérance conditionnelle et quelques propriétés

Soit X 2 L1 et A est un sous-�-champ de B. Si X est non négative et intégrable on peut

utiliser le théorème de Radon-Nikodym pour déduire l�existence d�une variable aléatoire A-

mesurable notée par E(XjA), qui est déterminée de façon unique, sauf sur un évènement de

probabilité nulle, de telle sorte que :

Z
A

XdP =

Z
A

E[XjA]dP (1.1)

Pour tout A 2 A. Pour une variable aléatoire intégrable X nous dé�nissons E[XjA] comme

E[X+jA] � E[X�jA]. E(XjA) est appelé l�espérance conditionnelle de X sachant A. Si A

est un évènement, alors nous écrivons P (AjA) = E(I(A)jA).

Ce qui suit est une liste de résultats classiques.

1) Si A1 et A2 sont deux sous-�-champ de B telque A1 � A2, on a :

E(E(XjA1)jA2) = E(E(XjA2)jA1) = E(XjA1) (1.2)

2) Si X,Y;XY 2 L1, et Y est A-mesurable, on a :

E(XY jA) = Y E(XjA) (1.3)

3) Si X et Y sont indépendant, on a :

E(Xj�(Y )) = E(X) (1.4)
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Chapitre 1. Rappel sur le calcul de probabilité

1.3 Formule d�Itô

Pour deux semimartingale Xt et Yt, la règle de produit d�Itô donne le produit :

XtYt =

Z t

0

Xs�dYs +

Z t

0

Ys�dXs + [X; Y ]t:

où :

[X; Y ]t = lim
n!1

(en prob)

(
X0Y0 +

X
0�k�2n

��
Xt(k+1)2�n �Xtk2�n

�
�
�
Yt(k+1)2�n � Ytk2�n

��)

est la variation quadratique de X et Y .

Si le processus [X; Y ]t est a un compensateur, cela est indiqué par hX;Y it, et appelé la

variation quadratique prévisible de X et Y . Si la partie martingale de la semimartingale est

discontinue, alors :

[X; Y ]t = X0Y0 +
X
0<s�t

�Xs�Ys:

Théorème 1.3.1 (La règle d�Ito) Soit f une fonction deux fois continument di¤érentiable

sur R et X est une semimartingale réele. Alors f(Xt) est aussi une semimartingale et :

f(Xt) = f(X0)+

Z t

0

f 0(Xs�)dXs+
X
0<s�t

(f(Xs)�f(Xs�)�f 0(Xs�)�Xs)+
1

2

Z t

0

f 00(Xs)d[X;X]
c
s:

Théorème 1.3.2 (L�inégalité de Gronwall) Supposons que la fonction continue g(t) satis-

fait :

0 � g(t) � �(t) + �
R t
0
g(s)ds; 0 � t � T:

avec � � 0 et � : [0; T ]! R intégrable. Alors :

g(t) � �(t) + �
R t
0
�(s) exp(�(t� s)); 0 � t � T:
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Chapitre 1. Rappel sur le calcul de probabilité

Théorème 1.3.3 (L�intégalité de Jensen) Soit � : R ! R une fonction convexe et soit X

une variable aléatoire intégrable telle que �(X) est intégrable. Alors pour espace de probabilité

(
;B; P ) et A est un sous-champ de B, alors

�(E[XjA]) � E[�(X)jA]:

Théorème 1.3.4 (Fubini) Soit (
1;B1; P1), (
2;B2; P2) sont deux espaces de probabilité

complét et soit f 2 L1(
1 � 
2;A1 �A2; P1 � P2). Alors pour A1 2 A1; A2 2 A2,

Z
A1�A2

fd(P1 � P2) =
Z
A1

�Z
A2

fdP2

�
dP1 =

Z
A2

�Z
A1

fdP1

�
dP2:

1.4 Représentation martingale à temps continu :

On Considère un processus de Markov fXtg, t � 0, dé�ni sur un espace de probabilité

(
; F; P ), dont l�espace d�état est l�ensemble :

S = fe1; :::; eNg :

Pour tout 0 � i � N on écrit ei = (0; :::; 1; :::; 0)0 un vecteur d�unité (colonne) de RN

Ecrivons pit = P (Xt = ei); 0 � i � N . Nous supposons que pour une famille de matrice

At; pt =
�
p1t ; :::; p

N
t

�0
satisfait l�équation de Kolmogorov :

dPt
dt

= Atpt (1.5)

At = (aij(t)); t � 0, est dite Q-matrice de processus alors :

aii(t) = �
X
j 6=i

aji(t): (1.6)

La matrice de transition associée à A sera notée �(t; s), alors avec I la matrice d�identité
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Chapitre 1. Rappel sur le calcul de probabilité

N �N :

d�(t;s)
dt

= At�(t; s); �(s; s) = I: (1.7)

d�(t;s)
ds

= ��(t; s)As; �(t; t) = I: (1.8)

[Si At est constante �(t; s) = exp(t� s)A].

Considérons le processus dans l�état x 2 S au temps s et écrire Xs;t(x) pour son état plus

tard t � s. Alors E[Xs;t(x)] = Es;x[Xt] = �(t; s)x. Ecrire F s
t pour la �ltration complète

droite continue générée par � fXr : s � r � tg, et Ft = F0
t .

Lemme 1.4.1 Vt := Xt �X0 �
R t
0
ArXr�dr est un fFtg-martingale.

Preuve. Suppose 0 � s � t. Alors :

E[Vt � VsjFs] = E
h
Xt �Xs �

R t
s
ArXr�drjFs

i
= E

h
Xt �Xs

R t
s
ArXr�drjXs

i
= E

h
Xt �Xs �

R t
s
ArXrdrjXs

i
:

Car Xr = Xr� = lim
">0;"!0

Xr�" pour chacun ! 2 
, sauf pour beaucoup de r c�est :

= E[XtjXs]�Xs �
R t
s
ArE[XrjXs]dr

= �(t; s)Xs �Xs �
R t
s
Ar�(r; s)Xsdr = 0

par (1:7). Donc :

Xt = X0 +
R t
0
ArXrdr + Vt

= X0 +
R t
0
ArXr�dr + Vt:

(1.9)

On donne maintenent un résultat de représentation de martingale.

Lemme 1.4.2

Xt = �(t; 0)

�
X0 +

Z t

0

�(r; 0)�1dVr

�
: (1.10)
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Chapitre 1. Rappel sur le calcul de probabilité

Preuve. La preuve résulte de (1:9) par variation de constants. Alternativement, dé¤érenciez

(1:10).

Si x; y sont des vecteurs (colonnes) de RN nous écrivons hx; yi = x0y pour le produit scalaire

. On considère deux indices 0 � i; j � N avec i 6= j: Alors :

hXs� ; eii e0jdXs = hXs� ; eii e0j�Xs

= hXs� ; eii e0j(Xs �Xs�)

= I(Xs� = ei; Xs = ej):

On dé�ni la martingale :

V ijt :=

Z t

0

hXs� ; eii e0jdVs:

Alors :

V ijt =

Z t

0

hXs� ; eii e0jdXs �
Z t

0

hXs� ; eii e0jAsXs�ds:

et écrivons J ij
t pour le nombre de sauts du processus X de ei à ej jusqu�au temps t, c�est :

= J ij
t �

R t
0
hXs� ; eii aji(s)ds

= J ij
t �

R t
0
hXs; eii aji(s)ds

car Xs = Xs� pour chacun !, sauf pour un nombre considérable de s. C�est -à-dire, pour

i 6= j,

J ij
t =

Z t

0

hXs; eii aji(s)ds+ V ijt :

Pour �xe j; 0 � i � N , écrire J j
t pour le nombre de sauts de l�état ej, à l�instant t. Alors :

J j
t =

NX
i=1

J ij
t =

NX
i=1

Z t

0

hXs; eii aji(s)ds+ V jt :

10



Chapitre 1. Rappel sur le calcul de probabilité

où V jt est la martingale
NP
i=1

V ijt . En�n, écrire Jt pour le nombre total de sauts (de toutes

sortes) du processus X jusqu�au temps t. Alors :

Jt =
NX
j=1

J j
t =

NX
i;j=1

Z t

0

hXs; eii aji(s)ds+Qt:

où Qt est la martingale
NP
j=1

V jt . Cependant de (1:6).

aii(s) =
N

�
X
j=1

aji(s):

Alors :

Jt = �
NX
i=1

Z t

0

hXs; eii aii(s)ds+Qt: (1.11)

Lemme 1.4.3

hV; V it = diag
Z t

0

ArXr�dr �
Z t

0

(diagXr�)A
0
rdr �

Z t

0

Ar(diagXr�)dr:

Preuve. Rappel de preuve Xt 2 S est l�un des vecteurs unitaires ei. Donc :

XtX
0
t = diagXt: (1.12)

Maintenant par la règle du produit :

XtX
0
t = X0X

0
0 +

R t
0
Xr�(ArXr�)

0dr

+
R t
0
Xr�dV

0
r +

R t
0
(ArXr�)X

0
r�dr

+
R t
0
dVrX

0
r� + hV; V it + ([V; V ]t � hV; V it):

11



Chapitre 1. Rappel sur le calcul de probabilité

où [V; V ]t � hV; V it est un fFtg-martingale. Cependant, un calcul simple montre :

Xr�(ArXr�)
0 = (diagXr�)A

0
r:

et :

(ArXr�)X
0
r� = Ar(diagXr�)

0

Donc :

XtX
0
t = X0X

0
0 +

R t
0
(diagXr�)A

0
rdr

+
R t
0
Ar(diagXr�)dr + hV; V it +martingale:

(1.13)

et de (1:12) :

XtX
0
t = diagXt = diagX0 + diag

Z t

0

ArXr
_ dr + diagVt: (1.14)

Les décompositions semimartingales (1:13) et (1:14) doit ètre la mème, donc égaliser les

termes prévisibles :

hV; V it = diag
Z t

0

ArXr�dr �
Z t

0

(diagXr�)A
0
rdr �

Z t

0

Ar(diagXr�)dr:

On donne maitenant le résultat de représentation suivant.

Remarque 1.4.1 Une fonction de Xt 2 S peut ètre représenté par un vecteur :

f(t) = (f1(t); :::; fN(t))
0 2 RN

pour f(t;Xt) = f(t)
0Xt = hf(t); Xti où h:; :i désigne le produit scalaire de RN .

Nous avons donc la règle de di¤érenciation et le résultat de représentation suivant :

Lemme 1.4.4 Supposons que les composants de f(t) sont di¤érenciables en t. Alors :

f(t;Xt) = f(0; X0) +
R t
0
hf 0(r); Xri dr +

R t
0
hf(r); ArXr�i dr

+
R t
0
hf(r); dVri :

(1.15)
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Chapitre 1. Rappel sur le calcul de probabilité

Ici,
R t
0
hf(r); dVri est un Ft-martigale. Aussi :

f(t;Xt) = hf(t);�(t; 0)X0i+
Z t

0

hf(t);�(t; r)dVri : (1.16)

Cela donne la représentation martingale de f(t;Xt).

13



Chapitre 2

Chaine de Markov à temps continu

(CMTC)

2.1 Probabilité de transition

Soit fX(t); t � 0g une famille de variables aléatoires discrètes prenant des valeurs dans un

ensemble 
 et qui évolue dans le temps comme suit :

1. Si l�état actuel est i, le temps jusqu�à ce que l�état soit changé a une distribution

exponentielle avec paramètre qi.

2. Lorsque l�état i est parti, un nouvel état j 6= i est choisi en fonction des probabilités

de transition d�une chaine de Markov à temps discrèt.

Alors fX(t); t � 0g est appelé une chaine de Markov à temps continu (CMTC). Ainsi, le

(CMTC) fX(t); t � 0g est composé d�une chaine de Markov à temps discrèt fX(t); t � 0g,

la chaine de saut, pour les transitions et les variables aléatoires exponentielles pour les temps

d�attente. Les qi sont appelés les paramètres de temps d�attente.

La CMTC fX(t); t � 0g a la propriété de Markov à chaque instant, i.e, pour s; t � 0, et

i; j 2 
 :

Pr fX(t+ s) = jjX(s) = i;X(t+ u) : 0 � u � sg = Pr fX(t+ s) = jjX(s) = ig :

14



Chapitre 2. Généralé sur chaine de Markov

En plus, Pr fX(t+ s) = jjX(s) = ig est indépendant de t, alors la chaine de Markov à temps

continu aurait des probabilités de transition stationnaires non homogènes. Nous pouvons

dé�nir les probabilités de transition comme :

pij(t) = Pr fX(t+ s) = jjX(s) = ig :

La probabilité qu�une chaine de Markov, commençant de l�état i, soit dans l�état j après un

temps supplémentaire t de pij (t). Alors :

P (t) = [pij(t)]i;j2
; t � 0:

est la matrice de probabilité de transition du CMTC.

2.2 Q�Matrice

Soit pij la probabilités de transition d�une chaine de Markov (i 6= j) et considérons la chaine

a l�état i. Le temps d�attente est de loi exponontielle de paramètre exp(qi) et lorsqu�il part,

la chaine de saut à l�état j avec une probabilité pij. Maintenant, si nous considérons la chaine

uniquement lorsqu�elle est a l�état i et que nous ignorons tout le reste, nous pouvons voir les

sauts de i comme processus de Poissons de paramètre qi. Pour tout autre état les sauts de i

à j sont alors des processus de Poisson de paramètre qipij. Ainsi, pour toute paire d�états i

et j nous pouvons déifnir le taux de transition entre i et j comme :

qij = qipij;

de plus , on obtient aussi

qii = �
X
j 6=i

qij = �qi; i 2 
:

15



Chapitre 2. Généralé sur chaine de Markov

et Q = [qij]i;j2
 est la Q�Matrice ou le générateur in�nitésimal ou simplement la matrice

du générateur de la CMTC. Une propriété importante de la matrice du générateur est que

ses sommes de lignes sont nulles, i.e :

X
j2

qij = 0; i 2 
:

Puisque le générateur décrit complètement la chaine de Markov, si nous avons Q. Nous

pouvons récupérer les paramètres de temps d�attente comme :

qi = �qii; i 2 
:

et les probabilité de saut comme :

pij = �
qij
qii
; j 6= i:

Notez que pii = 0;8i 2 
, puisque les pij donnent la distribution de probabilité lorsque la

chaine quitte un état et qu�il ne peut y avoir de sauts d�un état à son autre.

2.3 Equations de chapman-Kolmogorov

Soit P (t) la matrice de transition d�une chaine de Markov à temps continu avec espace d�état


. On a :

1. pij(t) > 0; i; j 2 
; t � 0:

2.
P
j2

pij(t) = 1;8i 2 
; t � 0:

3. pij(s+ t) =
P
k2

pik(s)pkj(t):

16



Chapitre 2. Généralé sur chaine de Markov

Considérons un élément pij(s + t) de P (s + t) et condition sur un état intermédiaire k à

l�instant s pour obtenir :

Pij(s+ t) =
P
k2


Pr fX(s+ t) = jjX(s) = kgPr fX(s) = kjx(0) = ig

=
P
k2

pik(s)pkj(t)

qui est le (i; j)�eme entrée dans la matrice P (s)P (t). Par conséquent :

P (t) = P (s)P (t); s; t 2 
:

Equations de Kolmogorov progressive, rétrograde

Le générateur Q satisfait l�équations rétrograde :

P 0(t) = QP (t):

Lemme 2.3.1
1) lim

h!0
1�qii(h)

h
= qi:

2) lim
h!0

1�qik(h)
h

= qik:

Soit

rij =

8><>: qij si i 6= j

qi si i = j
;

alors les equations de Kolmogorov progressive, rétrograde peuvent ètre écrites comme :

p0ij(t) =
P
k

rikpkj(t) et p0ij(t) =
P
k

rkjpik(t):

17



Chapitre 2. Généralé sur chaine de Markov

Si on dé�nit la matrice R = [rij], alors les équations ci-dessus peuvent ètre écrites sous forme

matricielle :

P 0(t) = RP (t) et P 0(t) = P (t)R:

Cela indique une solution :

P (t) = eRt �
1X
k=0

(Rt)k

k!
:

où R0 est la matrice d�identité I.

18



Chapitre 3

Propiété de stabilité d�une EDS

3.1 Equations di¤érentielles stochastiques à changement

de régime

Soit (
;F ;Ft; P ) un espace de probabilité complet de �ltration Ft satisfaisant les conditions

usuelle (i.e. Ft continue à droite et F0 contient tous les ensembles p-nuls). Soit B(t) =

(B1t ; :::; B
m
t )

T un mouvement Brawnien à m-dimensions dé�ni sur cet espace de probabilité,

j:j désigne la norme euclidienne pour les vecteurs ou la norme de trace d�une matrice.

Soit r(t); t � 0, une chaine de Markov continue à droite sur l�espace de probabilité prenant

des valeurs dans un espace d�états �ni S = f1; 2; :::; Ng avec le générateur � = (
ij)N�N

donné par :

P fr(t+�) = jjr(t) = ig =

8><>: 
ij�+ o(�) si i 6= j

1 + 
ij�+ o(�) si i = j

où � > 0. Ici 
ij > 0 est le aux de transition de i à j tandis que :


ii = �
X
i6=j


ij:

On suppose que la chaine de Markov r(:) est indépendante du mouvement Brawnien B(:).
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Chapitre 1. Propiété de stabilité d�une EDS

On considère une équation di¤érentielle stochastique a changement de régime de la forme :

8><>: dX(t) = f(X(t); r(t))dt+ g(X(t); r(t))dB(t):

X(0) = x 2 Rn; t � 0 ,
(3.1)

où :

f : Rn � S ! Rn et g : Rn � S ! Rn�m

véri�ons les hypothèse suivantes :

1 f et g sont localement Lipschitz , c�est-à-dire que pour chaque k = 1; 2; :::, il existe un

hk > 0 tel que :

jf(x; i)� f(y; i)j+jg(x; i)� g(y; i)j � hk jx� yj ; pour tout i 2 S; x; y 2 Rn tel que jxjgjyj � k

2 f et g satisfont la condition de croissance linéaire c�est-à-dire ile exsite h > 0 tel que

jf(x; i)j+ jg(x; i)j � h (jxj+ 1) ; pour tout i 2 S; x 2 Rn;

sous les hypothèse (1� 2), eq (3:1) admet une solution unique et continue , voir [6].

Soit C2(Rn�S;R+) l�espace des fonctions non négatives V (x; i) sur Rn�S qui sont continues

et deux fois di¤érentiables en x. Soit V 2 C2(Rn � S;R+), on dé�ni un opérateur LV de

Rn � S à R par :

LV (x; i) =
NP
j=1


ijV (x; j) + Vx(x; i)f(x; i)

+1
2
trace

�
gT (x; i)Vxx(x; i)g(x; i)

� (3.2)

où :

Vx(x; i) =
�
@V (x;i)
@x1

; :::; @V (x;i)
@xn

�
; Vx(x; i) =

�
@2V (x;i)
@xi@xj

�
n�n

:

Lemme 3.1.1 Soit V 2 C2(Rn � S;R+) et � 1; � 2 deux temps d�arrèt bornés tels que 0 �

� 1 � � 2 a.s. Si V (X(t); r(t)) et LV (X(t); r(t)) sont bornés pour tout t 2 [� 1; � 2] de probabilité
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1, alors :

EV (X(� 2); r(� 2)) = EV (X(� 1); r(� 1)) + E

Z �2

�1

LV (X(s); r(s))ds: (3.3)

Preuve. Voir [6] :

Soit y(t)= (X(t); r(t)) un processus à valeurs dans Rn � S . Alors y(t) est un processus de

Markov homogène . Soit p(t; x; i; dy�fjg) la probabilité de transition du processus y(t). Soit

P (t; x; i; A � B) la probabilité de l�évènement fy(t) 2 A�Bg sachant la condition initiale

y(0) = (x; i),i.e :

P (t; x; i; A�B) =
X
j2B

Z
A

p(t; x; i; dy � fjg):

Dé�nition 3.1.1 Le processus y(t) est dit asymptotiquement stable en distribution s�il existe

une mesure de probabilité �(:; :) sur Rn�S telle que la probabilité de transition p(t; x; i; dy�

fjg) de y(t) converge faiblement vers �(dy � fjg) lorsque t!1 pour tous (x; i) 2 Rn � S.

Eq.(3:1) est dit asymptotiquement stable en distribution si y(t) est asymptotiquement stable

en distribution.

3.2 Stabilité asymptotique en distribution :

Dans cette section on donne quelques conditions su¢ sants pour la stabilité asymptotique

en distribution du processus y(t) = (X(t); r(t)) de l�eq.(3:1). Soit ri(t) la chaine de Markov

partant de l�état i 2 S à t = 0 et notons par Xx;i(t) la solution de l�eq.(3:1) aux conditions

initiales X(0) = x 2 Rn et r(0) = i:

Dé�nition 3.2.1 0n dit que l�équation (3:1) a la propriété (P1) si pour tout (x; i) 2 Rn�S

et tout " > 0, il existe une constante R > 0 telle que :

P fjXx;i(t)j � Rg < "; 8t � 0: (3.4)

Dé�nition 3.2.2 On dit que l�équation (3:1) a la propriété (P2) si pour tout " > 0 et tout
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sous-ensemble compact K de Rn, il existe un T = T (";K) > 0 tel que :

P fjXx;i(t)�Xy;i(t)j < "g � 1� "; 8t � T et (x; y; i) 2 K �K � S: (3.5)

On observe que la propriété (P1) garantit que pour tout (x; i) 2 Rn � S; la famille des

probabilités de transition fp (t; x; i; dy � fjg) : t � 0g est tendu, c�est a dire que pour tout

" > 0 il existe un sous-ensemble compact K = K ("; x; i) de Rn tel que :

P (t; x; i;K � S) � 1� "; 8t � 0: (3.6)

Théorème 3.2.1 Sous les hypothèses (1�2). Si l�Eq.(3:1) a les propriété (P1) et (P2), alors

l�Eq.(3:1) est asymptotiquement stable en distribution.

Pour la preuve de ce théorème, nous allons brièvement introduise plus de notation. Soit

P(Rn � S) les mesure de probabilité sur Rn � S. Soit P1; P2 2 P(Rn � S) , on dé�ni la

distance dL comme suit :

dL(P1; P2) = sup
f2L

�����
NX
i=1

Z
Rn
f(x; i)P1(dx; i)�

NX
i=1

Z
Rn
f(x; i)P2(dx; i)

����� : (3.7)

et :

L = ff : Rn � S ! R : jf(x; i)� f(y; j)j � jx� yj+ ji� jj et jf(:; :)j � 1g (3.8)

Lemme 3.2.1 Sous les hypothèses (1 � 2) , pour tout p > 0 et tout sous-ensmble compact

K de Rn :

sup
(x;i)2K�S

E sup
0�s�t

jXx;i(s)jp <1; 8t � 0: (3.9)

Lemme 3.2.2 Sous les hypothèses (1�2) et si l�eq.(3:1) à la propriété(P2). Alors, pour tout

sous-ensemble compact K de Rn :

lim
t!1

dL(p(t; x; i; :� :); p(t; y; i; :� :)) = 0: (3.10)
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Chapitre 1. Propiété de stabilité d�une EDS

uniformément en x; y 2 K et i; j 2 S.

Preuve. Pour toute paire i; j 2 S, dé�nissons le temps d�arrèt :

�ij = inf ft � 0 : ri(t) = rj(t)g : (3.11)

Rappelons que ri(t) est la chaine de Markov partant de l�état i 2 S à t = 0 et en raison de

l�ergodicité de la chaine de Markov, �ij <1 a.s . Ainsi, pour tout " > 0, il existe un nombre

positif T tel que :

P
�
�ij � T

	
> 1� "

8
; 8i; j 2 S: (3.12)

Pour un tel T , d�après le lemme(3:1:1) , il existe un R > 0 su¢ samment grand pour :

P (
x;i) > 1� "
16
; 8(x; i) 2 K � S:

où 
x;i = fjXx;i(t)j � R;8t 2 [0; T ]g :

Maintenant, pour tout x; y 2 K et i; j 2 S. Soit IG la fonction indicatrice de l�ensemble G

et soit 
1 = 
x;i \ 
y;j. Pour tout f 2×et t � T , alors :

jEf(Xx;i(t); ri(t))� Ef(Xy;j(t); rj(t))j

� 2P
�
�ij > T

	
+ E

�
If�ij�Tgjf(X

x;i(t); ri(t))� f(Xy;j(t); rj(t))j
�

� "
4
+ E

h
If�ij�TgE(jf(X

x;i(t); ri(t))� f(Xy;j(t); rj(t))jjF�ij)
i

� "
4
+ E[If�ij�TgEjf(X

u;k(t� �ij); rk(t� �ij))� f(Xv;k(t� �ij); rk(t� �ij))j]

� "
4
+ E[If�ij�TgE(2 ^ jX

u;k(t� �ij)�Xv;k(t� �ij))j]

� "
4
+ 2P (
� 
1) + E[I
1\f�ij�TgE(2 ^X

u;k(t� �ij)�Xv;k(t� �ij)j)]:

(3.13)

où u = Xx;i(�ij); v = Xy;j(�ij) et K = ri(�ij) = rj(�ij). Notons que, étant donné ! 2


1 \
�
�ij � T

	
; juj _ jvj � R. Donc, par la propriété (P2), il existe une constante T1 telle
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que :

E
�
2 ^

��Xu;k(t� �ij)�Xv;k(t� �ij)
��� < "

2
; 8t � T + T1: (3.14)

Il résulte donc de (3:13)� (3:14) que :

jEf(Xx;i(t); ri(t))� Ef(Xy;j(t); rj(t))j � "
4
+ "

4
+ "

2
= "; 8t � T + T1:

dès que :

dL(p(t; x; i; :� :); p(t; y; j; :� :)) � "; 8t � T + T1:

pour tous x; y 2 K et i; j 2 S. La preuve est complète.

Lemme 3.2.3 Sous les hypothèses (1� 2). Si l�eq.(3:1) à les propriétés (P1) et (P2), alors

pour tout (x; i) 2 Rn � S,fp(t; x; i; :� :) : t � 0g est de Cauchy dans l�espace P(Rn � S) de

métrique dL.

Preuve. Pour tout (x; i) 2 Rn � S. Nous devons montrer que pour tout " > 0, il existe un

T > 0 tel que :

dL(p(t+ s; x; i; :� :); p(t; x; i; :� :)) � "; 8t � T; s > 0:

C�est équivalent à :

sup
f2L
jEf(Xx;i(t+ s); ri(t+ s))� Ef(Xx;i(t); ri(t))j � "; 8t � T; s > 0: (3.15)

24



Chapitre 1. Propiété de stabilité d�une EDS

Pour tout f 2 L et t; s > 0 :

jEf(Xx;i(t+ s); ri(t+ s))� Ef(Xx;i(t); ri(t))j

= jE[E(f(Xx;i(t+ s); ri(t+ s))jFs)]� Ef(Xx;i(t); ri(t))j

= j
NP
l=1

R
Rn Ef(X

z;l(t); rl(t))p(s; x; i; dz � flg)� Ef(Xy;j(t); ri(t))j

�
NP
l=1

R
Rn jEf(X

z;l(t); rl(t))� Ef(Xx;i(t); ri(t))jp(s; x; i; dz � flg)

� 2P (s; x; i; �BR � S) +
NP
l=1

R
BR
jEf(Xz;l(t); rl(t))� Ef(Xx;i(t); ri(t))jp(s; x; i; dz � flg):

(3.16)

où BR = fx 2 Rn : jxj � Rg et �BR = Rn �BR. Par la propriété (P1) (ou (3:5)), il existe un

nombre positive R su¢ samment grand pour que :

P (s; x; i; �BR � S) < "
4
; 8s � 0: (3.17)

Par contre, d�après le lemme (3:2:1), il existe un T > 0 tel que :

sup
f2L
jEf(Xz;l(t); rl(t))� Ef(Xx;i(t); ri(t))j < "

2
; 8t � T: (3.18)

pour tout (z; l) 2 BR � S. Remplacement (3:17) et (3:18) dans (3:16) on obtient :

jEf(Xx;i(t+ s); ri(t+ s))� Ef(Xx;i(t); ri(t))j < "; 8t � T; s > 0:

Puisque f est arbitraire, l�inégalité (3:15) est véri�ée.

On donne maintenant la preuve du théorème (3:2:1) .

Preuve. (de théorème (3:2:1)) Par dé�nition, nous devons montrer qu�il existe une mesure

de probabilité �(: � :) 2 P(Rn � S) telle que pour tout (x; i) 2 Rn � S, les probabilités

de transition fp(t; x; i; :� :) : t � 0g convergent faiblement vers �(:� :). En rappelant le fait

bien connu que la convergence faible des mesures de probabilité est un concept métrique nous
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devons donc montrer que pour tout (x; i) 2 Rn � S :

lim
t!1

dL(p(t; x; i; :� :); �(:� :)) = 0: (3.19)

Par le lemme (3:2:2), fp(t; x; i; :� :) : t � 0g est de Cauchy dans l�espace P(Rn � S) avec la

métrique d×. Il exsite donc un �(:� :) 2 P(Rn � S) unique tel que :

lim
t!1

dL(p(t; 0; 1; :� :); �(:� :)) = 0:

Maintenant, pour tout (x; i) 2 Rn � S, par le lemme (3:2:1) :

lim
t!1

dL(p(t; x; i; :� :); �(:� :))

� lim
t!1

[d×(p(t; 0; 1; :� :); �(:� :)) + d×(p(t; x; i; :� :); p(t; 0; 1; :� :))]

= 0:

d�ou le résultat.

3.3 Conditions su¢ santes pour les propriétés (P1) et

(P2) :

Le théorème (3:2:1) dépent des propriétés (P1) et (P2). Il est donc nécessaire d�établir des

conditions su¢ sants pour ces propriétés pour que le théorème (3:2:1) soit applicable. D�autre

part, la propriété (P1) concerne la propriété de tandu et la propriété (P2) est associée à la

stabilité asymptotique uniforméme.

Soit K la famille des fonctions non décroissantes � : R+ ! R+ telles que �(0) = 0 tandis

que K1 désigne la famille des fonctions � 2 K telles que �(u)!1 comme u!1.

Le lemme suivant donne un critère pour la propriété (P1).
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Lemme 3.3.1 Supposons qu�il existe une fonction V 2 C2(Rn � S;R+);� 2 K1 et des

nombres positifs � et �1 tels que :

�(jxj) � V (x; i): (3.20)

et :

LV (x; i) � ��1V (x; i) + �: (3.21)

pour tous (x; i) 2 Rn � S. Alors l�eq.(3:1) à la propriété (P1).

Preuve. Soit (x; i) 2 Rn � S et Xx;i(t) = X(t): Soit k un entier positif. On dé�ni le temps

d�arrèt :

�k = inf ft > 0 : jX(t)j � kg :

Clairement, �k !1 presque sùrement si k !1. Soit tk = �k^t pour tout t � 0. La formule

d�Ito généralisée (i.e.Lemme(3:1:1)) montre que :

E[e�1tkV (X(tk); ri(tk))] = V (x; i) + E
R tk
0
e�1sLV (X(s); ri(s))ds

+�1E
R tk
0
e�1sV (X(s); ri(s)ds:

Par les conditions (3:20) et (3:21) :

E[e�1tkV (X(tk); ri(tk))] � V (x; i) + �
R t
0
e�1sds

= V (x; i) + �
�1
[e�1t � 1]:

Lorsque k !1 :

EV (X(t); ri(t)) �
1

c1
(
�

�1
+ V (x; i)): (3.22)

Ceci, avec (3:20), nous donne :

E�(jX(t)j) � C; 8t � 0:
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où C désigne le terme de droite de (3:22).

Par conséquent :

PfjX(t)j � Rg � E�(jX(t)j)
R

� C
R
; 8t � 0:

Maintenant, pour tout " > 0, en choisissant R su¢ samment grand pour que C=R < ", alors

nous obtenons le résultat.

On établi maintenant un critère pour la propriété (P2). Clairement, nous devons considérer

la di¤érence entre deux solutions de l�équation (3:1) à partir de valeurs initiales di¤érentes,

alors :

Xx;i(t)�Xy;i(t) = x� y +
R t
0
[f(Xx;i(s); ri(s))� f(Xy;i(s); ri(s))]ds

+
R t
0
[g(Xx;i(s); ri(s))� g(Xy;i(s); ri(s))]dB(s):

(3.23)

Pour une fonction U 2 C2(Rn � S;R+), on dé�nit un opérateur L U : Rn � Rn � S ! R

associé à l�eq.(3:23) par :

LU(x; y; i) =
NP
j=1


ijU(x� y; j) + Ux(x� y; i)[f(x; i)� f(y; i)]

+1
2
trace([g(x; i)� g(y; i)]TUxx (x� y; i) [g(x; i)� g(y; i)]:

(3.24)

Lemme 3.3.2 S�il existe des fonctions U 2 C2(Rn � S;R+); �1 2 K telles que :

U(0; i) = 0; 8i 2 S: (3.25)

�1(jxj) � U(x; i); 8(x; i) 2 Rn � S: (3.26)

(x; y; i) � ��2(jx� yj); 8(x; y; i) 2 Rn � Rn � S: (3.27)

alors l�Eq.(3:1) a la propriété (P2) :

Preuve. Pour tout " 2 (0; 1), par la continuité de U et (3:25), on peut choisir � 2 (0; ")
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su¢ samment petit pour que :

supjxj��;i2S U(x; i)

�1(")
<
"

2
: (3.28)

Soit K tout sous-ensemble compact de Rn et pour tout x; y 2 K et i 2 S. On dé�ni les temps

d�arrèt :

�� = infft � 0 : jXx;i(t)�Xy;i(t)j � �g:

et :

�� = infft � 0 : jXx;i(t)�Xy;i(t)j � �g:

où � > �. Soit t� = �� ^ t. Par la formule d�Ito généralisée et (3:26), on peut déduire que

pour tout t > 0 :

�1(�)Pf�� � tg � EU(Xx;i(t�)�Xy;i(t�); ri(tk))

= U(x� y; i) + E
R t�
0
(Xx;i(s); Xy;i(s); ri(s))ds

� U(x� y; i):

Par conséquent :

Pf�� � tg �
U(x� y; i)
�1(�)

:

Notont que U(x� y; i) est borné lorsque (x; y; i) 2 K �K � S, cela implique qu�il existe un

� = �(K; ") > 0 tel que :

P f�� <1g �
"

4
: (3.29)

Pour � �xé et soit t� = �� ^ �� ^ t. Par la farmule d�Ito généralisée et (3:27) en déduire que
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pour tout t > 0 :

0 � EU(Xx;i(t�)�Xy;i(t�); ri(t�))

= U(x� y; i) + E
R t�
0
(Xx;i(s); Xy;i(s); ri(s))ds

� U(x� y; i)� �2(�)E(t� ^ T� ^ t):

Par conséquent :

tP f�� ^ �� � Tg � E(�� ^ �� ^ t) �
U(x� y; i)
�2(�)

:

alors il existe donc une constante T = T (K; ") > 0 telle que :

P f�� ^ �� � Tg > 1�
"

4
:

Par (3:29), on a :

1� "
4
< P f�� ^ �� � Tg � P f�� � Tg+ P f�� <1g

� P f�� � Tg+ "
4
:

qui donne :

P f�� � Tg � 1�
"

2
: (3.30)

Maintenant, on dé�ni le temps d�arrèt :

� = inf
�
t � �� ^ T : jXx;i(t)�Xy;i(t) � "

	
:

30



Chapitre 1. Propiété de stabilité d�une EDS

Soit t > T :

P (f�� � Tg \ f� � tg)�1(")

� EIf���T;��tgU(Xx;i(� ^ t)�Xy;i(� ^ t); ri(� ^ t))

� EIf���TgU(Xx;i(�� ^ t)�Xy;i(�� ^ t); ri(�� ^ t))

� EIf���TgU(Xx;i(��)�Xy;i(��); ri(��))

� P f�� � Tg supjxj;i2S U(x; i):

Ceci, avec (3:28), donne :

P (f�� � Tg \ f� � tg) <
"

2
: (3.31)

Par (3:30) et (3:31), on obtient :

P f� � tg � P (f�� � Tg \ f� � tg) + P f�� > Tg < ":

Si t!1 on obtien :

P f� <1g � ":

Cela signi�e que pour tout (x; y; i) 2 K �K � S, :

PfjXx;i(t)�Xy;i(t)j < "g � 1� "; 8t > T:

d�ou le résultat.
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 ملخص

 العشوائية التفاضلية لمعادلةل توزيعبمفهوم ال المقارب الاستقرار في هذه المذكرة نهتم بدراسة

ثم  الاحتمالي .  في  المحور الاول نعطي  تعاريف اساسية حول الحسابالمتغير  النظامذات 

بمفهوم  المقارب الاستقرار ندرس وفي الاخير بإعطاء عموميات حول سلاسل ماركوف   نقوم

   المتغير.    النظامالعشوائية ذات  التفاضلية لمعادلةل توزيعال

Résumé 

Dans notre mémoire on s’intéresse à la stabilité asymptotique 

en distribution d’une équation différentielle stochastique à 

changement de régime. On a présenté des  définitions de 

base sur  le calcul de probabilité, ensuite on a présenté des 

généralités  sur les chaines de Markov, et en fin on a étudié la 

stabilité asymptotique en distribution d’une EDS à changement 

de régime. 

Abstract 

In our memory we are interested of  the asymptotic stability in distribution to the   

stochastic differential equation with regime switching . We presented basic 

definitions about the probability calculus, then we presented generalities on 

Markov chains, and finally we studied the asymptotic stability in distribution of 

the SDE with regime switching. 


