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Introduction

La stabilité des équations différentielles stochastiques & changement de régime a récemment

regu beaucoup d’attention. Par exemple [2] ,a étudié la stabilité d’une équation de saut :

ou 7(t) est une chaine de Markov prenant des valeurs dans S = {1,2,..., N}. [6] a étudié la
stabilité exponentielle pour les équations différentielles stochastiques non linéaires générales

a changement de régime de la forme :
dX(t) = f(X(t),t,r(t)dt + g(X (1), t,7(t))dB(2).

La plupart de ces articles concernent la stabilité asymptotique en probabilité ou en moyenne
quadratique (c’est-a-dire que la solution tend vers zéro en probabilité ou en moyenne qua-
dratique ). Cependant, cette stabilité asymptotique est parfois trop forte et dans ce cas il est
utile de savoir si la solution converge (ou non) en distribution (pas nécessaire pour converger
vers zéro). Cette propriété est appelée stabilité asymptotique en distribution. [9] a discuté
d’une telle stabilité pour une équation différentielle stochastique semi-linéaire a changement

de régime de la forme :
dX(t) = A(r(t)X(t)dt + o(X(t),r(t))dB(t).

L’objectif de ce mémoire est d’établir la stabilité asymptotique de la distribution d’une



Introduction

équation différentielle stochastique non linéaire & changement de régime de la forme :

dX(t) = f(X(t),r(t))dt + g(X(t),r(t))dB(t).

Notre mémoire est divisé en trois chapitres :

- Dans un premier chapitre , on présente des rappels sur le calcul de probabilité ( définitions,

généralité sur 1’espérence conditionelle, etc...) .

- Dans le deuxiéme chapitre on a présenté des généralité sur les chaines de Markov ( définition

d’une probabilité de transition, Q-matrice, etc...)

- Dans le troisieme chapitre on se consacre a I’étude de la stabilité asymptotique en distri-
bution de la solution de notre systéme puis on donne un critére suffisant pour la stabilité

asymptotique.



Chapitre 1

Rappel sur le calcul de probabilité

1.1 Généralités

Définition 1.1.1 Soit Q un ensemble de points. B la classe non vide de sous-ensembles
de §2 est appelé un o-champ si B est fermé sous complémentation et union dénombrable.

L’ensemble B € B est dit mesurable.

L’application P : B — [0, 1] est appelé mesure de probabilité :

1. Si P(Q) =1.
2. Si By est une séquence dénombrable d’ensemble disjoints dans B, tel que P(UBy) =

> P(Bg).

Le triple (2, B, P) est appelé espace de probabilité. L’ensemble B € B est parfois appelé un
évenement.

Si X : © — R est une fonction soit 0(X) = c({w|X (w) <z},z € R). Cest le plus
petit o-champ contenant tous les sous-ensembles du formulaire {w: X (w) < z}. Si X est

B-mesurable, c’est si o(X) est dans B, alors on appelle X une variable aléatoire.



Chapitre 1. Rappel sur le calcul de probabilité

Pour C' € B nous définissons I(C'), la fonction indicative de C', comme suite :

1 stweC
1(C)(w) =

0 sinon

La variable aléatoire est appelée simple s’il existe un nombre fini de nombres réels x4, ..., ry
k

tel que > P(X =a;) =1. Alors B ={w: X(w) =2;} € Bet X = > x;1(B;).
i=1

L’intégrale d’une variable aléatoire est définie comme :

/XdP - inP(X =) =Y ;P(B).

Si X est une variable aléatoire non négative son intégrale est définie comme :

/XdP: lim | XydP

k—o0

ou {X)} est une suite de variables aléatoires simples converge ponctullement vers X. De
plus, la limite de la suite d’intégrales est indépendante de la suite croissante de fonction.
Si la limite ci-dessus est finie, X est dite intégrable. Si ses parties positives et négatives,

Xt =XI(X>0)et X~ =—XI(X < 0) sont intégrables, X est dit intégrable et on définit :

/Xsz/X*dP—/X_dP

La valeure moyenne de X s’écrit F(X), et par définition :

B(X) = /Q Xdp = /R 2dF(z)

Ici F(x) = P(X < x) est la foncion de distribution cumulative de X. Pour une variable
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aléatoire X simple, alors :

E(X) = Z;@P(X = 1;)

Pour C' € B, nous écrivons :

/C Xdp = / [(C)XdP.

Mode de convergence

1.Une suite de variables aléatoires { X} est dite converge presque certainement (P.c) si :

P[lim X (w) existe et fini] = 1.

k—o00

2.La suite { X} converge vers X dans L; si E[| X} — X|] — 0 quand k — oo.

3.La suite { X3} converge vers X en probabilité si pour chacun € > 0 la séquence :
P[| Xy — X| > €] — 0 quand k£ — 0

Théoréme 1.1.1 (Radon-Nikodym) Si P et P sont deur mesures de probabilité sur (€2, B)
de telle sorte que pour chaque B € B, P(B) = 0 implique P(B) = 0, alors il existe une

variable aléatoire non négative A tel que P(C) = fc AdP pour tout C € B. Nous écrivons

dP/dP|g = A.
Pour une preuve voir Wong et Hajek (1985). La valeure A est la densité de P par rapport &
P. Lorsque 2 est 'espace d’échantillon fini ou discret A(w) = P/P.

Si A, B sont deux événement, alors nous définissons la probabilité de A conditionnée par B

comime :

pa/p) = LANB) (];4(2)3)

a condition de P(B) > 0. Autrement dit P(A/B) n’est pas toujours défini.

5



Chapitre 1. Rappel sur le calcul de probabilité

1.2 Espérance conditionnelle et quelques propriétés

Soit X € L; et A est un sous-o-champ de B. Si X est non négative et intégrable on peut
utiliser le théoréeme de Radon-Nikodym pour déduire 'existence d’une variable aléatoire A-
mesurable notée par F(X|A), qui est déterminée de fagon unique, sauf sur un événement de

probabilité nulle, de telle sorte que :

/AXdP:/AE[XM]dP (1.1)

Pour tout A € A. Pour une variable aléatoire intégrable X nous définissons E[X|A] comme
E[XT|A] — E[X|A]. E(X|A) est appelé I'espérance conditionnelle de X sachant A. Si A

est un événement, alors nous écrivons P(A|A) = E(I(A)|A).
Ce qui suit est une liste de résultats classiques.

1) Si A; et Ay sont deux sous-o-champ de B telque A; C As, on a :
E(E(X|A1)[Az) = E(E(X]A)| A1) = E(X]A) (1.2)
2) Si XY, XY € Ly, et Y est A-mesurable, on a :
E(XY]A) = YE(X|A) (1.3)
3) Si X et Y sont indépendant, on a :

E(X|o(Y)) = E(X) (1.4)
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1.3 Formule d’Ito6

Pour deux semimartingale X, et Y}, la régle de produit d’It6 donne le produit :

t t
Xth:/ XdeS+/ Y,-dX, + [X,Y]..
0 0

ou :

[X,Y]; = lim (en prob) {XOYO + Z (Xigkrya—n — Xpo—n) X (Yiggryo—n — Ymn)}}

n—00
0<k<2n

est la variation quadratique de X et Y.

Si le processus [X,Y]; est a un compensateur, cela est indiqué par (X,Y),, et appelé la
variation quadratique prévisible de X et Y. Si la partie martingale de la semimartingale est

discontinue, alors :

(X, Y], = XoYo+ > AX,AY..

0<s<t

Théoréme 1.3.1 (La régle d’Ito) Soit f une fonction deux fois continument différentiable

sur R et X est une semimartingale réele. Alors f(X,) est aussi une semimartingale et :

FX) = 1O [ XX Y ()= X )= (XA [ SO

Théoréme 1.3.2 (L’inégalité de Gronwall) Supposons que la fonction continue g(t) satis-
fait :

0<g(t)<a(t)+8 [y g(s)ds, 0<t<T.

avec 5 > 0 et a: [0,7] — R intégrable. Alors :

g(t) < —l—ﬂfo s)exp(B(t—s)), 0<t<T.
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Théoréme 1.3.3 (L’intégalité de Jensen) Soit ¢ : R — R une fonction convezxe et soit X
une variable aléatoire intégrable telle que ¢p(X) est intégrable. Alors pour espace de probabilité

(Q,B, P) et A est un sous-champ de B, alors
P(EIX|A]) < E[p(X)]A].

Théoréme 1.3.4 (Fubini) Soit (1,81, P1), (Q2,Bs, P) sont deux espaces de probabilité
complét et soit f € LY(Qq x Qp, Ay x Ag, Pi x Py). Alors pour Ay € Ay, Ay € Ay,

| sascry= [ ([ gan)ari= [ ([ gapi)ar.

1.4 Représentation martingale a temps continu :

On Considére un processus de Markov {X;}, ¢ > 0, défini sur un espace de probabilité

(Q, F, P), dont I'espace d’état est 1’ensemble :
S =A{e,....,en}.

Pour tout 0 <4 < N on écrit ¢; = (0, ..., 1,...,0)" un vecteur d’unité (colonne) de RY

Ecrivons p! = P(X; = ¢;),0 < ¢ < N. Nous supposons que pour une famille de matrice

Ay pe = (ptl, o pN ), satisfait I’équation de Kolmogorov :

dP,
d_tt = Aipy (1-5)

Ay = (ai;(t)),t > 0, est dite Q-matrice de processus alors :
ult) = =Y (). (16

La matrice de transition associée a A sera notée ®(¢,s), alors avec I la matrice d’identité
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N x N :
dq)c(z?S) = A ®(t,s), P(s,s)=1. (1.7)
W) = (1, 5) Ay, Dt 1) = 1. (1.8)

[Si A; est constante D(t,s) = exp(t — s)A].
Considérons le processus dans I'état z € S au temps s et écrire X, ;(z) pour son état plus
tard t > s. Alors E[X(v)] = Es.[Xt] = ®(t;s)x. Ecrire F} pour la filtration compléte

droite continue générée par 0 {X, : s <r < t}, et Fy = F.
Lemme 1.4.1 V, := X, — X, — fot A, X,—dr est un {F;}-martingale.

Preuve. Suppose 0 < s < t. Alors :

ElV,—V|F) =E [Xt - ATXT_dr\Fs]
—E [Xt ~X, [ ATXr_dr|XS}
= B[X, - X, — [l A,X,dr] X,
|

Car X, = X,- = lgm er_a pour chacun w € €2, sauf pour beaucoup de r c’est :
e>0,e—

= E[X/| X - X, — [l A E[X,|X,)dr
= ®(t,8)X, — X, — [L AD(r,5)Xodr =0

par (1.7). Donc :

t
Xy =Xo+ [, AXpdr+V, (19

= Xo+ [} A X,-dr + V.
On donne maintenent un résultat de représentation de martingale.

Lemme 1.4.2
t
X; = ®(t,0) (XO +/ d(r, o)—ldw> : (1.10)
0

9



Chapitre 1. Rappel sur le calcul de probabilité

Preuve. La preuve résulte de (|1.9)) par variation de constants. Alternativement, défférenciez

[[.10). m

Si x,y sont des vecteurs (colonnes) de RY nous écrivons (z,y) = 2’y pour le produit scalaire

. On considére deux indices 0 < 7,5 < N avec ¢ # j. Alors :

(Xs-, ) €d X = (X, &) e AX,
= (X, ei) €5(Xs — X))
= I(Xsf = ez'qu = €j).

On défini la martingale :

¢
VY ::/O (Xs—,e;) e;st.

Alors :
ij:/< i) €A X — / i) esAX - ds.

et écrivons J;” pour le nombre de sauts du processus X de e; a e; jusqu’au temps ¢, c’est :

fo ,€:) aji(s)ds
= JY fo (X5, e;) aji(s)ds

car X, = X,- pour chacun w, sauf pour un nombre considérable de s. C’est -a-dire, pour
L
t
t7);” = / <Xs, €i> aji(s)ds + ‘/tz].
0

Pour fixe 5,0 < i < N, écrire .7tj pour le nombre de sauts de I’état e;, a 'instant ¢. Alors :

N N t
ZJ = Z‘_Zw = Z/ <X5, €i> CLji(S)dS + V;j.
i=1 i=1 V0

10



Chapitre 1. Rappel sur le calcul de probabilité

. N o
ou V;/ est la martingale Y V;”. Enfin, écrire J; pour le nombre total de sauts (de toutes
i=1

sortes) du processus X jusqu’au temps t. Alors :

N ‘ N t
F=> T => / (Xs, e) aji(s)ds + Qs
j=1 0

3,j=1

N
ol Q; est la martingale > V;. Cependant de (1.6).

J=1

N
(IZ'Z'(S) = — Zaji(s).
j=1
Alors :
N t
T = —Z/ (X, ei) ay(s)ds + Q. (1.11)
i=1 70

Lemme 1.4.3

t t ;
(V,V), = diag/ A X, —dr — / (diagX,-)Aldr — / A, (diagX,-)dr.
0 0 0

Preuve. Rappel de preuve X; € S est I'un des vecteurs unitaires e;. Donc :

Maintenant par la régle du produit :

X, X! = XoX§+ [y Xo— (A X,-)dr
S X dV) - [0 (AX,-) X dr
+ Jy Vi X+ (VV), + (V.V] = (V.V),).

11



Chapitre 1. Rappel sur le calcul de probabilité

ou [V, V], = (V, V), est un {F;}-martingale. Cependant, un calcul simple montre :

Xo- (A X,-) = (diagX,- )AL

et :
(AX,)X! = A (diagX, Y
Donc :
X, X! = XoX{+ [} (diagX,- ) ALdr (L13)
+ fot A, (diagX,-)dr + (V, V), + martingale.
et de (1.12) :
X X, = diagX; = diagXy + diag /Ot A X, dr + diagV;. (1.14)

Les décompositions semimartingales ((1.13)) et (1.14) doit étre la méme, donc égaliser les

termes prévisibles :
t t t
(V,V), :diag/ ArerT—/ (diagXT)A'TdT—/ A, (diagX,-)dr.
0 0 0

On donne maitenant le résultat de représentation suivant.

Remarque 1.4.1 Une fonction de X, € S peut étre représenté par un vecteur :

F(t) = (fi(t), ... (1)) € RY

pour f(t,X;) = f(t)X; = (f(t), X;) ou (.,.) désigne le produit scalaire de RY.

Nous avons donc la régle de différenciation et le résultat de représentation suivant :

Lemme 1.4.4 Supposons que les composants de f(t) sont différenciables en t. Alors :

FE.X0) = £(0,X0) + [y (f'(r), X,y dr + [ (f(r), A, X,-)dr

(1.15)
+ Jo (f(r),dV;).

12



Chapitre 1. Rappel sur le calcul de probabilité

Ici, f[f (f(r),dV,) est un F-martigale. Aussi :

F0.X0 = (50, 9(,0)%) + ), (2 r)avs) (1.16)

Cela donne la représentation martingale de f (¢, Xt).

13



Chapitre 2

Chaine de Markov a temps continu

(CMTC)

2.1 Probabilité de transition

Soit {X (), > 0} une famille de variables aléatoires discrétes prenant des valeurs dans un

ensemble () et qui évolue dans le temps comme suit :

1. Si I’état actuel est i, le temps jusqu’a ce que 1’état soit changé a une distribution
exponentielle avec parametre g;.
2. Lorsque I'état i est parti, un nouvel état j # i est choisi en fonction des probabilités

de transition d’une chaine de Markov & temps discret.

Alors {X(t),t > 0} est appelé une chaine de Markov a temps continu (CMTC). Ainsi, le
(CMTC) {X(t),t > 0} est composé d’'une chaine de Markov a temps discrét {X(¢),t > 0},
la chaine de saut, pour les transitions et les variables aléatoires exponentielles pour les temps
d’attente. Les ¢; sont appelés les parameétres de temps d’attente.

La CMTC {X(t),t > 0} a la propriété de Markov a chaque instant, i.e, pour s,¢ > 0, et

1,] €8

Pr{X(t+s)=j|X(s) =i, X(t+u):0<u<s}=Pr{X(t+s)=7j|X(s)=1}.

14



Chapitre 2. Généralé sur chaine de Markov

En plus, Pr{X(t + s) = j| X (s) = ¢} est indépendant de ¢, alors la chaine de Markov & temps
continu aurait des probabilités de transition stationnaires non homogeénes. Nous pouvons

définir les probabilités de transition comme :
pij(t) = Pri{X(t +s) = j|X(s) = i}.

La probabilité qu’une chaine de Markov, commencant de 1’état i, soit dans 1’état j apres un

temps supplémentaire ¢ de p;; (t). Alors :
P(t) = [pij(t)]ijea,t > 0.

est la matrice de probabilité de transition du CMTC.

2.2 ()—Matrice

Soit p;; la probabilités de transition d’une chaine de Markov (i # j) et considérons la chaine
a |’ état i. Le temps d’attente est de loi exponontielle de parameétre exp(q;) et lorsqu’il part,
la chaine de saut a 1’état j avec une probabilité p;;. Maintenant, si nous considérons la chaine
uniquement lorsqu’elle est a 1’état 7 et que nous ignorons tout le reste, nous pouvons voir les
sauts de 2 comme processus de Poissons de parameétre g;. Pour tout autre état les sauts de
a j sont alors des processus de Poisson de parameétre g¢;p;;. Ainsi, pour toute paire d’états 7

et 7 nous pouvons déifnir le taux de transition entre i et j comme :
4ij = 4iDij,

de plus , on obtient aussi

Qi = _Z%’j = —¢,1 €
J#

15



Chapitre 2. Généralé sur chaine de Markov

et Q = [¢i;]ijen est la Q—Matrice ou le générateur infinitésimal ou simplement la matrice
du générateur de la CMTC. Une propriété importante de la matrice du générateur est que

ses sommes de lignes sont nulles, i.e :

Zqij =0,i €.

jeQ
Puisque le générateur décrit complétement la chaine de Markov, si nous avons (). Nous
pouvons récupérer les parametres de temps d’attente comme :

¢ = —Qii,t € Q.

et les probabilité de saut comme :

Notez que p; = 0,Vi € €2, puisque les p;; donnent la distribution de probabilité lorsque la

chaine quitte un état et qu’il ne peut y avoir de sauts d’un état a son autre.

2.3 Equations de chapman-Kolmogorov

Soit P(t) la matrice de transition d’une chaine de Markov a temps continu avec espace d’état

0.0na:

1. pw(t) > O,i,j S Q,t Z 0.

JEQ

3. pii(s+1) = k%pik(s)pkj(t)-

16



Chapitre 2. Généralé sur chaine de Markov

Considérons un élément p;;(s + t) de P(s + t) et condition sur un état intermédiaire k a

Iinstant s pour obtenir :

Piji(s+1t) => Pr{X(s+1t)=jlX(s) =k} Pr{X(s) = k|z(0) =i}

keQ
= > pik(s)pe; (t)
keQ

qui est le (7, j)éme entrée dans la matrice P(s)P(t). Par conséquent :

P(t) = P(s)P(t),s,t € Q.

Equations de Kolmogorov progressive, rétrograde

Le générateur () satisfait I’équations rétrograde :
P'(t) = QP(t).

Lemme 2.3.1
1) lim—l_q;"’(h) = q;.

h—0
2) llg%l_qu(h) = qik-
Soit
Gj SLiF]
Tij = )

alors les equations de Kolmogorov progressive, rétrograde peuvent étre écrites comme :

pi;(t) = ;T wDrj(t) et pi;(t) = ;T kiPin(t)-

17



Chapitre 2. Généralé sur chaine de Markov

Si on définit la matrice R = [r;;], alors les équations ci-dessus peuvent étre écrites sous forme
matricielle :

P'(t) = RP(t) et P'(t)= P(t)R.

Cela indique une solution :

ot RY est la matrice d’identité I.

18



Chapitre 3

Propiété de stabilité d’une EDS

3.1 Equations différentielles stochastiques a changement
de régime

Soit (2, F, Fi, P) un espace de probabilité complet de filtration F; satisfaisant les conditions
usuelle (i.e. F; continue a droite et Fy contient tous les ensembles p-nuls). Soit B(t) =
(B, ..., B™)T un mouvement Brawnien a m-dimensions défini sur cet espace de probabilité,

|.| désigne la norme euclidienne pour les vecteurs ou la norme de trace d’'une matrice.

Soit r(t),t > 0, une chaine de Markov continue & droite sur I’espace de probabilité prenant
des valeurs dans un espace d’é¢tats fini S = {1,2,..., N} avec le générateur I' = (v;;)nxn
donné par :

7i;A +0o(A) sii# ]

L+79,;A+0(A) sii=j

P{r(t+A)=jlrt) =i} =

ot A > 0. Ici v,;; > 0 est le aux de transition de ¢ a j tandis que :

Yii = _Z’Yij-

i#]

On suppose que la chaine de Markov 7(.) est indépendante du mouvement Brawnien B(.).

19



Chapitre 1. Propiété de stabilité d'une EDS

On considére une équation différentielle stochastique a changement de régime de la forme :

dX(t) = f(X(),r(t))dt+ g(X(t),r(t))dB(t).

(3.1)
X(0) ==zeR" t>0,
ou :
fR" XS —>R" et g:R*"x S — R™™
vérifions les hypothése suivantes :
1 f et g sont localement Lipschitz , c’est-a-dire que pour chaque £ = 1,2, ..., il existe un

hi > 0 tel que :

[f (@, ) = f(y, D) +lg (e, i) — 9(y, 9] < by |z — y|, pour tout i € S, z,y € R" tel que [z]Y[y| < k
2 f et g satisfont la condition de croissance linéaire c’est-a-dire ile exsite h > 0 tel que
|f(z,4)] + |g(x,9)| < h(|z] + 1), pour tout i € S,z € R",

sous les hypothese (1 — 2), eq (3.1)) admet une solution unique et continue , voir [6].

Soit C%(R™ x S, RT) 'espace des fonctions non négatives V (z,7) sur R” x S qui sont continues
et deux fois différentiables en z. Soit V € C?*(R" x S,R*), on défini un opérateur LV de
R"™ x S a R par :

IV(ni) = SV i)+ Valw, ) f ()
=1 (3.2)

+1trace [g7 (2, 1) Voo (z,7)g(2,1)]

ou :

. OV (x,i OV (x,i . 02V (z,i
Vili) = (222, 20 | V(o) = (S22)
Lemme 3.1.1 Soit V € C*(R" x S;R") et 71,79 deux temps d’arrét bornés tels que 0 <

71 < 79 a.s. SiV(X(t),r(t)) et LV(X(t),r(t)) sont bornés pour toutt € [T1, 72| de probabilité
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Chapitre 1. Propiété de stabilité d'une EDS

1, alors :

EV(X(72),7r(12)) = EV(X(11),7(T1)) + E/T2 LV (X(s),7(s))ds. (3.3)

T1

Preuve. Voir [6]. =

Soit y(t)= (X (t),r(t)) un processus & valeurs dans R” x S . Alors y(t) est un processus de
Markov homogene . Soit p(t, z,i,dy x {j}) la probabilité de transition du processus y(t). Soit
P(t,z,i, A x B) la probabilité de 'événement {y(t) € A x B} sachant la condition initiale
y(0) = (x,i),i.e:

P@L@AXE:E:AmﬁLm@XUH

j€B
Définition 3.1.1 Le processus y(t) est dit asymptotiquement stable en distribution s’il existe
une mesure de probabilité 7(.,.) sur R™ x S telle que la probabilité de transition p(t,z,i,dy x
{j}) de y(t) converge faiblement vers w(dy x {j}) lorsque t — oo pour tous (x,i) € R™ x S.
Eq. est dit asymptotiquement stable en distribution si y(t) est asymptotiquement stable

en distribution.

3.2 Stabilité asymptotique en distribution :

Dans cette section on donne quelques conditions suffisants pour la stabilité asymptotique
en distribution du processus y(t) = (X(¢),7(t)) de l'eq.(3.1). Soit 7;(¢) la chaine de Markov
partant de I'état i € S at = 0 et notons par X%(¢) la solution de I’eq.(3.1)) aux conditions

initiales X (0) = x € R" et (0) = 7.

Définition 3.2.1 0n dit que l’équation (3.1) a la propriété (P1) si pour tout (z,i) € R" x S

et tout € > 0, il existe une constante R > 0 telle que :

P{|X®(t)] > R} <e, Vt>0. (3.4)

Définition 3.2.2 On dit que l’équation (3.1)) a la propriété (P2) si pour tout € > 0 et tout
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Chapitre 1. Propiété de stabilité d'une EDS

sous-ensemble compact K de R", il existe un T'=T(e, K) > 0 tel que :
P{X%(t) = X¥i(t)| <e} >1—¢, Vt>Tet (2,y,i) € K x K x8S. (3.5)

On observe que la propriété (P1) garantit que pour tout (z,7) € R™ x S, la famille des
probabilités de transition {p(¢,z,7,dy x {j}) : t > 0} est tendu, c’est a dire que pour tout

e > 0 il existe un sous-ensemble compact K = K (e, z,i) de R™ tel que :

P(tz,i,KxS)>1—¢, Vt>0. (3.6)

Théoréme 3.2.1 Sous les hypothéses (1—2). Si I’Eq.(3.1)) a les propriété (P1) et (P2), alors

I’Eq.(3.1)) est asymptotiquement stable en distribution.

Pour la preuve de ce théoréme, nous allons briévement introduise plus de notation. Soit
P(R™ x S) les mesure de probabilité sur R* x S. Soit P, P, € P(R" x S) , on défini la

distance d,; comme suit :

N N

> [ sy -3 [ seor.

i=1 i=1 YR"

dﬁ(Pl, Pg) = sup
fer

. (3.7)

et :

L={f:R"xXS—=R:[f(z,i)) = fy. ) < |z —y[+|i—j] et [f(,)] <1} (3.8)

Lemme 3.2.1 Sous les hypothéses (1 —2) , pour tout p > 0 et tout sous-ensmble compact
K de R™ :
sup Esup |X®(s)|” < oo, Vt>0. (3.9)

(z,i)eKxS 0<s<t
Lemme 3.2.2 Sous les hypothéses (1 —2) et si leq.(3.1)) a la propriété(P2). Alors, pour tout

sous-ensemble compact K de R™ :

limd.(p(t,z,i,. x .),p(t,y,i,. x.)) =0. (3.10)

t—o00
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Chapitre 1. Propiété de stabilité d'une EDS

uniformément en x,y € K et i,j € S.

Preuve. Pour toute paire ¢, j € S, définissons le temps d’arrét :
Bi; =inf {t > 0:7y(t) = r;(t)}. (3.11)

Rappelons que r;(t) est la chaine de Markov partant de I'état ¢ € S & ¢t = 0 et en raison de
l'ergodicité de la chaine de Markov, §,; < oo a.s . Ainsi, pour tout € > 0, il existe un nombre

positif T tel que :

P{B;<T}>1-%, Vi,jeS. (3.12)

Pour un tel T, d’apres le lemme(3.1.1)) , il existe un R > 0 suffisamment grand pour :

P(,,)>1— <. Y(z,9) € K x 8.

16

ou Q,,; = {|X*(t)| < RVt € [0,T]}.
Maintenant, pour tout z,y € K et ¢,j € S. Soit I la fonction indicatrice de I’ensemble G

et soit 0 =, NQ, ;. Pour tout f €L et t > T, alors :

[EFX(0),7i(t) — EF(X09(0),7,(0)

<2P B, > T} + B (Igy oy |FOC(0),7i(0) — FX (1), 75(0)])

<5+ B [T, ey BUFX(),1(0) — F(X09(2),130)]| 75,

o Bl ) EIF XM= By),mlt = B) — f(X“’“( — Bt = B
o Bllgy, <y B@ A XU 5,) = X04(t = 6,)]

§+2P(Q— ) + Ellg, 5 oy BRAX"H(E = By) — X74( = B)]))-

(3.13)

IN TN

IA

o u = X*(B;;),v = X% (8;;) et K = ri(B;;) = r;(B;;). Notons que, étant donné w €

QN {B;; <T},|ul V|v| < R. Donc, par la propriété (P2), il existe une constante T} telle
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que :

E(2A|X"5(t = B) = X"kt = By)]) <5, Vt>T+Th (3.14)

27

Il résulte donc de (3.13) — (3.14) que :
BFX(0),1(0) = Ef(XW(0,ry(0)| < 5+5+5 =2 W =T+

deés que :

de(p(t,z,i,. x ), p(t,y,j,. X .)) <e, Vt>T+1T.

pour tous x,y € K et i,j € S. La preuve est complete.

Lemme 3.2.3 Sous les hypothéses (1 — 2). Si l'eq.(3.1) a les propriétés (P1) et (P2), alors
pour tout (z,i) € R" x S {p(t,x,i,. x.):t >0} est de Cauchy dans l’espace P(R" x S) de

métrique dg.

Preuve. Pour tout (z,7) € R” x S. Nous devons montrer que pour tout € > 0, il existe un

T > 0 tel que :

dy(p(t + s,z,4,. x .),p(t,x,i,. x .)) <e, Vt>T, s>0.

C’est équivalent a :

3u}L:>|Ef(Xz’i(t +8),ri(t +5)) — Ef(X%(t), (1) <e, Vt>T, s>0. (3.15)
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Pour tout f € Lett,s >0:

[Ef(X™(E+ s),mi(t + ) — Ef(X™(E),ri(1))]
= [E[E(f(X(t+ s),ri(t + )| F)] = EFX(), ri())]

N

Zf o BFXENE), mi(8)p(s, 2,4, dz x {1}) — Ef (X7 (t),r(t))]
S

2P(s,a:,z’,BR x S) + l:zlfBR \EF(XAE),11(8) — EF(X (), r:()p(s, @, dz x {1}).
(3.16)

Ef(X=!(t),ri(t)) — Ef(X™(t),ri(t)Ip(s, @, 1, dz x {I})

”MZH

IN

ot B = {z € R": |x| < R} et Br = R" — Bp. Par la propriété (P1) (ou (3.5))), il existe un

nombre positive R suffisamment grand pour que :
P(s,z,i,Br x S) < &, Vs>0. (3.17)
Par contre, d’apreés le lemme , il existe un T" > 0 tel que :

§1611£>|Ef(Xz’l(t)m(t)) — Ef(X™(t),ri(t)] <35, Vt=T. (3.18)

pour tout (z,l) € Br x S. Remplacement (3.17)) et (3.18) dans (3.16) on obtient :
|Ef(X%H(t+8),mi(t+5)) — Ef(X%(t), ()] <e, VE>T, s>0.

Puisque f est arbitraire, I'inégalité (3.15)) est vérifiée.
On donne maintenant la preuve du théoréeme (3.2.1]) .

Preuve. (de théoréme (3.2.1))) Par définition, nous devons montrer qu’il existe une mesure
de probabilitée 7(. x .) € P(R™ x 5) telle que pour tout (z,7) € R™ x S, les probabilités
de transition {p(t, x,i,. x .) : t > 0} convergent faiblement vers 7(. x .). En rappelant le fait

bien connu que la convergence faible des mesures de probabilité est un concept métrique nous
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devons donc montrer que pour tout (x,7) € R™ x §':

limdy, (p(t, x,i,. x .),7(. x.)) =0. (3.19)

t—o00

Par le lemme (3.2.2)), {p(t,z,7,. x .) : t > 0} est de Cauchy dans I’espace P(R" x S) avec la

métrique dy,. Il exsite donc un (. x .) € P(R™ x S) unique tel que :

limdg(p(t,0,1,. x ), 7(. x .)) = 0.

t—o00
Maintenant, pour tout (z,i) € R" x S, par le lemme (3.2.1]) :

tlimd[;(p(t,x,i,. X ), m(. X))

< tlirglo[dL(p(t,O, L. x.),m(.x.)+du(p(t,x,i,. x.),p(t,0,1,. x .))]

=0.

d’ou le résultat.

3.3 Conditions suffisantes pour les propriétés (P1) et
(P2) :

Le théoreme ({3.2.1) dépent des propriétés (P1) et (P2). Il est donc nécessaire d’établir des
conditions suffisants pour ces propriétés pour que le théoreme (3.2.1)) soit applicable. D’autre
part, la propriété (P1) concerne la propriété de tandu et la propriété (P2) est associée a la

stabilité asymptotique uniforméme.

Soit K la famille des fonctions non décroissantes p : R, — R telles que p(0) = 0 tandis

que K, désigne la famille des fonctions p € K telles que pu(u) — oo comme u — 0.

Le lemme suivant donne un critére pour la propriété (P1).
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Lemme 3.3.1 Supposons qu’il existe une fonction V. € C*(R™ x S;R,);u € Ko et des

nombres positifs 3 et \; tels que :
u(lz)) < V(w,i). (3.20)

et :

LV (x,i) < =M\V(z,i) + . (3.21)

pour tous (z,i) € R™ x S. Alors l'eq.(3.1)) a la propriété (P1).
Preuve. Soit (z,7) € R" x S et X®(t) = X (t). Soit k un entier positif. On défini le temps
d’arret :
pp =inf{t >0:|X(t)] > k}.
u

Clairement, p, — oo presque surement si k — 0o. Soit t; = p, At pour tout ¢ > 0. La formule

d’Tto généralisée (i.e.Lemme({3.1.1))) montre que :

B[N V(X (1), ri(ty)] = V(x,i) + E [ M LV(X(s), 7i(s))ds
FME [F V (X (5), 74(5)ds.

Par les conditions ) et -

Elenu V(X (1), r:(tr))] < V(w,i) + B [ eM*ds

= V(x,i) + /\5[ Mt ],

Lorsque k — oo :

BV(X(0)1(t) < - (4

s
o V). (3.22)

Ceci, avec (3.20]), nous donne :
Ep(IX(t)]) <C, vt >0.
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ou C' désigne le terme de droite de (|3.22)).

Par conséquent :

Eu(|X(t
P{X ()| > Ry < 24200 < & vt > 0.

Maintenant, pour tout € > 0, en choisissant R suffisamment grand pour que C/R < ¢, alors
nous obtenons le résultat.

On établi maintenant un critére pour la propriété (P2). Clairement, nous devons considérer
la différence entre deux solutions de 1’équation a partir de valeurs initiales différentes,

alors :

Xm(t) = XPi(t) =z —y+ [IF(X(s),mi(s)) = F(XP(s),mi(s))]ds

| | (3.23)
+ [y [9(X®i(5),mi(s)) — g(X¥(s),7:(s))]dB(5).

Pour une fonction U € C?*(R™ x S;R,), on définit un opérateur £L U : R x R" x S — R

associé a 'eq.(3.23)) par :

N
j=1 (3.24)
+ytrace([g(x, ) — g(y, )] Uss (v = y,9) [9(z, 1) — g(y,1)]-
Lemme 3.3.2 S'il existe des fonctions U € C*(R™ x S;R ), u; € K telles que :
U(0,i) =0, Vies. (3.25)
py(l2]) < U(x,i), V(z,i) €R" x 8. (3.26)
(xvyvi) < —,LL2<|I‘ o y|)7 V(.%,y,?,) €eR" xR" x 5. <327)

alors 'Eq.(3.1)) a la propriété (P2) :

Preuve. Pour tout ¢ € (0,1), par la continuité de U et (3.25]), on peut choisir a € (0, ¢)
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suffisamment petit pour que :

SUD|z|<a,ics U(IL‘, Z) €
< —.
111(€) 2

(3.28)

Soit K tout sous-ensemble compact de R™ et pour tout z,y € K et i € S. On défini les temps
d’arréet :

To = inf{t > 0: [ X (t) — XV ()| < a}.

et :

75 =inf{t > 0: [ X™'(t) — X¥'(t)] > B}.

ou > a. Soit t3 = 73 A t. Par la formule d'Ito généralisée et (3.26]), on peut déduire que

pour tout ¢t > 0 :

i (B)P{rs < t} < BU(X®(tg) — X% (tg),7i(tr))
= Uz —y,i) + B [} (X%(s), X%(s),7;(s))ds

<U(x —y,i).
Par conséquent :
Plrg <t} < ——==
g 111(8)

Notont que U(z — y, i) est borné lorsque (z,y,i) € K x K x S, cela implique qu’il existe un
B = B(K,e) >0 tel que :

P{rg <oo} < . (3.29)

o] o

Pour § fixé et soit t, = 7, A Tg A t. Par la farmule d’Ito généralisée et (3.27) en déduire que
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pour tout ¢t > 0 :

0 < BU(X%(ty) — X% (ta),7i(ta))
=U(z —y,i)+ E [,"(X™(s), X¥'(s), 1i(s))ds

<U(x —y,i) — py(@)E(ta N Ty A ).

Par conséquent :

U(l’ — yvi).

tP{to AT <T} < E(to ANTgAt) <
’ g po ()

alors il existe donc une constante 7' = T'(K,e) > 0 telle que :

3

P{TQATBST}>1—4

Par (3.29), on a :

1-S<P{raANT3<T} < P{ro, <T}+ P{rs < o0}
S P{ra <T}+35.

qui donne :

P{ra<T}>1- g (3.30)

Maintenant, on défini le temps d’arrét :

o=inf{t > 7o, AT : | XV (t) — XV'(t) > e
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Soit ¢t > T :
P({ra <T}N{o <t})m(e)
< Elpro<ro<yU(X™ (o At) — XV (o At),ri(0 AT))
< Bl <nyU(X5 (7o At) — XV (To A L), 1i(Ta A L))
< Bl <nyU (X (7a) = X¥(70),7i(7a))

< P{ra <T}supj,es Uz, ).

Ceci, avec (3.28)), donne :

P{roa <T}n{o <t}) < (3.31)

DO | M

Par (3.30) et (3.31), on obtient :

Plo<t}<P{{roa <T}Nn{o<th)+ P{ra>T} <e.

Sit — oo on obtien :

P{o <o} <e.

Cela signifie que pour tout (z,y,i) € K x K x S, :

P{X%(t) — Xvi(t)| <et>1—¢, VEt>T.

d’ou le résultat.
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/ Résumé \

Dans notre mémoire on s'intéresse a la stabilité asymptotique
en distribution d'une équation différentielle stochastique a
changement de régime. On a présenté des définitions de
base sur le calcul de probabilité, ensuite on a présenté des
généralités sur les chaines de Markov, et en fin on a étudié la
\s’robili’ré asymptotique en distribution d'une EDS G chongemeny

/ Abstract \

In our memory we are interested of the asymptotic stability in distribution to the
stochastic differential equation with regime switching . We presented basic
definitions about the probability calculus, then we presented generalities on
Markov chains, and finally we studied the asymptotic stability in distribution of
the SDE with regime switching.
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