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Résumé

Résumé

Ce travail est porte essentiellement sur les problémes de controle optimal stochastique. On
s’intéresse par un probléme de controle optimal stochastique pour des systémes stochas-
tiques gouvernés par des équations différentielles stochastiques (EDSs). Ce probléme est

consiste & minimiser une certaine fonction de cott de la forme :

J(u()) = B [ | st x(6) s + x|

ol X (t) est une solution d’une équation différentielle stochastique nonlinéaire sous la forme

suivante :

dX(t) = f(t, X(t), u(t))dt + o(t, X (), u(t))dW (t)

X(0) = Xp.
Plus précisement, notre objectif est d’établir des conditions nécéssaires d’optimalité sous
forme d’un principe du maximum stochastique de Pontryagin. Ce résultat de principe

du maximum a été introduit par ("A. Bensousan. (1982). Lecture on stochastic control,

Lecture Note in Mathematics, 972, 1-62.")” [1].

Mots-clés : Fquations differentielles stochastiques, Controle optimal stochastique, Proces-

sus stochastique, Domaine convexe. Principe de maximum stochastique de Bensoussan.
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Introduction

P ] otre objectif dans ce travail est d’obtenir un principe du maximum stochastique
dans le cas o les coefficients sont controllées. Le domaine de controle est supposé

convexe. Une méthode variationnelle est utilisée pour résoudre notre probléme de controle.

Nous présentons dans ce travail trois chapitres, les deux premiers chapitres sont introductifs
et permettent d’introduire les outils essentiels pour le troisiéme chapitre, ces resultats de
dernier chapitre ont été introduit par : ("A. Bensousan. (1982). Lecture on stochastic

control, Lecture Note in Mathematics, 972, 1-62.").

Plus précisement, dans le premier chapitre, on s’intéresse aux éléments de calcul stochas-
tique, recement : processus stochastiques, filtations, formule d’It6, espérance condition-

nelle, ...etc.

Dans le deuxiéme chapitre on s’interrésse aux équations différentielles stochastiques clas-
siques, nous allons énoncer les conditions ot un EDS admet une solution (existence) et
cette solution est unique, pour prouver ¢a on va utiliser la méthode itérative de Picard,on

va utiliser des lemme comme Growwall, Burkholder-Davis-Gundy, point fixe, Doop...etc.

Dans le troisiéme chapitre, on a établir des conditions necessaires d’optimalité pour des sys-
témes gouvernés par des équations différentiélles stochastiques. Ces resultats a été prouvé
par ("A. Bensousan. (1982). Lecture on stochastic control, Lecture Note in Mathematics,

972, 1-62.") [1].
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Chapitre 1

Quelques éléments sur le calcul

stochastique

e but de ce chapitre est consacré aux définitions de base et des résultats principaux
Lau calcul stochastique, on va rappeller premiérement les notions essentielles en
théorie des calculs stochastiques, puis on va intéresser au calcul d’It6 qui est la base
des équations différentielles stochastiques. Il y a des nombreux livres détaillant la théorie
classique exposée dans ce chapitre, voir le livre de Yong & Zhou 1999, [6] et le document

de Jeanblanc 2005. [4] et Pham 2005 [3].

1.1 Processus stochastique

Dans la suite (2, F,P) un espace de probabilité et (F, &) un espace mesurable o :
) : un ensemble ( univers des resultats possibles ).

F : une tribu de parties.

P : une probabilité sur (£2, F).

(E, &) : espace mesurable appellé I'espace d’état.

Remarque 1.1.1 Dans [’espace d’état en générale on prend (E,§) = (R4, B(R?)) on

B(RY) s’appelle tribu borélienne.

Définition 1.1.1 (tribu) Une tribu est une famille de parties de 2, contenant [’ensemble

3



chapitre 1 : Quelques éléments sur le calcul stochastique

vide, stable par passage au complémentaire, union et intersection dénombrable .

Définition 1.1.2 (tribu borélienne de R) C’est la plus petite tribu contenant tout les

intervalles de R, on la note B(R).

Définition 1.1.3 (tribu engendrée) La tribu engendrée par une variable aléatoire X

définie sur (2, F) est l’ensemble :

o(X)={X""(A): Aeg},

ou :

XA ={weQ: X(w) e A},
c’est la plus petite tribu de 2 rendant X mesurable.

Définition 1.1.4 (Mesure de probabilité) Une mesure de probabilité sur l’espace me-
surable (2; F) :
]P)(Q>f) T [07 1]

est une application satisfaite les conditions suivantes :
i P(Q)=1,P@®) =0.

ii Si(A4s),ey € F,{Ai},_ sont deux & deux disjoints (c’est a dire 4; N A; = 0,Vi # j)

alors

P (U di) =) P(A).

1.2 Filtration

Définition 1.2.1 (Filtration) : Une filtration (F;)ier sur un espace de probabilité (2, F,P)

est une famille croissante de sous tribus de F.i.e Fy, C F; Vs < t.

— L’espace (Q, F, (Ft)eso ,IP’) s’appelle espace probabilisé filtré.
— On appelle la filtration naturelle (ou canonique ) d’un processus stochastique X, Fj =
(X (s),0 < s <t); la plus petite c—algébre par rapport a la quelle X (s) est mesurable

pour tout 0 < s <t
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— Une filtration est P-compléte pour une mesure de probabilité P si F; contient tous les
événements de mesure nulle (négligeable), i.e : N'={N € F tel que P(N) =0} C Fo.

— On dit qu’un espace filtré vérifie les conditions habituelles (usuelles) si :
1. L’espace (2, F,P) est complet.

2. La filtration est complété et continue a droite i.e F; = My<sFs = Fpt+ VL.

Définition 1.2.2 (Processus stochastique ) [6] Un processus stochastique X = (Xy)ier
est une famille de variables aléatoires Xy; indexées par un ensemble T ; on considére que

le processus est indexé par le temps t.

1. Si T est un ensemble dénombrable on dit que le processus X est une suite de variable

aléatoires ou un processus a temps discret.

2. SiT =R, on dit que le processus X est a temps continu.

— Pour t € T fixé, w € Q — X;(w) est une variable aléatoire sur 1’espace de probabilité
(Q, F,P)
— Pour w € Q fixé, w € Q — X;(w) est une fonction a valeurs réelles, appelée trajectoire

du processus.

Définition 1.2.3 (processus mesurable) [6/ Un processus X est mesurable si, l'appli-
cation (t,w) — Xi(w) de Ry x Q dans R? est mesurable par rapport aux tribus B(R?) @ F
et B ( RY).

Définition 1.2.4 (processus adapté) [6] Un processus X est adapté par rapport a la

filtration {ft}tzoa si pour tout t > 0 est F;—mesurable.

Définition 1.2.5 (processus continu) [6/ Un processus X est continu ou & trajectoire

continues si les applications t — X;(w) sont continues pour presque tout w.

Définition 1.2.6 (processus cadlag) [6] Un processus est dit cadlag ( continu & droite
limites a gauche )si ses trajectoires sont continues a droite, pourvues de limites a gauche ;

méme pour caglad.
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Définition 1.2.7 (processus croissant) [6] Un processus X = (Xi)ier est dit croissant

si Xo =0 et t — X, est une fonction croissante c’est a dire X;(w) < X(w) Vt < s p.s

Définition 1.2.8 (processus progressivement mesurable) [6] Un processus X est dit
progressivement mesurable par rapport a {Fi},~ , si pour tout t > 0, l'application (s,w) —

Xi(w) de [0,t] x Q dans RY est mesurable par rapport ¢ B([0,t])) ® F; et B(RY)

Remarque 1.2.1 [/ Un processus stochastique progressivement mesurable est mesurable

et adapté.

Un processus stochastique adapté telque les trajectoires sont continues & gauche ( vu a

droite ) est progressivement mesurable.

Définition 1.2.9 (égalité en loi, équivalence, indistinguabilité ) [6/ Soient X = (X)ier
et Y = (Yy)ier deux processus définis sur le méme espace de probabilité (2, F, P) et a

valeurs dans (R?, B(R?)) il sont dits :

1. Stochastiquement équivalent au sens large (ou égaux en loi ) si pour tous (¢4, ..., t,) €

T" et (By,..., B,) € B(RY)" et pour tout n € N*, on a :
P(Xy, € By, ... Xy, € B,) =P(Y}, € By,....Y;, € By)

2. Stochastiquement équivalents si, P(X (¢) = Y (t)) = 1, Vt € T dans ce cas le processus

Y est appelé modification de X .

3. Deux variables X et Y sont indistinguables si P.p.s les trajectoires de X et Y sont
les mémes i.e :

P(X(t)=Y(t),¥teT)=1

Remarque 1.2.2 Cette derniére définition est la plus forte et implique les deux autres
i.e :3)=2)=1)
1.3 Espérance

Pour une variable aléatoire X € L'(Q, F,P) I'espérance dans le vocabulaire probabiliste

est I'intégrale de X par rapport a IP :
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B[X] : = /Q XdP

Pour une v.a positive, E[X] > 0.

1.4 Espérance conditionnelle

Définition 1.4.1 (Espérance conditionnelle) [J] Soit X une variable aléatoire de L*(), F,P)
a valeur dans (E,§), soit G une sous tribu de F; on appelle espérance conditionnelle de X

sachant G et on note : B[X | G] la variable aléatoire Y :

1. Y € LY(Q, F,P).

2. VB € G; [, XdP = [, YdP, cette définition s’écrit également : VA € G; E[1,X] =
E[1.Y].

Définition 1.4.2 (Espérance conditionnelle par rapport 4 une variable aléatoire)
on définit ’espérance conditionnelle d’une variable aléatoire X ( intégrable ) par rapport
une autre vartable Y comme étant l’espérance conditionnelle de X par rapport a la tribu
o(Y) : "la plus petite tribu engendré par Y ", l’espérance conditionnelle est B [X | Y]

caractérisé par : c’est une variable aléatoire o(Y')-mesurable telle que :
/E[X|Y] d]P’:/XdIP; VB eo(Y)
B B
1. Linéarité : Soit a et b deux constantes :
E[laX 4+0Y |Gl =adE[X |G]+BE[Y | G]
2. Croissance : Soient X et Y deux v.a telles que X <Y alors :
EX |G <E[Y|g]

3. Positivité : Si X > 0; alors E[X | G] > 0.
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W

. Si X est G—mesurable : E[X | §] = X.

5. SiY est G—mesurable : E[XY |G] =YE[X | G].

6. E[E[X | G]] =E[X].

7. Si X est indépendante deG , alors E[X | G] = E[X].

8. Si H et G sont deux tribus telles que ‘H C G alors :
E[X [ H] =E[E[X | H][G] =E[E[X |G]|H]

9. Théoréme (convergence monotone conditionnelle) [4] Si (X,,(t)),>o une suite
de variables aléatoires croissantes positives (i.e, X, (t) < X, 11(t)) et silim, o X, (t) =
X(t), X € L' alors :

lim E[X,(t)|G]=E[X|G].

n—-+o0o

10. Théoréme(convergence dominée conditionnelle ou théoréme de Lebesgue)[4] :Si
(X, (t))n>0 une suite de variables aléatoires telle que : | X, (t)] < Y;ou Y € L! et si

lim,, 400 X, () = X () alors :

lim E[X,(t)|G]=E[X ]G]

n—-+oo

11. Théoréme(Lemme de Fatou conditionnelle) :[4] Si on a (X, (t)),>oune suite

de variables aléatoires positive (p.s) alors :

E| lim inf X,(¢)| G| < lim infE[X,(¢) ]G]

n—-+o0o n—-+oo

1.5 Martingale

Définition 1.5.1 (Martingale) :[4] Un processus (X;)i>o adapté par rapport une filtra-

tion {Fi},5¢ et tel que pour tout t > 0, X; € L' est appelé :

- Une martingale si pour s <t : E[X; | F] = X.

- Une sur-martingale si pour s <t : E[X; | F;] < X;.
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- Une sous-martingale si pour s <t : E[X; | F] > X,.

Proposition 1.5.1 Soit (X;),5, une martingale ( resp.une sous-martingale ) et soit ¢ :
R — R une fonction convexe ( resp convexe croissante ). On suppose que ¢ (X;) € L1

pour tout t > 0 alors, (¢ (X;)),s, est une sous-martingale.

Proposition 1.5.2 Soit X une martingale locale continue, il existe un unique processus

croissant, (X, X), nul en 0 tel que X? — (X, X) soit une martingale locale.

Propriétés 1.5.1
1. Si pour tout temps d’arrét borné E[Xr] = E|[X,], alors le processus X est une
martingale.

2. Si (X(t), t < T) est une martingale, le processus est complétement déterminé par
sa valeur terminale X (t) = E[X7 | F]. Cette derniére propriété est d’'un usage trés

fréquent en finance.

Définition 1.5.2 [{/ On définit la variation infinitésimale d’ordre p d’un processus (X (t)):cpo,r]

sur [0,T] associée & une subdivision I1,, = (t},...,t1) de [0, T] par la quantité
VR = ) _[X(0) = X ()
i=1

Si V(I1,) a une limite dans un certain sens ( convergence IL?, convergence p.s ) lorsque
— — n n
M, = Myl = max [t — 7| =0

la limite ne dépend pas de la subdivision choisie et nous ’appellerons variation d’ordre p
de X sur [0,7T]

Si p = 1, la limite s’appellera variation totale.

Si p = 2, la limite s’appellera variation quadratique.

— Un processus (X (t));>0 est dit & variation bornée sur [0, ] si :

Sgpz | X (1) — X)) < K
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— Un processus (X (t)):>o est dit a variation fini [0, ¢] si :

Sltlpz | X(t71) — X (t7)] < 00
Remarque 1.5.1 [}/

(X (t))tcpp,rprocessus stochastique (F3),~, adapté
L2([0,T] x Q) = T -
caglad, telle que B {f Xz(t)dt] < 400.
0

1.6 Mouvement Brownien

Définition 1.6.1 (Mouvement Brownien ) [// Un processus (W (t), t > 0) est un mou-

vement Brownien (standard) si :

2 t — W(w) est continue.P—p.s

3 Vs <t, W(t) — W(s) est une variable réelle de loi gaussienne, centré de variance (t — s)
e W(t)—Wi(s) ~N(0,t — s).

4 Vn,V0<ty<t; <..<t,, lesvariables (W (t,) — W(t,—1),..., W(t1) — W (to), W(to))

sont indépendantes.

Définition 1.6.2 (un mouvement Brownien d-dimensionnele) un mouvement Brow-
nien d-dimensionnele est un processus (W (t),t > 0) & valeurs dans R? tel que si on note :
W(t) = (W(t)(l), s W(t)(d)) . les processus W®) |1 < k < d, sont des mouvements

Browniens standards indépendants a valeurs réelles .

Proposition 1.6.1 Soit W un MB standard :
— Pour tout s > 0, {W(t—s)—W(s)}i>0 est un MB indépendant de o{W (u),u < s}.
—W est aussi un M B.

Pour tout ¢ > 0, {cW (t/c*)}i>0 est un MB.
~ Le processus défini par W(0) =0, W (t) = tW(3) est un MB.
Corollaire 1.6.1 Soit W un M B continu. Alors, presque sidrement, pour tous

0 < s <'t, les trajectoires de W ne sont pas a variation bornée sur [s,t]; c’est a

10
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dire presque strement les trajectoires de MB ne sont pas différentiables en aucun

point.

Proposition 1.6.2 [J] La variation quadratique d’un MB sur [0,t] existe dans 1.2
est vaut T ; i.e (W, W) =T.

Propriétés 1.6.1 (MB et martingale)[4)] : Si (W (t), t > 0) est un M B standard

alors

1. W (t) est une F;-martingale.
2. W(t)? — t est une Fi-martingale.

3. exp(aW (t) — %Qt) est F;—martingale

1.6.1 L’intégrale stochastique et les EDSs

On se donne un espace de probabilité (€2, F,P) et un mouvement Brownien W sur cet
espace, on désigne par F; = o(W,,s < t) la filtration naturelle du mouvement

Brownien. Dans cette section, T" est un réel positif

Définition 1.6.3 (Intégrale stochastique ) [4] Il s’agit d’une intégrale de la forme

/0 X ()W (s) (1.1)

Ou (W (t))i>o est un mouvement Brownien, et (X(t)):> o un processus stochastique ré-
pondant a certains critéres d’intégrabilité. Le probléme de donner un sens a [’élément

différentiel dW (s) puisque la fonction s — W (s) n’est pas dérivable.

Définition 1.6.4 (Intégrale de wiener) : L’intégrale de Wiener est une intégrale du

type (1.1} avec X une fonction déterministe, c’est a dire ne dépendant pas de w.

Propriétés 1.6.2 (Intégrale stochastique) [/ L’intégrale stochastique posséde les pro-

priétés sutvantes :

1. X — [ X(s)dW(s) est linéaire.

11
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Do

10.

L t— fo (s)dW (s) est continu p.s.

(fot X (8)dW (s))o<i<r est un processus F; — adapté.

[fo } =0 et var fo (5)dW (s)) =E [fOtX<S)2dSi| .

t

. De maniére plus générale, on a : E [ [ X (u r) | F. } =0et

(/X(r)dW(r))2 7| =B /X(r)2dr |7,
On a méme le résultat plus général

(/X(T)dW(T))(/Y(T)dW(T)) | Fs| =E /X(T)Y(T)dr

( fot X(r)dW(S»ogth F-martingale.

Le processus (fot X(s)dW(s))? — fOtX(s)st> est une F-martingale.

0<t<T

La variation quadratique de I'intégrale stochastique donné par :

(o) = fLxera

La covariance quadratique entre deux intégrales stochastiques est donnée par :

< [ xaw), / Y(s)dw<s>> =[xy

1.7 Processus d’It6

Définition 1.7.1 (Processus d’Ito ) [/ toujours on est en espace (2, F,P), on appelle

processus d’Ité un processus X a valeurs reélles de la forme :

o1 :

Pps ,VO<t<T , X(t)=X(0)+ /Otb(s)ds + /Ota(s)dW(s), (1.2)

12
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1 X, — Fymesurable.
2 (b(t))iejo,r) est un processus F;—adapté tel que V0 <, f(f |b(s)|ds < 0o, P—p.s

3 o est un "bon processus local " c’est a dire caglad, ]—"t—adcqué,f(;t lo(s)* ds < 0o V0 <

t

On peut réecrira encore la relation sous la forme différentielle équivalente :

dX(t) = b(t)dt + o(t)dW (1) (1.3)
X(0) = Xo,

Le coefficient b est la dérivée(ou le drift) du processus et o son coefficient de diffusion ou

votalité.

1.8 Formule d’Itd

Dans ce qui suit, X est un processus d’It6 de décomposition :
dX(t) = b(t)dt + o(t)dW(t)

Théoréme 1.8.1 (Premiére formule d’It6) [4/Soit f une fonction de R dans R, de

classe C? ¢ dérivées bornées Alors :

FX®) = SO + [ FXEIXE) +5 [ F(XEaras (1)
et sous forme condensée :

df (X (1)) = (X (1))dX (t) + % F(X(t)o(t)dt

Ou encore
df (X(t)) = f'(X(t))b(t)dt + %f”(X(t))U(t)th + f1(X(8)o(t)dW (t)
= f'(X(#)b(t)dt + %f”(X(t))d <X > (X))o (t)dW (t)

13
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Ou
dX (t) = b(t)dt + o(t)dW (1)

et

d(X), =dX(t) x dX(t) = o(t)*dt;

Théoréme 1.8.2 (Deuxiéme formule d’Itd) [//Soit f une fonction définie sur R, xR

de classe Clpar rapport a t, et de classe C? par rapport & X, & dérivées bornées on a :

F(t,X(1) = £(0 /ﬁsX dﬁ/st ))dX (s /) )o(s)2ds
(1.5)
O :

AL XC0) = 710, X(0) 4 30 X )10 e+ 220, X(0)ax )
= S X))+ S XDAX(0) + 3 f2 (1 X () (X),
= 106, X)) + F200, X 1))+ 3 £, X))ot + F108, X (1) (1) (1)

Remarque 1.8.1 La propriété remarquable d’un processus d’Ito, c’est qu’il reste un pro-

cessus d’Ito lorsqu’on le transforme par une application deterministe suffisament "lisse”.
Proposition 1.8.1 (Intégration par parties) [J/La formule d’Ité6 montre que :

Cette formule est connue sous le nom d’intégration par parties. La quantité o (t)os(t)
correspond au au crochet de Xq, Xy noté < Xy, Xo > est défini comme le procssus a

variation fini

(Xl,X2):/O o1(s)oa(s)ds

Exemple 1.8.1 (application se formule d’It6) Soit :
dX(t) = X(t)dW (t); Xo=0

14



chapitre 1 : Quelques éléments sur le calcul stochastique

et

On a donc :

ft(X(t)) = Oa fx(X(t» = fxx<X(t)) = —

Xl(t) d< X(t) >=dt.

1
X2(t)
La formule d’ito s’applique :

In(X(t)) = In(X(0)) +/U Ods+/0 X}s)X(SMW(S) +%/0 —ﬁds
1 1

d(In(X(£))) = [0+ 0+ §X2(t)(_X2(t) ﬁ

Yt + X (t)~——dW (1)]

1

En intégrant, on obtient

X(t) = 2(0) exp(—%t W)

1.9 Quelques inégalités utilisables

Théoréme 1.9.1 (Inégalité de Doop) : Si M est une martingale continu alors :

E {supx@ﬂ <4E [X(T)?]

s<T

Lemme 1.9.1 (Lémme de Gronwall) : Soit T > 0 et soit g une fonction positive
mesurable bornée sur lintervalle [0,T]. Supposons qu’il existe deux constantes a > 0,

b >0 telles que pour tout t € [0,T],

o) < a+d [ gls)is

Alors, on a pour tout t € (0,7

g(t) < expa(bt).

Théoréme 1.9.2 (Inégalité de Holder) : Soient p,q € [1,4+00| des exposants conju-
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Equations différentielles stochastiques EDSs

qués i.e 1% + é = l.pour f, g mesurables f, g sont des applications mesurables, alors

1Fglly < A1, - gl

En particulier, linégalité Hélder (dans le cas p = 2) donne linégalité de Cauchy
Schwarz :

(STl < 1l - Mgl

De cette inégalité on obtient
B\f.g] < [B[I/7)? E[lg]’]

Théoréme 1.9.3 (Inégalité de Burkholder-Davis-Gundy "BDG") : Pour tout p >
0, il existe des constantes positives c, et C, telles que, pour toute martingale locale continue

X = (X(t))50, nul en 0 :

o [0 4] < B [sup X (OF] <GB [1x 0L

t>0

Remarque 1.9.1 : En particulier, si T > 0

&, {(x, X)ﬂ <E [ sup |X(t)|p] < C,E [(X,X>§].

0<t<T

16



Chapitre 2 : Equations différentielles stochastiques EDSs

Chapitre §.2

Equations différentielles stochastiques EDSs
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Chapitre 2

Equations différentielles

stochastiques

C e chapitre va consacrer aux équations différentielles stochastiques classiques, nous
allons énoncer les conditions quand une équation différentielle stochastique pos-
séde une solution (existence) et cette solution est unique, pour prouver ¢a on va utiliser la
méthode itérative de Picard on va aussi utiliser des théoremes comme Growwall, point

fixe, Doop...etc dans la démonstration.

Définition 2.0.1 (équation différentielle stochastique ) C’est une équation de la forme :

dX(t) = f(t, X (t))dt + o(t, X (t))dW (t) (2.1)
X (0) = Xo; |

ou sous forme intégrale
X(t) = Xo+ /t f(s, X(s))ds + /t o(s, X(s))dW(s), ¥t >0 (2.2)
0 0

tel que {W (t),t > 0; } est un mouvement Brownien d-dimentionnel, le coefficient f(t, X (t))

est appelé dérivé et le coefficient o(t, X (t)) est appelé terme de diffusion. Soient m,d € N.

18



Chapitre 2 : Les équations différentielles classiques

— Xy € R™ est une variable aléatoire Fy—mesurable.indépendante de W telle que :
E [|X0|P} < o0, Vp > 1

— (W(t)): >0 est un MB d-dimensionnel.

f:[0,7] x R™ — R™

o:[0,T] x R™ — R™*

Deux fonctions boréliennes.

Définition 2.0.2 On dit un processus (X (t))iejo.r) est une solution de Uéquation[2.1] si :

L. (X(%))iejo,r) est continue et (F3);>o_adapté.

2. Pour tout ¢t € [0, 77, les intégrales fot f(s, X(s))ds et fota(s,X(s))dW(s) ont un sens

ou P—p.s

T T
/ b(s, X (s)|ds < 00 et / lo(s, X (s)]> ds < oo.
0 0
L. (X(%))iepo,r) vérifie 2.1| c’est & dire :

t
0

X(t) = X(0)+ /Otf(s,X(s))ds +/ o(s, X(s))dW(s), Yt >0

Définition 2.0.3 On dit que admet une solution forte unique si pour deux solutions

fortes X = (X (t))icio,r) et Y = (Y(t))ejor) on a :

P(sup |X(t) =Y ()] >0)=0

te[0,T]

C’est o dire

P(X(t) = Y(t),t€[0,T]) =1
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Chapitre 2 : Les équations différentielles classiques

2.1 Existence et Unicité

Nous allons établir le résultat suivant da a Ito :

Soient f et o deux fonctions continues vérifient les conditions suivantes de I’équa-
tion (2.1)) admet une solution forte unique définie sur lespace (2, F, F;,P) a trajectoire

continue. De plus VI' > 0; on a

E

sup |X(t)|P] < M,Vp>1
te[0,7

Ou M est une constante.

On suppose qu'il existe une constante K telle que, pour tout t € [0,7],z,y € R

1. Condition de Lipschitz :
[f(t,2) = f(t,y)l + ot x) —o(t,y)| < K|z —y| (2.3)
2. Croissance linéaire :
[f(t, @) + [o(t,2)] < K(1 +[z]) (2.4)

3. B[ Xo|?] < oo;

Théoréme 2.1.1 Siles coefficients f et o vérifient les conditions[2.3,[2.4]. Alors I’équation
admet une solution forte unique X = (X (t))icpo,r) Fr—adapté et continue avec condition

initiale X (0) = Xy de plus cette solution vérifie

E

sup |X(t)|P] <M, ¥p>1
te(0,7

Preuve. On commence par l'unicité, soient X = (X ())wcor) et Y = (Y (2))eo,r) deux

solutions de (2.1)appliquant I'inégalité
(a+b)* < 2a® + 20°
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Chapitre 2 : Les équations différentielles classiques

Et en utilisant les formules de X (¢) et Y (¢) on obtient :

2
+2

2

X (1) Y ()] <2 /0 f(s,X(s)) = f(s, X(s))ds /O (s, X(s)) = a(s, X(s))dW(s)

Passant & ’espérance mathématique on obtient :

2

E [\X(t) - Y(t)m < 2E /0 f(s,X(s)) — f(s,X(s))ds| |+2E /0 (o(s,X(s)) —o(s, X(s)))dW(s)

2]
Par I’ inégalités de Cauchy-Schawartz, Burlkholder-Davis-Gundy et propriété de

P’intégrale stochastique on obtient :

IEHX@)—Yxﬂf}§2TE{A”f@wY@D-—fwwxﬁﬂfd%+ﬂE{Anawwxwﬁ-—aﬁwxﬁﬁfd@]

En appliquant la condition de Lipschiz on obtient :

B{IX0) -V (OF] < [ B[X() =) ds

Ou ¢ = max(2T' K, 2K).En appliquant I'inégalité de Tchébychef on obtient :

E[IX(t) - Y(1)’]

Vo > 0; (P|X(t) - Y ()" > 0) < ;

=0

Donc pour tout ensemble D dénombrable partout dense dans [0,7] on a :

P ( sup |X(t) — Y (t)]* > 9) =0

t€[0,T]

Enfin le processus X (t) et Y (¢) sont continues. On conclut que :

P <sup 1X(t) =Y (1) > 9) =0

teT

Ce qui prouve l'unicité forte de solution.

On montre 'existence d’une solution forte en utilisant la méthode des approximations
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Chapitre 2 : Les équations différentielles classiques

succesives et pour cela on pose :

X"(t) :XO—I—/O f(s,X"_l(s))ds+/0 o(s, X" 1(s))dW (s) (2.5)

On pose

XX = [ (5 76) = X)) dst [ (015, X7(5) = (5, X6 )
En wtilisant Ia méme t6chnique que pour unicité, on obtient
B [xi) - x0f"] < [ B [lx0 - x o]
Ot ¢ = max(2TK, 2K) d’aprés B3 on a
B [|x'(1) - X°0)[] <27 (1B [|x°0)[])

Puisque

2

B [|x'(1) - X°(0)]"] <28 /Otf(s,XO(s))ds 9B /Ota(s,XO(s))dW(s)

< 2TE Vot |f(s,X°(s))‘2ds] R Vot |a(s,X0(s))|2dS}
<ok [ (1+B[x0[]) s 2k [ (148 X061 ds

< (2CTK +2K)(1+E [\Xo(s)ﬂ )T

<2cT(1+E “XO(S)‘Q})

E [|X1(t) - Xo(t)ﬂ < MT
tel que M = 2¢(1 4+ E|X°(s)[?), Par récurrence sur n il résulte que

(MT)"+

B |[xXm) - x| < (n+ 1)!
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Chapitre 2 : Les équations différentielles classiques

et on démontre que
( MT)n+2

e R e

E [\X””(t) —X”H(t)ﬂ < c/ot]E “X”“(t) —X"(t)|2] ds
t (Ms)n—‘rl (MT)n-‘rQ
= /om T

On obtient alors

B [IX™() = X"(1))* = [X™(t) — X"()] 2o

ZXK+1 (t)
k=n 12(9)
-1

SEHM““ XE®)] 120

0 K+1
gZ( (MT) ) 0
k: n—oo

Lorsque n — oo on obtient

N

E[|X™(t) - X")[]* =0
alors on trouve
Epmwxmw—xwmﬂizo (2.6)

Donc X™(t) est une suite de cauchy dans L*(€) est par conséquent elle est convergente

dans L%, notons X () sa limite, c’est a dire :

lim X™(t) — X (t)

n—oo

Notons X (¢) sa limite, c’est & dire lim X™(¢) — X(¢),maintenant, le processus X"(t)

n—oo

23



Chapitre 2 : Les équations différentielles classiques

définit par :

X”(t):X(0)+/O f(s,X”_l(s))ds—l—/O o(s, X" 1(s))dW (s)

D’aprés I'inégalité 2.6] et le lemme de Fatou on obtient :

5| " 1X(s) - X(Pds] < tim sws | [ " xn(s) - X*(s)fds| -0

E {lirrln /OT X (s) — X™(s)|” ds]

m—00

T
< lim supE [ | X" (s) — X"(t)|2ds} —0
0
En utilisant 'isométrie d’Ito :

B [/los.X7(5) — ol X)W ()
<o [ (X006 = X0 ds — 0

Et de plus
/OO'(S,XH(S))dW(S)—)/O o(s, X(s))dW(s)

On applique I'inégalité de Holder

B[ [/ 17650706 — 6. X()asF]

< cT/O (1X"(s) = X(1)[*) ds — 0

Et par la continuité de f(t,.) on obtient :

/0 Fls. X" ())ds — f(s,X(5))ds
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Chapitre 2 : Les équations différentielles classiques

En passant a la limite dans [2.6] on obtient :
¢ t
X(t) = X(0) —l—/ f(s,X(s))ds +/ o(s, X(s))dW(s), YVt >0
0 0
Donc X (t) est une solution de I'équation [2.1), montrons que

E

sup \X(t)]P] < M,Vp>1
te[0,T

par l'inégalité(a + b + ¢)? < 3a? + 3b* + 3c? et on passant aux espérance on a :
t t
E[|X(1)*] <3E[|X(0)]] +3TE [/ 1£(s, X (s)]? ds} + 3B [/ o (s, X (s)|? ds}
0 0
D’aprés la condition de la croissance lineaire :
t t
E[|X(1)*] <3E[|X(0)]’] +3TKE V E(1 + |X(s)|2)ds] + 3K/ E[|1+ |X(s)]] ds]
0 0

Posant M = max(3,3TK,3K) et ¢ = max(M,2M)On obtient

t

B(IX(0F) <c(1+BIXOF) +e [ BX()P)ds
En appliquant le lemme de Gronwall ; on obtien
E [|X(t)|2} < ¢(1+E|X(0)]*)exp(ct), VteT
Puisque E [|X(O)|2} < 00, alors on posont M =c¢(1+E [|X(0)|2} exp(ct). on obtient

E[IX®] <M; VteT

Ce qui implique
E

sup |X(1)|"| < M; vp > 1
te[0,7

D’ou le résultat m

Remarque 2.1.1 La condition de Lipschizienne nous assure l’existence et ['unicité
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de la solution on a :

dX(t) = 3X(t)3dt 0 si t<a

X(0)=0 (t—a)® si t>a

b(X (t)) = 3X(t)3n’est pas lipschizienne car la dérivée n’est pas bornée pas dérivable au

point X (0) = 0.

Remarque 2.1.2 La condition de croissance nous assure l’explosition de la solution
et si on n’a pas cette condition I’EDS admettra une solution mais seulement jusqu’au temps
d’explosition
dX (t) = X (t)%dt
X(0) =1,

C’est a dire b(X (t)) = X(t),0 = 0 sont Lipschitzienne donc il existe une solution unique

donné par :
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Chapitre §.3

Principe du maximum dans un
domaine convexe
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Chapitre 3

Principe du maximum dans un

domaine convexe

otre objectif dans ce chapitre est étudier et présenter le principe du maximum sto-

Nchastique établit par Bensoussan dans 1982 ("A. Bensousan. (1982). Lecture on
stochastic controle, Lecture Note in Mathematics, 972, 1-62."), ou le domaine de controle
est supposé convexe. Cette étude a pour but d’établir des conditions nécessaires d’opti-
malité. Pour obtenir ces conditions, en utilisant une méthode de perturbation. L’intérét
de la perturbation de contrdle optimal u* (-) est d’introduire un controle w. (-) sur lequel
nous pouvons dériver la fonction de cott J(u. (+)).
Les caractéristiques du controéle stochastique : D’une maniére générale un probleme
de controle se construit par :
Etat du systéme : Soit un systéme dynamique caractérisé par son état a tout instant,
le temps peut étre continu ou bien discret. L’horizon (I'intervalle de variation du temps)
peut étre fini ou infini.
Une fois ’état soit défini, il s’agit de décrire les lois d’évolution de cet état en fonction du
temps. L’application t — X (¢) décrit I’évolution du systéme.
Controle : La dynamique X (t) de I’état du systéme est influencée par un controle que
nous modélisons comme un processus u; dont la valeur peut étre décidée a tout instant ¢

en fonction des informations disponibles a cet instant, c’est a dire que u; est adapté par
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Chapitre 3 : Principe du maximum dans un domaine convexe

rapport a certaine filtration .

Critére de cotit : L’objectif est de minimiser ou maximiser au cas d’un gain sur les
controles une fonctionnelle J. qui a deux formes selon le cas déterministe ou stochastique

qui 'on va déterminer dans qu’il suit.

3.1 Formulation du probléme

Soit 7" un nombre réel strictement positif fixé et (2, F, F;, P) un éspace de probabilité filtré
satisfaisant aux conditions habituelles, W (-) = (W (t)); >0 est un mouvement Brownien
définie sur cet espace. Nous supposons que (F;);>o est la filtration naturelle de W (-)
augmentée par les ensembles P-nulle de F. L’espace d’action, A est un sous ensemble non
vide, fermé et convexe de R, et U4 ([0, T]) est la classe de processus mesurables, F; adaptés

et carrés intégrables u (-) : [0,7] x 2 — A.

On considére ’équation différentielle stochastique EDSs

dX (1) = f(t, X (1), ut))dt + o (t, X (£), u(t))dW (1) .
X(0) = Xo, '

ou

f:00,T] xR" x A — R"

o:00,T] x R" x A — R™"
La fonctionne de cotit est donné par :
T
J(u() =E U g(t, X (t),u(t))dt + h(X(T)) (3-2)
0
ou

g:[0,T] xR"x A — R"

h:R— R.
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3.2 Conditions sur les coeflicients

Soient f, o deux applications telles que les coefficients f,o vérifiant les conditions sui-

vantes :
f:]0,7] x R" x A — R".et continuement différentiables en z et u (3.3)
0:[0,7] x R" x A — R™ " et continuement différentiables en = et u (3.4)
Les dérivées f,, fu,0s, 0, sont bornées (3.5)
|f(tz,w)| < Ky (14 ||+ [ul), (3.6)
lo(t,z,u)| < Ky (14 |z|+ |u|), (3.7)
En remarquant que les dérivées f,, f. appartenant & R™" et o, = (02,....,07), et 0, =
(ol ....,0™) telle que pour tout i = 1,....,n; 0%, o € R™".ou o = (d!,....,0") et o =

T
(O-IiaO-Q’h 70-712) .
Soit (Q, F, (Fi)>o ,IP’) est un espace de probabilité filtré donné, satisfaisant les conditions

usuelles et (I (t)),~, mouvement Brownien n—dimensionnel, et soit A un sous ensemble

de R™ non vide.

Définition 3.2.1 (un controle ) Un controle est un processus (u:)i>o adapté par rapport

a une filtration de carré intégrable et prend ses valeurs dans un borélien A de R™.

Définition 3.2.2 (contréle optimal) Le probléme de contréle optimal consiste & mini-
miser une fonction cott J (u) sur un ensemble de contréle admissible U. On dit que le
controle u est optimal si

J (@) < J(u); YueU.

Définition 3.2.3 (controle admissible) On appelle contréole admissible tout processus

(w (?)) o,y appartient a L2 ([0,T] x Q) a valeur dans A.

Notation 3.2.1 On note U,y ([0,T]) Uensemble de tous les controles admissibles.

Una (([0,7])) = {u(-) : [0, T] x @ — A ob u(-) € L*([0,T] x Q) } .
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Pour tout controle admissible.(Vu (+) € Uyq ([0, T]))

Remarque 3.2.1 u(-) € L% ([0,T] x Q) implique queEfOT lu(t)|* dt = EfOT lu(t, w)|* dt <
0.

Uaq (([0,7))) = {u() 1[0, 7] x Q — A telle que E/o lu(t)|* dt < oo} .

Notre probleme de contréle optimal stochastique est un probleme d’optimisation ou le

systeme est gouvernés par ’EDS de la forme suivante :

AX (1) = f(t, X (£) ,u(t)dt + o(t, X (), u (t)dW (¢) .

X(0) = Xo,

ou Xy est une variable aleatoire donnée. Le cofit a minimiser est definie par :

J(u(-)=E {/o g(t, X (t),u(t))dt + h(X (T)) (3.9)

sous les conditions suivantes :

g : est continuement différentiables en x et u. (3.10)
lg:(t, z,u)| < Cy (14 |z| + |u]) (3.11)

lgu(t, z,u)| < Cy (14 |x| + |u]) (3.12)
9(t,0,0) € L> ([0, T7) (3.13)

La dérivée de h () est continue et
(3.14)

|ha| < Cs (1 + |2])

Perturbation convexe : On perturbe le controle u* (-) de la maniére suivant :

us (1) = u*(t) +e(u(t) —u*(t))

= eu(t)+ (1 —e)u*(t)

ou u* (-) est controle optimal et ¢ est plus petit.
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Remarque 3.2.2 On remarque que u. () est contréle admissible.

On associées a u* (+) , u. (+) deux équations differentielles stochastiques suivantes :

AX*(t) = f(t, X* (1), u* (£)dt + o(t, X* (£),u* (£))dW (t)
(3.15)

et
dXc(t) = f(t, Xc(t), uc(t))dt + o (t, X (1), us(t))dW (t)
(3.16)

X.(0) = Xo
On appelle X, (-) est la trajectoire (I’état) correspendant a u. (-) et X* (+) est la trajectoire

(létat) correspondante a u* ().

Notation 3.2.2 Pour tout ¥ = f 0,9 on note U* (t) = V(t, X*(t),u*(t)); et U (t) =
W(t, Xe(1), ue(t))-

3.3 Convergence des trajectoires perturbées

Lemme 3.3.1 Pour tout t € [0,T] on a

lim E <sup|X (t) — X*(¢) |2) = (3.17)

e—0 t<T

C’est a dire la trajectoire X, (-) converge en 12 ([0,T] x Q) vers X* (). On dit aussi que

X, (+) converge en moyenne quadratique vers X* ().

Preuve.
| X (1) — X* (t)lé/o |f5(=5‘)—f"‘(8)|ds+!/0 0 (s) — 0" (s)dW (s)|.

ona (z+y)* < 2(z*+y?) donc

X (1) - X (1 r?<2(/ 7 s \ds) +2\/ ()W (5)?
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d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz, et 1'isométrie d’Ito, on trouve que
t t
E|X. (t) - X" (t) |’<2E U £ (s) = /" (s) |2d8+/ 0% (5) — 07 (s) |2d8} )
0 0

comme f, o sont Lipschitziennes alors

0<BIX.()— X* (0 < 2%E Uotme (s) — u* () |2ds}

= 2%e’E [/ u(s) — u* (s)]st] —0

0 e—0

d’on (3.17)). m

L’équation linéairisée : On définit Z (¢) de la maniére suivante

((4Z(t) = (L) Z()+ fu(t) (u(t) —u* (1)) dt
+ (0% (1) Z () + o () (u (t) — u* (1)) dW (t) (3.18)
\ Z(O) = 0,

D’aprés les conditions f,, f., 0., 0, sont bornées et continues alors Z € 1.2 ([0, 7] x ).

Lemme 3.3.2 Pour tout t € [0,T] on a la convergence suivante

Xs (t) - X" (t)

— 0. (3.19)

e—0

E —Z(t)

sup
t<T

Preuve. Onnote 7. () = 1 (X, (t) = X (t)) = Z (t) et v (t) = u (t) — u* (t).

3

dy(t) = LIf (X () +e(Z () + e (1) ue (1) — [5(8) —efy () Z(t) —efy () v (1)) dt
2o (6, X () +e(Z (8) + 7 (1), ue (£) — 0™ () — €07 (£) Z (t) — oy, () v ()] AW ()

’75(0) = 0.
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Alors

bet) = ([ X @)+ 320+ 20 )0 (00 (0) (20 +2. ()
+fu (6, X5 (1) + Xe(Z (1) + 72 (1), u* (£) + Aev (8)) v ()] dN) dt
([ m0z0+ Ko@) o) @
+ / o (X () + A(Z (0) 47 (), (1) + Aew () (Z (0) + 7. ()

+o, () + Xe(Z (t) +7- (1)), u* () + Xev (t)) v (¢)] dN) dW (¢)
( (t)v (1) d)\) dW (t)

ce qui donne

A (1) = ( [t <>+Ae<z<t>+%<t>>,u*<t>+Aev<t>m<t>1dx) i
(+/0[ 04 A(Z (8) 4 (1)t (6) + Aev (1) % (D] d ) (0
+

(0 [fo (6, X5 (t) + Xe(Z (t) + 72 (1)), u* (t) + Aev (¢ dA)dt
+(/01 [0 (8, X* () + Xe(Z (t) + 7= (1)), u* (t) + Aew (¢ d)\) dw (t
+( [fu (8, X () + Ae(Z () 4 7= (1)), u* (t) + Aew (¢t d/\) dt

(/0 [0 (£, X (1) + Ae(Z (8) + 7 (1)), u* () + Aew (1) dA) aw (¢

d’apres (3.5)), 'isométrie d’ito et 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve que

B () < B [ e () Fas) +(¢)
= E (/ |Z (s |/ (fo (5, X" (s) + Ae(Z (8) +7: (5)), u* (s) + Aev (s)) — fi(s)) dA:Zs)
+eoF (/ v (s |/ (Fu (5, X* (5) + Ae(Z (5) + 72 (5)), w* (5) + Acw () — f;(s))d)\ds>

—|—03E/ |Z (s / low (5, X* (s) + Ae(Z (8) + 72 (5)), u* (5) + Aew (s)) — oi(s)|*d\ds
—I—C4E/ lv (s / |ow (5, X* (8) + Ae(Z (8) + 72 (5)), u* (5) + Aew (s)) — o7(s)|*dAds
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comme f, fu, 0,0, sont continues, Alors p (¢) — 0.

e—0

et on trouve aussi d’aprés le lemme de Gronwall on a

0 < Ely () [* < p(e) exp(ct) — 0.

e—0

ce qui termine preuve de (3.19). m

On défini aussi € (¢) par

= = GMZM+g M) (3.20)

ou v (t) =wu(t) —u*(t)

Lemme 3.3.3 Le codt J (-) est différentiable au sens de Gateaur au u* qui donner par la

formule suivante :

d%J(uE()) | = BIR(X(T)Z(T) +¢(T)] (3.21)
Preuve. On a
di““e o i J(u. () - J(u ()
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ot I; (¢) est donné par le terme suivant

() =E { | 2o 0. 0) = gte. X7 ). )

g (8, X (1) + A(Xc (1) = X7(2)), u™ (1) + Aev (1)) - (Z () + X: (1))

T
:E/
0 JO

gt (8 X () + MX. (£) — X (), u" (£) + Aev (£)) v (£)] dAdt

et I (¢) est donné par le terme suivant

Alors

lim 1y (¢) = B[ (T)]

lim I (¢) = Elh. (X (7)) Z (T)],

a cause de la continuité de g, h, et (3.17),(3.19) . D’ou (3.21) . =

3.4 Principe du maximum de Bensoussan

Dans cette section; on présente le théoréme de principe du maximum introduit par Ben-
soussan (1982) [I]. L’objectif de ce principe du maximum présenté ici est d’établir des
conditions nécessaires d’optimalité vérifié par une controle dite optimal dans le cas ou le

domaine de controle est supposé convexe.
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3.4.1 Equation adjointe

Définition 3.4.1 Soit u*(t) un contdle optimal et X*(t) la trajectoire optimale correspon-

dante. L’équation adjointe est donnée par :

dp(t) = [(fi(t))Tp(tHg:(t)]dt—i (0 (1) g ()dt
+q (1) dW (t) (3.22)
§T) = ho(X(T))

p(t) s’appelle processus adjoint ot q (-) = (q1 (+) , ..., qn (+)) € R™*™,

Remarque 3.4.1 Dans R, le processus adjoint devient sous la forme

—dp(t) = [fo(O)p ) +g:(t) — o7 (D)q(D)] dt + q (1) AW (2)
p(T) = ho(X(T)).

Définition 3.4.2 On définissons I’'Hamiltonien H : [0,T] x R"xU,; x R™ x R™" — R

comme suit :

H(t,X (@), u(t),p(t),q@) = f(t, X (), u®)p)+g" (X {1),u(t))

—tr(q" () o (£, X (£),u(t)))
Dans R, on a

H (8, X (t),u(t),p(t),q () = f(t&, X (6),u@))p ) —q(t)o X (1),u(t)

+9(t, X (1), u(t))
Remarque 3.4.2 Nous pouvons écrire [’équation (3.22)) comme suit :

—dp(t) = Ho (6, X" (t),u(t),p(t),q(t))dt +q(t)dW (1)
p(T) = h(X*(T))

Théoréme 3.4.1 (Principe du maximum de Bensoussan) Soit (u*(t), X*(t)) une paire

optimal. Alors il existe un processus adjoint p (t) vérifie l’équation (3.22)) telle que pour
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tout u (t) € Uaa ([0,T7]) on a
E/O Hy (6, X7 (8),u” (£),p (1) ,q (8)) (u () —u” (£))dt 2 0 (3.23)

Preuve. On a J(u*(-)) = infyuep, 0, J(u (+)), donc J(u. (-)) > J(u*(-)) ceci implique

que

d

S ()| = B[ (X (1) Z(T) +((T)] 2 0.

e=0

Il reste de démontrer qu’on a I’égualité suivante :

E/O Hy (6, X7 (), u” (), p (1), q (1) (u(t) —u” () dt

= B[h (X (T))Z (T) + ¢ (T)],

ou H, est la dérivé de ’'Hamiltonian par rapport & u. D’apres la formule d’intégration par

partie, (formule d’'Ito E[p (t) Z (t)]), on obtient

p()Z(t) = p0)Z(0)+ / p(s)dZ (s) + / Z(s)dp(s) + / d < p(s), Z(s) >
= /Op(s)dZ(s)—l—/OZ(S)dp(8)+/0d<p(5)vz(3) >,

ou Z (0) = 0 et le crochet stochastique < p(s), Z(s) > détermine par la valeur

d<p(s),Z(s)> = —tr(q" (s) (05 (s) Z(s) + 0 (s) (u(s) —u*(s)))) ds
= —tr (qT (s)ok(s)Z (s)) ds — tr (qT (s)ox(s) (u(s) —u* (s))) ds,

E/O d<p(s), Z(s) >= E/O <dp(s),dZ(s) >

- /0 qt) (o3 (t) Z (t) + o (t) (u(t) — u* (1)) ds

otr (q" (t) o™ (¢
Remarque 3.4.3 T (q ((gm)a ()) =,

(a2 () ai(t)

NE

1
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d’aprés (3.22)) et (3.18]) on obtient,

On sait que le processus adjoint p(t) verifié une équation différentielle stochastique rétro-

grade EDSRs avec une condition terminale p(T") = h,(X*(T")), alors on déduit

ce qui implique

E [ / Ha (6, X (1) 0 (£),p (£) 0 (£)) (u— " (£)) dt} — B[p(T)Z (T) + ¢ ().

Yu € A

d’ou [3.23] Alors on a d’aprés (3.21))
T
E U H, (1, X7 (8), 0" (£),p (£) g (8)) (u— w (£)) dt| >0, Vu € A
0

Ce qui termine la preuve de théoreme de principe du maximum stochastique de Bensous-

san. m
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons présenté le principe du maximum stochastique de Bensoussan
(1982). Ce principe conduit a établir des conditions necessaires d’optimalité ot le domaine
de controéle est supposé convexe. Le systéme étudié est gouverné par des équations dif-
férentielles stochastiques controllées. Le coefficient de diffusion est controllé. Cette étude

nous permis de voir de prés les différentes étapes de calcul pour établir ces conditions.
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Annexe : Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expli-
quées ci-dessous :

(Q, F,P) Espace de probabilité.

(Q, F o (Ft) >0 ,IP’) Espace de probabilité filltré.

T Le temps terminal.

MW Mouvement Brownien.

<X, X >p Variation quadratique de X sur [0,7].

exp Exponentiel.

lim sup Limite supérieur

f Drift.

o Cofficient de diffusion.

max, min maximum, minimum

P—p.s Presque stirment pour la mesure de probabilité PP.
Lt Espace des processus intégrables

AT Transposée de la matrice A.

u* Controle optimal.

X’ Trajectoire associé a u.

p(t) Processus adjoint.

H(t, X, u,p,q) Hamiltonian.

42



	Table des matières
	Introduction
	red Quelques éléments sur le calcul stochastique
	Processus stochastique
	Filtration
	Espérance
	Espérance conditionnelle
	Martingale
	Mouvement Brownien
	L'intégrale stochastique et les EDSs

	Processus d'Itô
	Formule d'Itô
	Quelques inégalités utilisables

	redEquations différentielles stochastiques
	Existence et Unicité

	redPrincipe du maximum dans un domaine convexe
	Formulation du problème
	Conditions sur les coefficients
	Convergence des trajectoires perturbées
	Principe du maximum de Bensoussan
	Equation adjointe


	Conclusion
	Bibliographie
	Annexe B: Abréviations et Notations

