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Introduction

Dans ce mémoire, nous nous intéressons & 1’étude d’équations différentielles stochastiques
dont la solution est donnée en temps terminal 7T'. Ce type d’équations est appelé équations
différentielles stochastiques rétrogrades (EDSR).

Les EDSR ont apparu pour la premiére fois en (1973) dans un article de Bismut [1] dans le
cas ou le générateur est linéaire. Cependant le point de départ de la théorie des EDSRs est
'article de Pardoux et Peng (1990) [2] dans lequel le générateur est non linéaire.

Rappelons ici brievement dans quel contexte la notion d’EDSR a été introduite. On se place
sur un espace probabilis¢ (©, F,P) muni d’'un mouvement Brownien B (d-dimensionnel)
dont la filtration naturelle et augmentée est notée par F? = (F;);>0. Une EDSR & horizon

déterministe T est définie par une équation dont la forme générique est la suivante :
T T
Y}Zf-l—/ b(s,i/;,ZS)ds+/ ZdB,, 0 <t <T,
t t

dont les paramétres sont la condition terminale Y, = £ et la fonction b qui est le générateur.
Depuis le premier résultat d’existence et d’unicité, la théorie des EDSR s’est considérablement
développée en raison du lien existant avec les équations aux dérivées partielles (EDP) et
des applications possibles aux problemes des controles stochastiques et aux problémes des
mathématiques financiéres : un grand nombre de travaux ont été consacrés pour étudier ces
applications et élargir la classe d’EDSR admettant des solutions.

L’objectif de ce mémoire est 1’étude Les conditions suffisantes d’optimalités des controles
relaxés pour les EDSRs de type champ moyen.

Ce travail est composé de trois chapitres :



Introduction

Le premier chapitre est consacré & la théorie du calcul stochastique, en donnant les déféni-
tions et les propriétés des processus continues ainsi que leurs résultats principaux (processus
stochastiques, mouvement Brownien, martingales) qui nous permettre de défénir 'intégrale
stochastique et puis I'existence et 'unicité de la solution d’une équation différentielle sto-
chastique (EDS).

Le deuxiéme chapitre a pour objectif I'’etude de la théorie de base des EDSR. Dans ce chapitre,
nous allons montrer I’existence et I'unicité de la solution d’'une EDSR dans le cas le générateur
est Lipschitzien en y et z.

Dans le troisieme chapitre nous étudions un probleme de controle stochastique o le systeme
est gouverné par une équation différentielle stochastique rétrograde non linéaire (EDSR) du

type champ moyen suivante :

dye = — [, bty Bly], 2, B 2], a)q(da)dt + 2d B,
yr =&,

ou b est dit le génerateur de 'TEDSR, B = (B;):>0 est un mouvement Brownien standard défini
sur un espace de probabilité filtré (2, F, (F;)i>0, P),satisfaisant les conditions habituelles. La
variable de controle ¢;,est appelé controle relaxé, est un processus F;-adapté a valeur mesure
dans P (A) ou A est un sous-ensemble de R™. On note R la classe de tous les controles
relaxés. Notre objectif dans ce chapitre, est d’établir les conditions suffisantes d’optimalités
pour un systéme de type champ moyen sous forme d’un principe de maximum stochastique,
pour les controles relaxés. L’idée est d’utiliser le fait que I’ensemble des controles relaxés
est convexe. Nous établissons les conditions d’optimalités suffisantes en utilisant la méthode
classique de la perturbation convexe (faible).

Nous obtenons I’équation variationnelle de I’équation d’état et 'inégalité variationnelle d’apres
Ioptimalité de p c’est-a-dire

0<J(u’) = J().

Pour parvenir a cette partie du chapitre, nous démontrons sous des hypothéses supplémen-

taires minimales, que les conditions nécessaires d’optimalités sont également suffisantes.



Chapitre 1

Equation différentielles stochastiques

1.1  Processus stochastiques

La notion de processus stochastique modélise les phénomeénes naturels ot des expériences
dont I’evolution au cours du temps dépend du hasard. C’est I’équivalent de la notion de
variable aléatoire pour les problémes a temps fixé.

Un traitement complet de la théorie générale des processus est donné dans (Dellacherie-
Meyar[3]), Ghikhman-Skorokhod [4]).

Soit (€2, F,P) un espace de probabilité, T un ensemble d’indices (qui peut étre (N, Z, R) ou

une partie de R. Et (E, ) est un espace mesurable.

Définition 1.1 On appelle processus stochastique définit sur (2, F,P) admettant T comme
ensemble d’indice et (E,£) comme espace d’etats ; toute famille du variables aleatoires (Xy;t €
T). Pour tout w € Q lapplication t € [0, T] — Xi(w) est appelée trajectoire (ou realisation )

du processus X correspondant a w.

Remarque 1.1 On peut regarder le processus X comme une variable aléatoire a valeurs dans

l’espace des trajectoires. C’est-a-dire ’application

X:(Q,F,P) — E",
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definie par
X(w) = (Xi(w);t € T),

ot ET désigne lensemble des applications de T dans E.

1.2 Processus mesurable, adapté, progressivement mesurable

On suppose que T=R,, (2 ,F) un espace mesurable.

— Un processus X = (X¢)er, est dit mesurable si 'application

X:R+ XQ,B(R+) X F — (E,S)

(t,w) — Xi(w) = X(t;w),

est mesurable.
— Soit (Fi)ser, une filtration de F, un processus X = (X;)er, est dit adapté a la filtration

(Fi)ier, siles variables aléatoires sont F; -mesurables pour chaque ¢t € R™, la v.a

Xi: (F) — (E,€) est F-mesurable.

C’est-a-dire

VB e & XH(B) € F.

Il est clair que (X;);cr, est adapté par rapport a sa filtration naturelle

Fi=0(Xs, s <t).

— (Xt)ier, est progressivement mesurable si

[0;¢] x Q,B([0;t]) ® Fr — Xe(w) = X (t;w),
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est mesurable .

1.2.1 Modification, indistingabilité des processus

— Deux processus (X;)icr, et (Y;)icr, définis sur le méme espace de probabilité (€2, F, P) sont

dit modification 'un de l'autre si :

Pwe Q: Xi(w) =Yi(w)) = 1;Vt € R,

C’est-a-dire :

Vt € RY, Xy(w) = Yy (w), P—ps.

— Deux processus (X;)icr, et (Y2)icr, définis sur le méme espace de probabilité (2, F,P)

sont dit indistingable s’il existe un ensemble N — P-négligeable tel que :

Pw ¢ N : X;(w) =Y (w),Vt e RT) = 1.

C’est-a-dire :

Vw ¢ N = X;(w) = Yi(w),Vt € R"; P—ps,

ce qui signifier que les processus X et Y ont les mémes trajectoires sauf peut-étre sur un

ensemble négligeable.

1.2.2 Filtration

Une filtration définie sur 'espace de probabilité (2, F,P), est une famille croissante F =

(Fi)ier de sous tribus de F telle que :

Fs CF CF,

pour tout 0 < s <t dans T.
La filtration F; s’interpréte comme l'information connue jusqu’a le temps ¢, et elle augmente

en fonction du temps. On pose Fj, = o(U,_.F;) la plus petite sous tribu o contenant tous les

teT
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Fi,Vt € T.

Exemple 1.1 (Canonique de filtration) est le suivant :
Si X = (Xy)er est un processus stochastique, la filtration naturelle (ou canonique) de X,
est FX = 0(X,,0 < s <t tel quet € T). La plus petite sous tribu o par rapport & la quelle

X, est mesurable pour tout 0 < s < t.

Remarque 1.2 On dit q’une filtration F = (F;)er satisfaite les conditions habituelles si

elle est continue & droite c’est-a-dire :

Fy = Mot Fo, VE €T

Et si elle compléte c’est-a-dire : Fo contient les ensembles négligeables de F .

1.3 Mouvement Brownien

Un mouvement Brownien standard est un processus aléatoire a temps continu (B;,t € RT)

tel que :

- By=0ps.

— Pour tout 0 < s < t; dans T, 'acroissement (B; — By) est independant de o(B,,u < s) et
suit une loi gaussienne centrée de variance (¢ — s).

— (B) est a trajectoire continue.

1.3.1 Un mouvement Brownien vectoriel

On dit un mouvement Brownien vectoriel (d—dimensionnel), sur [0, 7] ou RT, tout processus

aléatoire & temps continu & valeur dans R?, et donné par :

(Bt)t€R+ = (Btla Bt2a ) Bf)%'ﬂ'a

tel que :
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1. By =0 p.s,

2. pour tout 0 < s < ¢; dans T, 'acroissement (B; — By) est independant de o(B,,u < s)
et suit une loi gaussienne centrée de matrice de variance (t — s)Id, ou /d est la matrice

d’unité d x d.

Les coordonnées ( B}), ., i = 1,...,d .un mouvement Brownien vectoriel sont des mouve-

teT?

ments Browniens réels est indépendent .
Réciproquement des mouvements Browniens réels et indépendants engendrés un mouve-

ment Brownien vectoriel.

1.3.2 Martingale

Définition 1.2 Une famille de variables aléatoires (Xy,t € [0,00[) est une martingale par

rapport a la filtration (Fy) si :

— X, est Fi-mesurable et intégrable pour tout ¢.
- B[X|F] =X, s <t
- E[|Xi]] < 00,Vt > 0.

Lemme 1.1 Le movement Brownien standard (By)ier+ est une martingale par rapport & sa

filtration naturelle (F;)ier+-

Proof. 1. Par Cauchy-Schwartz, on a :
B8] < VEIBI = Vi < .
2.V0<s<t,ona:

B[B|F’] = B[Bi+ B, - BIF’] =B[B - B|F] + E[B,|F/]

= E[B,— B, + B, = B,.

Les processus suivants sont des martingales par rapport a (F72). m
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Exemple 1.2 Voici deux exemples pour les martingales :

1
M, = B> —t,t > 0.

t
Ny = exp(By = 2). p.s,t > 0.

Définition 1.3 : Une famille de variables aléatoires (X;,t € [0, 00]) est une sur-martingale

(resp.sous-martingale ) par rapport & la filtration (F) si :

1. X, est F;-mesurable et intégrable pour tout ¢ .
2. E[X4|Fs] < Xs, s < t.(resp. E[X¢|F] > X5).

3. E[|Xy]] < oo,Vt>0.
Exemple 1.3 :si X est une martingale, alors X? est une sous martingale.

Exemple 1.4 :si X est une martingale et A un processus croissant, alors X + A est une

sous-martingale.

Théoréme 1.1 (Théoréme de lévy) Soit (X;) un processus a trajectoire continue adapté a

une filtration (F;) et tel que :

1. X, est une martingale par rapport a F;.

2. X? —t est une martingale par rapport a F;.

Alors X; et un mouvement Brownien standard.
On cherche maintenant a définir la variable aléatoire fg f(s)dBs quand {f(s),s > 0} est un

processus stochastique.

1.4 Integrale stochastique

Soit (2, F, (Fi)iet, P) un espace de probabilité filté ou F; = (F;)ier c’est une filtration de
F, satisfaisant les conditions habituelles et B, = (B;);er est un mouvement Brownien défini

dans espace de probabilité.
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Définition 1.4 Un processus stochastique X; = (X;)ier est dit simple si il existe une subdi-
vision 0 =ty < t; <ty < .. <t, =T, de linterval [0,T] et une famille (s;);>0 des variables

aléatoires avec sup, |s;| < ¢ < oo, telle que ¢; est F;, mesurable Vi > 0 :

n—1
Xi = gol{o} (t) + Z gil[ti,tH»l](t)'
=0

Ou 4 désigne 'indicatrice de ’ensemble A, c’est-a-dire :

l:sixe A

Iy =
—1 : sinon.

Remarque 1.3 L’ensemble des processus simples sera noté Sr.

Définition 1.5 Un processus stochastique X = (Xy)ier progressivement mesurables est dit

de classe My si

t
My = {X = (X})ier progressivement mesurable E [/ \Xt|2 dt < oo} } )
0

C’est-a-dire : M7 est 'ensemble des processus progressivement mesurables et de carré inté-

grable.

Définition 1.6 Un processus stochastique X = (X)ier progressivement mesurable est dit de

classe Pr st :

t
P, = {X = (X})ier progressivement mesurable P {/ |Xt|2 dt < oo} = 1} )
0

C’est-a-dire : Py est ’ensemble des processus progressivement mésurables et de carré inté-

grable presque surement.

Lemme 1.2 Pour les espaces précédent, on a l’inclusion suivante :

ST CMTC]P)T.

10
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Dans ce qui suit, on va constuire et donner les propriétés des intégrales stochastiques par
rapport au mouvement Brownien B = (By)er du type I(t) = f(f X,dB,. Qu’'on ne peut pas
définir les intégrales de ce type comme intégrales de Lebesgue-Stieljes puisque les trajec-
toires du movement Brownien contiennent toutes les propriétés qui en un certain sens sont

I’analogue de la finitude de la variation.

1.4.1 Cas de processus simple

Soit X = (X})ier un processus stochastique simple, on définit formellement intégrale sto-

chastique X par rapport au mouvement Brownien B = (B;),_, comme suit :

n—1
](t) = Zgi(BtH—l - Btz) + gn(BT - Btn)7
=0

et

t
I(t):/ XsdBs,
0

donc

dB,

n n
[(t) = / [§01{0}<3) + Z gil[ti,tHﬂ(S)
0 i=0

t n t
— / §01{0}<S)dBS + Z Si / 1[ti»ti+1}(8)dB5
0 i=0 70
n—1

= GoBo + Z%(Btiﬂ — By,) + <n(Br — By,),

=0

puisque

P(so=0) =1

On conclut , et en vérifiant que pour tout ¢ # j :

K [6(ti)(Bti+l - Bti)(s(tj)<Btj+1 - Btj)] =0.

11
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De plus

et

VarlI(t) = B /0 (5(s))2ds].

Dans se qui suit, on se donne les propriétés fondamentales de I'intégrale stochastique, concer-

nant la linéarité et la propriété de martingale.

1. t >0, I(t) est F-mesurable.

2. Linearité : soient I(t) et J(t) deux intégrales stochastiques donnés par :

I(t) = /0 ' 5(5)dB., et J(t) = /0 ' o(s)dB..

Alors on obtient le resultat suivant :

1) + J(t) = / (5(s) + 6(s))dB..

et

al(t) = /0 ' 06(5)dB,

(I1(t)):>0 est une martingale

1.4.2 Cas de processus général

L’ensemble des processus simples St est dense dans Mp. Soient T > 0 et § un processus tel

que : I et 6 sont F;-adapté. De plus,

12
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T
E U 62(t)dt} < 00; VT > 0.
0

Il existe une suite de processus étagées ¢,, tel que :

T

n—oo

On définit I'intégrale fo s)dBg par la limite suivante dans L*(£,[0,T7]).

t

t
lim (5n(s)stz/ d(s)dBs.
0

n—oo 0
1. I(t) est Fy-mesurable, ce qui implique que :

t

I(t) = lim [ 0,(s)dBs.

n—oo 0

2. Linearité : soient I(t) et J(t) deux intégrales stochastiques donnés par :

I(t) = /0t5< )dB,, et J(t / (s

f<t>+J<t>:/0< (s) + ¢(s))dB

et
3.
t
al(t) = / ad(s)dBs
0
(I(t))s0 est une martingale
4.
t— / s)dBs est continue.
5.

E Voté(s)st} 2 =E[I’(t)] =E VOT 52(S)d5} :

13
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Exemple 1.5 Calculer [, B(s)dB,

B(0):si0<s< L
B(L):sit<s<Z
on(s) =
B(21t) s = < s <t
\
! ! k +1 k
/ B(s)dBs = lim [ d,( = lim ZB t) — B(—t)]
0 n—oo [ n—oo n
On pose
k
By, = B(—t),
on obtient,
t n—1
/ B(s)dB, = lim Y By[Bi+1 — By
0 n—oo =0
de plus
1 n—1 1 n—1
B (Brs1 — Bi)* = 5 (Brs1)? Z Byy1Br + - Z (Br)?,
=0 =0
1 n—1 1 n—1
5 2 (Brn = Bi)’ = 5B1 = Bi(Bi — By),
i=0 i=0
et
n—1 1 1 n—1
> Bi(Bre1 — By) = 532 ~3 > (B — Br)*.
i=0 =0

Par le passage a la limite on trouve

1 n—1

n—1
ZB’“(B’?H — Bi) = 532(t) - JL%ZBk(BkH — By = §B2(t) - §t'
i=0 =0

14
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Ceci est d’apres la variation quadratique.

1.5 Formule d’Ito

1.5.1 Premiére formule d’Itd6

Soit B un mouvement Brownien défini sur (2, F, (F),50,P) et f : R — R est une fonction

de classe C? et bornée.

Alors :
; Bt - O ’/ BS dBS ’77 BS (1 3
(Bi) =7 (0) /o (B:) /0 (B.)ds

calculer [ BydB; tel que : f(z) = 2

t t
szz/ BSdBS—l—/ ds.
0 0

Ce qui donne , d’apres I'intégration

1

t 1 )
B,dB, = ~B? — ~t.
/0 27t T

1.5.2 Deuxiéme formule d’Ito6

Soit f une fonction définie sur R, x R de classe C'2, on a :

f(t,Bt)_f(O,Bo)+/0 f’(s,Bs)stJr/O f”(s,Bs)der/O fi(s, By)ds.

Formule d’intégration par partie

Soient

15
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deux processus d’'Tto, avec les fonctions f, g, h,k € L2 . d’aprés la formule d’Tto vectorielle

on a :

donc

dX()dY (t) = X(£)dY (t) + Y ()dX (1) + d (X, Y),,

et on obtient la formule d’intégration par parties suivantes :

t
0

XY () = X(0)Y(0) + /O X(s)dY (s) + / Y (5)dX (s) + /0 o(s)k(s)ds.

Exemple 1.6 Soient By, By deux mouvements Browniens independants seulement aux temps

t

By(£) Ba(t) = /0 ' By(t)dBa(t) + /0 ' Ba(t)dBy(t).

Théoréme 1.2 (Représentation des martingales Browninnes) Soit M une martingale (cadlag)
de carré intégrable pour la filtration (FF)iepom -Alors il existe un unique processus (Hy)iejo 1)

, appartenant o M?(R¥), tel que :

P—p.s Vt € [0, T,

t
M, = My + /HSdBS.
0

1.6 Existence et un unicité

Soit I’équation différentielle stochastique suivante :

dxy = b(t,x)dt + o(t, x;)d DBy,
= bt.a)it + o(t,21)dB .
$0:§a

vérifier les conditions suivantes :

P(rg=§) =1,

16
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t
P(/ |b(s, )| + 0*(s, z5)ds < 00) = 1,
0

t t
x =&+ / b(s,zs)ds +/ o(s,zs)dBs.
0 0

Le probléme est, -comme les équations différentielles stochastiques constituent une générali-
sation des équations différentielles ordinaires- de montrer que sous certaines conditions sur

les coefficients b, o, I’équation différentielle a une unique solution. On suppose que

[b(t, z) = b(t,y)|* + lo(t, @) — o (t,y)* < klz —y|*, (1.2)

[b(t, @) + [o(t, 2)* < B(L+ |a]). (1.3)
Maintenant, on se donne ci-dessous le théoréme d’existence et d’unicité di a K.Ito.

Théoréme 1.3 Siles coefficients b et o vérifient les conditions (1.2) et (1.3). Alors l’équation
(1,1) admet une solution forte unique X = (Xi)ico,1], Fi-adapté et continue avec condition

initiale Xo = & de plus cette solution est markovienne et vérifie

E | sup [X;|’

te[0,T)

< M,¥p > 1.

Ou M est une constante qui dépend de k;p;T et €.

Remarque 1.4 Remarquant que la condition de Lipshitz (1.2) nous assure l’existence et

Punicité de la solution de l’equation (1.1).

Exemple 1.7

doy
dt—3:1:

=+ oo

To =

17
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O0:50t<a
T =
(t—a)®:sit>a,

2
b(x;) = 3z} n’est pas Lipshitzienne car les dérivées n'est pas bornnées, n'est pas dérivable au
points o = 0.

Remarque 1.5 La condition de croissance (1.3) nous évite ’éxplosition de la solution et
st on n'a pas cette condition l’équation (1,1) admettra une solution unique mais seulement

Jusqu’au temps d’éxplosition.

Exemple 1.8 On considere l’équation différentielle suivante :

par :

car

lim x; = +o0.
t—1

La preuve du théoréme d’existence et d’unicité de la solution, est basée sur les deux lemmes

suivants :

Lemme 1.3 Lemme de Gronwall

Soit f une fonction intégrable et non négative définie pour t > 0 et vérifiant

f<pe | ' fls)ds,

ol ¢ est une constante positive. Alors on a :

ft) < 6/0 exp(cs)ds.
18
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Lemme 1.4 Inégalité de Bulkholder-Davis-Gundy

E |sup |o(s, X,)dBi|”

t<T

< CE [|o(s, X,)? ds],

ou C' est constante positive.
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Chapitre 2

Equations différentielles stochastiques

Rétrogrades

L’objectif de ce chapitre est d’introduire la notion d’équations différentielles stochastiques
rétrogrades (EDSR en abrégé), et de préciser la terminologie employée dans ce contexte. Nous

montrerons le résultat classique d’existence et d’unicité des solutions pour les ESDR.

2.1 Notations

Soient (2, F,P) un espace de probabilité complet de B un d—dimensionnel sur cet espace.
On note (FP);>o la filtration naturelle du mouvement Brownien. On travaillera avec deux
espaces de processus :

— On notera tout d’abord S} 'espace vectoriel formé des processus Y, progressivement me-

surables, & valeurs dans R¥ et FP-adapté tel que :
Y]gr = E { sup \Y\z] < 00.
2 0<t<T

Et S*(R¥) le sous espace formé par les processus continus.
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Et ensuite M?(R**4) celui formé par les processus Z, progressivement mesurables, & valeurs

dans R**? et FP-adapté tel que :

T
12| ga = B U |Z8|2ds} < .
0

Les espaces S?, 82 et M? sont des espaces de Banach pour les normes définies précédemment.
Nous désignerons B2 I'espace de Banach S?(R¥)x M?Z(RF*4).
Dans tout ce chapitre, ainsi que dans le suivant, nous donnons une application aléatoire f
définie sur [0, 7] x Q x R* x R¥*4 4 valeurs dans R” telle que, pour tout (Y, Z) € R* x RF*4,
le processus {f(t,Y, Z)o<t<r} soit progressivement mesurable. On considére également une
variable aléatoire £, mesurable pa rapport & F; et a valeur
dans R¥.

Dans ce contexte, on veut résoudre 1’équation différentielle stochastique rétrograde (EDSR

en abrégé) suivante :

—dY, = f(t.Y,, Z,)dt — Z,dB,,0 <t < T

Ynga

ol, de fagon équivalente, sous forme intégrale,

T T
Yt:§+/f(s,1g,ZS)ds—/stBs,ogth. (2.1)
t

t

La fonction f s’appelle le générateur de 'EDSR, (2.1) et £ la condition terminale. Sans plus

tarder, précisons ce que 1'on entend par solution de 'EDSR, (2, 1).

Définition 2.1 Une solution de I’EDSR (2,1) est un couple de processus {(Yi, Zt) bo<t<r
vérifiant :
1. Y et Z sont progressivement mesurables a valeurs respectivement dans RF et R¥*?.

2. P—p.s

T T
J1rsvez)lds— [1z,pds b < o
0 0
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3. P—p.s, ona:
T

T
Kt:ﬁ—i-/f(S,Ys,Zs)ds—/stBs,Ogth.
t

t
Remarque 2.1 On cherche un couple de processus (Y, Z) tel que :
~ (Y, Z) est FP-adapté.

T
E sup|Yt|2—|—/|Zs|2ds < 00.
0

t<T

T T
Y, :§+/f(s,B,Y;,Zs)ds — /ZSdBS.
t t

Exemple 2.1 (EDO) :
dY; = f(Yy)dt

Yo = €.

(EDSR(/,£))

Supposon f(Y) = 0. La solution de l’équation (EDO) est Y, = {,Vt < T, mais Y; n’est pas

FPB-adapté ou & est seulement FE-adapté. La solution de EDRS (0,&) tel que f = 0. La

meilleurs approzimation dans L*(FP) de & est B [5 |EB] que est FP-martingale. D’aprés le

théoréeme de réprésentation des martingales Brownien on obtient :
t
E [¢|FP] =E [¢|F]] +/ ZdB.
0

VZ est FP prévisible et B [fot Zfds] < 00,

E [¢| 7] =Blg) + / Z.dB,

On poset =T :

T
B [¢|FE] - B [6|FP] = / Z,dB.,

t

donce

T
B [¢|FE) = ¢ - / Z.dB,.
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c’est-a-dire

T
Y, :g—/ Z,dB,,
t

donc B [¢|FP] est une solution de 'EDRS (0, €).

2.2 Théoréme d’existence et d’unicité des EDSR a co-
efficient Lipshtizien

Théoréme 2.1 Sous les données précedentes & € L*(FE), on suppose de plus que :

H, f est k-uniforme Lipshtizien par rapport Y et Z, c’est-a-dire :

Ik > 0,Y(Y, Z) € RF x R¥*4 (Y, Z) € RF x Rkxd

[f(t, B,Y,Z) = f(t, B,Y, 2)| < k([Y =Y |+ |Z - Z]).

[f(t, B,Y, Z)| < he(B) + A(|Y] + |2]),

ot hy(w) > 0,Vt, B et E(fOT h2ds) < oo
H;
T
Blld+1 [ st.5.0.0fs) <o
0

Alors U'EDRS (f,§) posséde une solution.

Proof.

Etapel : On suppose que f(t,B,Y,Z) = f(t, B), ce qui implique 'EDSR suivante :

Y, —f—l—/tTf(s,B)ds—/tTstBs.

Le processus M; = E [5 + fOT f (S,B)ds\ftB} est une martingale. D’aprés le théoréeme de

réprésentation des martingales Brownien on obtient :
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V(Z;) FP previsible processus tel que E [fot Z,|? ds] < 0.
Et
¢
M, = M, +/ Z.dB,,
0

donc

T
My — M, = / Z,dB,,
t

ce qui nous donne

B e+ / s B)aslzE) <8 e+ [ Tf(aB)ds\ftB}

= ot [ seman (3 [ maast] s e [ s mans?))

= §+/O f(s,B)ds—/O f(s,B)ds—E[g+/t f(s,B)ds|ftB]

T T
= f—i—/ f(s,B)ds—E[f—i—/ f(s,B)ds\ﬁB].

Alors

T T T
E[§+/ f(s,B)ds|ftB] =5+/ f(s,B)ds—/ Z,dB,,

Y =§+/tTf(s, B)ds — /tTZSdBS.

c’est-a-dire

Etape2 : f(t,B,Y, Z) est vérifie (Hy, Hy, H). ®

Lemme 2.1 On suppose que (Hs) est vérifiée, soit (Y, Z) une solution de ’EDRS (f,§), on

suppose de plus que Z € My*?, (B [fOT ]Zs\st] < o0). Alors Y € S§.

Proof.

On a
T t
Yi=Yo+ [ fls,B,Ya ZJ)ds — / Z.dB,
0 0

car (Y, Z,) verifie FEDRS (f,€). On obtient :
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T
v < rYo|+/ (s, B, Yo Z,)|ds +
0

t
/ Zsd By
0
t
/ Zsd By
0

T
< %l + [ 1f(s.B Y Z0)lds+ sup
0

0<t<T

D’apreés (Hz) on obtient :

T
v < |Yo|+/ (h(B) + \IYa| + Al Z)) ds + sup
0

0<t<T

t
/ Z,dB,
0
t T
/stBs +/ A|Y, |ds.
0 0

D’apres le lemme de Gronwall et 'inégalité de Bulkholder-Davis-Gundy on obtient :

T
< %l + [ (ulB)+ NZI) ds+ sup
0

0<t<T

Y| < np x exp(At),

ol
T t
np = Yol + / (h(B) + A Z[)ds + sup / Z.dB,|,
0 0<t<T 0
donc
sup |Y;|* < 7. x exp(2 x At),
t<T

passant a ’esperance, on trouve

E {sup |Y;|2} <exp(2 x At) x E [n}] < <.

t<T

AlorsY € S5. =

Lemme 2.2 Soit (Y, Z) € S§ x My*?® c’est-a-dire

¢
E [sup|Yt|2] <oo et E {/ ngs} < 00.
0

t<T
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Alors la martingale locale M; = fo Y, Z,dB, est une martingale uniformement dans L' c’est-

a-dire
E {sup |Mt|2} < 00.
t<T
Proof. Ona :
t i t 1
E {sup / Y;stle < CpE </ Y;ZSdBS> = CpE [sup (/ ]Y\ | Z] dB)
t<T 0 0 T t<T

i 3
CpE </ sup |YS|2|ZS|2dBS)
o0 t<T

IN

1
t 2
CpE (sup|Ys|2/ \ZSIZdBS)
L t<T 0

1
2

r t
CpE sup|YS|2+/ ]ZS|2dBS} < o0.
Lt<T 0

IN

IN

(C&I‘ a.b S %(GQ +b2) S (a2 +b2)7 (Y’ Z) € Séc X M§Xd) ||

2.2.1 Démonstration du théoréme d’existence par le théoréme du
point fixe

Sous les condition (H,, Ho, H3), soit (U,V) € B?> = S¥ x M}*? alors 'EDRS (f,U,V)
suivante :

T T
Yt:§+/ F(s,U, V)ds—/ 7.dB;,
t t

posséde une seule solution (Y, Z) € B2, ceci définit une application :

w:82—>82

(U, V)= (U, V)= (Y, Z).

Solution de 'EDRS (f,U, V).
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Remarque 2.2

t t
||Y,Z||2 —E Li?ST|Y;|2/ |Zs|2st] ~E { sup exp(at)|Y;|? +/ exp(at)]Zs\zds}
<t< 0

0<t<T

— — Soit (U, V)Y, Z) et (U,V,Y,Z) tel que :

On pose

On applique la formule d’It6 a la fonction :
H(t,Y) = exp(at)|Y|* € C*2.
Ce qui nous donne

()T + [ expla)|Z s
= | explas) (<alViP + 2R W.V) - FG.V))is)

T
— / 2exp(as)Y,Z,dB,).
¢

D’apres la condition de Lipschitz on obtient :

T
explat)|Ti[? + / explat)| Zu[2ds
t

T T
< / exp(as) (—a|Y,|* + 2Y,L(U — V)ds) — / 2 exp(as)Y, Z,dB,),
¢ ¢

Ve >0, ona:

b2
2ab = 2aV/2 x a’ + —,

%I
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alors

T
explat)|Fif + [ explat)|Zds
t
T B L2 _ T L
< / exp(as) (—a|YS|2+2—|YS|2dS) +R5—/ 2 exp(as)Y;Z,dBy),
t € t
ou

R. = /0 5exp(as)(’U0}2 — |‘_/0}2)ds.

2
On pose € = 22
6%

T T
exp(as)|Y;|? —i—/ exp(as)|Z|?ds < R, — / 2 exp(as)|Ys|| Zs|dBs, (2.2)
¢ t

et

T
E {/ exp(at)\Z|2ds} <E[R.],Vt €T,
t

donc

E { /0 ' exp(at)|Z|2ds} <E[R.]. (2.3)

Par aillieurs, (2.2) implique :

Y

T
| 2explas)Til|ZaB.
t

sup exp(at)|Y;|* < R. +sup
t<T t<T

donc

E {Sup exp(at)|}7t|2} <E[R]+E {sup

t<T t<T

T
| 2explas)Til|Z]aB.
t

|\

T 2
(| 2expias)viiizian. )
t T

alors

E {sup exp(at)|§7t|2} < E[R.]+CE

t<T

Car (E [sup,cp M;| <E [(M)%]) aussi
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T 3
E {sup exp(at)\YtP] < E[R:]+CE [/ 4exp(2as)|Y;]2|Zs|2st]
t

t<T

1
2

IN

T
E [R.] +CE {sup exp(as)\f@ﬁ/ exp(as)]ZSFds]
s<T t

1
2

A
=
&
+
=

T
sup exp(as)|Y,|*C? / exp(as) |ZS|2ds}
¢

| s<T

1
2

IA
=
b
_|_
=

T
sup exp(ag) Y, |(C? / exp(as)|Z, |2d51
t

Ls<T

A
=
&
_I_
&

1
1 _ C2 T _ 2
5 Sup exp(as)|Ys|*| + =—E exp(as)|Zs|*ds
L ¢

s<T 2

A
=
&
_|_
=

‘1 1 02 T .
Esupexp(a5)|Y;| + 71@ exp(as)|Zs|*ds| ,
L t

s<T

donc
2 2
%E [supexp(as)]?sf} <EI[R.]+ C—E [R.] = 2+C E

s<T 2

ce qui nous donne

E {sup exp(as)|§_(s|2} <(2+CHE[R.]. (2.3)

s<T

D’apres (2.3) et (2.4) on obtient :

W@, = V22, < G+C)E[R]
< B+CYE [/Teexpozs (T + |[Vi| ) }
< @re?) E[ | esptas) (. + 7.y }
< 3+025( { exp(as) |U,|” ds]+]EVOTexp (as) |V dsD
< 3+C’25( { iggexp(as)‘ﬁs}zds}—kE[/ exp<as)\\75|2dsD
<

(3+C?) g( dsE {supexp(at) |T| } +E UO exp(as) WS}%D .

s<T
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On pose € = 2(T + 1)(3 + C?) on obtient :

W@, = VD),

< (T+1)(3+C%e (/OT s {supexp(at) |Uﬂ +E MTexp(as) |Vs\2dSD ,

s<T

ce qui implique

1@ ),y < 51T 7, -

Donc P'aplication 1 est contractante de (B2 |[|,,) dans (8% ||[l,,)- Elle possede donc un
point fixe. C-a-dire

Y, Z) € B? tel que (Y, Z) = (Y, Z).

Donc

T T
Yt=g+/ f(s,YS,ZS)ds—/ Z.dB..
t t
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Chapitre 3

Les conditions suffisantes d’optimalité

pour les EDSR de type champ moyen

3.1 Introduction

Nous étudions un probleme de controle stochastique ou le systeme est gouverné par une
équation différentielle stochastique rétrograde non linéaire (EDSR) du type champ moyen

suivante :

dy; = =b(t,y;, By, 28, B 2], v)dt + 2/d B, (31)
yr =&,
ou b est dit le génerateur de 'EDSR (3.1), B = (B¢)>0 est un mouvement Brownien standard
défini sur un espace de probabilité filtré (Q2, F, (F;)i>0,P), satisfaisant les conditions habi-
tuelles. La variable de controle v = (v;), est appelé controle strict (régulier), est un processus
Fi-adapté a valeur dans un sous-ensemble A4 de R™. On note U la classe de tous les controles
stricts.

L’objective est de minimise, sur I’ensemble des controles U, un fonctionnel de cott de la

forme

J(v) = B | gl BI) + / Wty B, 2 B (2] vt | | (3.2)

31
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ou g et h sont des fonctions données et (y;, z}') est les trajectoires associées a v.

Un controle u € U est dit optimal s’il satisfait

J(u) = inf J(v). (3.3)

velU

Dans le modeéle relaxé, le systéme est gouverné par 'EDSR

dyf = — / b(t, v, B 5], 20 B[], a)qs (da)dt + =0dB,
‘A (3.4)

yr = &.

Le fonctionnel de cotit & minimiser sur la classe R des controles relaxés est défini par :

T

J(q) =E | g(u8 B)) + / / Wt ol By, 20 B 2], a)gr(da)dt | (3.5)
0 A

Un controle relaxé p est dit optimal s’il vérifié :

J(p) = inf J(q). (3.6)

gER

Notre objectif dans ce chapitre, est d’établir les conditions suffisantes d’optimalités pour un
systéme des EDSR de type champ moyen sous forme d’un principe de maximum stochastique,
pour les controles relaxés. Pour atteindre cet objectif, nous obtenons ces résultats comme suit.
Tout d’abord, nous donnons les conditions nécessaires d’optimalités pour les controles relaxés.
L’idée est d’utiliser le fait que I’ensemble des controles relaxés est convexe. Nous établissons
les conditions nécessaires d’optimalités en utilisant la méthode classique de la perturbation
convexe (faible).

Plus précisément, si ’on note p un controle relaxé optimal et ¢ est un élément arbitraire de
R, puis pour un réel suffisamment petit 6 > 0 et pour chaque ¢ € [0, 7], on peut définir un

controle perturbé comme suit

1 = g+ 0(q + )

Nous obtenons l’équation variationnelle de I’équation d’état, et l'inégalité variationnelle
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d’apres 'optimalité de p c’est-a-dire

0 < J(u") - T(n).

Pour parvenir a cette partie du chapitre, nous démontrons sous d’hypothéses supplémentaires
minimales, que ces conditions nécessaires d’optimalités sont également suffisantes. Dans ce
chapitre, nous désignons par C' une constante positive et nous avons besoin des notations
matricielles suivantes. On note M, (R) 'espace des matrices réelles d x n et par M7, (R)
I'espace linéaire des vecteurs M = (Mj, ..., My) ot M; € M, «n(R).

Pour tout M, N € M2, (R), L,S € M, a(R), Q € Mpxn(R), a, 3 € R" et v € R", nous

utilisons les notations suivantes

aff = Z a;f3; € R™ est le produit scalaire dans R";
i=1

d
LS = Z L;S; € R™, ou Let S; sont la colonne i* de L et de S;

i=1

d

ML = Y ML; €R"
=1
d

Moy = ) (Mia)y, € R™
i=1
d

MN = ) M;N; € Myun(R);
=1
d

MQN = Y MQN; € Myun(R);
i=1

d
MQy = ) MQy € Muu(R).
=1

On note L* la transposée de la matrice L et M* = (M7, ..., M}).
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3.2 Formulation du probléme

Soit (2, F, (Ft)t>0,P) un espace de probabilité filtré satisfaisant aux conditions habituelles,
sur lequel un d—dimension mouvement Brownien B = (B;);>¢ est défini. Nous supposons
que (F;)i>o est augmentation P-nuls de la filtration naturelle de B. Soit 7" un nombre réel

strictement positif et A un sous-ensemble de R™.

3.2.1 Le probléme de contréle strict

Définition 3.1 Un controle strict v = (v;) est un processus Fy—adapté o valeur dans A de
telle sorte que

E [sup |v;]*] < o0.

On note U 'ensemble des controles stricts admissibles. Pour tout v € U, nous considérons

I’EDSR contrdlée suivante

dyy = —b(t,yf By}, 20, B[], v)dt + 27 dB,

yr =&,

oub: [0, 7] x R" x R" x M,»q(R)xA — R" et £ est une variable aléatoire Fr-mesurable a
n dimensions de telle sorte que

E [|¢°] < oo.

La fonction de cotit & minimiser est définie de &/ dans R par

T
J0) =B |9 Bl + [t u0. Blot) 2 B L) )|
0
ou,
g @ R"xXR"—R,

h [0, T] x R" x R™ X Myxq(R)X M«q(R)xA — R.
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Un controle strict u est appelé controle optimal s’il satisfait

J(u) = inf J(v).

veU

Nous supposons 'hypothése suivante (H) :

Les fonctions b, g et h sont contintiment différentiable par rapport a (y, z).

Ils sont majorées par C'(1+ |y| + |z|) et leurs dérivées, par rapport a (y, z) sont continues et
uniformément bornées.

Sous I’hypothése ci-dessus, ’équation (3,1) a une unique solution forte et le cott J est bien

définie de U dans R.

3.2.2 Le modéle relaxé

L’idée est de relaxer le probléme de controle strict défini ci-dessus est basée sur la remplage-
ment de ’ensemble A des controles stricts par une classe plus large qui donne une structure
topologique plus approprité. Dans le modéle relaxé, en remplacant les processus v a valeur
dans A par des processus ¢ a valeur dans P(A), ou P(A) désigne 'espace des mesures de

probabilité sur A muni de la topologie de la convergente stable.

Définition 3.2 Un contréle relaxé (q;); est un processus a valeurs dans P(A), progressive-
ment mesurable par rapport a (F,); et de telle sorte que pour chaquet ,1y94.q est Fy-mesurable.

Nous désignons par R l’ensemble de tous les controles relazés.

Remarque 3.1 L’ensemble des contréles stricts est injecté dans l’ensemble des controles

relaxés par la fonction

f:v— f,(dt,da) = dto,,(da),

ol 9, est la mesure de Dirac concentrée en un seul point v.
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Notation 1 57 on pose

bty Byl 2 Bl2f],q) = [b(t,yf Byl 2, B[], a)q(da),

Wty Blyl] 2 Bl a) = [h(tyl Byl 2 B[], a)q(da).

k\ h\

Alors, l’équation (3,4) devient

dyl = =b(t,y{, Blyf], z{, B (2], q;)dt + 2{dB, 37)

yp =&

Avec une fonction de cotit donnée par :

T
J(q) =E | 9(y5, E [ys] +/ (t,yi Elyi], 2 E 2], q)dt
0
Par conséquent , en introduisant les controles relaxés, nous avons remplacé ’ensemble A par
un espace plus grand P(A). On gagné 'avantage que P(A) est a la fois cmpact et convexe.
De plus, les nouveaux coefficient de 1’équation (3.7) et le fonctionnel de cotit sont linéaires

par rapport & la variable de controle relaxé.

Remarque 3.2 Le cofficient b (défini dans la notation ci-dessus) vérifié les mémes hypo-
théses que b. Puis, sous les hypothéses (H), b est uniformément Lipschitzienne avec une
croissance linéaire. Alors par les résultats classique sur EDSR, pour chaque ¢ € R [’équation
(3.4) admet une unique solution forte.

D’autre part, il est facile de voir que h vérifie les mémes hypothéses que h. Alors la fonction

de coit J est bien definie de R dans R.

Remarque 3.3 si ¢; = 0, est une mesure de dirac concentrée en un seul point vy € A, et
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pour chaque t € [0,T] on a

/b(t,yf,E[yf]723,153[23],@)%(65@) = [ bty Byf], 2 B[], a)do,(da)

A

B —

= bty Bly], 2, B2, v),

et
/h(t,yf,E[yt] 2, B 7], a)qi(da) / (i, Bly], 2/ B 2], a)dy, (da)
A A
= h(t,yi Ely], 2, E 2], ve)
Dans ce cas (y4,29) = (y”,2"),J(q) = J(v) et nous obtenons un probléme de controle

strict. Donc, le probléme des controle strict {(3.1),(3.2),(3.3)}, c’est un cas particulier du
probléme de controle relaxé {(3.4),(3.5),(3.6)}.

3.3 Les conditions suffisantes d’optimalités pour les controles
relaxés

Dans cette section, nous étudions le probléme de controle relaxé {(3.4), (3.5), (3.6)}, nous
donnons les conditions nécessaires d’optimalités et nous établissons les conditions nécessaires

d’optimalités pour ce genre de probléme de controle stochastique.

3.3.1 Conditions nécessaires d’optimalités pour les contrdles re-
laxés

Puisque I’ensemble R des controles relaxé est convexe, alors la méthode classique pour obtenir

les conditions nécessaires d’optimalités pour les controles relaxés est d’utiliser la méthode de

perturbation convexe. Plus précisément, laissez p un controle relaxé optimal et (y1', 21') la

solution de I’équation (3,4) controlée par p. Donc, nous pouvons définir un controle relaxé
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perturbé comme suit :

pe =ty + 0(g + ), (3.8)

o, # > 0 est un réel suffisamment petit et g est un élément arbitraire de R. Désignons par
(y?, 29) la solution de 'équation (3.4) associée a uf.

D’apres 'optimalité de p, I'inégalité variationnelle sera dérivée du fait que :

0 < J(uf) = J(p)- (3.9)

Nous donnos dans la proposition précédente les conditions nécessaires d’optimalités pour les

controles relaxés pour 'EDSR, de type champ moyen (3.4).

Proposition 3.1 Soit ;1 un contréle relaxé optimal qui minimise la fonction J sur R et
(yt', z") la solution de (3.4) associée & p. Alors, il existe un unique processus adapté p*, qui

est la solution de l’équation différentielle stochastique (appelée équation adjointe) suivante :

dpl = (H,(t, p,) + E[Hy (¢, 1)) dt + (H. (¢, 1) + E[H. (¢, 1,)]) dBy

2o = 9o, Blyo]) + B gy (vo, Blys))]

(3.10)

tel que

H(t, y#> E [y#] ) Zf’ E [Zﬂ hutapf) < H<t7 yfa E [yﬂ 72/#) [ [Zf] >qtap?)>v% € P(.A),pp,ps,
(3.11)
ou le Hamiltonien H est défini a partir [0, 7] x R™ x R™ X M,,.q(R) XM, xq(R) x P(A) dans

R par
Hty B[] o B =], p/bty, ], 24 B [2£], )i (da)
A

+ / Wt . B[], ' B2V, a)au(da),
A
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et

Ha(tvﬂt) = Ha(tvyéLuE [yf] >Zf>E [Z;fu] 7:U’t>p?)7 pour & =y, yl7 2 zl'

3.3.2 Conditions suffisantes d’optimalités pour les controéles re-
laxés

Dans ce paragraphe, nous étudions sous quelles hypotheses, les conditions nécessaures d’op-
timalités (3.10) devient suffisantes. Nous rappelons les hypothéeses (H) et 1’équation adjointe
(3.10). Pour tout ¢ € R, on note par (y?, z%) la solution de I’équation (3.5) correspondente &
q.

Nous présentons dans le théoréme suivant le résultat principal de ce mémoire.

Théoréme 3.1 (Conditions suf fisantes d'optimalités pour les controles relaxés)
Supposons que la fonction g et (y,y',z,2") — H(t,y,y, 2,2, q,p) sont conveze. Alors, p est
une solution optimale du probléme de controle relaxé {(3.4),(3.5),(3.6)}, si elle satisfaite la

condition (3.11).

Proof. Soit p un élément quelconque de R (candidat pour étre optimal). Pour tout ¢ € R,

nous avons

J(q) — J (1) = Blg(ys, B [y5]) — 9(vo, B [yo])]

1B / / Wty By, 20 B[], a)ar(da)

0 A

/ Bty B, 2 E (], a)y(da) | dt
A

Puisque g est convexe, on a

9o, B lyol) — 9o, Elyo]) > 9y (v, B lvo]) (o — %o) + E gy (v, E[voDE [y5 — vol] -
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Donc

J(q) = J (1) > Blgy (o, B lyo]) (W6 — vo) + Bloy (o, B lyo])E [yg — vo]l] (3.12)

+

T
E/ /htyf,Eyt B (21, a)qu(da)
0 A
- / Wt gt By, 2 B (2], )y (da) | di
A

On remarque a partir de (3.10) que

2o = 90> Blyo]) + E gy (vo, B [yo]] -

Donc 'inégalité (3.12) devient

J(q) —J(p) = - (3.13)

/ (6,40 B (o], 20 B[] a)gi(da)
A

O\»’ﬂ S

/ Bty B, 2B (4], a)uy(da) | dt
A

En appliquant la formule d’'Tto (I'intégration par partie) a p}'(yf — vi'), nous obtenons

dpy (i —wi)) = pidlyd —u) + (Wl — i )dpy +d " y" =y,

S / b(t, 4, B[], 20, B [24] , a)qu(da)
A

- / b(t, vt B (o] 26 B[], )y (da) | dt
A
gl (e — A)dB, + (5 — ) (Hy (b, 1) + B [Hy (£ 1))
(= ) (Mt ) + B [ (1, 1)) B,

+ (Ha(t, ) + B [Har (8, p)]) (2 = 2)dt.
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Passant a l'intégrale de 0 a 7', on trouve :

pr(yr — ) — o (Yo — o)

T
_ /pi‘ /b(t,yf,E[yﬂ,zt,E[zt a)ai(da) — /btyt,Eyt B [, )y (da) | dt
0 A A

!

+

T
PRz — 2)dB, + / ) (Hy (b 1) + B [y (£ 1))
0

+ [ i — ) (Ha(t, ) + B M (E e)]) dBe + / 2(t 1) + B[H(E p)]) (2 — 2)dt.

Passant a ’espérance, on obtient :

T
Blpt (v — )] = E /p /btyt,zayt 20 B[], a)gi(da)
0

- / bty B[], 24 B[], a)p(da) | dt
A

(i —v) (Hy(t, 1) + BIHy (F ,)]) di

(H(t, ) + B [Har (8, p,)]) (2 — 27)dt
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Remplacant cette quanlité dans 1’équation (3.13), on obtient :

T

Jg)— () > E /pé‘ / b(t, ! B[] 20, B [2f] , a)qs(da)

0 A

/ b(t, vt E [42] 24 B[], )y (da) | dt
A

(i —v) (Hy(t, ) + BIHy (4 ,)]) di

(Hz(ta :ut) + E [Hz' (ta :U’t)]) (Zg - Z#)dt

"
T — T — 5 O —

E / Wty B [y 20 B 7], a)qs(da)

L A

- [ bt Blat) o BLat] () | de
A
D’apres la définition de Hamoltonien H, on a :

—E& /(yq — yf) (Hy(t, /Lt) + K [Hy’ (t7 ,ut)]) dt

B / (1) + B [t ) (2 — 21t | (3.14)
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Comme H est convexe en (y, z) et linéaire en y, en utilisant (3.11), nous avons

HEy L Elyf], 2 B2, q, ) — HE v By ] 20 B =], g, )
> Myt yt Blyr] s 2 B 2] g, p8) (9 — 9i')
+EHy ¢y, Ely], 2 Bl e, pt)E [yf — il
+H(t e By ], 2 Blz], s p)) (28 — 21)

+ B[yt Bl ] 2 B2, pf)E (2 — 21]],
ou de maniére équivalente

Ht v Ely], 2 B2, q,0)) — HEu By ] 20 B [, g, )
—Hy @ty Byl 2 BLAT, s pt) (Wi — )
—EH, ¢y By, 2 BT, . pt)E [y — )]
—Ho(t v By, 2 Bl e p) (2 — 21)

- B [Hz/(t,y#,E[ ] < 7E [Zt] Mtvpf)E [ZI(EI - Z#H > 07
remplacant cette différence dans (3.14), nous obtenons

J(q) = J(n) = 0,Yq, € P(A).

Ce qui termine la preuve du théoréme.
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Conclusion

On a établi dans ce mémoire les conditions suffissantes d’optimalité satisfaites par un controle
relaxé admissible pour qu’il soit optimal, pour des systémes gouvernés par des équations
différentielles stochastiques rétrogrades non linéaires de type champ moyen (EDSRs). Ici
les coefficients dépendent des processus d’état ainsi que de leur distribution via I’espérance
d’une fonction. De plus, la fonctionnelle de cotit est également de type champ moyen. Comme
I’ensemble des controle relaxés est convexe, donc la methode de démonstration est basée sur
la méthode classique pour le cas non linéaire ot on a utiliser une perturbation convexe.

Le probléme de controle relaxé est une généralisation du probleme de controle strict. En
effet, si ¢;(da) = d;(da) est une mesure de Dirac concentrée en un seul point qu’est le controle
strict v; € A, alors nous obtenons que le probléme de controle strict est un cas particulier du

probléme de controle relaxé.
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Annexe : Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées

ci-dessous.

E[X]  Espérance mathématique du processus stochastique X.
Uy Variable de controéle strict.

U L’ensemble des controles stricts admrssibles.

A L’ensemble des valeures des controles stricts.

qt Variable de controle relaxé.

R L’ensemble des controles relaxés admrssibles.

P(A)  L’espace des mesures de probabilité sur A.

0y Masse de Dirac concentrée en un point v.

EDS Equation différentielle stochastique.

EDSR Equation différentielle stochastique rétrograde.
Fi Filtration

(Q, F o (Ft) >0 ,IP’) Espace de probabilté filtré.
& La condition terminale de ’'EDSR.

b Le générateur de de 'EDSR.

By Un mouvement Brownien.

H Le Hamiltonien.
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Résumé

Dans ce travail ,nous étudions Les conditions suffisantes d'optimalité des controles pour les
EDSR de type champ moyen .Dans le premier chapitre, nous donnons quelque généralités de calcul
stochastique .le deuxieme chapitre est consacré a |'étude des résultats d'existence et d'unicité de la
solution d'une EDSR dans le cas le générateur est Lipschitzien en y et Dans le troisieme chapitre
nous établir les conditions suffisantes d'optimalités pour un systeme de type champ moyen sous
forme d'Bun principe de maximum stochastique ,pour les controles relaxés.

\_ J
4 )

Abstract

In this work we study The sufficient conditions of optimality of the controls for the EDSR of
type medium field.in the first chapter, we give some generalities of stohastic calculus.the second
chapter is dedicated to thestudy of the results of existence and uniqueneness of solutions of BSDEs in
the case the generator is Lipschitzian in y and z. In the third ,we introduce the we establish the
sufficient conditions of optimalities for a mean-field-type system in the form of a stochastic

maximum principle, for relaxed controls.
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