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Introduction

Dans ce mémoire, nous nous intéressons à l�étude d�équations di¤érentielles stochastiques

dont la solution est donnée en temps terminal T . Ce type d�équations est appelé équations

di¤érentielles stochastiques rétrogrades (EDSR):

Les EDSR ont apparu pour la première fois en (1973) dans un article de Bismut [1] dans le

cas où le générateur est linéaire. Cependant le point de départ de la théorie des EDSRs est

l�article de Pardoux et Peng (1990) [2] dans lequel le générateur est non linéaire.

Rappelons ici brièvement dans quel contexte la notion d�EDSR a été introduite. On se place

sur un espace probabilisé (
;F ;P) muni d�un mouvement Brownien B (d-dimensionnel)

dont la �ltration naturelle et augmentée est notée par FB = (Ft)t�0: Une EDSR à horizon

déterministe T est dé�nie par une équation dont la forme générique est la suivante :

Yt = � +

Z T

t

b(s; Ys; Zs)ds+

Z T

t

ZsdBs, 0 � t � T;

dont les paramètres sont la condition terminale YT = � et la fonction b qui est le générateur.

Depuis le premier résultat d�existence et d�unicité, la théorie des EDSR s�est considérablement

développée en raison du lien existant avec les équations aux dérivées partielles (EDP) et

des applications possibles aux problèmes des contrôles stochastiques et aux problèmes des

mathématiques �nancières : un grand nombre de travaux ont été consacrés pour étudier ces

applications et élargir la classe d�EDSR admettant des solutions.

L�objectif de ce mémoire est l�étude Les conditions su¢ santes d�optimalités des contrôles

relaxés pour les EDSRs de type champ moyen.

Ce travail est composé de trois chapitres :
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Introduction

Le premier chapitre est consacré à la théorie du calcul stochastique, en donnant les déféni-

tions et les propriétés des processus continues ainsi que leurs résultats principaux (processus

stochastiques, mouvement Brownien, martingales) qui nous permettre de défénir l�intégrale

stochastique et puis l�existence et l�unicité de la solution d�une équation di¤érentielle sto-

chastique (EDS).

Le deuxième chapitre a pour objectif l�etude de la théorie de base des EDSR. Dans ce chapitre,

nous allons montrer l�existence et l�unicité de la solution d�une EDSR dans le cas le générateur

est Lipschitzien en y et z.

Dans le troisième chapitre nous étudions un problème de contrôle stochastique où le système

est gouverné par une équation di¤érentielle stochastique rétrograde non linéaire (EDSR) du

type champ moyen suivante :

8><>: dyt = �
R
A b(t; y

v
t ;E [yvt ] ; zvt ;E [zvt ] ; a)qt(da)dt+ zvt dBt

yT = �;

où b est dit le génerateur de l�EDSR, B = (Bt)t�0 est un mouvement Brownien standard dé�ni

sur un espace de probabilité �ltré (
;F ; (Ft)t�0;P);satisfaisant les conditions habituelles. La

variable de contrôle qt;est appelé contrôle relaxé, est un processus Ft-adapté à valeur mesure

dans P (A) où A est un sous-ensemble de Rm. On note R la classe de tous les contrôles

relaxés. Notre objectif dans ce chapitre, est d�établir les conditions su¢ santes d�optimalités

pour un système de type champ moyen sous forme d�un principe de maximum stochastique,

pour les contrôles relaxés. L�idée est d�utiliser le fait que l�ensemble des contrôles relaxés

est convexe. Nous établissons les conditions d�optimalités su¢ santes en utilisant la méthode

classique de la perturbation convexe (faible).

Nous obtenons l�équation variationnelle de l�équation d�état,et l�inégalité variationnelle d�après

l�optimalité de � c�est-à-dire

0 � J(��)� J(�):

Pour parvenir à cette partie du chapitre, nous démontrons sous des hypothèses supplémen-

taires minimales, que les conditions nécessaires d�optimalités sont également su¢ santes.
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Chapitre 1

Equation di¤érentielles stochastiques

1.1 Processus stochastiques

La notion de processus stochastique modélise les phénomènes naturels où des expériences

dont l�evolution au cours du temps dépend du hasard. C�est l�équivalent de la notion de

variable aléatoire pour les problèmes à temps �xé.

Un traitement complet de la théorie générale des processus est donné dans (Dellacherie-

Meyar[3]), Ghikhman-Skorokhod [4]).

Soit (
;F ;P) un espace de probabilité, T un ensemble d�indices (qui peut être (N;Z;R) ou

une partie de R. Et (E; �) est un espace mesurable.

Dé�nition 1.1 On appelle processus stochastique dé�nit sur (
;F ;P) admettant T comme

ensemble d�indice et (E; �) comme espace d�etats ; toute famille du variables aleatoires (Xt; t 2

T). Pour tout ! 2 
 ,
lapplication t 2 [0;T] ! Xt(!) est appelée trajectoire (où realisation )

du processus X correspondant à !.

Remarque 1.1 On peut regarder le processus X comme une variable aléatoire à valeurs dans

l�espace des trajectoires. C�est-à-dire l�application

X : (
;F ;P)! ET;
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Chapitre 1.Equation di¤érentielles stochastiques

de�nie par

X(!) = (Xt(!); t 2 T);

où ET désigne l�ensemble des applications de T dans E.

1.2 Processus mesurable, adapté, progressivement mesurable

On suppose que T=R+; (
 ,F) un espace mesurable.

� Un processus X = (Xt)t2R+ est dit mesurable si l�application

X : R+ � 
;B(R+)�F ! (E; �)

(t; !) 7�! Xt(!) = X(t;!);

est mesurable.

� Soit (Ft)t2R+ une �ltration de F , un processus X = (Xt)t2R+ est dit adapté à la �ltration

(Ft)t2R+ si les variables aléatoires sont Ft -mesurables pour chaque t 2 R+; la v.a

Xt : (
;F)! (E; �) est Ft-mesurable.

C�est-à-dire

8B 2 �;X�1
t (B) 2 Ft:

Il est clair que (Xt)t2R+ est adapté par rapport à sa �ltration naturelle

Ft = �(Xs; s � t):

� (Xt)t2R+ est progressivement mesurable si

[0; t]� 
;B([0; t])
Ft ! Xt(!) = X(t;!);
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Chapitre 1.Equation di¤érentielles stochastiques

est mesurable .

1.2.1 Modi�cation, indistingabilité des processus

� Deux processus (Xt)t2R+ et (Yt)t2R+ dé�nis sur le même espace de probabilité (
;F ;P) sont

dit modi�cation l�un de l�autre si :

P(! 2 
 : Xt(!) = Yt(!)) = 1; 8t 2 R+:

C�est-à-dire :

8t 2 R+; Xt(!) = Yt(!);P�ps:

� Deux processus (Xt)t2R+ et (Yt)t2R+ dé�nis sur le même espace de probabilité (
;F ;P)

sont dit indistingable s�il existe un ensemble N � P-négligeable tel que :

P(! =2 N : Xt(!) = Yt(!);8t 2 R+) = 1:

C�est-à-dire :

8! =2 N =) Xt(!) = Yt(!);8t 2 R+;P�ps;

ce qui signi�er que les processus X et Y ont les mêmes trajectoires sauf peut-être sur un

ensemble négligeable.

1.2.2 Filtration

Une �ltration dé�nie sur l�espace de probabilité (
;F ;P), est une famille croissante F =

(Ft)t2T de sous tribus de F telle que :

Fs � Ft � F ,

pour tout 0 � s � t dans T.

La �ltration Ft s�interprète comme l�information connue jusqu�à le temps t, et elle augmente

en fonction du temps. On pose Fk = �([
t2TFt) la plus petite sous tribu � contenant tous les
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Chapitre 1.Equation di¤érentielles stochastiques

Ft;8t 2 T:

Exemple 1.1 (Canonique de �ltration) est le suivant :

Si X = (Xt)t2T est un processus stochastique, la �ltration naturelle (ou canonique) de Xt

est FX
t = �(Xs; 0 � s � t tel que t 2 T): La plus petite sous tribu � par rapport à la quelle

Xs est mesurable pour tout 0 � s � t.

Remarque 1.2 On dit q�une �ltration F = (Ft)t2T satisfaite les conditions habituelles si

elle est continue à droite c�est-à-dire :

Ft = \s�tFs;8t 2 T:

Et si elle complète c�est-à-dire : F0 contient les ensembles négligeables de F .

1.3 Mouvement Brownien

Un mouvement Brownien standard est un processus aléatoire à temps continu (Bt; t 2 R+)

tel que :

� B0 = 0 p.s .

� Pour tout 0 � s � t ; dans T, l�acroissement (Bt �Bs) est independant de �(Bu; u � s) et

suit une loi gaussienne centrée de variance (t� s):

� (Bt) est à trajectoire continue.

1.3.1 Un mouvement Brownien vectoriel

On dit un mouvement Brownien vectoriel (d�dimensionnel); sur [0; T ] ou R+; tout processus

aléatoire à temps continu à valeur dans Rd, et donné par :

(Bt)t2R+ = (B
1
t ; B

2
t ; :::; B

d
t )t2T;

tel que :
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Chapitre 1.Equation di¤érentielles stochastiques

1. B0 = 0 p.s,

2. pour tout 0 � s � t ; dans T, l�acroissement (Bt �Bs) est independant de �(Bu; u � s)

et suit une loi gaussienne centrée de matrice de variance (t� s)Id, où Id est la matrice

d�unité d� d.

Les coordonnées ( Bi
t)t2T, i = 1; :::; d .un mouvement Brownien vectoriel sont des mouve-

ments Browniens réels est indépendent .

Réciproquement des mouvements Browniens réels et indépendants engendrés un mouve-

ment Brownien vectoriel.

1.3.2 Martingale

Dé�nition 1.2 Une famille de variables aléatoires (Xt; t 2 [0;1[) est une martingale par

rapport à la �ltration (Ft) si :

� Xt est Ft-mesurable et intégrable pour tout t.

� E [XjFs] = Xs; s � t:

� E [jXtj] <1;8t � 0:

Lemme 1.1 Le movement Brownien standard (Bt)t2R+ est une martingale par rapport à sa

�ltration naturelle (Ft)t2R+ :

Proof. 1. Par Cauchy-Schwartz, on a :

E [jBtj] �
p
E [jBtj2] =

p
t <1:

2. 80 � s � t, on a :

E
�
BtjFB

t

�
= E

�
Bt +Bs �BsjFB

t

�
= E

�
Bt �BsjFB

t

�
+ E

�
BsjFB

t

�
= E [Bt �Bs] +Bs = Bs:

Les processus suivants sont des martingales par rapport à (FB
t ):
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Chapitre 1.Equation di¤érentielles stochastiques

Exemple 1.2 Voici deux exemples pour les martingales :

1

Mt = B2
t � t; t � 0:

2

Nt = exp(Bt �
t

2
); p:s; t � 0:

Dé�nition 1.3 : Une famille de variables aléatoires (Xt; t 2 [0;1[) est une sur-martingale

(resp.sous-martingale ) par rapport à la �ltration (Ft) si :

1. Xt est Ft-mesurable et intégrable pour tout t .

2. E [XtjFs] � Xs; s � t:(resp. E [XtjFs] � Xs):

3. E [jXtj] <1;8t � 0:

Exemple 1.3 :si X est une martingale, alors X2 est une sous martingale.

Exemple 1.4 :si X est une martingale et A un processus croissant, alors X + A est une

sous-martingale.

Théorème 1.1 (Théorème de lévy) Soit (Xt) un processus à trajectoire continue adapté à

une �ltration (Ft) et tel que :

1. Xt est une martingale par rapport à Ft:

2. X2
t � t est une martingale par rapport à Ft:

Alors Xt et un mouvement Brownien standard.

On cherche maintenant à dé�nir la variable aléatoire
R t
0
f(s)dBs quand ff(s); s > 0g est un

processus stochastique.

1.4 Integrale stochastique

Soit (
;F ; (Ft)t2T;P) un espace de probabilité �lté où Ft = (Ft)t2T c�est une �ltration de

F ; satisfaisant les conditions habituelles et Bt = (Bt)t2T est un mouvement Brownien dé�ni

dans espace de probabilité.
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Chapitre 1.Equation di¤érentielles stochastiques

Dé�nition 1.4 Un processus stochastique Xt = (Xt)t2T est dit simple si il existe une subdi-

vision 0 = t0 � t1 � t2 � ::: � tn = T; de l�interval [0; T ] et une famille (& i)i�0 des variables

aléatoires avec supi j& ij � c � 1, telle que & i est Fti mesurable 8i � 0 :

Xi = &01f0g(t) +

n�1X
i=0

& i1[ti;ti+1](t):

Où IA désigne l�indicatrice de l�ensemble A, c�est-à-dire :

IA =

8><>: 1 : si x 2 A

�1 : sinon.

Remarque 1.3 L�ensemble des processus simples sera noté ST :

Dé�nition 1.5 Un processus stochastique X = (Xt)t2T progressivement mesurables est dit

de classe MT si

MT =

�
X = (Xt)t2T progressivement mesurable E

�Z t

0

jXtj2 dt <1
��

:

C�est-à-dire : MT est l�ensemble des processus progressivement mesurables et de carré inté-

grable.

Dé�nition 1.6 Un processus stochastique X = (Xt)t2T progressivement mesurable est dit de

classe PT si :

PT =
�
X = (Xt)t2T progressivement mesurable P

�Z t

0

jXtj2 dt <1
�
= 1

�
:

C�est-à-dire : PT est l�ensemble des processus progressivement mésurables et de carré inté-

grable presque surement.

Lemme 1.2 Pour les espaces précédent, on a l�inclusion suivante :

ST �MT � PT :
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Chapitre 1.Equation di¤érentielles stochastiques

Dans ce qui suit, on va constuire et donner les propriétés des intégrales stochastiques par

rapport au mouvement Brownien B = (Bt)t2T du type I(t) =
R t
0
XsdBs: Qu�on ne peut pas

dé�nir les intégrales de ce type comme intégrales de Lebesgue-Stieljes puisque les trajec-

toires du movement Brownien contiennent toutes les propriétés qui en un certain sens sont

l�analogue de la �nitude de la variation.

1.4.1 Cas de processus simple

Soit X = (Xt)t2T un processus stochastique simple, on dé�nit formellement intégrale sto-

chastique X par rapport au mouvement Brownien B = (Bt)t2T comme suit :

I(t) =
n�1X
i=0

& i(Bti+1 �Bti) + &n(BT �Btn);

et

I(t) =

Z t

0

XsdBs;

donc

I(t) =

Z t

0

"
&01f0g(s) +

nX
i=0

& i1[ti;ti+1](s)

#
dBs

=

Z t

0

&01f0g(s)dBs +
nX
i=0

& i

Z t

0

1[ti;ti+1](s)dBs

= &0B0 +

n�1X
i=0

& i(Bti+1 �Bti) + &n(BT �Btn);

puisque

P (&0 = 0) = 1:

On conclut , et en véri�ant que pour tout i 6= j :

E
�
�(ti)(Bti+1 �Bti)�(tj)(Btj+1 �Btj)

�
= 0:
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Chapitre 1.Equation di¤érentielles stochastiques

De plus

E[I(t)] = 0;

et

V ar[I(t)] = E[
Z t

0

(�(s))2ds]:

Dans se qui suit, on se donne les propriétés fondamentales de l�intégrale stochastique, concer-

nant la linéarité et la propriété de martingale.

1. t � 0; I(t) est Ft-mesurable.

2. Linearité : soient I(t) et J(t) deux intégrales stochastiques donnés par :

I(t) =

Z t

0

�(s)dBs; et J(t) =
Z t

0

�(s)dBs:

Alors on obtient le resultat suivant :

I(t) + J(t) =

Z t

0

(�(s) + �(s))dBs;

et

�I(t) =

Z t

0

��(s)dBs

3.

(I(t))t�0 est une martingale

4.

E
�Z t

0

�(s)dBs

�2
= E

�
I2(t)

�
= E

�Z T

0

�2(s)ds

�
:

1.4.2 Cas de processus général

L�ensemble des processus simples ST est dense dans MT : Soient T > 0 et � un processus tel

que : I et � sont Ft-adapté. De plus,

12



Chapitre 1.Equation di¤érentielles stochastiques

E
�Z T

0

�2(t)dt

�
<1;8T > 0:

Il existe une suite de processus étagées �n tel que :

lim
n!1

E
�Z T

0

j�n � �j2dt
�
= 0, limn!1 k�n � �k2L2(
;[0;T ]) ! 0:

On dé�nit l�intégrale
R t
0
�(s)dBs par la limite suivante dans L2(
; [0; T ]):

lim
n!1

Z t

0

�n(s)dBs =

Z t

0

�(s)dBs:

1. I(t) est Ft-mesurable, ce qui implique que :

I(t) = lim
n!1

Z t

0

�n(s)dBs:

2. Linearité : soient I(t) et J(t) deux intégrales stochastiques donnés par :

I(t) =

Z t

0

�(s)dBs; et J(t) =
Z t

0

�(s)dBs:

I(t) + J(t) =

Z t

0

(�(s) + �(s))dBs;

et

3.

�I(t) =

Z t

0

��(s)dBs:

(I(t))t<0 est une martingale

4.

t!
Z t

0

�n(s)dBs est continue.

5.

E
�Z t

0

�(s)dBs

�2
= E

�
I2(t)

�
= E

�Z T

0

�2(s)ds

�
:

13



Chapitre 1.Equation di¤érentielles stochastiques

Exemple 1.5 Calculer
R t
0
B(s)dBs

�n(s) =

8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

B(0) : si 0 � s � t
n
;

B( t
n
) : si t

n
� s � 2t

n
;

:

:

:

B(n�1
n
t) : si n�1

n
t � s � t:

Z t

0

B(s)dBs = lim
n!1

Z t

0

�n(s)dBs = lim
n!1

n�1X
i=0

B(
k

n
t)[B(

k + 1

n
t)�B(

k

n
t)]:

On pose

Bk = B(
k

n
t);

on obtient,

Z t

0

B(s)dBs = lim
n!1

n�1X
i=0

Bk[Bk+1 �Bk]

de plus

1

2

n�1X
i=0

(Bk+1 �Bk)
2 =

1

2

n�1X
i=0

(Bk+1)
2 �

n�1X
i=0

Bk+1Bk +
1

2

n�1X
i=0

(Bk)
2;

1

2

n�1X
i=0

(Bk+1 �Bk)
2 =

1

2
B2
n �

n�1X
i=0

Bk(Bk+1 �Bk);

et
n�1X
i=0

Bk(Bk+1 �Bk) =
1

2
B2
n �

1

2

n�1X
i=0

(Bk+1 �Bk)
2:

Par le passage à la limite on trouve

n�1X
i=0

Bk(Bk+1 �Bk) =
1

2
B2(t)� lim

n!1

n�1X
i=0

Bk(Bk+1 �Bk)
2 =

1

2
B2(t)� 1

2
t:

14



Chapitre 1.Equation di¤érentielles stochastiques

Ceci est d�après la variation quadratique.

1.5 Formule d�Itô

1.5.1 Premiére formule d�Itô

Soit B un mouvement Brownien dé�ni sur (
;F ; (Ft)t�0 ;P) et f : R! R est une fonction

de classe C2 et bornée.

Alors :

f(Bt) = f(0) +

Z t

0

f 0(Bs)dBs +

Z t

0

f "(Bs)ds;

calculer
R t
0
BsdBs tel que : f(x) = x2

B2
t = 2

Z t

0

BsdBs +

Z t

0

ds:

Ce qui donne , d�après l�intégration

Z t

0

BsdBs =
1

2
B2
t �

1

2
t:

1.5.2 Deuxiéme formule d�Itô

Soit f une fonction dé�nie sur R+ � R de classe C1;2; on a :

f(t; Bt) = f(0; B0) +

Z t

0

f 0(s; Bs)dBs +

Z t

0

f "(s; Bs)ds+

Z t

0

f 0t(s; Bs)ds:

Formule d�intégration par partie

Soient

X(t) = x0 +

Z t

0

f(s)dBs +

Z t

0

g(s)ds;

Y (t) = x0 +

Z t

0

h(s)dBs +

Z t

0

k(s)ds;

15
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deux processus d�Itô, avec les fonctions f; g; h; k 2 L2Loc; d�après la formule d�Itô vectorielle

on a :

�(X(t); Y (t)) = X(t)Y (t);

donc

dX(t)dY (t) = X(t)dY (t) + Y (t)dX(t) + d hX; Y it ;

et on obtient la formule d�intégration par parties suivantes :

X(t)Y (t) = X(0)Y (0) +

Z t

0

X(s)dY (s) +

Z t

0

Y (s)dX(s) +

Z t

0

g(s)k(s)ds:

Exemple 1.6 Soient B1; B2 deux mouvements Browniens independants seulement aux temps

t

B1(t)B2(t) =

Z t

0

B1(t)dB2(t) +

Z t

0

B2(t)dB1(t):

Théorème 1.2 (Représentation des martingales Browninnes) SoitM une martingale (c�adl�ag)

de carré intégrable pour la �ltration (FB
t )t2[0;T ] .Alors il existe un unique processus (Ht)t2[0;T ]

, appartenant à M2(Rk), tel que :

P�p:s 8t 2 [0; T ];

Mt =M0 +

tZ
0

HsdBs:

1.6 Existence et un unicité

Soit l�équation di¤érentielle stochastique suivante :

8><>: dxt = b(t; x)dt+ �(t; xt)dBt;

x0 = �;
(1.1)

véri�er les conditions suivantes :

P (x0 = �) = 1;

16
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P (

Z t

0

jb(s; xs)j+ �2(s; xs)ds <1) = 1;

xt = � +

Z t

0

b(s; xs)ds+

Z t

0

�(s; xs)dBs:

Le problème est, -comme les équations di¤érentielles stochastiques constituent une générali-

sation des équations di¤érentielles ordinaires- de montrer que sous certaines conditions sur

les coe¢ cients b; �; l�équation di¤érentielle a une unique solution. On suppose que

jb(t; x)� b(t; y)j2 + j�(t; x)� �(t; y)j2 � kjx� yj2; (1.2)

jb(t; x)j2 + j�(t; x)j2 � k(1 + jxtj2): (1.3)

Maintenant, on se donne ci-dessous le théorème d�existence et d�unicité dû à K.Itô.

Théorème 1.3 Si les coe¢ cients b et � véri�ent les conditions (1:2) et (1:3). Alors l�équation

(1; 1) admet une solution forte unique X = (Xt)t2[0;T ], Ft-adapté et continue avec condition

initiale X0 = � de plus cette solution est markovienne et véri�e

E

"
sup
t2[0;T ]

jXtjp
#
�M; 8p > 1:

Où M est une constante qui dépend de k; p;T et �:

Remarque 1.4 Remarquant que la condition de Lipshitz (1:2) nous assure l�existence et

l�unicité de la solution de l�equation (1:1):

Exemple 1.7 8><>:
dxt
dt
= 3x

2
3
t ;

x0 = 0:

17
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et

xt =

8><>: 0 : si t � a

(t� a)3 : si t > a;

b(xt) = 3x
2
3
t n�est pas Lipshitzienne car les dérivées n�est pas bornnées, n�est pas dérivable au

points x0 = 0.

Remarque 1.5 La condition de croissance (1:3) nous évite l�éxplosition de la solution et

si on n�a pas cette condition l�équation (1; 1) admettra une solution unique mais seulement

jusqu�au temps d�éxplosition.

Exemple 1.8 On considere l�équation di¤érentielle suivante :

dxt
dt
= x2t ; x0 = 1:

C�est-à-dire b(x) = x2; � = 0, sont Lipchitziennes donc, il existe une solution unique donnée

par :

xt =
1

1� t
: 0 � t � 1;

car

lim
t!1

xt = +1:

La preuve du théorème d�existence et d�unicité de la solution, est basée sur les deux lemmes

suivants :

Lemme 1.3 Lemme de Gronwall

Soit f une fonction intégrable et non négative dé�nie pour t � 0 et véri�ant

f(t) � � + c

Z t

0

f(s)ds;

où c est une constante positive. Alors on a :

f(t) � �

Z t

0

exp(cs)ds:

18
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Lemme 1.4 Inégalité de Bulkholder-Davis-Gundy

E

"
sup
t�T

j�(s;Xs)dBsj2
#
� CE

�
j�(s;Xs)j2 ds

�
;

où C est constante positive.
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Chapitre 2

Equations di¤érentielles stochastiques

Rétrogrades

L�objectif de ce chapitre est d�introduire la notion d�équations di¤érentielles stochastiques

rétrogrades (EDSR en abrégé), et de préciser la terminologie employée dans ce contexte. Nous

montrerons le résultat classique d�existence et d�unicité des solutions pour les ESDR.

2.1 Notations

Soient (
;F ;P) un espace de probabilité complet de B un d�dimensionnel sur cet espace.

On note (FB
t )t�0 la �ltration naturelle du mouvement Brownien. On travaillera avec deux

espaces de processus :

� On notera tout d�abord Sk2 l�espace vectoriel formé des processus Y , progressivement me-

surables, à valeurs dans Rk;et FB
t -adapté tel que :

kY kSk2 = E
�
sup
0�t�T

jY j2
�
<1:

Et Skc (Rk) le sous espace formé par les processus continus.
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Et ensuite M2(Rk�d) celui formé par les processus Z, progressivement mesurables, à valeurs

dans Rk�d, et FB
t -adapté tel que :

kZkSk�d2
= E

�Z T

0

jZsj2ds
�
<1:

Les espaces S2;S2c etM2 sont des espaces de Banach pour les normes dé�nies précédemment.

Nous désignerons B2 l�espace de Banach S2c (Rk)� M2(Rk�d):

Dans tout ce chapitre, ainsi que dans le suivant, nous donnons une application aléatoire f

dé�nie sur [0; T ]�
�Rk �Rk�d à valeurs dans Rk telle que, pour tout (Y; Z) 2 Rk �Rk�d,

le processus ff(t; Y; Z)0�t�Tg soit progressivement mesurable. On considère également une

variable aléatoire �; mesurable pa rapport à Ft et à valeur

dans Rk:

Dans ce contexte, on veut résoudre l�équation di¤érentielle stochastique rétrograde (EDSR

en abrégé) suivante :

8><>: �dYt = f(t; Yt; Zt)dt� ZtdBt; 0 � t � T

YT = �;

où, de façon équivalente, sous forme intégrale,

Yt = � +

TZ
t

f(s; Ys; Zs)ds�
TZ
t

ZsdBs; 0 � t � T: (2.1)

La fonction f s�appelle le générateur de l�EDSR (2.1) et � la condition terminale. Sans plus

tarder, précisons ce que l�on entend par solution de l�EDSR (2; 1):

Dé�nition 2.1 Une solution de l�EDSR (2; 1) est un couple de processus f(Yt; Zt)g0�t�T

véri�ant :

1. Y et Z sont progressivement mesurables à valeurs respectivement dans Rk et Rk�d:

2. P�p:s 8<:
TZ
0

jf(s; Ys; Zs)jds�
TZ
0

jZsj2ds

9=; <1;
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3. P�p:s; on a :

Yt = � +

TZ
t

f(s; Ys; Zs)ds�
TZ
t

ZsdBs; 0 � t � T:

Remarque 2.1 On cherche un couple de processus (Y; Z) tel que :

� (Y; Z) est FB
t -adapté.

�

E

24sup
t�T

jYtj2 +
TZ
0

jZsj2ds

35 <1:

�

Yt = � +

TZ
t

f(s; B; Ys; Zs)ds�
TZ
t

ZsdBs: (EDSR(f; �))

Exemple 2.1 (EDO) : 8><>: dYt = f(Yt)dt

YT = �:

Supposon f(Y ) = 0: La solution de l�équation (EDO) est Yt = �;8t � T; mais Yt n�est pas

FB
t -adapté où � est seulement FB

T -adapté. La solution de EDRS (0; �) tel que f = 0: La

meilleurs approximation dans L2(FB
t ) de � est E

�
�jFB

t

�
que est FB

t -martingale. D�aprés le

théorème de réprésentation des martingales Brownien on obtient :

E
�
�jFB

t

�
= E

�
�jFB

t

�
+

Z t

0

ZsdBs:

8Z est FB
t prévisible et E

hR t
0
Z2sds

i
<1;

E
�
�jFB

t

�
= E [�] +

Z t

0

ZsdBs:

On pose t = T :

E
�
�jFB

T

�
� E

�
�jFB

t

�
=

Z T

t

ZsdBs;

donc

E
�
�jFB

t

�
= � �

Z T

t

ZsdBs;
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c�est-à-dire

Yt = � �
Z T

t

ZsdBs;

donc E
�
�jFB

t

�
est une solution de l�EDRS (0; �):

2.2 Théorème d�existence et d�unicité des EDSR a co-

e¢ cient Lipshtizien

Théorème 2.1 Sous les données précedentes � 2 L2(FB
T ); on suppose de plus que :

H1 f est k-uniforme Lipshtizien par rapport Y et Z; c�est-à-dire :

9k > 0;8(Y; Z) 2 Rk � Rk�d, 8( �Y; �Z) 2 Rk � Rk�d :

jf(t; B; Y; Z)� f(t; B; �Y; �Z)j � k(jY � �Y j+ jZ � �Zj):

H2

jf(t; B; Y; Z)j � ht(B) + �(jY j+ jZj);

où ht(!) � 0;8t; B et E(
R T
0
h2sds) <1

H3

E
�
j�j+ j

Z T

0

f(t; B; 0; 0)j2ds
�
<1:

Alors l�EDRS (f; �) possède une solution.

Proof.

Etape1 : On suppose que f(t; B; Y; Z) = f(t; B); ce qui implique l�EDSR suivante :

Yt = � +

Z T

t

f(s; B)ds�
Z T

t

ZsdBs:

Le processus Mt = E
h
� +

R T
0
f(s; B)dsjFB

t

i
est une martingale. D�aprés le théorème de

réprésentation des martingales Brownien on obtient :
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8(Zt) FB
t previsible processus tel que E

hR t
0
jZsj2 ds

i
<1:

Et

Mt =M0 +

Z t

0

ZsdBs;

donc

MT �Mt =

Z T

t

ZsdBs;

ce qui nous donne

E
�
� +

Z T

0

f(s; B)dsjFB
T

�
� E

�
� +

Z T

0

f(s; B)dsjFB
t

�
= � +

Z T

0

f(s; B)ds�
�
E
�Z t

0

f(s; B)dsjFB
t

�
� E

�
� +

Z T

t

f(s; B)dsjFB
t

��
= � +

Z T

0

f(s; B)ds�
Z t

0

f(s; B)ds� E
�
� +

Z T

t

f(s; B)dsjFB
t

�
= � +

Z T

t

f(s; B)ds� E
�
� +

Z T

t

f(s; B)dsjFB
t

�
:

Alors

E
�
� +

Z T

t

f(s; B)dsjFB
t

�
= � +

Z T

t

f(s; B)ds�
Z T

t

ZsdBs;

c�est-à-dire

Yt = � +

Z T

t

f(s; B)ds�
Z T

t

ZsdBs:

Etape2 : f(t; B; Y; Z) est véri�e (H1; H2; H3):

Lemme 2.1 On suppose que (H2) est véri�ée, soit (Y; Z) une solution de l�EDRS (f; �), on

suppose de plus que Z 2Mk�d
2 , (E

hR T
0
jZsj2ds

i
<1): Alors Y 2 Sk2 :

Proof.

On a

Yt = Y0 +

Z T

0

f(s; B; Ys; Zs)ds�
Z t

0

ZsdBs;

car (Ys; Zs) veri�é l�EDRS (f; �). On obtient :
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jYtj � jY0j+
Z T

0

jf(s; B; Ys; Zs)j ds+
����Z t

0

ZsdBs

����
� jY0j+

Z T

0

jf(s; B; Ys; Zs)j ds+ sup
0�t�T

����Z t

0

ZsdBs

���� :
D�après (H2) on obtient :

jYtj � jY0j+
Z T

0

(ht(B) + �jYsj+ �jZsj) ds+ sup
0�t�T

����Z t

0

ZsdBs

����
� jY0j+

Z T

0

(ht(B) + �jZsj) ds+ sup
0�t�T

����Z t

0

ZsdBs

����+ Z T

0

�jYsjds:

D�après le lemme de Gronwall et l�inégalité de Bulkholder-Davis-Gundy on obtient :

jYtj � �T � exp(�t);

où

�T = jY0j+
Z T

0

(ht(B) + �jZsj) ds+ sup
0�t�T

����Z t

0

ZsdBs

���� ;
donc

sup
t�T

jYtj2 � �2T � exp(2� �t);

passant a l�esperance, on trouve

E
�
sup
t�T

jYtj2
�
� exp(2� �t)� E

�
�2T
�
<1:

Alors Y 2 Sk2 :

Lemme 2.2 Soit (Y; Z) 2 Sk2 �Mk�d
2 c�est-à-dire

E
�
sup
t�T

jYtj2
�
<1 et E

�Z t

0

Z2sds

�
<1:
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Alors la martingale locale Mt =
R t
0
YsZsdBs est une martingale uniformement dans L1 c�est-

à-dire

E
�
sup
t�T

jMtj2
�
<1:

Proof. Ona :

E
�
sup
t�T

����Z t

0

YsZsdBs

����� � CPE

"�Z t

0

YsZsdBs

� 1
2

T

#
= CPE

"
sup
t�T

�Z t

0

jYsj2jZsj2dBs
� 1

2

#

� CPE

"�Z t

0

sup
t�T

jYsj2jZsj2dBs
� 1

2

#

� CPE

"�
sup
t�T

jYsj2
Z t

0

jZsj2dBs
� 1

2

#

� CPE
�
sup
t�T

jYsj2 +
Z t

0

jZsj2dBs
� 1
2

<1:

(Car a:b � 1
2
(a2 + b2) � (a2 + b2); (Y; Z) 2 Sk2 �Mk�d

2 )

2.2.1 Démonstration du théorème d�existence par le théorème du

point �xe

Sous les condition (H1; H2; H3); soit (U; V ) 2 B2 = Sk2 � Mk�d
2 , alors l�EDRS (f; U; V )

suivante :

Yt = � +

Z T

t

f(s; U; V )ds�
Z T

t

ZsdBs;

possède une seule solution (Y; Z) 2 B2, ceci dé�nit une application :

 : B2 ! B2

(U; V ) 7!  (U; V ) = (Y; Z):

Solution de l�EDRS (f; U; V ):
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Remarque 2.2

kY; Zk2 = E
�
sup
0�t�T

jYtj2
Z t

0

jZsj2dBs
�
� E

�
sup
0�t�T

exp(�t)jYtj2 +
Z t

0

exp(�t)jZsj2ds
�

� � Soit (U; V; Y; Z) et ( �U; �V; �Y; �Z) tel que :

(Y; Z) =  (Y; Z); ( �Y; �Z) =  ( �Y; �Z):

On pose

�U = U � �U; �V = V � �V; �Y = Y � �Y; �Z = Z � �Z:

On applique la formule d�Itô à la fonction :

H(t; Y ) = exp(�t)jY j2 2 C1;2:

Ce qui nous donne

exp(�t)j �Ytj2 +
Z T

t

exp(�t)j �Zsj2ds

=

Z T

t

exp(�s)
�
��j �Ysj2 + 2�Ys(f(U; V )� f( �U; �V ))ds

�
�
Z T

t

2 exp(�s) �Ys �ZsdBs):

D�après la condition de Lipschitz on obtient :

exp(�t)j �Ytj2 +
Z T

t

exp(�t)j �Zsj2ds

�
Z T

t

exp(�s)
�
��j �Ysj2 + 2�YsL( �U � �V )ds

�
�
Z T

t

2 exp(�s) �Ys �ZsdBs);

8" > 0, on a :

2ab = 2a
p
2� bp

"
� "a2 +

b2

2
;
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alors

exp(�t)j �Ytj2 +
Z T

t

exp(�t)j �Zsj2ds

�
Z T

t

exp(�s)

�
��j �Ysj2 + 2

L2

"
j �Ysj2ds

�
+R" �

Z T

t

2 exp(�s) �Ys �ZsdBs);

où

R" =

Z T

0

" exp(�s)(
�� �U0��2 � �� �V0��2)ds:

On pose " = 2L2

�

exp(�s)j �Ytj2 +
Z T

t

exp(�s)j �Zj2ds � R" �
Z T

t

2 exp(�s)j �Ysjj �ZsjdBs; (2.2)

et

E
�Z T

t

exp(�t)j �Zj2ds
�
� E [R"] ;8t 2 T;

donc

E
�Z T

0

exp(�t)j �Zj2ds
�
� E [R"] : (2.3)

Par aillieurs, (2:2) implique :

sup
t�T

exp(�t)j �Ytj2 � R" + sup
t�T

����Z T

t

2 exp(�s)j �Ysjj �ZsjdBs
���� ;

donc

E
�
sup
t�T

exp(�t)j �Ytj2
�
� E [R"] +E

�
sup
t�T

����Z T

t

2 exp(�s)j �Ysjj �ZsjdBs
����� ;

alors

E
�
sup
t�T

exp(�t)j �Ytj2
�
� E [R"] +CE

"�Z T

t

2 exp(�s)j �Ysjj �ZsjdBs
� 1

2

T

#
:

Car (E
�
supt�T Mt

�
� E

h
hMi

1
2
T

i
) aussi
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E
�
sup
t�T

exp(�t)j �Ytj2
�
� E [R"] +CE

�Z T

t

4 exp(2�s)j �Ysj2j �Zsj2dBs
� 1
2

� E [R"] +CE
�
sup
s�T

exp(�s)j �Ysj2
Z T

t

exp(�s)j �Zsj2ds
� 1
2

� E [R"] +E
�
sup
s�T

exp(�s)j �Ysj2C2
Z T

t

exp(�s)j �Zsj2ds
� 1
2

� E [R"] +E
�
sup
s�T

exp(�
s

2
)j �Ysj(C2

Z T

t

exp(�s)j �Zsj2ds
� 1
2

� E [R"] +E
�
1

2
sup
s�T

exp(�s)j �Ysj2
�
+
C2

2
E
�Z T

t

exp(�s)j �Zsj2ds
� 1
2

� E [R"] +E
�
1

2
sup
s�T

exp(�s)j �Ysj2
�
+
C2

2
E
�Z T

t

exp(�s)j �Zsj2ds
�
;

donc
1

2
E
�
sup
s�T

exp(�s)j �Ysj2
�
� E [R"] +

C2

2
E [R"] =

2 + C2

2
E [R"] ;

ce qui nous donne

E
�
sup
s�T

exp(�s)j �Ysj2
�
� (2 + C2)E [R"] : (2.3)

D�après (2:3) et (2:4) on obtient :

 ( �U; �V )
2;�

=
( �Y; �Z)

2;�
� (3 + C2)E [R"]

� (3 + C2)E
�Z T

0

" exp(�s)(
�� �Us��2 + �� �Vs��2)ds�

� (3 + C2)"E
�Z T

0

exp(�s)(
�� �Us��2 + �� �Vs��2)ds�

� (3 + C2)"

�
E
�Z T

0

exp(�s)
�� �Us��2 ds�+ E �Z T

0

exp(�s)
�� �Vs��2 ds��

� (3 + C2)"

�
E
�Z T

0

sup
s�T

exp(�s)
�� �Us��2 ds�+ E �Z T

0

exp(�s)
�� �Vs��2 ds��

� (3 + C2)"

�Z T

0

dsE
�
sup
s�T

exp(�t)
�� �Ut��2�+ E �Z T

0

exp(�s)
�� �Vs��2 ds�� :
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On pose " = 2(T + 1)(3 + C2) on obtient :

 ( �U; �V )
2;�

=
( �Y; �Z)

2;�

� (T + 1)(3 + C2)"

�Z T

0

dsE
�
sup
s�T

exp(�t)
�� �Ut��2�+ E �Z T

0

exp(�s)
�� �Vs��2 ds�� ;

ce qui implique  ( �U; �V )
2;�
� 1

2

( �U; �V )
2;�
:

Donc l�aplication  est contractante de (B2; kk2;�) dans (B2; kk2;�): Elle possède donc un

point �xe. C-à-dire

9!(Y; Z) 2 B2 tel que (Y; Z) =  (Y; Z):

Donc

Yt = � +

Z T

t

f(s; Ys; Zs)ds�
Z T

t

ZsdBs:
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Chapitre 3

Les conditions su¢ santes d�optimalité

pour les EDSR de type champ moyen

3.1 Introduction

Nous étudions un problème de contrôle stochastique où le système est gouverné par une

équation di¤érentielle stochastique rétrograde non linéaire (EDSR) du type champ moyen

suivante :

8><>: dyt = �b(t; yvt ;E [yvt ] ; zvt ;E [zvt ] ; vt)dt+ zvt dBt

yT = �;
(3.1)

où b est dit le génerateur de l�EDSR (3.1), B = (Bt)t�0 est un mouvement Brownien standard

dé�ni sur un espace de probabilité �ltré (
;F ; (Ft)t�0;P); satisfaisant les conditions habi-

tuelles. La variable de contrôle v = (vt); est appelé contrôle strict (régulier), est un processus

Ft-adapté à valeur dans un sous-ensemble A de Rm. On note U la classe de tous les contrôles

stricts.

L�objective est de minimise, sur l�ensemble des contrôles U , un fonctionnel de coût de la

forme

J(v) = E

24g(yv0 ;E [yv0 ]) + TZ
0

h(t; yvt ;E [yvt ] ; zvt ;E [zvt ] ; vt)dt

35 ; (3.2)
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où g et h sont des fonctions données et (yvt ; z
v
t ) est les trajectoires associées à v.

Un contrôle u 2 U est dit optimal s�il satisfait

J(u) = inf
v2U

J(v): (3.3)

Dans le modèle relaxé, le systéme est gouverné par l�EDSR

8>>><>>>:
dyqt = �

Z
A

b(t; yqt ;E [y
q
t ] ; z

q
t ;E [z

q
t ] ; a)qt(da)dt+ zqt dBt

yqT = �:

(3.4)

Le fonctionnel de coût à minimiser sur la classe R des contrôles relaxés est dé�ni par :

J(q) = E

24g(yq0;E(yv0)) + TZ
0

Z
A

h(t; yqt ;E [y
q
t ] ; z

q
t ;E [z

q
t ] ; a)qt(da)dt

35 : (3.5)

Un contrôle relaxé � est dit optimal s�il véri�é :

J(�) = inf
q2R

J(q): (3.6)

Notre objectif dans ce chapitre, est d�établir les conditions su¢ santes d�optimalités pour un

système des EDSR de type champ moyen sous forme d�un principe de maximum stochastique,

pour les contrôles relaxés. Pour atteindre cet objectif, nous obtenons ces résultats comme suit.

Tout d�abord, nous donnons les conditions nécessaires d�optimalités pour les contrôles relaxés.

L�idée est d�utiliser le fait que l�ensemble des contrôles relaxés est convexe. Nous établissons

les conditions nécessaires d�optimalités en utilisant la méthode classique de la perturbation

convexe (faible).

Plus précisément, si l�on note � un contrôle relaxé optimal et q est un élément arbitraire de

R, puis pour un réel su¢ samment petit � > 0 et pour chaque t 2 [0; T ]; on peut dé�nir un

contrôle perturbé comme suit

��t = �t + �(qt + �t):

Nous obtenons l�équation variationnelle de l�équation d�état, et l�inégalité variationnelle
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d�après l�optimalité de � c�est-à-dire

0 � J(��)� J(�):

Pour parvenir à cette partie du chapitre, nous démontrons sous d�hypothéses supplémentaires

minimales, que ces conditions nécessaires d�optimalités sont également su¢ santes. Dans ce

chapitre, nous désignons par C une constante positive et nous avons besoin des notations

matricielles suivantes. On noteMd�n(R) l�espace des matrices réelles d� n et parMn
d�n(R)

l�espace linéaire des vecteurs M = (M1; :::;Md) où Mi 2Mn�n(R):

Pour tout M;N 2 Md
n�n(R), L; S 2 Mn�d(R), Q 2 Mn�n(R), �; � 2 Rn et  2 Rn, nous

utilisons les notations suivantes

�� =
nX
i=1

�i�i 2 Rn est le produit scalaire dans Rn;

LS =
dX
i=1

LiSi 2 Rn, où Liet Si sont la colonne ith de L et de S;

ML =
dX
i=1

MiLi 2 Rn;

M� =
dX
i=1

(Mi�)i 2 Rn;

MN =

dX
i=1

MiNi 2Mn�n(R);

MQN =
dX
i=1

MiQNi 2Mn�n(R);

MQ =

dX
i=1

MiQ 2Mn�n(R):

On note L� la transposée de la matrice L et M� = (M�
1 ; :::;M

�
d ):
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3.2 Formulation du problème

Soit (
;F ; (Ft)t�0;P) un espace de probabilité �ltré satisfaisant aux conditions habituelles,

sur lequel un d�dimension mouvement Brownien B = (Bt)t�0 est dé�ni. Nous supposons

que (Ft)t�0 est l�augmentation P-nuls de la �ltration naturelle de B. Soit T un nombre réel

strictement positif et A un sous-ensemble de Rm:

3.2.1 Le problème de contrôle strict

Dé�nition 3.1 Un contrôle strict v = (vt) est un processus Ft�adapté à valeur dans A de

telle sorte que

E
�
sup jvtj2

�
<1:

On note U l�ensemble des contrôles stricts admissibles. Pour tout v 2 U , nous considérons

l�EDSR contrôlée suivante8><>: dyvt = �b(t; yvt ;E [yvt ] ; zvt ;E [zvt ] ; vt)dt+ zvt dBt

yvT = �;

où b : [0; T ]� Rn � Rn �Mn�d(R)�A ! Rn et � est une variable aléatoire FT -mesurable à

n dimensions de telle sorte que

E
�
j�j2
�
<1:

La fonction de coût à minimiser est dé�nie de U dans R par

J(v) = E

24g(yv0 ;E [yv0 ]) + TZ
0

h(t; yvt ;E [yvt ] ; zvt ;E [zvt ] ; vt)dt

35 ;
où,

g : Rn � Rn ! R;

h : [0; T ]� Rn � Rn �Mn�d(R)�Mn�d(R)�A ! R:
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Un contrôle strict u est appelé contrôle optimal s�il satisfait

J(u) = inf
v2U

J(v):

Nous supposons l�hypothèse suivante (H) :

Les fonctions b; g et h sont continûment di¤érentiable par rapport à (y; z):

Ils sont majorées par C(1 + jyj+ jzj) et leurs dérivées, par rapport à (y; z) sont continues et

uniformément bornées.

Sous l�hypothèse ci-dessus, l�équation (3; 1) a une unique solution forte et le coût J est bien

dé�nie de U dans R:

3.2.2 Le modèle relaxé

L�idée est de relaxer le problème de contrôle strict dé�ni ci-dessus est basée sur la remplaçe-

ment de l�ensemble A des contrôles stricts par une classe plus large qui donne une structure

topologique plus approprité. Dans le modéle relaxé, en remplaçant les processus v a valeur

dans A par des processus q a valeur dans P(A); où P(A) désigne l�espace des mesures de

probabilité sur A muni de la topologie de la convergente stable.

Dé�nition 3.2 Un contrôle relaxé (qt)t est un processus a valeurs dans P(A), progressive-

ment mesurable par rapport à (F t)t et de telle sorte que pour chaque t ,1]0;t]:q est Ft-mesurable.

Nous désignons par R l�ensemble de tous les contrôles relaxés.

Remarque 3.1 L�ensemble des contrôles stricts est injecté dans l�ensemble des contrôles

relaxés par la fonction

f : v ! fv(dt; da) = dt�vt(da);

où �v est la mesure de Dirac concentrée en un seul point v.
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Notation 1 Si on pose

�b(t; yqt ;E [y
q
t ] ; z

q
t ;E [z

q
t ] ; qt) =

Z
A

b(t; yqt ;E [y
q
t ] ; z

q
t ;E [z

q
t ] ; a)qt(da);

�h(t; yqt ;E [y
q
t ] ; z

q
t ;E [z

q
t ] ; qt) =

Z
A

h(t; yqt ;E [y
q
t ] ; z

q
t ;E [z

q
t ] ; a)qt(da):

Alors, l�équation (3; 4) devient

8><>: dyqt = ��b(t; yqt ;E [yqt ] ; zqt ;E [zqt ] ; qt)dt+ zqt dBt

yqT = �:
(3.7)

Avec une fonction de coût donnée par :

J(q) = E

24g(yq0;E [yq0]) + TZ
0

�h(t; yqt ;E [y
q
t ] ; z

q
t ;E [z

q
t ] ; qt)dt

35 :
Par conséquent , en introduisant les contrôles relaxés, nous avons remplacé l�ensemble A par

un espace plus grand P(A). On gagné l�avantage que P(A) est à la fois cmpact et convexe.

De plus, les nouveaux coe¢ cient de l�équation (3:7) et le fonctionnel de coût sont linéaires

par rapport à la variable de contrôle relaxé.

Remarque 3.2 Le co¢ cient �b (dé�ni dans la notation ci-dessus) véri�é les mêmes hypo-

thèses que b. Puis, sous les hypothèses (H), �b est uniformément Lipschitzienne avec une

croissance linéaire. Alors par les résultats classique sur EDSR, pour chaque q 2 R l�équation

(3:4) admet une unique solution forte.

D�autre part, il est facile de voir que �h véri�e les mêmes hypothèses que h. Alors la fonction

de coût J est bien de�nie de R dans R:

Remarque 3.3 si qt = �vt est une mesure de dirac concentrée en un seul point vt 2 A, et
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pour chaque t 2 [0; T ] on a

Z
A

b(t; yqt ;E [y
q
t ] ; z

q
t ;E [z

q
t ] ; a)qt(da) =

Z
A

b(t; yqt ;E [y
q
t ] ; z

q
t ;E [z

q
t ] ; a)�vt(da)

= b(t; yqt ;E [y
q
t ] ; z

q
t ;E [z

q
t ] ; vt);

et

Z
A

h(t; yqt ;E [y
q
t ] ; z

q
t ;E [z

q
t ] ; a)qt(da) =

Z
A

h(t; yqt ;E [y
q
t ] ; z

q
t ;E [z

q
t ] ; a)�vt(da)

= h(t; yqt ;E [y
q
t ] ; z

q
t ;E [z

q
t ] ; vt)

Dans ce cas (yq; zq) = (yv; zv); J(q) = J(v) et nous obtenons un problème de contrôle

strict.Donc, le problème des contrôle strict f(3:1); (3:2); (3:3)g, c�est un cas particulier du

problème de contrôle relaxé f(3:4); (3:5); (3:6)g.

3.3 Les conditions su¢ santes d�optimalités pour les contrôles

relaxés

Dans cette section, nous étudions le problème de contrôle relaxé f(3:4); (3:5); (3:6)g; nous

donnons les conditions nécessaires d�optimalités et nous établissons les conditions nécessaires

d�optimalités pour ce genre de problème de contrôle stochastique.

3.3.1 Conditions nécessaires d�optimalités pour les contrôles re-

laxés

Puisque l�ensembleR des contrôles relaxé est convexe, alors la méthode classique pour obtenir

les conditions nécessaires d�optimalités pour les contrôles relaxés est d�utiliser la méthode de

perturbation convexe. Plus précisément, laissez � un contrôle relaxé optimal et (y�t ; z
�
t ) la

solution de l�équation (3; 4) contrôlée par �. Donc, nous pouvons dé�nir un contrôle relaxé
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perturbé comme suit :

��t = �t + �(qt + �t); (3.8)

où, � > 0 est un réel su¢ samment petit et q est un élément arbitraire de R. Désignons par

(y�t ; z
�
t ) la solution de l�équation (3:4) associée à �

�:

D�après l�optimalité de �, l�inégalité variationnelle sera dérivée du fait que :

0 � J(��t )� J(�): (3.9)

Nous donnos dans la proposition précédente les conditions nécessaires d�optimalités pour les

contrôles relaxés pour l�EDSR de type champ moyen (3.4).

Proposition 3.1 Soit � un contrôle relaxé optimal qui minimise la fonction J sur R et

(y�t ; z
�
t ) la solution de (3:4) associée à �. Alors, il existe un unique processus adapté p

�, qui

est la solution de l�équation di¤érentielle stochastique (appelée équation adjointe) suivante :

8><>: dp�t = (Hy(t; �t) + E [Hy0(t; �t)]) dt+ (Hz(t; �t) + E [Hz0(t; �t)]) dBt

p�0 = gy(y
�
0 ;E [y

�
0 ]) + E [gy0(y

�
0 ;E [y

�
0 ])] ;

(3.10)

tel que

H(t; y�t ;E [y�t ] ; z�t ;E [z�t ] ; �t; p
�
t ) � H(t; y�t ;E [y�t ] ; z�t ;E [z�t ] ; qt; p�t );8qt 2 P(A); pp; ps;

(3.11)

où le Hamiltonien H est dé�ni à partir [0; T ]� Rn � Rn �Mn�d(R)�Mn�d(R)� P(A) dans

R par

H(t; y;E [y�t ] ; z�t ;E [z�t ] ; q; p) = p

Z
A

b(t; y;E [y�t ] ; z
�
t ;E [z

�
t ] ; a)qt(da)

+

Z
A

h(t; y;E [y�t ] ; z
�
t ;E [z

�
t ] ; a)qt(da);
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et

H�(t; �t) = H�(t; y
�
t ;E [y

�
t ] ; z

�
t ;E [z

�
t ] ; �t; p

�
t ); pour � = y; y0; z; z0:

3.3.2 Conditions su¢ santes d�optimalités pour les contrôles re-

laxés

Dans ce paragraphe, nous étudions sous quelles hypothèses, les conditions nécessaures d�op-

timalités (3:10) devient su¢ santes. Nous rappelons les hypothèses (H) et l�équation adjointe

(3:10): Pour tout q 2 R, on note par (yq; zq) la solution de l�équation (3:5) correspondente à

q:

Nous présentons dans le théorème suivant le résultat principal de ce mémoire.

Théorème 3.1 (Conditions suffisantes d0optimalit�es pour les contrôles relax�es)

Supposons que la fonction g et (y; y0; z; z0) ! H(t; y; y0; z; z0; q; p) sont convexe. Alors, � est

une solution optimale du problème de contrôle relaxé f(3:4); (3:5); (3:6)g; si elle satisfaite la

condition (3:11):

Proof. Soit � un élément quelconque de R (candidat pour être optimal). Pour tout q 2 R;

nous avons

J(q)� J(�) = E[g(yq0;E [y
q
0])� g(y�0 ;E [y

�
0 ])]

+ E

24 TZ
0

0@Z
A

h(t; yqt ;E [y
q
t ] ; z

q
t ;E [z

q
t ] ; a)qt(da)

�
Z
A

h(t; y�t ;E [y
�
t ] ; z

�
t ;E [z

�
t ] ; a)�t(da)

1A dt

35 :
Puisque g est convexe, on a

g(yq0;E [y
q
0])� g(y�0 ;E [y

�
0 ]) � gy(y

�
0 ;E [y

�
0 ])(y

q
0 � y�0 ) + E [gy0(y

�
0 ;E [y

�
0 ])E [y

q
0 � y�0 ]] :
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Donc

J(q)� J(�) � E [gy(y�0 ;E [y
�
0 ])(y

q
0 � y�0 ) + E [gy0(y

�
0 ;E [y

�
0 ])E [y

q
0 � y�0 ]]] (3.12)

+ E

24 TZ
0

0@Z
A

h(t; yqt ;E [y
q
t ] ; z

q
t ;E [z

q
t ] ; a)qt(da)

�
Z
A

h(t; y�t ;E [y
�
t ] ; z

�
t ;E [z

�
t ] ; a)�t(da)

1A dt

35 :
On remarque à partir de (3:10) que

p�0 = gy(y
�
0 ;E [y

�
0 ]) + E [gy0(y

�
0 ;E [y

�
0 ]] :

Donc l�inégalité (3.12) devient

J(q)� J(�) � E [p�0(y
q
0 � y�0 )] (3.13)

+E

24 TZ
0

0@Z
A

h(t; yqt ;E [y
q
t ] ; z

q
t ;E [z

q
t ] ; a)qt(da)

�
Z
A

h(t; y�t ;E [y
�
t ] ; z

�
t ;E [z

�
t ] ; a)�t(da)

1A dt

35 :
En appliquant la formule d�Itô (l�intégration par partie) à p�t (y

q
t � y�t ); nous obtenons

d (p�t (y
q
t � y�t )) = p�t d(y

q
t � y�t ) + (y

q
t � y�t )dp

�
t + d hp�; yq � y�it ;

= �p�t

0@Z
A

b(t; yqt ;E [y
q
t ] ; z

q
t ;E [z

q
t ] ; a)qt(da)

�
Z
A

b(t; y�t ;E [y
�
t ] ; z

�
t ;E [z

�
t ] ; a)�t(da)

1A dt

+p�t (z
q
t � z�t )dBt + (y

q
t � y�t ) (Hy(t; �t) + E [Hy0(t; �t)]) dt

+(yqt � y�t ) (Hz(t; �t) + E [Hz0(t; �t)]) dBt

+(Hz(t; �t) + E [Hz0(t; �t)]) (z
q
t � z�t )dt:
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Passant a l�intégrale de 0 à T , on trouve :

p�T (y
q
T � y�T )� p�0(y

q
0 � y�0 )

= �
TZ
0

p�t

0@Z
A

b(t; yqt ;E [y
q
t ] ; z

q
t ;E [z

q
t ] ; a)qt(da)�

Z
A

b(t; y�t ;E [y
�
t ] ; z

�
t ;E [z

�
t ] ; a)�t(da)

1A dt

+

TZ
0

p�t (z
q
t � z�t )dBt +

TZ
0

(yqt � y�t ) (Hy(t; �t) + E [Hy0(t; �t)]) dt

+

TZ
0

(yqt � y�t ) (Hz(t; �t) + E [Hz0(t; �t)]) dBt +

TZ
0

(Hz(t; �t) + E [Hz0(t; �t)]) (z
q
t � z�t )dt:

Passant à l�espérance, on obtient :

E[p�0(y
q
0 � y�0 )] = E

24 TZ
0

p�t

0@Z
A

b(t; yqt ;E [y
q
t ] ; z

q
t ;E [z

q
t ] ; a)qt(da)

�
Z
A

b(t; y�t ;E [y
�
t ] ; z

�
t ;E [z

�
t ] ; a)�t(da)

1A dt

35
� E

24 TZ
0

(yqt � y�t ) (Hy(t; �t) + E [Hy0(t; �t)]) dt

35
� E

24 TZ
0

(Hz(t; �t) + E [Hz0(t; �t)]) (z
q
t � z�t )dt

35 :
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Remplacant cette quanlité dans l�équation (3:13); on obtient :

J(q)� J(�) � E

24 TZ
0

p�t

0@Z
A

b(t; yqt ;E [y
q
t ] ; z

q
t ;E [z

q
t ] ; a)qt(da)

�
Z
A

b(t; y�t ;E [y
�
t ] ; z

�
t ;E [z

�
t ] ; a)�t(da)

1A dt

35
�E

24 TZ
0

(yqt � y�t ) (Hy(t; �t) + E [Hy0(t; �t)]) dt

35
�E

24 TZ
0

(Hz(t; �t) + E [Hz0(t; �t)]) (z
q
t � z�t )dt

35
+E

24 TZ
0

0@Z
A

h(t; yqt ;E [y
q
t ] ; z

q
t ;E [z

q
t ] ; a)qt(da)

�
Z
A

h(t; y�t ;E [y
�
t ] ; z

�
t ;E [z

�
t ] ; a)�t(da)

1A dt

35 :
D�après la dé�nition de Hamoltonien H, on a :

J(q)� J(�) � E [H(t; yq;E [yqt ] ; zqt ;E [zqt ] ; qt; p�t )�H(t; y�t ;E [y�t ] ; z�t ;E [z�t ] ; �t; p
�
t )]

�E

24 TZ
0

(yqt � y�t ) (Hy(t; �t) + E [Hy0(t; �t)]) dt

35
�E

24 TZ
0

(Hz(t; �t) + E [Hz0(t; �t)]) (z
q
t � z�t )dt

35 : (3.14)
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Comme H est convexe en (y; z) et linéaire en �; en utilisant (3.11), nous avons

H(t; yq;E [yqt ] ; zqt ;E [zqt ] ; qt; p�t )�H(t; y�t ;E [y�t ] ; z�t ;E [z�t ] ; �t; p
�
t )

� Hy(t; y
�
t ;E [y

�
t ] ; z

�
t ;E [z

�
t ] ; �t; p

�
t )(y

q
t � y�t )

+ E [Hy0(t; y
�
t ;E [y

�
t ] ; z

�
t ;E [z

�
t ] ; �t; p

�
t )E [y

q
t � y�t ]]

+Hz(t; y
�
t ;E [y

�
t ] ; z

�
t ;E [z

�
t ] ; �t; p

�
t )(z

q
t � z�t )

+ E [Hz0(t; y
�
t ;E [y

�
t ] ; z

�
t ;E [z

�
t ] ; �t; p

�
t )E [z

q
t � z�t ]] ;

ou de manière équivalente

H(t; yq;E [yqt ] ; zqt ;E [zqt ] ; qt; p�t )�H(t; y�t ;E [y�t ] ; z�t ;E [z�t ] ; �t; p
�
t )

�Hy(t; y
�
t ;E [y

�
t ] ; z

�
t ;E [z

�
t ] ; �t; p

�
t )(y

q
t � y�t )

� E [Hy0(t; y
�
t ;E [y

�
t ] ; z

�
t ;E [z

�
t ] ; �t; p

�
t )E [y

q
t � y�t ]]

�Hz(t; y
�
t ;E [y

�
t ] ; z

�
t ;E [z

�
t ] ; �t; p

�
t )(z

q
t � z�t )

� E [Hz0(t; y
�
t ;E [y

�
t ] ; z

�
t ;E [z

�
t ] ; �t; p

�
t )E [z

q
t � z�t ]] � 0;

remplaçant cette di¤érence dans (3:14), nous obtenons

J(q)� J(�) � 0;8qt 2 P (A) :

Ce qui termine la preuve du théorème.
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Conclusion

On a établi dans ce mémoire les conditions su¢ ssantes d�optimalité satisfaites par un contrôle

relaxé admissible pour qu�il soit optimal, pour des systèmes gouvernés par des équations

di¤érentielles stochastiques rétrogrades non linéaires de type champ moyen (EDSRs). Ici

les coe¢ cients dépendent des processus d�état ainsi que de leur distribution via l�espérance

d�une fonction. De plus, la fonctionnelle de coût est également de type champ moyen. Comme

l�ensemble des contrôle relaxés est convexe, donc la methode de démonstration est basée sur

la méthode classique pour le cas non linéaire où on a utiliser une perturbation convexe.

Le probléme de contrôle relaxé est une généralisation du problème de contrôle strict. En

e¤et, si qt(da) = �t(da) est une mesure de Dirac concentrée en un seul point qu�est le contrôle

strict vt 2 A, alors nous obtenons que le problème de contrôle strict est un cas particulier du

problème de contrôle relaxé.
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Annexe : Abréviations et Notations

Les di¤érentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées

ci-dessous.

E[X] Espérance mathématique du processus stochastique X.

ut Variable de contrôle strict.

U L�ensemble des contrôles stricts admrssibles.

A L�ensemble des valeures des contrôles stricts.

qt Variable de contrôle relaxé.

R L�ensemble des contrôles relaxés admrssibles.

P (A) L�espace des mesures de probabilité sur A:

�v Masse de Dirac concentrée en un point v.

EDS Equation di¤érentielle stochastique.

EDSR Equation di¤érentielle stochastique rétrograde.

Ft Filtration�

;F ; (Ft)t�0 ;P

�
Espace de probabilté �ltré.

� La condition terminale de l�EDSR.

b Le générateur de de l�EDSR.

Bt Un mouvement Brownien.

H Le Hamiltonien.
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Résumé 
Dans ce travail ,nous étudions Les conditions suffisantes d'optimalité des contrôles pour les 

EDSR de type champ moyen .Dans le premier chapitre, nous donnons quelque généralités de calcul 

stochastique .le deuxième chapitre est consacré à l'étude des résultats d'existence  et d'unicité de la 

solution d'une EDSR dans le cas le générateur est Lipschitzien en y et  Dans le troisième chapitre 

nous  établir les conditions suffisantes d'optimalités  pour un système de type champ moyen sous 

forme d'’ un principe de maximum stochastique ,pour les contrôles relaxés. 

 

 

 Abstract 
In this work we study The sufficient conditions of optimality of the controls for the EDSR of 

type medium field.in the first chapter, we give some generalities of stohastic calculus.the second 

chapter is dedicated to thestudy of the results of existence and uniqueneness of solutions of BSDEs in 

the case the generator is Lipschitzian in y and z. In the third ,we introduce the we establish the 

sufficient conditions of optimalities for a mean-field-type system in the form of a stochastic 

maximum principle, for relaxed controls. 

 

 

 

 الملخص

في هذا العمل نقوم بدراسة الشروط الكافية لأمثلة ضوابط  للمعادلات التفاضلية 
نقوم بتقديم بعض المفاهيم العامة في  الأول الفصل وفي العشوائية الزمنية التراجعية  ،

الثاني يتضمن برهان نتائج تتعلق بوجود ووحدانية الحل  الفصل ، الحساب العشوائي الزمني
وفي فصل الثالث ندرس .للمعادلات التفاضلية العشوائية التراجعية في الحالة العامة لبشيتز

لعناصر  عشوائي أقصى مبدأ شكل في المجال متوسط لنظام للمثاليات الكافية الشروط
 . التحكم المريحة
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