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Introduction

Les équations différentielles stochastiques progressives rétrogrades (EDSPR) ont été intro-

duites par Bismut en 1973 dans le but de résoudre un problème de théorie du contrôle. A

l’époque, il s’agissait de résoudre un système découplé ne comprenant qu’une équation diffé-

rentielle stochastique progressive classique (EDSP) et une équation différentielle stochastique

linéaire rétrograde qui représente l’équation adjointe.

La recherche s’est naturellement concentrée sur l’étude de l’équation rétrograde car, dans ce

contexte, elle seule posait réellement des diffi cultés. Des nombreuses avancées théoriques ont

ainsi été réalisées sur le thème des équations différentielles stochastique rétrogrades, et bon

nombre de domaines ont pu en profiter.

L’objectif de cette mémoire est d’étudier un problème de contrôle relaxé pour des systèmes

dirigés par des équations différentielles stochastique progressives rétrogrades (EDSPR). En

particulier, on va établir les conditions nécessaires d’optimalité pour le contrôle relaxé optimal

pour un problème de contrôle gouverné par le système suivant :



dxqt =
∫
U
b(t, xqt , a)qt (da) dt+ σ(t, xqt )dWt,

xq0 = ξ,

dyqt = −
∫
U
f(t, xqt , y

q
t , z

q
t , a)qt (da) dt+ zqt dWt,

yqT = ϕ(xqt ),

(1)

où b, σ, f et ϕ sont fonctions donnés,W = (Wt)t≥0 est un mouvement Brownien standard dé-

fini sur un espace de probabilité filtré (Ω,F , (Ft)t≥0,P), satisfaisant les conditions habituelles

et q = (qt) c’est la variable de contrôle relaxé qu’est une mesure de probabilité à valeur dans
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Introduction

P (U) avec U un sous ensemble de Rk.

La fonction de coût a minimiser sur l’ensemble des contrôles relaxés R est définie par :

J(q) = E

g(xqT ) + h(yq0) +

T∫
0

∫
U

l(t, xqt , y
q
t , z

q
t , a)qt(da)dt

 , (2)

et un contrôle relaxé admissible µ est dit optimal s’il vérifie :

J (µ) = inf
q∈R

J (q) . (3)

Le mémoire est organisé comme suite, nous avons deux chapitres. Dans le premier chapitre,

nous donnons un rappel sur le calcul stochastique ainsi que les théories de probabilités :

espace de probabilité, processus stochastique, processus de mouvement Brownien, l’espérance,

martingale à temps continu, l’intégrale stochastique, théorème d’existence et d’unicité de

solution pour les équations différentielle stochastique et des résultats principaux utilisables

pour le prochain chapitre.

Notre objectif dans le deuxième chapitre, est d’établir les conditions nécessaires d’optimalité

sous la forme de principe de maximum stochastique, pour les contrôles relaxés. Pour atteindre

cet objectif, nous donnons les étapes nécessaires. L’idée est d’utiliser le fait que l’ensemble des

contrôles relaxés est convexe, donc dans la première étape en utilisant la manière classique

de la méthode de perturbation convexe. En suite dans le deuxième étape nous allons estimer

entre le contrôle relaxé perturbé µθ et le contrôle relaxé optimal µ et après on linéarité

notre système pour obtenir les équations variationnelles. Nous tirons l’inégalité variationnelle

d’après l’optimalité µ et le fait que

0 ≤ J(µθ)− J(µ).

Dans le dernière étape, on défini les équations adjointes correspondantes a notre système

des (EDSPR). En utilisant l’inégalité variationnelle et application de la formule d’Itô, pour

démontre notre résultat de principe de maximum.
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Chapitre 1

Calcul stochastique

Dans ce chapitre on va rappeler les notions essentielles en théorie des calculs stochastique,

en suite nous rappelons l’intégrale stochastique et les équations différentielles stochastiques.

1.1 Espace de probabilité

Définition 1.1.1 On appelle un espace de probabilité, tout triple (Ω,F ,P), où (Ω,F) est un

espace mesurable et P est une probabilité sur F .

Proposition 1.1.1 L’espace de probabilité (Ω,F ,P) est dit complet si N ⊂ F telle que N

la famille de toute les ensembles négligeable de (Ω,F ,P).

1.1.1 Variable aléatoire

Définition 1.1.2 Soient (Ω, A) et (E,F ) deux espaces mesurables. On appelle variable aléa-

toire toute application de Ω dans E telle que : ∀B ∈ F, X−1(B) ∈ A avec

X−1(B) = {ω ∈ Ω : X(ω) ∈ B} .

Définition 1.1.3 On dit que X définie sur un espace mesurable (Ω,F) dans un espace me-

3



Chapitre1.Calcul stochastique

surable (E,B), est mesurable si X−1(B) ⊂ F , ∀A ∈ B et

X−1(A) = {ω ∈ Ω /X(ω) ∈ A} = (X ∈ B) ∈ F .

1.2 Processus stochastique

Définition 1.2.1 Soit T ⊂ R+, toute famille X = (Xt)t∈T des variables aléatoires à valeurs

dans Rd, est appelée un processus stochastique.

— Pour t fixé, Xt est une variable aléatoire définie sur (Ω,F).

— Pour ω fixé, la fonction t 7→ Xt(ω) est appelée trajectoire.

Remarque 1.2.1 Un processus stochastique peut être vu comme une famille des variables

aléatoires indixée par le temps : pour t ∈ T

Xt : (Ω,F) 7→ (Rd, B(Rd)).

Si T est un ensemble dénombrable totalement ordonnée comme N et Q+, X est appelé une

suite des variables aléatoires ou un processus à temps discret.

Si T ⊂ R+, X est appelé un processus stochastique à temps continu.

Notation 1.2.1 Un processus stochastique peut être vu comme une fonction de deux variable:

X : Ω ∗ T 7→ Rd
(ω,t)−→Xt(ω),

sera notée X où (Xt)t∈T .

Définition 1.2.2 Soit X = (Xt)t∈R+ un processus stochastique définie sur l’espace de pro-

babilité (Ω,F ,P). Une filtration naturellement associée à X c’est la filtration Ft.

— Le processus X = (Xt)t∈R+ est dit à trajectoire continue si pour tout ω ∈ Ω, la fonction

t −→ Xt(ω) est continue sur R+.
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Chapitre1.Calcul stochastique

— Le processus X = (Xt)t∈R+ est dit stochastiquement continue en probabilité au point s ∈ R+

si

lim
t−→s

P(|Xt −Xs| > ε) = 0, ∀ε > 0.

Remarque 1.2.2 La continuité stochastique n’implique pas la continuité des trajectoires du

processus.

1.2.1 Filtration

Définition 1.2.3 Une filtration sur un espace mesurable (Ω,F), c’est une famille (Ft)t≥0

croissante au sens de l’inclusion de sous-tribus de F .

On supposera en général t ∈ R+ mais on peut avoir t ∈ N, dans tous les cas on a :

∀ s ≤ t, Fs ⊆ Ft.

Remarque 1.2.3 Un espace de probabilité (Ω,F ,P) muni de filtration (Ft)t∈R+, devient

(Ω,F , (Ft)t∈R+ ,P) qu’est un espace de probabilité filtré.

Remarque 1.2.4 Un processus est toujours adapté à sa filtration naturelle.

Définition 1.2.4 On dit que X = (Xt)t∈R+ est Ft-adapté si pour tout t ≥ 0, la variable

aléatoire Xt est Ft-mesurable.

Définition 1.2.5 Un processus stochastique (Xt)t≥0 est progressivement mesurable pour la

filtration (Ft, t ≥ 0) si ∀t ≥ 0, ∀A ∈ B(R) :

{(s, ω)/0 ≤ s ≤ t; Xs(ω) ∈ A} ∈ B([0, t])⊗Ft,

c’est à dire que l’application sur ([0, t]× Ω, B([0, t])⊗Ft) :(s, ω) 7→ Xs(ω) est mesurable.
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Chapitre1.Calcul stochastique

1.3 Mouvement Brownien

On se donne un espace de probabilité muni d’une filtration (Ω,F , {Ft}t ,P).

Définition 1.3.1 On appelle mouvement Brownien un processus stochastique à valeurs réelles,

(Wt)t≥0 qui est un processus à accroissements indépendants et stationnaires dont les trajec-

toires sont continues. Ce qui signifie que :

— Continuité : P-p.s la fonction s −→ Wt(ω) est une fonction continue.

— Indépendance des accroissement : si s ≤ t, Wt − Ws est indépendant de la tribu Fs =

σ(Wr, r ≤ s) est de loi gaussienne centré de variance (t− s).

Définition 1.3.2 Un mouvement Brownien (MB) est dit standard si : W0 = 0 P− p.s

E [Wt] = 0,

et

E
[
W 2
t

]
= t.

Dans la suite on parlera de mouvement Brownien sans précision, il s’agira d’un mouvement

Brownien standard.

Proposition 1.3.1 Soit (Wt)t≥0 est un mouvement Brownien standard, alors Wt est un

processus gaussien i.e. pour tout n et tous 0 ≤ t0 ≤ t1 ≤ ... ≤ tn, (Wt1 , ...,Wtn) est un vecteur

gaussien.

W est mouvement Brownien standard si et seulement siW est un processus gaussien continu

centré de fonction de covariance : cov(Wt,Ws) = t ∧ s = min(t, s).
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Chapitre1.Calcul stochastique

1.3.1 Espérance

Définition 1.3.3 X une variable aléatoire réelle définie sur l’espace (Ω,F ,P), on appelle

espérance de X, et on note E [X] , l′intégrale de Lebesgue de X relativement à la mesure P :

E [X] =

∫
Ω

X(ω)P(dω) =

∫
Ω

XdP.

Définition 1.3.4 Soit X un vecteur aléatoire continu à valeurs dans Rm avec fonction de

densité fX : Rm → R+ .

Soit g : Rm → R, alors

E [g(X)] =

∫
Rm

g(x)fX(x)dx.

1.3.2 Espérance conditionnelle

Soit (Ω,F ,P) un espace de probabilité, X une variable aléatoire réelle intégrable et G une

sous -tribu de F . Il existe une unique variable aléatoire réelle Y - à un négligeable près-

appelée espérance conditionnelle de X relativement à G, telle que :

— Y est G−mesurable.

— Y est intégrable.

— ∀G ∈ G, E [X/G] = E [Y/G] c’est-à-dire :

∫
G

X(ω)P (dω) =

∫
G

Y (ω)P (dω).

Définition 1.3.5 Soit Z une variable aléatoire réelle sur (Ω,F ,P), on a :

E [X/Z] = E [X/σ(Z)] .

7



Chapitre1.Calcul stochastique

1.3.3 Propriétés de l’espérance conditionnelle

Propriété 1.3.1 (Ω,F ,P) un espace probabilité, G sous tribu de F et X, Y deux variables

aléatoires dans L1(Ω,P), on a

— Linéarité si X, Y ∈ L1(Ω,P), ∀a, b ∈ R :

E [aX + bY/G] = aE [X/G] + bE [Y/G] .

— Croissance :

X ≤ Y =⇒ E [X/G] ≤ E [Y/G] .

— E [E [X/G]] = E(X).

— Si X est G−mesurable alors :

E [X/G] = X.

— Si Y est une variable aléatoire G-mesurable alors :

E [XY/G] = Y E [X/G] .

— Si X indépendant de G alors:

E [X/G] = E [X] .

— Soient G, H deux sous tribus de F , si H ⊂ G, on a :

E [E [X/G] /H] = E [E [X/H] /G] = E [X/H] .

— Si X variable aléatoire telle que X ∈ Lp(Ω,F ,P), p ≥ 1 alors:

‖E [X/G]‖Lp ≤ ‖X‖Lp .

— L’espérance conditionnelle est dans L2(Ω,F ,P).

8



Chapitre1.Calcul stochastique

1.4 Martingale à temps continue

Dans ce paragraphe on a un espace probabilité (Ω,F ,P), muni d’une filtration c.-à-d. F =

(Ft)t≥0. Ainsi, Ft = Ft+ par hypothèse, et cette propriété joue un rôle important. Un proces-

sus réel X sera dit de puissance pième intégrable si E [|Xt|p] <∞ pour tout t, et simplement

intégrable quand p = 1.

Définition 1.4.1 Un processus réel adapté et intégrable X est appelé

— Une martingale si

E [Xt/Fs] = Xs∀t > s.

— Une sur-martingale si

E [Xt/Fs] ≤ Xs∀t > s.

— Une sous-martingale si

E [Xt/Fs] ≥ X.

— Une martingale est à la fois une sous-martingale est une sur-martingale .

— Le processus (Xt)t≥0 est une sous-martingale si seulement si (−Xt)t≥0 est sur-martingale.

— Toute martingale X vérifie :

∀t ≤ T, E [Xt] = E [X0] .

— Si (Xt)t≥0 et (Yt)t≥0 sont deux martingales, alors (Xt + Yt)t≥0 est une martingale.

— Si (Xt)t≥0 une F-martingale, alors (E [Xt])t∈R+ est constante (resp croissante, resp décrois-

sante).

1.5 Intégrale stochastique

On cherche à définir la variable aléatoire
∫ t

0
θsdWs quand {θs, s ≥ 0} est un processus sto-

chastique. Le caractère aléatoire de θ exige des conditions supplémentaires par rapport a

9



Chapitre1.Calcul stochastique

l’intégrale de Wiener, on note par
{
FWt

}
t≥0

la filtration naturelle de mouvement Brownien.

Définition 1.5.1 On dit que {θt, t ≥ 0} est un "bon processus” s’il est (FWt )t∈R+-adapté,

continu à gauche limité à droite et

E
[∫ t

0

θ2
sds

]
≤ ∞, ∀t ≥ 0.

Propriété 1.5.1 Pour tout "bon processus" θ et ϕ et pour s, t ≥ 0 on a

E [Is(ϕ)It(θ)] = E
[∫ s∧t

0

θu ϕu du

]
,

de plus le processus

It(θ)It(ϕ) =

∫ t

0

θuϕudu,

est une (FWt )-martingale.

Définition 1.5.2 Un processus (Xt)t∈[0,T ] est appelé processus élémentaire s’il existe une

subdivision 0 = t0 ≤ t1 ≤ ... ≤ tn = T est un processus discret (Xi)i∈[0,n−1] tel que tout Xi est

Fti-adapté et dans L2(Ω) tel que :

Xt(ω) =

n−1∑
i=0

Xi(ω) I]ti,ti+1](t).

On note ε l’ensemble des processus élémentaires qui est un sous espace de L2
F(Ω, [0, T ]).

Définition 1.5.3 (Les processus d′Itô) ces sont des processus à valeurs réelles qui s’écrivent

sous la forme :

— ∀0 ≤ t ≤ T,

Xt = x+

t∫
0

bsds+

t∫
0

σsdWs.

10



Chapitre1.Calcul stochastique

— bs est un processus FWt − adapté tel que

t∫
0

|bs| ds <∞.

— σs est un "bon processus local"(continu à droite limité à gauche, FWt -adapté et

t∫
0

σ2
sds <∞, p.s., ∀t ≥ 0.

On écrit généralement le processus d’Itô en utilisant la forme différentielle (EDS équation

diff érentielle stochastique)

{
dXt = bt dt+ σt dWt,

X0 = x, condition initiale.

bt s’appelle la dérivée (drift) de processus X et σt s’appelle le coeffi cient de diffusion

(volatilité).

— Soit f : R → R suffi samment régulière, la formule d’Itô visée à donner une formule de

changement de variable par le processus f(Xt) qui sera un processus d’Itô.

Supposons que f est de classe C2 alors :

f(Xt) = f(x) +

t∫
0

f ′(Xs)dXs +
1

2

t∫
0

f ′′(Xs)d 〈X,X〉s ∀t ≤ T,

si f à des dérivées bornées, et si on a

dXt = btdt+ σtdWt,

cette formule s’écrite

df(Xt) = f ′(Xt)dXt +
1

2
f ′′(Xt)d < Xt >,

11



Chapitre1.Calcul stochastique

et

df(Xt) = (f ′(Xt)bt +
1

2
f ′′(Xt)σ

2
t )dt+ f ′(Xt)σtdWt,

donc f(Xt) est un processus d’Itô.

— Soit

U : [0,∞[× R 7→ R
(t,x)−→U(t,x),

.

Une fonction continûment différentiable par rapport à t et deux fois continûment différen-

tiable par rapport à x. Alors le processus stochastique Yt = U(t,Xt) satisfait l’équation

dYt =
∂U

∂t
(t,Xt) dt+

∂U

∂x
(t,Xt) [ft dt+ gt dWt] +

1

2

∂2U

∂x2
(t,Xt)g

2
t dt. (1.1)

Proposition 1.5.1 (Intégration par parties) :Si X et Y deux processus d’Itô, alors

XtYt = X0Y0 +

t∫
0

XsdYs +

t∫
0

YsdXS + d 〈X, Y 〉s .

1.6 Équation différentielle stochastique (EDS)

Une équation différentielle stochastique (EDS) est une équation de la forme :

 dXt = b(t,Xt) dt + σ(t,Xt) dWt

X0 = x,
(1.2)

où sous forme intégrale :

Xt = x+

t∫
0

b(s,Xs) ds +

t∫
0

σ(s,Xs) dWs.

— Soient n, d ∈ N, x ∈ Rn(condition initiale), et (Wt)t≥0 est un MB d− dimensionnel.

— Les fonctions

b : [0, T ]× Rn → Rn et σ : [0, T ]× Rn → Rn×d,

12



Chapitre1.Calcul stochastique

sont mesurables et bornées.

L’inconnue est le processus X. Le problème est, comme pour une équation différentielle

ordinaire, de montrer que sous certaines conditions sur les coeffi cients b et σ, l’EDS (1.2) a

une unique solution.

1.6.1 Solution forte d’EDS

Définition 1.6.1 Une solution de l’EDS (1.2) avec condition initiale x, c’est un processus

continu X tel que:

—X est progressivement mesurable.

—On a la condition de régularité

E

 t∫
0

{
|b(s,Xs)|+ ‖σ(s,Xs)‖2} ds

 < +∞,

où ‖σ‖2 = trace(σσ∗).

— P− p.s on a :

Xt = x+

t∫
0

b(s,Xs) ds+

t∫
0

σ(s,Xs) dWs, 0 ≤ t ≤ T.

Théorème 1.6.1 (Existence et unicité) :Soient b et σ deux fonctions boréliennes. On

suppose qu’il existe une constante λ telle que, pour tout t ∈ [0, T ] , x, y ∈ Rn,

1) Condition de Lipschitz :

|b(t, x)− b(t, y)|+ ‖σ(t, x)− σ(t, y)‖ ≤ λ |x− y| .

2) Condition de croissance linéaire : Il existe une constante λ > 0, telle que

|b(t, x)|+ ‖σ(t, x)‖ ≤ λ(1 + |x|),

13



Chapitre1.Calcul stochastique

et de plus, la condition initiale X0 = x est indépendante de (Wt)t≥0 et est de carré intégrable

i.e.

E
[
|x|2
]
<∞.

Alors l’EDS (1.2) admet, pour toute condition initiale x, une unique solution forte Xt, pour

tout t.

1.6.2 Résultats utilisés

Lemme 1.6.1 (Lemme de Gronwall) : Soit T > 0 et soit g une fonction positive mesu-

rable bornée sur l’intervalle [0, T ].

Supposons qu’il existe deux constantes a ≥ 0, b ≥ 0 telles que pour tout t ∈ [0, T ] :

g(t) ≤ b

t∫
0

g(s)ds+ a.

Alors, on a pour tout t ∈ [0, T ] :

g(t) ≤ a exp(bt).

Théorème 1.6.2 (Inégalité de Burkholder-Davis-Gundy "BDG") Pour tout p > 0,

il existe des constantes positives cp et Cp

telles que, pour toute martingale locale continue X = (Xt)t≥0, nul en 0 :

cpE
[
〈X,X〉

p
2
∞

]
≤ E

[
sup
t≥0
|Xt|p

]
≤ CpE

[
〈X,X〉

p
2
∞

]
.

Remarque 1.6.1 En particulier, si T ≥ 0

cpE
[
〈X,X〉

p
2
T

]
≤ E

[
sup
t≥0
|Xt|p

]
≤ CpE

[
〈X,X〉

p
2
T

]
.

14



Chapitre1.Calcul stochastique

Proposition 1.6.1 (Inégalité de Young) Soient a, b ≥ 0 et 1 < p, q < +∞ deux expo-

sants conjugués i.e. 1
p

+ 1
q

= 1,

ab ≤ ap

p
+
bq

q
.

Théorème 1.6.3 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soit (E, 〈., .〉) un espace préhilbertien

réel ou complexe. Alors, pour tous vecteurs X et Y de E,

∀(x, y) ∈ E2, |〈x, y〉| ≤ ‖x‖ · ‖y‖ ,

Théorème 1.6.4 (Formule de Taylor avec reste intégrale) Supposons que f soit de classe

Cn+1 sur I. Alors, pour tout h ∈ R tel que x0 + h appartienne à I on a

f(x0 + h) =
n∑
k=0

hk

k!
f (k)(x0) +

hn+1

n!

1∫
0

(1− t)nf (n+1)(x0 + th)dt.
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Chapitre 2

Les conditions nécessaires d’optimalité

pour l’EDSPR

2.1 Introduction

Nous étudions dans ce chapitre, un problème de contrôle stochastique relaxé, où le système

est gouverné par une équation différentielle stochastique progressive rétrograde non linéaire

(EDSPR).

L’idée d’utiliser les contrôles relaxés est basée sur le remplacement des processus (vt) a valeurs

dans un sous ensemble U de Rk, par une autre classe des processus (qt) à valeurs dans P(U),

où P(U) est l’espace de mesures de probabilité sur U muni par la topologie de la convergence

stable.

Cette nouvelle classe de processus est appelée contrôles relaxés qu’est riche par une structure

de compacité et de convexité, pour la quelle le problème de contrôle dévient résolvable.

Le problème de contrôle relaxé est une généralisation du contrôle strict. En effet, si qt(da) =

δvt(da) est une mesure Dirac concentrée à un seul point vt ∈ U , alors nous obtenons un

problème de contrôle strict comme un cas particulier du problème de contrôle relaxé.

Notre objectif dans ce chapitre, est d’établir des conditions nécessaires d’optimalité sous la

forme du principe de maximum stochastique pour les contrôles relaxés. Pour atteindre cet

16
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objectif, nous utilisant le fait que l’ensemble des contrôles relaxés est convexe, pour appliquer

la méthode de perturbation convexe. Plus précisément, si on note par µ un contrôle relaxé

optimal et par q un élément arbitraire de R, puis θ > 0 suffi samment petit et pour chaque

t ∈ [0, T ], nous pouvons définir un contrôle relaxé perturbé comme suit

µθt = µt + θ(qt − µt).

Nous obtenons l’équation variationnelle de l’équation de l’état, et l’inégalité variationnelle

d’après l’inégalité

0 ≤ J(µθ)− J(µ).

2.2 Formulation du problème

Soit (Ω,F , (F)t≥0,P) un espace de probabilité filtré satisfaisant les conditions habituelles,

sur lequel un mouvement Brownien d-dimension, W = (Wt)t≥0 est défini. Nous supposons

que (Ft) c’est la P-augmentation de la filtration naturelle de W . Soit T un nombre réel

strictement positive et U un sous-ensemble non vide de Rk.

2.2.1 Le problème de contrôle strict

Définition 2.2.1 Un contrôle strict v = (vt), est un processus Ft-adapté à valeur dans U de

telle sorte que

E

[
sup |vt|
0≤t≤T

2

]
<∞.

On note par U l’ensemble des contrôles stricts admissibles. Pour tout v ∈ U , nous considérons

l’EDSPR contrôlée suivante

17
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

dxvt = b(t, xvt , vt)dt+ σ(t, xvt )dWt,

xv0 = ξ,

dyvt = −f(t, xvt , y
v
t , z

v
t , vt)dt+ zvt dWt,

yvT = ϕ(xvT ),

(2.1)

où

b : [0, T ]× Rn × U 7−→ Rn,

σ : [0, T ]× Rn 7−→Mn×d(R),

f : [0, T ]× Rn × Rm ×Mn×d(R)× U 7−→ Rm,

ϕ : Rn 7−→ Rm,

et ξ est une variable aléatoire F0−mesurable à n-dimension telle que

E
[
|ξ|2
]
<∞.

La fonction de coût à minimiser, est définie de U dans R par

J(v) = E

g(xvT ) + h(yv0) +

T∫
0

l(t, xvt , y
v
t , z

v
t , vt)dt

 , (2.2)

où,

g : Rn 7−→ R,

h : Rm 7−→ R,

l : [0, T ]× Rn × Rm ×Mn×d(R)× U 7−→ R.

Un contrôle strict µ est appelé contrôle optimal s’il satisfait

18
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J(µ) = inf
v∈U

J(v). (2.3)

Supposons les hypothèses (H) suivante :

b, σ, f, g, h, l, ϕ sont des fonctions continûment différentiable par rapport a (x, y, z), elles

sont majorées par C(1 + |x| + |y| + |z| + |v|) et leurs dérivées par rapport a (x, y, z) sont

continues et bornées.

Sous cette hypothèse et pour tout v ∈ U , l’équation (2.1) admet une solution forte unique et

la fonction de coût J est bien définie de U dans R.

2.2.2 Modèle relaxé

Définition 2.2.2 Un contrôle relaxé (qt)t est un processus à valeurs dans P(U), progressi-

vement mesurable par rapport à (Ft)t et de telle sorte que pour chaque t, I]0,t]. q est Ft-

mesurable. Nous désignons par R l’ensemble de tous les contrôles relaxés.

Remarque 2.2.1 L’ensemble des contrôles stricts est injecté dans l’ensemble des contrôles

relaxés par la fonction

Ψ : v 7→ Ψv(dt; da) = dtδvt(da),

où δv est la mesure de Dirac concentrée en un seul point v. Pour tout q ∈ R, nous considérons

(EDSPR) relaxé suivante



dxqt =

∫
U

b(t, xqt , a)qt(da)dt+ σ(t, xqt )dWt,

xq0 = ξ,

dyqt = −
∫
U

f(t, xqt , y
q
t , z

q
t , a)qt(da)dt+ zqt dWt,

yqT = ϕ(xqT ).

(2.4)
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La fonction de coût à minimiser sur l’ensemble des contrôles relaxés, est défini de R dans R

par :

J(q) = E

g(xqT ) + h(yq0) +

T∫
0

∫
U

l(t, xqt , y
q
t , z

q
t , a)qt(da)dt

 . (2.5)

Un contrôle relaxé µ est appelle contrôle optimal s’il satisfait :

J(µ) = inf
q∈R

J(q). (2.6)

Notation 2.2.1 Si nous posons :

b̄(t, xqt , qt) =

∫
U

b(t, xqt , a)qt(da),

σ̄(t, xqt ) = σ(t, xqt ),

f̄(t, xqt , qt) =

∫
U

f(t, xqt , y
q
t , z

q
t , a)qt(da),

l̄(t, xqt , qt) =

∫
U

l(t, xqt , y
q
t , z

q
t , a)qt(da).

Alors, l’équation (2.4) devient



dxqt = b̄(t, xqt , qt)dt+ σ̄(t, xqt )dWt,

xq0 = ξ,

dyqt = −f̄(t, xqt , y
q
t , z

q
t , qt)dt+ zqt dWt,

yqT = ϕ(xqT ),

(2.7)

et la fonction de coût devient :

J(q) = E

g(xqT ) + h(yq0) +

T∫
0

l̄(t, xqt , y
q
t , z

q
t , qt)dt

 . (2.8)
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Remarque 2.2.2 Les coeffi cients b̄, σ̄ et f̄ (définies précédemment) vérifier respectivement

les mêmes hypothèses que b, σ et f . Puis, sous hypothèses (H), b̄, σ̄ et f̄ sont uniformément

Lipschitziennes et à croissance linéaire. Alors les résultats classiques sur l’EDSPR, pour

tout q ∈ R l’équation (2.7) admet une unique solution forte (xqt , y
q
t , z

q
t ). Par conséquent, pour

tout q ∈ R l’équation (2.4) possède une unique solution forte.

D’autre part, il est facile de voir l̄ qui vérifie les mêmes hypothèses que l. Alors le fonctionnel

coût J est bien défini sur R dans R.

Remarque 2.2.3 Si qt = δvt est une mesure de Dirac concentrée à un seul point vt ∈ U ,

alors pour tout t ∈ [0, T ] nous avons

∫
U

b(t, xqt , a)qt(da) =

∫
U

b(t, xqt , a)δvt(da) = b(t, xqt , vt),

∫
U

f(t, xqt , y
q
t , z

q
t , a)qt(da) =

∫
U

f(t, xqt , y
q
t , z

q
t , a)δvt(da) = f(t, xqt , y

q
t , z

q
t , vt),

∫
U

l(t, xqt , y
q
t , z

q
t , a)qt(da) =

∫
U

l(t, xqt , y
q
t , z

q
t , a)δvt(da) = l(t, xqt , y

q
t , z

q
t , vt).

Dans ce cas (xq, yq, zq) = (xv, yv, zv), J(q) = J(v) et nous obtenons un problème de contrôle

strict. Donc, le problème de contrôle strict {(2.1), (2.2), (2.3)} est un cas particulier du pro-

blème de contrôle relaxé {(2.4), (2.5), (2.6)} .

2.3 Conditions nécessaires d’optimalité pour le contrôle

relaxé

Dans ce paragraphe, nous étudions le problème {(2.4), (2.5), (2.6)} et nous établissons les

conditions nécessaires d’optimalité pour le contrôle relaxé.
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2.3.1 Résultats Préliminaires

Puisque l’ensemble de contrôle relaxé est convexe, alors la méthode classique pour obtenir les

conditions nécessaires d’optimalité est d’utiliser la méthode de perturbation convexe. Plus

précisément, soit µ un contrôle relaxé optimal et (xµt , y
µ
t , z

µ
t ) la solution de (2.4) contrôlée

par µ. Alors, on peut définir un contrôle perturbé relaxé comme suit :

µθt = µt + θ(qt − µt), (2.9)

où, θ > 0 est suffi samment petit et q est un élément arbitraire de R. On note par (xθt , y
θ
t , z

θ
t )

la solution de (2.4) associé à µθ.

D’après l’optimalité de µ, l’inégalité variationnelle sera dérivée du fait que

0 ≤ J(µθ)− J(µ). (2.10)

Pour cette fin, nous avons besoin des lemmes classique suivants.

Lemme 2.3.1 Selon les hypothèses (H), nous avons :

lim
θ→0

( sup
0≤t≤T

E
[∣∣xθt − xµt ∣∣2]) = 0, (2.11)

lim
θ→0

( sup
0≤t≤T

E
[∣∣yθt − yµt ∣∣2]) = 0, (2.12)

lim
θ→0
E

 T∫
0

∣∣∣∣zθt − zµt ∣∣∣∣2 dt
 = 0. (2.13)
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Preuve. Nous avons

xθt − x
µ
t =

t∫
0

∫
U

b(s, xθs, a)µθs(da)−
∫
U

b(s, xµs , a)µs(da)

 ds

+

t∫
0

(
σ(s, xθs)− σ(s, xµs )

)
dWs

xθt − x
µ
t =

t∫
0

∫
U

b(s, xθs, a)µθs(da)−
∫
U

b(s, xθs, a)µs(da)

 ds

+

t∫
0

∫
U

b(s, xθs, a)µs(da)−
∫
U

b(s, xµs , a)µs(da)

 ds

+

t∫
0

(
σ(s, xθs)− σ(s, xµs )

)
dWs.

En utilisant la définition de µθt . Nous avons

xθt − x
µ
t =

t∫
0

∫
U

b(s, xθs, a)µs(da)−
∫
U

b(s, xµs , a)µs(da)

 ds

+ θ

t∫
0

∫
U

b(s, xθs, a)qs(da)−
∫
U

b(s, xθs, a)µs(da)

 ds

+

t∫
0

(
σ(s, xθs)− σ(s, xµs )

)
dWs.

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, l’isométrie d’Itô et par passage à l’espérance on
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trouve

E
[∣∣xθt − xµt ∣∣2] ≤ CE

 t∫
0

∣∣∣∣∣∣
∫
U

b(s, xθs, a)µs(da)−
∫
U

b(s, xµs , a)µs(da)

∣∣∣∣∣∣
2

ds


+ Cθ2E

 t∫
0

∣∣∣∣∣∣
∫
U

b(s, xθs, a)qs(da)−
∫
U

b(s, xθs, a)µs(da)

∣∣∣∣∣∣
2

ds


+ CE

 t∫
0

∣∣σ(s, xθs)− σ(s, xµs )
∣∣2 ds

 .
D’après l’hypothèse (H), b et σ sont unifurmement lipschtiz par x on a :

∣∣∣∣∣∣
∫
U

b(s, xθs, a)µs(da)−
∫
U

b(s, xµs , a)µs(da)

∣∣∣∣∣∣
2

≤ K
∣∣xθt − xµt ∣∣2 ,

∣∣σ(s, xθs)− σ(s, xµs )
∣∣2 ≤ K

∣∣xθt − xµt ∣∣2 ,
et comme b est bornée et d’après l’inégalité triangulaire, on obtient

∣∣∣∣∣∣
∫
U

b(s, xθs, a)qs(da)−
∫
U

b(s, xθs, a)µs(da)

∣∣∣∣∣∣
2

≤M2,M ∈ R.

Alors

E
[∣∣xθt − xµt ∣∣2] ≤ CE

 t∫
0

∣∣xθs − xµs ∣∣2 ds
+ Cθ2.

En utilisant le lemme de Fubini et le lemme Gronwall, nous obtenons

E
[∣∣xθt − xµt ∣∣2] ≤ C

t∫
0

E
[∣∣xθt − xµt ∣∣2] ds+ Cθ2

E
[∣∣xθt − xµt ∣∣2] ≤ Cθ2 exp(Ct).
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Par passage à la limite, quand θ tend vers 0 on a :

lim
θ→0
E
[∣∣xθt − xµt ∣∣2] = 0,

et utilisant l’inégalité de Burkholder—Davis—Gundy pour trouver

E

[
sup
t∈[0,T ]

∣∣xθt − xµt ∣∣2
]
≤ E

[∣∣xθt − xµt ∣∣2] ,
ce qui implique

lim
θ→0
E

[
sup
t∈[0,T ]

∣∣xθt − xµt ∣∣2
]

= 0.

Prouvons maintenant (2.12) et (2.13)

Appliquant la formule d’Itô à (yθt − y
µ
t )2, nous avons :

(yθt − y
µ
t ) = ϕ(xθT )− ϕ(xµT )

+

T∫
t

∫
U

f(s, xθs, y
θ
s , z

θ
s , a)µθs(da)−

∫
U

f(s, xµs , y
µ
s , z

µ
s , a)µs(da)

 ds
−

T∫
t

(zθs − zµs )dWs,

donc

d(yθt − y
µ
t )2 = 2(yθt − y

µ
t )d(yθt − y

µ
t ) + d

〈
yθ − yµ, yθ − yµ

〉
t
,

d(yθt − y
µ
t )2 = 2(yθt − y

µ
t )d(yθt − y

µ
t ) + (zθt − z

µ
t )2dt,
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passant à l’intégrale entre 0 et T , on trouve

(yθt − y
µ
t )2 = (yθT − y

µ
T )2

−2

T∫
t

(yθs − yµs )

∫
U

f(s, xθs, y
θ
s , z

θ
s , a)µθs(da)−

∫
U

f(s, xµs , y
µ
s , z

µ
s , a)µs(da)

 ds

+2

T∫
t

(yθs − yµs )(zθs − zµs )dWs −
T∫
t

(zθs − zµs )2ds,

Appliquant l’espérance, on obtient

E
[∣∣yθt − yµt ∣∣2]+ E

 T∫
t

∣∣∣∣zθs − zµs ∣∣∣∣2 ds
 = E

[∣∣ϕ(xθT )− ϕ(xµT )
∣∣2]

+ 2E

 T∫
t

∣∣∣∣∣∣(yθs − yµs )

∫
U

f(s, xθs, y
θ
s , z

θ
s , a)µθs(da)−

∫
U

f(s, xµs , y
µ
s , z

µ
s , a)µs(da)

∣∣∣∣∣∣ ds
 ,

en appliquant la formule de Young (2ab ≤ 1
ε
a2 + εb2), pour chaque ε > 0, nous obtenons :

E
[∣∣yθt − yµt ∣∣2]+ E

 T∫
t

∣∣∣∣zθs − zµs ∣∣∣∣2 ds


≤ E
[∣∣ϕ(xθT )− ϕ(xµT )

∣∣2]+
1

ε
E

 T∫
t

∣∣yθs − yµs ∣∣2 ds


+ εE

 T∫
t

∣∣∣∣∣∣
∫
U

f(s, xθs, y
θ
s , z

θ
s , a)µθs(da)−

∫
U

f(s, xµs , y
µ
s , z

µ
s , a)µs(da)

∣∣∣∣∣∣
2

ds

 .
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Puis,

E
[∣∣yθt − yµt ∣∣2]+ E

 T∫
t

∣∣∣∣zθs − zµs ∣∣∣∣2 ds


≤ E
[∣∣ϕ(xθT )− ϕ(xµT )

∣∣2]+
1

ε
E

 T∫
t

∣∣yθs − yµs ∣∣2 ds


+ CεE

 T∫
t

∣∣∣∣∣∣
∫
U

f(s, xθs, y
θ
s , z

θ
s , a)µθs(da)−

∫
U

f(s, xθs, y
θ
s , z

θ
s , a)µs(da)

∣∣∣∣∣∣
2

ds


+ CεE

 T∫
t

∣∣∣∣∣∣
∫
U

f(s, xθs, y
θ
s , z

θ
s , a)µs(da)−

∫
U

f(s, xµs , y
θ
s , z

θ
s , a)µs(da)

∣∣∣∣∣∣
2

ds


+ CεE

 T∫
t

∣∣∣∣∣∣
∫
U

f(s, xµs , y
θ
s , z

θ
s , a)µs(da)−

∫
U

f(s, xµs , y
µ
s , z

θ
s , a)µs(da)

∣∣∣∣∣∣
2

ds


+ CεE

 T∫
t

∣∣∣∣∣∣
∫
U

f(s, xµs , y
µ
s , z

θ
s , a)µs(da)−

∫
U

f(s, xµs , y
µ
s , z

µ
s , a)µs(da)

∣∣∣∣∣∣
2

ds

 ,
par la définition de µθt , nous avons

E
[∣∣yθt − yµt ∣∣2]+ E

 T∫
t

∣∣∣∣zθs − zµs ∣∣∣∣2 ds


≤ E
[∣∣ϕ(xθT )− ϕ(xµT )

∣∣2]+
1

ε
E

 T∫
t

∣∣yθs − yµs ∣∣2 ds


+ Cεθ2E

 T∫
t

∣∣∣∣∣∣
∫
U

f(s, xθs, y
θ
s , z

θ
s , a)qs(da)−

∫
U

f(s, xθs, y
θ
s , z

θ
s , a)µs(da)

∣∣∣∣∣∣
2

ds


+ CεE

 T∫
t

∣∣∣∣∣∣
∫
U

f(s, xθs, y
θ
s , z

θ
s , a)µs(da)−

∫
U

f(s, xµs , y
θ
s , z

θ
s , a)µs(da)

∣∣∣∣∣∣
2

ds


+ CεE

 T∫
t

∣∣∣∣∣∣
∫
U

f(s, xµs , y
θ
s , z

θ
s , a)µs(da)−

∫
U

f(s, xµs , y
µ
s , z

θ
s , a)µs(da)

∣∣∣∣∣∣
2

ds


+ CεE

 T∫
t

∣∣∣∣∣∣
∫
U

f(s, xµs , y
µ
s , z

θ
s , a)µs(da)−

∫
U

f(s, xµs , y
µ
s , z

µ
s , a)µs(da)

∣∣∣∣∣∣
2

ds

 .
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Comme ϕ et f sont uniformément Lipschitziennes en x, y, z, on a

E
[∣∣yθt − yµt ∣∣2]+ E

 T∫
t

∣∣∣∣zθs − zµs ∣∣∣∣2 ds
 ≤ (1

ε
+ Cε

)
E

 T∫
t

∣∣yθs − yµs ∣∣2 ds
 (2.14)

+ CεE

 T∫
t

∣∣∣∣zθs − zµs ∣∣∣∣2 ds
+ αθt ,

où αθt est donné par

αθt = E
[∣∣xθT − xµT ∣∣2]+ CεE

 T∫
t

∣∣xθs − xµs ∣∣2 ds
+ Cεθ2.

D’après l’estimation (2.11), nous avons

limαθt = 0.
θ→0

(2.15)

Choisir ε = 1
2C
, alors (2.14) devient

E
[∣∣yθt − yµt ∣∣2]+

1

2
E

 T∫
t

∣∣∣∣zθs − zµs ∣∣∣∣2 ds
 ≤ (1

2
+ 2C

)
E

 T∫
t

∣∣yθs − yµs ∣∣2 ds
+ αθt .

D’après l’inégalité ci-dessus, nous tirons deux inégalités

E
[∣∣yθt − yµt ∣∣2] ≤ (1

2
+ 2C

)
E

 T∫
t

∣∣yθs − yµs ∣∣2 ds
+ αθt , (2.16)

et

E

 T∫
t

∣∣∣∣zθs − zµs ∣∣∣∣2 ds
 ≤ (4C + 1)E

 T∫
t

∣∣yθs − yµs ∣∣2 ds
+ 2αθt . (2.17)
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Appliquant le lemme de Fubini et le lemme Gronwall à (2.16), on obtient

E
[∣∣yθt − yµt ∣∣2] ≤ (1

2
+ 2C

) T∫
t

E
[∣∣yθs − yµs ∣∣2] ds+ αθt ,

E
[∣∣yθt − yµt ∣∣2] ≤ αθt exp

(
(
1

2
+ 2C)t

)
,

par passage à la limite, quand θ tend vers 0 et (2.15) on a :

lim
θ−→0

E
[∣∣yθt − yµt ∣∣2] = 0,

et l’inégalité de Burkholder—Davis—Gundy, nous donne

E

[
sup
t∈[0,T ]

∣∣yθt − yµt ∣∣2
]
≤ E

[∣∣yθt − yµt ∣∣2] .
Ce qui implique

E

[
sup
t∈[0,T ]

∣∣yθt − yµt ∣∣2
]

= 0.

Nous obtenons (2.12). Enfin, (2.13) est dérivé de (2.17), (2.15) et (2.12).

Lemme 2.3.2 Laissez x̃ et ỹ sont respectivement les solutions des équations linéaires sui-

vantes (appelées équations variationnelles )



dx̃t =

∫
U

bx(t, x
µ
t , a)µt(da)x̃tdt+ σx(t, x

µ
t )x̃tdWt

+

∫
U

b(t, xµt , a)µt(da)−
∫
U

b(t, xµt , a)qt(da)

 dt,

x̃0 = 0,

(2.18)
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et 

dỹt = −
∫
U

[fx(t, x
µ
t , y

µ
t , z

µ
t , a)x̃t + fy(t, x

µ
t , y

µ
t , z

µ
t , a)ỹt + fz(t, x

µ
t , y

µ
t , z

µ
t , a)z̃t]µt(da)dt

+

∫
U

f(t, xµt , y
µ
t , z

µ
t , a)µt(da)−

∫
U

f(t, xµt , y
µ
t , z

µ
t , a)qt(da)

 dt+ z̃tdWt,

ỹT = ϕx(x
µ
T )x̃T .

(2.19)

Alors on a les estimations suivantes

lim
θ→0
E

[∣∣∣∣xθt − xµtθ
− x̃t

∣∣∣∣2
]

= 0, (2.20)

lim
θ→0
E

[∣∣∣∣yθt − yµtθ
− ỹt

∣∣∣∣2
]

= 0, (2.21)

lim
θ→0
E

 T∫
0

∣∣∣∣∣∣∣∣zθt − zµtθ
− z̃t

∣∣∣∣∣∣∣∣2 dt
 = 0. (2.22)

Preuve. Pour simplification, nous posons

Xθ
t =

xθt − x
µ
t

θ
− x̃t, (2.23)

Y θ
t =

yθt − y
µ
t

θ
− ỹt, (2.24)

Zθ
t =

zθt − z
µ
t

θ
− z̃t. (2.25)

Preuve de (2.20). Nous avons
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Xθ
t =

1

θ

t∫
0

∫
U

b(s, xθs, a)µθs(da)−
∫
U

b(s, xµs , a)µθs(da)

 ds

+
1

θ

t∫
0

∫
U

b(s, xµs , a)µθs(da)−
∫
U

b(s, xµs , a)µs(da)

 ds

+
1

θ

t∫
0

(
σ(s, xθs)− σ(s, xµs )

)
dWs

−
t∫

0

∫
U

bx(s, x
µ
s , a)µs(da)x̃tds−

t∫
0

σx(s, x
µ
s )x̃sdWs

−
t∫

0

∫
U

b(s, xµs , a)µs(da)−
∫
U

b(s, xµs , a)qs(da)

 ds.

En utilisant la définition de µθ, nous obtenons

Xθ
t =

1

θ

t∫
0

∫
U

(
b(s, xθs, a)− b(s, xµs , a)

)
µθs(da)ds

+

t∫
0

∫
U

b(s, xµs , a)qs(da)−
∫
U

b(s, xµs , a)µs(da)

 ds

+
1

θ

t∫
0

(
σ(s, xθs)− σ(s, xµs )

)
dWs

−
t∫

0

∫
U

bx(s, x
µ
s , a)µs(da)x̃tds−

t∫
0

σx(s, x
µ
s )x̃sdWs

−
t∫

0

∫
U

b(s, xµs , a)µs(da)−
∫
U

b(s, xµs , a)qs(da)

 ds.

En utilisant dévlopment Taylor avec reste intégrale et l’inégalité de Cauchy-Schwarz, l’iso-

métrie d’Itô et par passage à l’espérance on trouve
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E
[∣∣Xθ

t

∣∣2] ≤ CE

 t∫
0

1∫
0

∫
U

∣∣bx(s, xµs + λθ(Xθ
s + x̃s), a)Xθ

s

∣∣2 µs(da)dλds


+ CE

 t∫
0

1∫
0

∣∣σx(s, xµs + λθ(Xθ
s + x̃s))X

θ
s

∣∣2 dλds


+ CE
[∣∣βθt ∣∣2] ,

où, βθt est donné par

βθt =

t∫
0

1∫
0

∫
U

bx(s, x
µ
s + λθ(Xθ

s + x̃s), a)(xθs − xµs )qs(da)dλds

−
t∫

0

1∫
0

∫
U

bx(s, x
µ
s + λθ(Xθ

s + x̃s), a)(xθs − xµs )µs(da)dλds

+

t∫
0

1∫
0

∫
U

bx(s, x
µ
s + λθ(Xθ

s + x̃s), a)x̃sµs(da)dλds

+

t∫
0

1∫
0

σx(s, x
µ
s + λθ(Xθ

s + x̃s))x̃sdλdWs

−
t∫

0

∫
U

bx(s, x
µ
s , a)µs(da)x̃sds−

t∫
0

σx(s, x
µ
s )x̃sdWs.

Puis que bx et σx sont continues et bornées, alors

E
[∣∣Xθ

t

∣∣2] ≤ CE

 t∫
0

∣∣Xθ
s

∣∣2 ds
+ CE

[∣∣βθt ∣∣2] ,
et lim

θ−→0
E
[∣∣βθt ∣∣2] = 0.
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En utilisant le lemme de Fubini et le lemme Gronwall, nous obtenons

E
[∣∣Xθ

t

∣∣2] ≤ C

t∫
0

E
[∣∣Xθ

s

∣∣2] ds+ CE
[∣∣βθt ∣∣2] ,

E
[∣∣Xθ

t

∣∣2] ≤ CE
[∣∣βθt ∣∣2] exp(Ct).

Par passage à la limite, quand θ tend vers 0, nous obtenons (2.20).

Preuve de (2.21) et (2.22).

Pour simplification, nous mettons

Λθ
t (a) = (t, xµt + λθ(Xθ

t + x̃t), y
µ
t + λθ(Y θ

t + ỹt), z
µ
t + λθ(Zθ

t + z̃t), a).

D’après (2.24) et (2.25), nous avons l’EDSPR suivante

 dY θ
t = (F y

t Y
θ
t dt+ F y

t Z
θ
t − γθt )dt+ Zθ

t dWt,

Y θ
T =

ϕ(xθT )−ϕ(xµT )

θ
− ϕ(xµT )x̃T ,

où

F y
t = −

1∫
0

∫
U

fy(Λ
θ
t (a))µt(da)dλ,

F z
t = −

1∫
0

∫
U

fz(Λ
θ
t (a))µt(da)dλ,
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et γθt donné par

γθt =

T∫
t

∫
U

fx(Λ
θ
s(a))Xθ

sµs(da)ds

+

T∫
t

∫
U

[
fx(Λ

θ
s(a))(xθs − xµs ) + fy(Λ

θ
s(a))(yθs − yµs ) + fz(Λ

θ
s(a))(zθs − zµs )

]
qs(da)ds

−
T∫
t

∫
U

[
fx(Λ

θ
s(a))(xθs − xµs ) + fy(Λ

θ
s(a))(yθs − yµs ) + fz(Λ

θ
s(a))(zθs − zµs )

]
µs(da)ds.

Puis que fx, fy et fz sont continues et bornées, on trouve

E
[∣∣γθt ∣∣2] ≤ CE

 T∫
t

∣∣Xθ
s

∣∣2 ds
+ CE

 T∫
t

∣∣xθs − xµs ∣∣2 ds


+ CE

 T∫
t

∣∣yθs − yµs ∣∣2 ds
+ CE

 T∫
t

∣∣∣∣zθs − zµs ∣∣∣∣2 ds
 .

Utilisant (2.11), (2.12), (2.13), (2.20), nous avons

lim
θ−→0

E
[∣∣γθt ∣∣2] = 0. (2.26)

L’application de formule d’Itô à (Y θ
t )2, nous obtenons

d(Y θ
t )2 = 2Y θ

t dY
θ
t + d

〈
Y θ, Y θ

〉
t

d(Y θ
t )2 = 2Y θ

t

[
(F y

t Y
θ
t + F z

t Z
θ
t − γθt )dt+ Zθ

t dWt

]
+ (Zθ

t )2dt, donc

(Y θ
T )2 − (Y θ

t )2 = 2

T∫
t

Y θ
s (F y

s Y
θ
s + F z

s Z
θ
s − γθs)ds+ 2

T∫
t

Y θ
s Z

θ
sdWs +

T∫
t

(Zθ
s )2ds,

passant a l’espérance, on trouve

E
[∣∣Y θ

t

∣∣2]+ E

 T∫
t

∣∣∣∣Zθ
s

∣∣∣∣2 ds
 = E

[∣∣Y θ
T

∣∣2]+ 2E

 T∫
t

∣∣Y θ
s (F y

s Y
θ
s + F z

s Z
θ
s − γθs)

∣∣ ds
 .
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En utilisant la formule Young, pour chaque ε > 0, nous avons

E
[∣∣Y θ

t

∣∣2]+ E

 T∫
t

∣∣∣∣Zθ
s

∣∣∣∣2 ds
 ≤ E [∣∣Y θ

T

∣∣2]+
1

ε
E

 T∫
t

∣∣Y θ
s

∣∣2 ds


+ εE

 T∫
t

∣∣(F y
s Y

θ
s + F z

s Z
θ
s − γθs)

∣∣2 ds


≤ E
[∣∣Y θ

T

∣∣2]+
1

ε
E

 T∫
t

∣∣Y θ
s

∣∣2 ds
+ CεE

 T∫
t

∣∣F y
s Y

θ
s

∣∣2 ds


+ CεE

 T∫
t

∣∣F z
s Z

θ
s

∣∣2 ds
+ CεE

 T∫
t

∣∣γθs∣∣2 ds
 .

Puis que F y
t et F

z
t sont bornée, alors

E
[∣∣Y θ

t

∣∣2]+ E

 T∫
t

∣∣∣∣Zθ
s

∣∣∣∣2 ds
 ≤ (

1

ε
+ Cε)E

 T∫
t

∣∣Y θ
s

∣∣2 ds
+ CεE

 T∫
t

∣∣∣∣Zθ
s

∣∣∣∣2 ds
+ ηθt ,

où

ηθt = E
[∣∣Y θ

T

∣∣2]+ CεE

 T∫
t

∣∣γθs∣∣2 ds
 .

Choisir ε = 1
2C
, alors nous avons

E
[∣∣Y θ

t

∣∣2]+
1

2
E

 T∫
t

∣∣∣∣Zθ
s

∣∣∣∣2 ds
 ≤ (

1

2
+ 2C)E

 T∫
t

∣∣Y θ
s

∣∣2 ds
+ ηθt .

De l’inégalité ci-dessus, nous déduisons deux inégalités

E
[∣∣Y θ

t

∣∣2] ≤ (
1

2
+ 2C)E

 T∫
t

∣∣Y θ
s

∣∣2 ds
+ ηθt , (2.27)

et

E

 T∫
t

∣∣∣∣Zθ
s

∣∣∣∣2 ds
 ≤ (4C + 1)E

 T∫
t

∣∣Y θ
s

∣∣2 ds
+ 2ηθt . (2.28)
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D’autre part, nous avons

E
[∣∣Y θ

T

∣∣2] = E

[∣∣∣∣ỹT − yθT − y
µ
T

θ

∣∣∣∣2
]

= E

[∣∣∣∣ϕx(xµT )x̃T −
ϕ(xθT )− ϕ(xµT )

θ

∣∣∣∣2
]

≤ 2E

 1∫
0

∣∣(ϕx(xµT )− ϕx(x
µ
T + λθ(x̃T +Xθ

T ))
)
x̃T
∣∣2 dλ


+ 2E

 1∫
0

∣∣ϕx(xµT + λθ(x̃T +Xθ
T ))Xθ

T

∣∣2 dλ
 .

En utilisant (2.20) et la continuité de ϕx, nous obtenons

lim
θ−→0

E
[∣∣Y θ

T

∣∣2] = 0, (2.29)

de (2.26) et (2.29), nous déduisons que

lim
θ−→0

ηθt = 0. (2.30)

En utilisant (2.27), (2.30), le lemme de Gronwall et l’inégalité de Burkholder—Davis—Gundy,

nous obtenons (2.21). Finalement, (2.22) est dérivé d’après l’utilisation de (2.21) et (2.28)

dans (2.30).

Lemme 2.3.3 Soit µ un contrôle optimal minimisant le fonctionnel J sur R et (xµt , y
µ
t , z

µ
t )
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la solution de (2.1) associée à µ. Alors pour n’importe quel contrôle relaxé q ∈ R, nous avons

0 ≤ E [gx(x
µ
T )x̃T ] + E [hy(y

µ
0 )ỹ0] (2.31)

+ E

 T∫
0

∫
U

l(t, xµt , y
µ
t , z

µ
t , a)qt(da)−

∫
U

l(t, xµt , y
µ
t , z

µ
t , a)µt(da)

 dt


+ E

 T∫
0

∫
U

lx(t, x
µ
t , y

µ
t , z

µ
t , a)µt(da)x̃t +

∫
U

ly(t, x
µ
t , y

µ
t , z

µ
t , a)µt(da)ỹt

 dt


+ E

 T∫
0

∫
U

lz(t, x
µ
t , y

µ
t , z

µ
t , a)µt(da)z̃tdt

 .
Preuve. Soit µ un contrôle relaxé optimal minimisant la fonction de coût J sur R, alors de

(2.10) nous avons

0 ≤ E
[
g(xθT )− g(xµT )

]
+ E

[
h(yθ0)− h(yµ0 )

]
+ E

 T∫
0

∫
U

l(t, xθt , y
θ
t , z

θ
t , a)µθt (da)−

∫
U

l(t, xµt , y
µ
t , z

µ
t , a)µt(da)

 dt


= E

[
g(xθT )− g(xµT )

]
+ E

[
h(yθ0)− h(yµ0 )

]
+ E

 T∫
0

∫
U

l(t, xθt , y
θ
t , z

θ
t , a)µθt (da)−

∫
U

l(t, xθt , y
θ
t , z

θ
t , a)µt(da)

 dt


+ E

 T∫
0

∫
U

l(t, xθt , y
θ
t , z

θ
t , a)µt(da)−

∫
U

l(t, xµt , y
µ
t , z

µ
t , a)µt(da)

 dt

 .
Utilisant la définition de µθt , nous obtenons

0 ≤ E
[
g(xθT )− g(xµT )

]
+ E

[
h(yθ0)− h(yµ0 )

]
(2.32)

+ θE

 T∫
0

∫
U

l(t, xθt , y
θ
t , z

θ
t , a)qt(da)−

∫
U

l(t, xθt , y
θ
t , z

θ
t , a)µt(da)

 dt


+ E

 T∫
0

∫
U

(
l(t, xθt , y

θ
t , z

θ
t , a)− l(t, xµt , yµt , zµt , a)

)
µt(da)dt

 .
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On appliquant le développement de Taylor on trouve

g(xθT )− g(xµT ) =

1∫
0

gx(x
µ
T + λ(xθT − x

µ
T ))(xθT − x

µ
T )dλ,

h(yθ0)− h(yµ0 ) =

1∫
0

hy(y
µ
0 + λ(yθ0 − y

µ
0 ))(yθ0 − y

µ
0 )dλ,

donc (2.32) devient

0 ≤ E

 1∫
0

[
gx(x

µ
T + λθ(x̃T +Xθ

T ))x̃T
]
dλ

 (2.33)

+ E

 1∫
0

[
hy(y

µ
0 + λθ(ỹ0 + Y θ

0 ))ỹ0

]
dλ


+ E

 T∫
0

1∫
0

∫
U

[
lx(Λ

θ
t (a))x̃t + ly(Λ

θ
t (a))ỹt + lz(Λ

θ
t (a))z̃t

]
µt(da)dλdt


+ E

 T∫
0

∫
U

l(t, xµt , y
µ
t , z

µ
t , a)qt(da)−

∫
U

l(t, xµt , y
µ
t , z

µ
t , a)µt(da)

 dt

+ ρθt ,

où ρθt est donné par

ρθt = E

 1∫
0

(
gx(x

µ
T + λθ(x̃T +Xθ

T ))Xθ
T

)
dλ


+ E

 1∫
0

(
hy(y

µ
0 + λθ(ỹ0 + Y θ

0 ))Y θ
0

)
dλ


+ E

 T∫
0

1∫
0

∫
U

(
lx(Λ

θ
t (a))(xθt − x

µ
t ) + ly(Λ

θ
t (a))(yθt − y

µ
t ) + lz(Λ

θ
t (a))(zθt − z

µ
t )
)
qt(da)dλdt


+ E

 T∫
0

1∫
0

∫
U

(
lx(Λ

θ
t (a))(xθt − x

µ
t ) + ly(Λ

θ
t (a))(yθt − y

µ
t ) + lz(Λ

θ
t (a))(zθt − z

µ
t )
)
µt(da)dλdt


+ E

 T∫
0

1∫
0

∫
U

(
lx(Λ

θ
t (a))Xθ

t + ly(Λ
θ
t (a))Yt + lz(Λ

θ
t (a))Zθ

t

)
µt(da)dλdt

 .
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Puis que les dérivées gx, hy, lx, ly, lz sont continues et bornées, donc en utilisant (2.11), (2.12),

(2.13), (2.20), (2.21), (2.22) et l’inégalité de Cauchy-schwartz, nous avons

lim ρθt
θ−→0

= 0.

En laissant θ tend vers 0 sur (2.33) avec la continuité de gx et hy, la preuve est terminée.

2.3.2 Les équations adjointes et inégalités variationnelles

Introduisant le système suivant d’équations différentielles stochastiques, appelés équations

adjointes  dpµt = −Hx(t, x
µ
t , y

µ
t , z

µ
t , µt, p

µ
t , k

µ
t )dt+ P µ

t dWt,

pµT = gx(x
µ
T ) + ϕx(x

µ
T )kµT ,

(2.34)

et 
dkµt = Hy(t, x

µ
t , y

µ
t , z

µ
t , µt, p

µ
t , k

µ
t )dt

+Hz(t, x
µ
t , y

µ
t , z

µ
t , µt, p

µ
t , k

µ
t )dWt,

kµ0 = hy(y
µ
0 ).

(2.35)

Où le Hamiltonian H est défini à partir de [0, T ]×Rn×Rm×Mm×d(R)×P(U)×Rn×Rm

dans R par

H(t, x, y, z, q, p, k)=

∫
U

l(t, x, y, z, a)qt(da) + p

∫
U

b(t, x, a)qt(da)

− Pσ(t, x) + k

∫
U

f(t, x, y, z, a)qt(da).

De puis

pµT = gx(x
µ
T ) + ϕx(x

µ
T )kµT et k

µ
0 = hy(y

µ
0 ),
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puis (2.31) devient

0 ≤ E [pµT x̃T ] + E [kµ0 ỹ0]− E [ϕx(x
µ
T )kµT ] (2.36)

+ E

 T∫
0

∫
U

lx(t, x
µ
t , y

µ
t , z

µ
t , a)x̃tµt(da)dt


+ E

 T∫
0

∫
U

(ly(t, x
µ
t , y

µ
t , z

µ
t , a)ỹt + lz(t, x

µ
t , y

µ
t , z

µ
t , a)z̃t)µt(da)dt


+ E

 T∫
0

∫
U

l(t, xµt , y
µ
t , z

µ
t , a)qt(da)−

∫
U

l(t, xµt , y
µ
t , z

µ
t , a)µt(da)

 dt

 .
En appliquant l’intégration par parties sur (pµt x̃t) et (kµt ỹt), nous avons

dpµt x̃t = pµt dx̃t + x̃tdp
µ
t + d 〈pµ, x̃〉t ,

dpµt x̃t = pµt dx̃t + x̃tdp
µ
t − P µ

t σx(t, x
µ
t )x̃tdt,

dpµt x̃t = pµt

∫
U

b(t, xµt , a)qt(da)−
∫
U

b(t, xµt , a)µt(da)

 dt+ P µ
t x̃tdWt

−
∫
U

fx(t, x
µ
t , y

µ
t , z

µ
t , a)µt(da)x̃tk

µ
t dt−

∫
U

lx(t, x
µ
t , y

µ
t , z

µ
t , a)µt(da)x̃tdt

− pµt σx(t, xµt )x̃tdWt,

par passage de l’intégrale et l’espérance on a :

E [pµT x̃T ] = −E

 T∫
0

∫
U

fx(t, x
µ
t , y

µ
t , z

µ
t , a)µt(da)kµt +

∫
U

lx(t, x
µ
t , y

µ
t , z

µ
t , a)µt(da)

 x̃tdt


+ E

 T∫
0

pµt

∫
U

b(t, xµt , a)qt(da)−
∫
U

b(t, xµt , a)µt(da)

 dt

 ,
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de même façon

dkµt ỹt = kµt dỹt + ỹtdk
µ
t + d 〈kµ, ỹ〉t ,

dkµt ỹt = kµt dỹt + ỹtdk
µ
t +Hz(t, x

µ
t , y

µ
t , z

µ
t , µt, p

µ
t , k

µ
t )z̃tdt,

dkµt ỹt = −kµt
∫
U

(fx(t, x
µ
t , y

µ
t , z

µ
t , a)x̃t + fy(t, x

µ
t , y

µ
t , z

µ
t , a)ỹt + fz(t, x

µ
t , y

µ
t , z

µ
t , a)z̃t)µt(da)dt

+ kµt

∫
U

f(t, xµt , y
µ
t , z

µ
t , a)µt(da)−

∫
U

f(t, xµt , y
µ
t , z

µ
t , a)qt(da)

 dt+ kµt z̃tdWt

+ ỹt

∫
U

ly(t, x
µ
t , y

µ
t , z

µ
t , a)µt(da)dt+ kµt

∫
U

fy(t, x
µ
t , y

µ
t , z

µ
t , a)µt(da)

 dt

+ ỹt

∫
U

lz(t, x
µ
t , y

µ
t , z

µ
t , a)µt(da)dt+ kµt

∫
U

fz(t, x
µ
t , y

µ
t , z

µ
t , a)µt(da)

 dWt,

par passage de l’intégrale et l’espérance on a :

E [kµ0 ỹ0] = E [kµT ỹT ]

− E

 T∫
0

∫
U

ly(t, x
µ
t , y

µ
t , z

µ
t , a)µt(da)ỹt +

∫
U

fx(t, x
µ
t , y

µ
t , z

µ
t , a)µt(da)x̃tk

µ
t

 dt


+ E

 T∫
0

kµt

∫
U

f(t, xµt , y
µ
t , z

µ
t , a)qt(da)−

∫
U

f(t, xµt , y
µ
t , z

µ
t , a)µt(da)

 dt


− E

 T∫
0

∫
U

lz(t, x
µ
t , y

µ
t , z

µ
t , a)µt(da)z̃tdt

 .
Puis pour chaque q ∈ R, (2.36) devient

0 ≤ E

 T∫
0

(H(t, xµt , y
µ
t , z

µ
t , qt, p

µ
t , k

µ
t )−H(t, xµt , y

µ
t , z

µ
t , µt, p

µ
t , k

µ
t )) dt

 . (2.37)
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2.3.3 Les conditions nécessaires d’optimalité pour des contrôles

relaxés

À partir de l’inégalité variationnelle (2.37), nous pouvons maintenant énoncer les conditions

nécessaires d’optimalité pour le problème de contrôle relaxé {(2.4), (2.5), (2.6)} sous la forme

globale.

Théorème 2.3.1 (Les conditions nécessaires d’optimalité pour le contrôle relaxé)

Soit µ un contrôle relaxé optimal minimisant le fonctionnelle de coût J sur R et (xµt , y
µ
t , z

µ
t )

la solution de (2.4) associée à µ. Alors, il existe deux processus adaptés uniques pµ et kµ, qui

sont respectivement des solutions de (2.34) et (2.35), de telle sorte que

H(t, xµt , y
µ
t , z

µ
t , µt, p

µ
t , k

µ
t ) ≤ H(t, xµt , y

µ
t , z

µ
t , qt, p

µ
t , k

µ
t ); ∀qt ∈ P(U); P− ps. (2.38)

Preuve. Le résultat fait suite immédiatement à (2.37).

42



Conclusion

En conclusion, on a établi dans ce mémoire les conditions nécessaires d’optimalité satis-

faites par un contrôle relaxé optimal pour des systèmes gouvernés par des équations différen-

tielles stochastiques progressives rétrogrades non linéaires (EDSPR). Comme l’ensemble des

contrôles relaxés est convexe, donc la méthode de démonstration est basée sur la méthode

classique pour le cas non linéaire où on a utilisé une perturbation convexe.

Le problème de contrôle relaxé est une généralisation du problème de contrôle strict. En effet,

si qt(da) = δvt(da) est une mesure de Dirac concentrée en un seul point vt ∈ U , alors nous

obtenons un problème de contrôle strict comme un cas particulier du problème de contrôle

relaxé.

Alors pour établir les conditions nécessaires d’optimalité pour les contrôles stricts, l’idée est

de remplacer les contrôles relaxés par une mesure de Dirac chargée en un contrôle strict .

Ainsi, nous réduisons l’ensemble R des contrôles relaxés et nous minimisons le fonctionnel

de coût J sur le sous-ensemble δ(U) = {q ∈ R \ q = δv ; v ∈ U}. Les conditions nécessaires

d’optimalité pour les contrôles stricts sont alors obtenues directement à partir de ceux du

contrôle relaxé.
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Annexe : Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées

ci-dessous :

(Ω,F ,P) : Espace de probabilité.

(Ω,F , (Ft)t≥0,P) : Espace de probabilité filtré.

Wt : Mouvement Brownien.

EDS : Équation différentielle stochastique.

EDSPRs : Équation différentielle stochastique progressive rétrograde.

J(µ) : La fonction de coût.

µ : Contrôle optimal.

µθ : Contrôle perturbé.

inf : La borne inférieure.

lim : La limite.

P−p.s : Presque surement pour la mesure de probabilité P.

i.e : C’est-à-dire.

MB : Mouvement Brownien.
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