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Introduction

Les équations différentielles stochastiques progressives rétrogrades (EDSPR) ont été intro-
duites par Bismut en 1973 dans le but de résoudre un probléme de théorie du contréle. A
I’époque, il s’agissait de résoudre un systéme découplé ne comprenant qu'une équation diffé-
rentielle stochastique progressive classique (EDSP) et une équation différentielle stochastique
linéaire rétrograde qui représente I’équation adjointe.

La recherche s’est naturellement concentrée sur ’étude de I’équation rétrograde car, dans ce
contexte, elle seule posait réellement des difficultés. Des nombreuses avancées théoriques ont
ainsi été réalisées sur le théme des équations différentielles stochastique rétrogrades, et bon

nombre de domaines ont pu en profiter.

L’objectif de cette mémoire est d’étudier un probléme de controle relaxé pour des systémes
dirigés par des équations différentielles stochastique progressives rétrogrades (EDSPR). En
particulier, on va établir les conditions nécessaires d’optimalité pour le controle relaxé optimal

pour un probléme de controle gouverné par le systéme suivant :

dad = fU b(t,xf, a)q (da) dt + o(t, z})dW;,
g = &,

dyf = — [, [(t. i, yl 2 a)q (da) di + 2 d W,

yi = o(xf),

ou b, o, f et  sont fonctions donnés, W = (W;);>¢ est un mouvement Brownien standard dé-
fini sur un espace de probabilité filtré (2, F, (F;)i>0, P), satisfaisant les conditions habituelles

et ¢ = (q) c’est la variable de controle relaxé qu’est une mesure de probabilité & valeur dans
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P (U) avec U un sous ensemble de R”.

La fonction de cotit a minimiser sur I’ensemble des controéles relaxés R est définie par :
T
Ha) =B |glat) + hist) + [ [1(e.5, o8, 2t (o] ®
0uU

et un controle relaxé admissible p est dit optimal s’il vérifie :

J () = inf J (q). (3)

qER

Le mémoire est organisé comme suite, nous avons deux chapitres. Dans le premier chapitre,
nous donnons un rappel sur le calcul stochastique ainsi que les théories de probabilités :
espace de probabilité, processus stochastique, processus de mouvement Brownien, I’espérance,
martingale a temps continu, l'intégrale stochastique, théoréme d’existence et d’unicité de
solution pour les équations différentielle stochastique et des résultats principaux utilisables

pour le prochain chapitre.

Notre objectif dans le deuxiéme chapitre, est d’établir les conditions nécessaires d’optimalité
sous la forme de principe de maximum stochastique, pour les controles relaxés. Pour atteindre
cet objectif, nous donnons les étapes nécessaires. L’idée est d’utiliser le fait que I’ensemble des
controles relaxés est convexe, donc dans la premiére étape en utilisant la maniére classique
de la méthode de perturbation convexe. En suite dans le deuxiéme étape nous allons estimer
entre le controle relaxé perturbé 1f et le controle relaxé optimal p et aprés on linéarité
notre systéme pour obtenir les équations variationnelles. Nous tirons I'inégalité variationnelle

d’apres 'optimalité p et le fait que

0 < J(p’) = J(n).

Dans le derniére étape, on défini les équations adjointes correspondantes a notre systéme
des (EDSPR). En utilisant I'inégalité variationnelle et application de la formule d’It6, pour

démontre notre résultat de principe de maximum.



Chapitre 1

Calcul stochastique

Dans ce chapitre on va rappeler les notions essentielles en théorie des calculs stochastique,

en suite nous rappelons l'intégrale stochastique et les équations différentielles stochastiques.

1.1 Espace de probabilité

Définition 1.1.1 On appelle un espace de probabilité, tout triple (2, F,P), ou (2, F) est un

espace mesurable et P est une probabilité sur F.

Proposition 1.1.1 L’espace de probabilité (2, F,P) est dit complet si N C F telle que N

la famille de toute les ensembles négligeable de (2, F,P).

1.1.1 Variable aléatoire

Définition 1.1.2 Soient (2, A) et (E, F) deuz espaces mesurables. On appelle variable aléa-

toire toute application de Q dans E telle que : VB € F, X Y(B) € A avec
X' B)={we: X(w) € B}.

Définition 1.1.3 On dit que X définie sur un espace mesurable (Q, F) dans un espace me-
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surable (E, B), est mesurable si X '(B) C F,VA € B et

X1 A)={weQ /X(w)eA}=(XeB)eF.

1.2 Processus stochastique

Définition 1.2.1 Soit T C R, toute famille X = (Xi)ier des variables aléatoires & valeurs

dans R, est appelée un processus stochastique.

— Pour ¢ fixé, X; est une variable aléatoire définie sur (€2, F).

— Pour w fixé, la fonction ¢ — X,(w) est appelée trajectoire.

Remarque 1.2.1 Un processus stochastique peut étre vu comme une famille des variables

aléatoires indixée par le temps : pourt € T
X (Q,F) — (RY B(RY)).

Si T est un ensemble dénombrable totalement ordonnée comme N et Q,, X est appelé une

suite des variables aléatoires ou un processus a temps discret.

Si T C R,, X est appelé un processus stochastique & temps continu.

Notation 1.2.1 Un processus stochastique peut étre vu comme une fonction de deux variable:

X : QT — R

(wit)— Xt (w),
sera notée X ot (X;)er-

Définition 1.2.2 Soit X = (X;)er, un processus stochastique définie sur l’espace de pro-

babilité (0, F,P). Une filtration naturellement associée & X c’est la filtration F.

— Le processus X = (Xi)wer, est dit & trajectoire continue si pour tout w € ), la fonction

t — Xi(w) est continue sur R .
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— Le processus X = (X;)icr, est dit stochastiquement continue en probabilité au point s € Ry
St

lim P(| X; — X4| >¢) =0, Ve > 0.

t—s

Remarque 1.2.2 La continuité stochastique nimplique pas la continuité des trajectoires du

processus.

1.2.1 Filtration

Définition 1.2.3 Une filtration sur un espace mesurable (2, F), c’est une famille (F;)i>o0

croissante au sens de linclusion de sous-tribus de F.

On supposera en général ¢ € R mais on peut avoir ¢t € N, dans tous les cas on a :

Vs<t, F, CF.

Remarque 1.2.3 Un espace de probabilité (0, F,P) muni de filtration (F;)icr,, devient

(Q,F, (Fi)ier,,P) qu'est un espace de probabilité filtré.

Remarque 1.2.4 Un processus est toujours adapté a sa filtration naturelle.

Définition 1.2.4 On dit que X = (X,)ier, est Fi-adapté si pour tout t > 0, la variable

aléatoire X; est F;-mesurable.

Définition 1.2.5 Un processus stochastique (X;)i>o est progressivement mesurable pour la

filtration (F;, t > 0) si ¥Vt >0, VA € B(R) :

{(s,0)/0 <s <t; Xi(w) € A} € B([0,1]) ® F,

c’est a dire que P'application sur ([0,¢] x Q, B([0,t]) ® F;) :(s,w) — Xs(w) est mesurable.
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1.3 Mouvement Brownien
On se donne un espace de probabilité muni d’une filtration (Q, F, {F.},,P).

Définition 1.3.1 On appelle mouvement Brownien un processus stochastique a valeurs réelles,
(Wi)iso qui est un processus & accroissements indépendants et stationnaires dont les trajec-

toires sont continues. Ce qui signifie que :

— Continuité : P-p.s la fonction s — W;(w) est une fonction continue.
— Indépendance des accroissement : si s < t, W; — W, est indépendant de la tribu F, =

o(W,,r < s) est de loi gaussienne centré de variance (t — s).

Définition 1.3.2 Un mouvement Brownien (M B) est dit standard si : Wy =0 P — p.s

et

E[W7] =t

Dans la suite on parlera de mouvement Brownien sans précision, il s’agira d’'un mouvement

Brownien standard.

Proposition 1.3.1 Soit (W;);>0 est un mouvement Brownien standard, alors W; est un
processus gaussien i.e. pour toutn et tous 0 <ty <t < ... <Ht,, (th, s th) est un vecteur

gaussien.

W est mouvement Brownien standard si et seulement si W est un processus gaussien continu

centré de fonction de covariance : cov(Wy, W) =t A s = min(t, s).
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1.3.1 Espérance

Définition 1.3.3 X wune variable aléatoire réelle définie sur ’espace (2, F,P), on appelle

espérance de X, et on note B [X]|, lintégrale de Lebesgue de X relativement a la mesure P :
E [X] —/X(w)[?’(dw) = /XdIP’.
Q Q

Définition 1.3.4 Soit X un vecteur aléatoire continu a valeurs dans R™ avec fonction de

densité fx : R™ — R, .

Soit g : R™ — R, alors

Bg(X)] = / o) fx () da

Rm™

1.3.2 Espérance conditionnelle

Soit (2, F,P) un espace de probabilité, X une variable aléatoire réelle intégrable et G une
sous -tribu de F. Il existe une unique variable aléatoire réelle Y- & un négligeable prés-

appelée espérance conditionnelle de X relativement a G, telle que :

— Y est G—mesurable.
— Y est intégrable.
- VG e G, E[X/G] =E|[Y/G] cest-a-dire :

[x@p@) = [YePrw)
G

G

Définition 1.3.5 Soit Z une variable aléatoire réelle sur (2, F,P), on a :

E[X/Z] = B[X/o(Z)].
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1.3.3 Propriétés de ’espérance conditionnelle

Propriété 1.3.1 (0, F,P) un espace probabilité, G sous tribu de F et X, Y deux variables

aléatoires dans L'(Q,P), on a

— Linéarité si X, Y € LY(Q,P), Va, b e R :

ElaX +bY/G] = aEB[X/G] + bE[Y/G].

— Croissance :

X <Y = E[X/G] <E[Y/d].

- E[E[X/G]] = E(X).
— Si X est G—mesurable alors :

E[X/G] = X.

— Si Y est une variable aléatoire G-mesurable alors :

E[XY/G] = YE [X/G].

— Si X indépendant de G alors:
E[X/G]=E[X].

— Soient G, H deux sous tribus de F, si H C (G, on a :

E[E(X/G] /H] = E[B[X/H] /G) = B[X/H).

— Si X variable aléatoire telle que X € LP(Q2, F,P), p > 1 alors:

1B [X/Gl e < 11X s -

— L’espérance conditionnelle est dans L2(§2, F,P).
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1.4 Martingale & temps continue

Dans ce paragraphe on a un espace probabilité (€2, F,P), muni d’une filtration c.-a-d. F =
(Fi)e>0- Ainsi, F; = F+ par hypothése, et cette propriété joue un réle important. Un proces-
sus réel X sera dit de puissance p’*™¢ intégrable si E [|X;|’] < oo pour tout ¢, et simplement

intégrable quand p = 1.
Définition 1.4.1 Un processus réel adapté et intégrable X est appelé

— Une martingale si

E[X,/F,) = X,Vt > s.

— Une sur-martingale si

E[X,/F,) < XVt > s.

— Une sous-martingale si

— Une martingale est & la fois une sous-martingale est une sur-martingale .
— Le processus (X;);>0 est une sous-martingale si seulement si (—X)¢>0 est sur-martingale.

— Toute martingale X vérifie :

VE<T, B[X,] =E[X,.

Si (X¢)i>0 et (Yi)i>0 sont deux martingales, alors (X; + Y;)i>o est une martingale.
— Si (Xy)i>0 une F-martingale, alors (I [X;])icr, est constante (resp croissante, resp décrois-

sante).

1.5 Intégrale stochastique

On cherche & définir la variable aléatoire fot 0sdWs quand {0, s > 0} est un processus sto-

chastique. Le caractére aléatoire de 6 exige des conditions supplémentaires par rapport a
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I'intégrale de Wiener, on note par {ftW} 1~ la filtration naturelle de mouvement Brownien.

Définition 1.5.1 On dit que {6;, t > 0} est un "bon processus” s’il est (F}V)ier, -adapté,

continu & gauche limité a droite et

t
E U eids] < o0, Vt > 0.
0

Propriété 1.5.1 Pour tout "bon processus" 6 et p et pour s, t >0 on a

muwuszUf%w%my

de plus le processus

t
awmwz/@%m
0

est une (F}V)-martingale.

Définition 1.5.2 Un processus (X¢)icjor] est appelé processus élémentaire s’il existe une
subdivision 0 =ty < t; < ... < t, =T est un processus discret (Xz‘)ie[o,n—l} tel que tout X; est

Fi.-adapté et dans L*(Q) tel que :

n—1

Xi(w) = ZXZ(W) I]tz‘,tiﬂ](t)'

1=0

On note ¢ 'ensemble des processus élémentaires qui est un sous espace de L2(€2,[0,77).

Définition 1.5.3 (Les processus d'I1to) ces sont des processus a valeurs réelles qui s’écrivent

sous la forme :

-V0<t<T,
t

t
Xy =x+ /bsds + /JdeS.
0 0

10
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— b est un processus F}V — adapté tel que

t
/|bs| ds < 0.
0

— 0, est un "bon processus local"(continu & droite limité & gauche, F}V-adapté et

t
/azds < 00, p.s., Vi > 0.

0

On écrit généralement le processus d’Ito en utilisant la forme différentielle (EDS équation

dif férentielle stochastique)

dXt = bt dt + 0y th,
Xo =z, condition initiale.

by s'appelle la dérivée (drift) de processus X et o, s’appelle le coefficient de diffusion
(volatilité).
— Soit f : R — R suffisamment réguliére, la formule d’Ito6 visée & donner une formule de

changement de variable par le processus f(X;) qui sera un processus d’Ito.

Supposons que f est de classe C? alors :

FO00) = £@) + [ PO+ 5 [ £ (X X)W < T,

si f & des dérivées bornées, et si on a
dXt = btdt + Utth,

cette formule s’écrite
1
df (Xy) = f/(Xy)dX, + §f”<Xt)d < X; >,

11
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et
(X0 = (/X + (X))t + /(X

donc f(X;) est un processus d’Ito.
— Soit
U:[0,00[ xR — R.

(t,z)—U(t),
Une fonction contintiment différentiable par rapport a ¢ et deux fois continiment différen-

tiable par rapport & x. Alors le processus stochastique Y; = U(t, X;) satisfait ’équation

2

Q
g

ou ou
dY; = E(t’XJ dt + %(@Xt) [fe dt + g¢ AWi] +

(t, X;)g? dt. (1.1)

N | —
Q

22
Proposition 1.5.1 (Intégration par parties) :Si X et Y deux processus d’Ité, alors

t t
XY, = XoYy + /XSdYS + /stXS +d(X,Y),.
0 0

1.6 Equation différentielle stochastique (EDS)

Une équation différentielle stochastique (ED.S) est une équation de la forme :

dXt = b(t, Xt) dt + U(t, Xt) th
XO =T,

ou sous forme intégrale :

t t

Xy=z+ /b(s,XS) ds + /O’(S,Xs) dWs.

0 0

— Soient n, d € N, z € R"(condition initiale), et (W;);>0 est un M B d — dimensionnel.

— Les fonctions

b:[0,T] xR" = R" et o :[0,T] x R" — R,

12
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sont mesurables et bornées.

L’inconnue est le processus X. Le probléme est, comme pour une équation différentielle
ordinaire, de montrer que sous certaines conditions sur les coefficients b et o, 'EDS (1.2) a

une unique solution.

1.6.1 Solution forte d’EDS

Définition 1.6.1 Une solution de ’EDS (1.2) avec condition initiale x, c’est un processus

continu X tel que:

— X est progressivement mesurable.

— On a la condition de régularité
t
B /{|b(s,X5)| T lo(s, X2} ds| < +oo,
0

oi ||o||* = trace(co™).

~—P—psona:
¢

t
Xt:x+/b(s,Xs) d$+/a(s,Xs) dW,, 0 <t <T.
0 0

Théoréme 1.6.1 (Existence et unicité) :Soient b et o deux fonctions boréliennes. On

suppose qu’il existe une constante A telle que, pour tout t € [0,T], z, y € R",

1) Condition de Lipschitz :
b(t, ) = b(t,y)| + |lo(t,2) — o(t,y)|| < Az —y|.
2) Condition de croissance linéaire : Il existe une constante A > 0, telle que

[b(t, )]+ llo(t, 2) || < AL+ |«]),

13
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et de plus, la condition initiale Xy = z est indépendante de (W) et est de carré intégrable
1.€.

E [|:U|2] < 00.

Alors 'EDS (1.2) admet, pour toute condition initiale x, une unique solution forte X;, pour

tout t.

1.6.2 Reésultats utilisés

Lemme 1.6.1 (Lemme de Gronwall) : Soit T > 0 et soit g une fonction positive mesu-

rable bornée sur l'intervalle [0, T].

Supposons qu'il existe deux constantes a > 0, b > 0 telles que pour tout ¢ € [0, 7] :

t

g(t) < b/g(s)ds +a.

0

Alors, on a pour tout ¢ € [0, 7] :

g(t) < aexp(bt).

Théoréme 1.6.2 (Inégalité de Burkholder-Davis-Gundy "BDG") Pour tout p > 0,

il existe des constantes positives ¢, et C,

telles que, pour toute martingale locale continue X = (X});>0, nul en 0 :

i)

M|

oB[(X. X)L <E [sup |Xt\p] < GE[(x.x)

[e'S)
t>0

Remarque 1.6.1 En particulier, st T > 0

Bl [<X7 X)zg“} <E {SUP |Xt‘p} < GE [<X7X>7%] :

t>0

14
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Proposition 1.6.1 (Inégalité de Young) Soient a, b > 0 et 1 < p, ¢ < +00 deux expo-

sants conjugqués i.e. ]l? + % =1,

ab? b
ab < — + —.
p q

Théoréme 1.6.3 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soit (E,(.,.)) un espace préhilbertien

réel ou complexe. Alors, pour tous vecteurs X etY de F,

Y(z,y) € E%, [(z,9)] < [lz] - Iyl

Théoréme 1.6.4 (Formule de Taylor avec reste intégrale) Supposons que f soit de classe

CO™*Y sur I. Alors, pour tout h € R tel que xo + h appartienne a I on a

n hk: hn+1 ;
Fleo+h) =30 T W) + / (1= )" ™D (g + th)dt.

k=0 0

15



Chapitre 2

Les conditions nécessaires d’optimalité

pour PEDSPR

2.1 Introduction

Nous étudions dans ce chapitre, un probleme de controle stochastique relaxé, ou le systeme
est gouverné par une équation différentielle stochastique progressive rétrograde non linéaire

(EDSPR).

L’idée d’utiliser les controles relaxés est basée sur le remplacement des processus (v;) a valeurs
dans un sous ensemble U de R¥, par une autre classe des processus (g;) & valeurs dans P(U),
ou P(U) est 'espace de mesures de probabilité sur U muni par la topologie de la convergence

stable.

Cette nouvelle classe de processus est appelée controles relaxés qu’est riche par une structure
de compacité et de convexité, pour la quelle le probléme de controle dévient résolvable.

Le probléme de controle relaxé est une généralisation du controle strict. En effet, si ¢;(da) =
dy,(da) est une mesure Dirac concentrée a un seul point v; € U, alors nous obtenons un

probléme de controle strict comme un cas particulier du probléme de controle relaxé.

Notre objectif dans ce chapitre, est d’établir des conditions nécessaires d’optimalité sous la

forme du principe de maximum stochastique pour les controles relaxés. Pour atteindre cet

16
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objectif, nous utilisant le fait que ’ensemble des controles relaxés est convexe, pour appliquer
la méthode de perturbation convexe. Plus précisément, si on note par g un controle relaxé
optimal et par ¢ un élément arbitraire de R, puis # > 0 suffisamment petit et pour chaque

t € [0, 7], nous pouvons définir un controle relaxé perturbé comme suit

1y = e+ 0(q — ).

Nous obtenons I’équation variationnelle de I’équation de ’état, et 'inégalité variationnelle

d’apres 'inégalité

0< J(u’) = J(n).

2.2 Formulation du probléme

Soit (Q, F, (F)i>0,P) un espace de probabilité filtré satisfaisant les conditions habituelles,
sur lequel un mouvement Brownien d-dimension, W = (W,);>¢ est défini. Nous supposons
que (F;) c’est la P-augmentation de la filtration naturelle de W. Soit 7' un nombre réel

strictement positive et U un sous-ensemble non vide de R¥.

2.2.1 Le probléme de contréle strict

Définition 2.2.1 Un controle strict v = (v;), est un processus Fy-adapté a valeur dans U de
telle sorte que

E

0<t<T

sup |Ut|2] < 0.

On note par U 'ensemble des controles stricts admissibles. Pour tout v € U, nous considérons

I'EDSPR controlée suivante
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)
dxy = b(t,x}, v)dt + o(t, x}y)dWy,
g =&,
6=¢ (2.1)

dy;,) = _f(tu x:‘/jv yz}a szv Ut>dt + Z;)tha

yp = o(ah),

ou

S

([0, T] x R" x U — R",
0:10,T] X R" — M.xa(R),
f:[0,T] x R*" x R™ X Muxa(R) x U — R™,

o :R" — R™,

et £ est une variable aléatoire Fy—mesurable a n-dimension telle que

E [[5\2] < 0.

La fonction de cotit & minimiser, est définie de &/ dans R par

T
I0) =B |g(op) + hu) + [1lt,haf. .0t (22)
0
ou,
g:R"— R,
h:R"™+— R,

[:]0,7T] x R" x R™ X Mnxa(R) x U — R.

Un controle strict p est appelé controle optimal s’il satisfait

18



Chapitre 2. Les conditions nécessaires d’optimalité pour 'EDSPR

J(p) = inf J(v). (2.3)

velU

Supposons les hypotheses (H) suivante :

b, o, f, g, h, |, p sont des fonctions contintiment différentiable par rapport a (z, y, 2), elles
sont majorées par C(1+ |z| + |y| + |2] + |v]) et leurs dérivées par rapport a (z, y, z) sont
continues et bornées.

Sous cette hypothése et pour tout v € U, ’équation (2.1) admet une solution forte unique et

la fonction de cott J est bien définie de ¢/ dans R.

2.2.2 Modéle relaxé

Définition 2.2.2 Un contréle relaxé (q;); est un processus a valeurs dans P(U), progressi-
vement mesurable par rapport o (F;)¢ et de telle sorte que pour chaque t, Loy. q est Fi-

mesurable. Nous désignons par R l’ensemble de tous les controles relaxés.

Remarque 2.2.1 L’ensemble des controles stricts est injecté dans l’ensemble des controles

relaxés par la fonction

Vv — U, (dt;da) = dtd,,(da),

ou ¢, est la mesure de Dirac concentrée en un seul point v. Pour tout ¢ € R, nous considérons

(EDSPR) relaxé suivante

)
dx! = /b(t,xf,a)qt(da)dt + o(t, zf)dW,,
U
q __
=4 (2.4)
dyt = = [ Flt,at, ot o4 a)alda)de + £V,
U
\ vyt = o(x7)
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La fonction de cotit & minimiser sur I’ensemble des controles relaxés, est défini de R dans R

par :

J(q) =E | g(e) + hyl) + / / I(t, 22, o 28, a)gu(da)dt | (2.5)

Un controle relaxé p est appelle controle optimal s’il satisfait :

J(p) = inf J(q). (2.6)

geER

Notation 2.2.1 Si nous posons :

b(t,x!, q;) :/btxt, a)q(da),
U

a(t,z}) = o(t,xf),

F(t 2t ) = / F(t, 20,3, 27, a)gu(da),
U

It 27, q1) = / It 20, 1, 27, a)gu(da).
U

Alors, ’équation (2.4) devient

dl‘g = b(t7 xgv qt)dt + 5-(t7 l’g)th,

7y =&,

_ (2.7)
dyf = _f(ta x?a yg’ Zfa qt)dt + ngan
\ yr = p(a7),
et la fonction de cotit devient :
T
Ha) =B |glah) + hlal) + [Tttt 2t e (2.8)
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Chapitre 2. Les conditions nécessaires d’optimalité pour 'EDSPR

Remarque 2.2.2 Les coefficients b, & et f (définies précédemment) vérifier respectivement
les mémes hypothéses que b, o et f. Puis, sous hypothéses (H), b, & et f sont uniformément
Lipschitziennes et a croissance linéaire. Alors les résultats classiques sur ’'EDSPR, pour
tout ¢ € R 'équation (2.7) admet une unique solution forte (z},y{, z}). Par conséquent, pour

tout ¢ € R l’équation (2.4) posséde une unique solution forte.

D’autre part, il est facile de voir [ qui vérifie les mémes hypothéses que [. Alors le fonctionnel

colt J est bien défini sur R dans R.

Remarque 2.2.3 Si ¢, = §,, est une mesure de Dirac concentrée a un seul point vy € U,

alors pour tout t € [0,T] nous avons

[uttat.ayatdn) = [oie.st,0)6.,(da) = bt ),

U U
/f(tv xtqa yz?? Zg? a)Qt(da) - /f(ta ZL‘?, yg7 tha a)(;’ut (da> - f(t7 Ig7 yg? ng Ut)7
U U
/ U(t, 2., 21, a)qs(da) = / Ut 20, 8, 0, @), (da) = U(t, 2%, ol 20, v0).
U U

Dans ce cas (29,99, 27) = (2", y", "), J(¢) = J(v) et nous obtenons un probléme de controle
strict. Donc, le probléme de controle strict {(2.1),(2.2), (2.3)} est un cas particulier du pro-
bleme de controle relaxé {(2.4), (2.5),(2.6)}.

2.3 Conditions nécessaires d’optimalité pour le controle

relaxé

Dans ce paragraphe, nous étudions le probleme {(2.4),(2.5),(2.6)} et nous établissons les

conditions nécessaires d’optimalité pour le controle relaxé.
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Chapitre 2. Les conditions nécessaires d’optimalité pour 'EDSPR

2.3.1 Reésultats Préliminaires

Puisque ’ensemble de controle relaxé est convexe, alors la méthode classique pour obtenir les
conditions nécessaires d’optimalité est d’utiliser la méthode de perturbation convexe. Plus
précisément, soit p un controle relaxé optimal et (x}, v, 2') la solution de (2.4) controlée

par u. Alors, on peut définir un controle perturbé relaxé comme suit :

pe =ty 4 0(g — o), (2.9)

otl, f > 0 est suffisamment petit et ¢ est un élément arbitraire de R. On note par (29, y?, 2?)

la solution de (2.4) associé & u’.

D’aprés 'optimalité de pu, I'inégalité variationnelle sera dérivée du fait que

0< J(p') = J(n). (2.10)

Pour cette fin, nous avons besoin des lemmes classique suivants.

Lemme 2.3.1 Selon les hypothéses (H), nous avons :

lim( sup B []xf - xf;|2]) —0, (2.11)
6—0 0<t<T
lim( sup B [[yf — yf|*]) =0, (2.12)
—0 o<t<T
T
i 0 . i 2 —
lim /Hzt 2|7 dt| = 0. (2.13)
0

22



Chapitre 2. Les conditions nécessaires d’optimalité pour 'EDSPR

Preuve. Nous avons

2l — ot = b(s,xt, a)ug(da) | ds

Y ER

/ b(s, 2%, @)y (da) —

- O~
q\

—o(s,zt)) dW,

/ /s,xs,aus (da) /557%,@#5 da) | ds
0 U

+

+

/ 5,27 a)p,(da) — /b s, a)uy(da) | ds
U

/
+/ — o(s,at)) dW,.

En utilisant la définition de pY. Nous avons

¢
xf—xf:/ / s, 2% a)p,(da) /b s, a)u,(da) | ds
o \U U

t

9/ / 5,27, a)qs(da) — /b s, 27 a)p,(da) | ds
0 \U U
t

+/(U(S7ﬂfg) — (s, at)) dW,.

0

_|_

En utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, I’isométrie d’It6 et par passage a l’espérance on
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trouve

2

E[‘:cf—:ct <CE // s, 2% a)p,(da) — /bs,:cfj, Jig(da)| ds

U
2

+ CH’E //bs,xs,aqsda /bs,xs,ausda) ds

U

0
+ CE /‘a(s,x —asm"‘ ds

D’apres ’hypothese (H), b et o sont unifurmement lipschtiz par x on a :

2

[vts.atantda) ~ [ols. ot d)| <Kol - ot

U U

o(s,29) = s, a)[* < K |af — at|",

et comme b est bornée et d’apres I'inégalité triangulaire, on obtient

2

/b(s,xs,a)qs(da) /b(s,xs,a),us(da) < M* M eR.
U U

Alors

t
E[}xt — } < CE /|x§—xg}2ds +CH2.

0

En utilisant le lemme de Fubini et le lemme Gronwall, nous obtenons

t

B [|of - 4[] < /Eﬂxt—mt”derCQQ

0

[‘ — |2] < 00% exp(Ct).
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Par passage a la limite, quand # tend vers 0 on a :

e Jof i) =0

et utilisant I'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy pour trouver

E | sup ‘xf—xﬂz SE“SE?—iBﬂZ],
]

telo, T

ce qui implique

limE

6—0

sup |zf — xﬂQ] =0.
te(0,7)

Prouvons maintenant (2.12) et (2.13)

Appliquant la formule d’Tto & (y¢ — 41')?, nous avons :

(! — ") = o(z5) — p(ah)
T
i / / Fis, 22, o, 2. a)l (da) — / P,y 2 ay(da) | ds
U U

t
T
- [ = aaw.
t
donc

Ayl — ') =2(y) —yl)d(y —yi) +d (v — v " — "),

Ay — yi')? =2y} — yi)d(y) — yi') + (2 — 21)7dt,
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passant a l'intégrale entre 0 et T', on trouve

W — v = (W —yh)?
T

9 / W — o) /f(s,xﬁ,yﬁ,zi,ami(da)— /f<s,asz,yz,zs,a>us<da> ds
t U
T T

2 / (o — ) () — =)W, — / (27 — 2)ds,

t t

Appliquant ’espérance, on obtient

T
B! — ot '] + B | [ 1120 - 2| ds| =B [lotah) - ol
. t

19 / o — o) /f<s,x§,y§,z§,a>u§<da>— /f(s,xé‘,yé‘,Zé‘,a)us(da) ds| |
U

t U

en appliquant la formule de Young (2ab < %az + eb?), pour chaque € > 0, nous obtenons :

T
B [yf —o’] +E /Hzg_zgyfds

t
T
1
<B[o(ah) ~ ole)] + 2B | [ It -t ds
t

T 2

1B / /f(s,wi,yf,zf,a)ui(da)— /f(s,wﬁ,yé‘,zé‘,a)us(da) s
t U U
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Puis,

B [yf '] +E /Hz P ds

<E [\s@(z‘%) -

+ CeE

+ CeE

+ CeE

+ CeE

Ty Ty Ty T
S S S S

1
s@(ﬂ#)ﬂ + B /\yﬁ—yﬁ}zds
t

[ sttt = [ ot (da)| s
U

2

[ st da) = [ fs,taf L ()| ds
U

2

/ Fls 2,4, 22 ayuy(da) — / Fls,a y, 20, a)uy(da)| ds
U

2

/ Fls 2,y 2", a)puy(da) — / Fls 2,y 28 a)uy(da)| ds| |
U

par la définition de ¢, nous avons

B [jyf o] +E /Hz P ds

T

<Botah) - o@h)'] + 2B | [ |uf - e[ ds

T
+ Ceh*E // (5,2%,9%, 2% a)qs(da) /fs,xs,ys,zs,a)us(da) ds

+ CeE

+ CeE

+ CeE

/
/

/)

t
2

2
/f< 7 S7y87ZS7a)/'LS da /f S’xf;7y87zs’a’)MS(da> dS]
U

2
/f(s,xs,ys,zs,a g (da) /f (s, 2", y", 2% a)p,(da) ds]

2
/f s,y 20 a)p,(da) — /f s, yt 2P a)p(da) ds] :
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Comme ¢ et f sont uniformément Lipschitziennes en x,y, z, on a

T T
E[ny—yéﬂ +E /Hzg’—ngst < <§+05>E /]yf—ygfds (2.14)
t . t

+ CcE /Hz?—zﬁ‘fds +af,
t
ot af est donné par
T
o =& [!x?p—x%ﬂ + CeE /!mg—x§|2ds + Ceb?.
¢

D’apres 'estimation (2.11), nous avons

limaf = 0. (2.15)
6—0

Choisir € = 55, alors (2.14) devient

T T
E[!yf—yfﬂﬂL%E /Hzﬁ—zg]fds < (%JrZC)E /]yg—y/;ﬁds +al.
t

t

D’apres I'inégalité ci-dessus, nous tirons deux inégalités

T
E[\yf—yfﬂ < (%+2(])E /|y§—yg\2ds +af, (2.16)
t
et
T T
E /Hzg_zgwds <(4C+1)E /|yg_yg\2ds 120!, (2.17)
t t
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Appliquant le lemme de Fubini et le lemme Gronwall a (2.16), on obtient
T
B[l -] < (£ +20) [B[f =y ds +of
‘yt yt} > 2+ }ys ys‘ s+ oy,
t
E(|yf — y]*| <of L ooy
‘yt yt} > oy €Xp (2+ it
par passage a la limite, quand 6 tend vers 0 et (2.15) on a :
lim E Dye _ yfﬂ — 0
0—0 t t ’
et I'inégalité de Burkholder—Davis—Gundy, nous donne

E | sup |y —yt[

te€[0,7

<E |l v

Ce qui implique
E

mww—wﬂzo
te[0,7)

Nous obtenons (2.12). Enfin, (2.13) est dérivé de (2.17), (2.15) et (2.12). =

Lemme 2.3.2 Laissez T et i sont respectivement les solutions des équations linéaires sui-

vantes (appelées équations variationnelles )

(
dz, = /bx(t,xf, a)p,(da)zdt + o, (t, 2} T, dWy
U

+ /b(t,xf,a),ut(da) - /b(t,ajé‘,a)qt(da) dt,

U U

(2.18)

5:0207
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et

Alors on a les estimations suivantes

0 [
limE | |2t
0—0 0

0 i
limE | |29
0—0 0

.0
limE S
6—0
0
Preuve. Pour simplification, nous posons
0 p
X0 — Ty — Ty
v =
0
0 i
Y9 _ Ye — Yt
=
0
0 p
76 _ 2t T R
Y =
0

Preuve de (2.20). Nous avons

gT = @z(xg")i.T

30

_gt,

+ / F(t 2ty 2 a)y(da) — / F(t a2 a)ao(da) | di + Zd W,
U U

dgt - _/ [fa:(tv xfa yfa Zfa a)fit + fy(t7 IL‘QL, yfa Zfa a)gt + fz(t7 ZL’#, y#a Zf, a)gt] Mt(da)dt

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)
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o\

/bs,xs,aus (da) /bs,mfj, a)pl(da) | ds
U

b(s, ¥, a)ul(da) — [ b(s, o, a)p,(da) | ds

9 R

\
q\

CDI»—t

—o(s,ak)) dW,

%IH

J
i

/ (s, 2" a)uy(da)zds —/ 2(8, 28T dWy

0

—/ / s, a)uy(da) — /b(s,xs,a)qs(da) ds.
0

U

o\

En utilisant la définition de ©, nous obtenons

t
1
Xt =5 [ [ (ts.atia) = bls. ot ) witda)ds
0 U
t

+/ /b(s,xs,aqs (da) /bs,xs,a,us da) | ds

0 U
+ %/ (o(s,2%) — o(s,z)) AW,

// (s, 2% a)py(da)Tds — /ax(s,xfj)ides

0

_/ /6(575557 )Ms(da)—/b(s,xs,a)qs(da) ds.

0 U U

En utilisant dévlopment Taylor avec reste intégrale et 1'inégalité de Cauchy-Schwarz, 1’iso-

métrie d’Itd et par passage a ’espérance on trouve

31



Chapitre 2. Les conditions nécessaires d’optimalité pour 'EDSPR

[\Xe <C’E ///]b (s, 2% + M(X? + 7,), a) X0 |” j1,(da)d\ds

+CE //{ax s, 7+ M(X? + 7)) X?[* dAds

L CE [WI ]

ou, Bf est donné par

B = /bm(s, ' + N(X? 4+ 7,),a)(2? — 2")q.(da)d)ds
00U
o1
- be(s, 2" + MN(X? + ), a)(2? — o), (da)d\ds
00U
t 1
+ bo(s, 2" + N(X? + &), a)F,p,(da)d\ds
00U
t 1
+ //aw(s, ot + NO(XE + i) T dNdW
00
t ¢
—//b (s, ),us(da)fsds—/Jx(s,x’;)jdeS.
0 U 0

Puis que b, et 0, sont continues et bornées, alors

B ||x/| < CE /t\ngds +CE ||°]

et llmE[‘5t| ] =
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En utilisant le lemme de Fubini et le lemme Gronwall, nous obtenons

B[1x¢"] < [B]|x2) s+ B [|otf]
0

B ||x/"| < CB ||8]"] exp(Ct).

Par passage a la limite, quand 6 tend vers 0, nous obtenons (2.20).
Preuve de (2.21) et (2.22).

Pour simplification, nous mettons
AY(a) = (8,2} + MN(X] +30) yf' + MY + ), 2 + M(Z] + 2), ).
D’apres (2.24) et (2.25), nous avons 'EDSPR suivante

dY? = (FYY/dt + FY Z{ — y])dt + Z}dW,,

z2)—p(zH ~
Y = SR — ()i,

wz—j/mﬁwmmmma
0 U

Ff = _/l/fz(Af(a))Mt(da)d/\7
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et 79 donné par

/ / £.(A%(@))X? 1, (da)ds

// nA9 — ) L (AN@) (5 — ) + L(A%(@)) (2 — 2)] gu(da)ds
//f;M ) 4 £ (AN@) (5 — o) + L(A%@) (2! — )] oy (da)ds.

Puis que f;, f, et f, sont continues et bornées, on trouve

T T
E["yfﬂ < CE /|X§}2ds +CE /|x§—xg|2ds
t t
T

+CE /}yg—yg\zds +CE /Hzﬁ—zg\fds

t

Utilisant (2.11), (2.12), (2.13), (2.20), nous avons

. 012
JimE ||7¢[] =o. (2.26)
L’application de formule d’It6 & (Y,?)2, nous obtenons

Ay =2vPdy) +d(Y’ Y?),

d(Y))? =2V [(FYY) + FZ] —9)dt + Z2dW,] + (Z7)*dt, donc
T T T
(VI - (V1) =2 [ VIRY! 4 B0~ l)ds + 2 [ Y2 Ztaw, + [ (20yeas,

t t t

passant a l’espérance, on trouve

B [[v/f] +B /Hzgwds = B[|v2] + 2z /|)§9(F§§§9+F§Zf—7g)|ds
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En utilisant la formule Young, pour chaque € > 0, nous avons

T
/ Yd]
t

T
+cE [/ (FYY!+ F2Z7 — 7?)}2 ds]
t

B[V’ +B [/HZf}zds} <B|[v¢] +§E

T

/

t

T
Yf2ds] +CeE [/|F§Yf2ds

t

T
/yg%zs] |
t

<E[|vf] + éE

T

/ F?Z°)" ds

t

+ CeE + CeE

Puis que FY et F? sont bornée, alors

B||v/[] +E [/IZS}st] < (C+CoE

T T
/yj%zs] +CeE [/|Z§}2ds] o,
t t

ou .
n' =& [|YT9H + CeE /ygzds] :
t
Choisir € = %, alors nous avons
T T
B |[v’] +%E [/}fods < (%+20)E /}Yffds + 1.
t t
De I'inégalité ci-dessus, nous déduisons deux inégalités
T
E [\Yﬁﬂ < (%+20)E /|Y8‘9|2ds +n?, (2.27)
t
et
T T
E [/|Z§|2ds < (4C+1)E [/Yf?ds] +2n. (2.28)
t t
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D’autre part, nous avons

E[}Yﬁﬂ =E -gT_y%—y% 2]

SOJ: (xT)jT - 6)

wllo oy o) — o) ]

<28 | [ (eulah) - (o + 20(r + X7)) 22/ da

1
+ 2R / | u (@ + N(Zr + X%))X?F}Q d\
0

En utilisant (2.20) et la continuité de ¢,, nous obtenons
lim B ||| =0, (2.29)
0—0
de (2.26) et (2.29), nous déduisons que
. 0
elglom =0. (2.30)

En utilisant (2.27), (2.30), le lemme de Gronwall et I'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy,
nous obtenons (2.21). Finalement, (2.22) est dérivé d’apres l'utilisation de (2.21) et (2.28)

dans (2.30). m

Lemme 2.3.3 Soit u un controle optimal minimisant le fonctionnel J sur R et (z},yt', 21")
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la solution de (2.1) associée a . Alors pour n'importe quel controle relaxé q € R, nous avons

0 < E[ga(27)Zr] + B [hy (y5) 0] (2.31)

/ztxt,yt,zt, a)q:(da) /ltxé‘,yf,zé‘,awda) i
U

U U

+E L(t, 2,y 2t a)p,(da) z,dt

T
T
IE / ( /lx(t,xé‘,yé‘,zf,a)ut(da)ft+ /zy<t,x¢,y#,zf,amt(da)@t at
0
T

Preuve. Soit ;1 un controle relaxé optimal minimisant la fonction de cotit J sur R, alors de

(2.10) nous avons

0 < B [g(a}) — g(alt)] + B [A) — hst)]
- T
+5f /mt,yt,zt, uf(da) — [ttt o @) | at
| 0 U U
=:H5[g(w3) g(@)] + B [h(yh) — h(yh)]
T
+E / /l t xtvytazta ):ut (d&) /l(talfaytaazteaa)ﬂt(da> dt
| 0 U U
T
+E / [ttt st i) — [ttt o 2t o) | de
| 0 U U

Utilisant la définition de p¢, nous obtenons

0 < B [g(2%) — g(a7)] + B [A(yg) — h(yp)] (2.32)

T
+0E / /lta:t,yt,zt, a)q(da) — /lta:t,yt,zt, a)u,(da) | dt
U

U

0
T
+E // txt?ytazta ) l(t xt>ytazt7 )):ut(da)d
0 U
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On appliquant le développement de Taylor on trouve

1

o(ah) = ) = [ou(ah + Nk — o)k — )i
0
1
) = h(ut) = [ ool + M — )06 — )
0
donc (2.32) devient

0

0<E [/ (g2 (2 + N0(3r + XT))Z7] d/\]

+B / [y (4 + A0 (30 + Y3)) )] CM]
+E L(AL(0))Z: + 1y (A] ()G + 1-(A] (a))Z] ut(da)dkdt]
e

+E /(/l tay, yys 2 s a)g(da) —/l<t,ﬂf5,yf,zé‘,a)m(da)) dt] + 015
U

U

ott p? est donné par

pf =FE |:/ (gx($% + N0(Zp + Xf},))Xgi) d)\:|

0

1
8| [yl + 2600+ YY) dx
0

+E

+E
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/
+E / [ [ 0@t - )+ 1,08 — o) + L@ — 28) m(da)cudt]
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Puis que les dérivées g,, hy, l5, 1, [, sont continues et bornées, donc en utilisant (2.11), (2.12),

(2.13), (2.20), (2.21), (2.22) et 'inégalité de Cauchy-schwartz, nous avons

lim p! = 0.
0—0

En laissant 6 tend vers 0 sur (2.33) avec la continuité de g, et hy, la preuve est terminée. m

2.3.2 Les équations adjointes et inégalités variationnelles

Introduisant le systéme suivant d’équations différentielles stochastiques, appelés équations

adjointes
dp? - _Hl’(ta I?a yf7 257 :U“t7p57 kf)dt + Pt'utha
(2.34)
Pr = 9u(@) + oo (2) ki,
et
dkf = Hy(ta ZC#, y#? Z;tuv :utvpf? k#)dt
+H2(t> .T?, yéla Z#a /’Ltapf7 kf)tha (235)

kg = hy(yg)‘

Ou le Hamiltonian 'H est défini a partir de [0, 7] X R” X R™ x M,,,xa(R) x P(U) x R™ x R™

dans R par
H(t, 2,9, 7 g, p, k)= / I(t, 2,9, 2, a)ar(da) + p / b, 2, a)gs(da)
U U

— Po(t,z) + k:/f(t, x,y, 2, a)q(da).
U

De puis

pr = 9a(27) + 0, (27) Ky et kg = hy(yp),
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puis (2.31) devient

0 < E[phir] + B (ki) — B [, ()4] (2.36)

T

+E / / Lo(t ol 21, )iy (da)dt
L0 U
T

| [ [ et oo etk ) )i
L0 U
T

w8 | [ [ttt st ionio) — [iatof ot oo | d
| 0 U U

En appliquant l'intégration par parties sur (p}'z;) et (kf'g;), nous avons
dpy ¢ = pidi, + Todpy + d (p", T),
dpy Ty = pyd¥, + Tudpy — Pfo.(t, xy)Tdt,

dpl'z, = pY' /b(t,xf, a)qi(da) — /b(t, zy,a)p,(da) | dt + Pz dW;
U U

_ / Folt 2y 22 @)y (da) kit — / Lot 2, gt 4, )y (da)odt
U U

— pfO’x (t, :Uf)fétth,

par passage de I'intégrale et I’espérance on a :

T
Blgir = B | [ | [fttatot st omtabt + Lot ol o aplda) | s
0 U U
T

+E /pé‘ /b(t,xf,@qt(da)— /b(t,xf,amt(da) it |
0 U U
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de méme fagon

dkfgt = k#dgt + gtdkf + d <k”7 g>t )
dkfﬂt = k#dgt + gtdk# + Hz<t7 x?? yf? Z#a :utupét7 kf)gtdt

dkiGe = =K' | (fo(t 2t 0l 20 a) T + fy (62 y) s 21 )G + fo(8 28wt 25 a) %) py(da)dt

-

bt | [rteato st ouda) [ featf o aalda) | de+ Hzaw,
U U

+ gt /ly(tv xfa y#7 Z#? a),ut(da)dt + kf/fy(t xfa yfa zfa a)ut(da) dt
U U

+ gt /lz(ta 1#7 y#v Z#v a’):ut(da’)dt + k#/fZ(t I?v y#? Z#? a)lu’t(da) th;
U U

par passage de I'intégrale et I’espérance on a :

E ko go] = B [k79r]

A

—E / /ly(t, oyt 2 a)p(da) g + /fw(t,mf’, vl 2 a)p(da) Tkt | dt
[0 \U U
rT
B | [ | [reatot tionda) - [reataf oo | d
L0 U U
A
—E /lz(t, 'yt 2 a)py(da) Zdt
[0 U
Puis pour chaque ¢ € R, (2.36) devient
T
0<E /(H(taﬂff,yiﬂzt“,qt,pf?kf) — Mt @y 2t ot k) de | (2.37)
0
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2.3.3 Les conditions nécessaires d’optimalité pour des controdles

relaxés

A partir de Pinégalité variationnelle (2.37), nous pouvons maintenant énoncer les conditions
nécessaires d’optimalité pour le probléme de controle relaxé {(2.4), (2.5), (2.6)} sous la forme

globale.

Théoréme 2.3.1 (Les conditions nécessaires d’optimalité pour le controéle relaxé)
Soit p un controle relaxé optimal minimisant le fonctionnelle de coit J sur R et (x},y;', z')
la solution de (2.4) associée a p. Alors, il existe deux processus adaptés uniques p* et k", qui

sont respectivement des solutions de (2.34) et (2.35), de telle sorte que

H(ta l’#, yél7 Z;fu: N’mpf? k;‘/u) S H(tv CL’?, yél7 Z;fu7 Qtupél’ k#% VQt S P<U)7 P— ps. (238)

Preuve. Le résultat fait suite immédiatement & (2.37). m
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Conclusion

En conclusion, on a établi dans ce mémoire les conditions nécessaires d’optimalité satis-
faites par un controéle relaxé optimal pour des systémes gouvernés par des équations différen-
tielles stochastiques progressives rétrogrades non linéaires (EDSPR). Comme 'ensemble des
controles relaxés est convexe, donc la méthode de démonstration est basée sur la méthode

classique pour le cas non linéaire ol on a utilisé une perturbation convexe.

Le probléme de controle relaxé est une généralisation du probléme de controéle strict. En effet,
si q(da) = 6,,(da) est une mesure de Dirac concentrée en un seul point v; € U, alors nous
obtenons un probléme de contréle strict comme un cas particulier du probléme de controle

relaxé.

Alors pour établir les conditions nécessaires d’optimalité pour les controles stricts, 'idée est
de remplacer les controles relaxés par une mesure de Dirac chargée en un controle strict .
Ainsi, nous réduisons ’ensemble R des controles relaxés et nous minimisons le fonctionnel
de cout J sur le sous-ensemble 6(U) = {g € R\ ¢ =0, ;v € U}. Les conditions nécessaires
d’optimalité pour les controles stricts sont alors obtenues directement & partir de ceux du

controle relaxé.
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Annexe : Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées

ci-dessous :
(Q, F,P)
(€, F, (F)i=0,P)
Wi
EDS
EDSPRs

Espace de probabilité.

Espace de probabilité filtré.

Mouvement Brownien.

Equation différentielle stochastique.

Equation différentielle stochastique progressive rétrograde.
La fonction de cofit.

Controle optimal.

Controle perturbé.

La borne inférieure.

La limite.

Presque surement pour la mesure de probabilité P.
C’est-a-dire.

Mouvement Brownien.
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