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Introduction

Ce mémoire introduit une théorie de calcul variationnel stochastique aussi appelée Calcul de Malliavin.

La recherche dans ce domaine est très vivante depuis une dizaine d�années et les applications de

cette théorie à la nance sont nombreuses. Cette théorie comporte une grande dominante de calcul

stochastique au formalisme parfois complexe.

Il existe dans la littérature deux philosophies di¤érentes pour considérer et dé�nir les opérateurs de

Malliavin. La première, utilisée notamment par Nualart (1995), Bally (2009) et Solé (2005), dé�nit la

dérivée de Malliavin pour des variables aléatoires très simples puis étend cette dé�nition par densité.

La deuxième, présentée par Malliavin (1978) et Friz (2005) entre autres, dé�nit celle-ci comme une

dérivée de Fréchet sur l�espace de Wiener.

le calcul de Malliavin est un calcul des variations stochastique ou, en d�autres termes, d�un calcul dif-

férentiel in�ni-dimensionnel sur l�espace de Wiener, c�est-à-dire sur l�espace canonique du mouvement

brownien. C�est une fusion entre théorie des probabilités et calcul di¤érentiel. Les premiers travaux

sur le sujet remontent aux années 1970. Plus particulièrement, en 1976. Paul Malliavin publiait Sto-

chastic calculus of variations and hypoettiptic operators portant sur l�existence et la régularité de la

fonction de densité de vecteurs aléatoires. La première application de cette théorie était de fournir

une démonstration probabiliste du théorème de Hörmander (Hörmander �sum of squares�theorem)

sur les opérateurs di¤érentiels hypoelliptiques.

Ce travail est organisée de la maniére suivante :

Dans le premier chapitre, on s�intéresse aux notions de base du calcul stochastique, en donnant les

dé�nitions et les propriétés des processus continus ainsi que leurs résultats principaux qui nous per-
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Introduction

mettent de dé�nir l�intégrale stochastique. On y introduit aussi le Mouvement Brownien en donnant

des dé�nitions et généralisations.

Dans le deuxiéme chapitre, on commence par une introduction au calcul de Malliavin par la décom-

position en chaos de Wiener, ensuite on presente la dérivée de Malliavin en dé�nissant ses di¤érents

opérateurs et en décrivant l�un des principaux outils du calcul, qui est la formule d�ntégration par

parties, et pour �nir on énonce les formules de Clark-Ocone et les equations di¤érentielles stochas-

tiques.

Dans le troisième chapitre, nous établirons le lien vital entre le calcul de Malliavin et la structure des

solutions des EDS. Nous verrons que, sous certaine conditions sur les paramètres, on peut interpréter

la dériver au sense de Malliavin de processus X solution d�un EDS de type Ito. Pour faire ca, il faut

d�abord introduire la version de l�espace qui correspond à l�intégrabilité dans une puissance arbitraire

p � 2.
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Chapitre 1

Rappels sur le calcul stochastique

Dans ce chapitre introductif nous ressemblons les notions basiques et les résultats de calcul stochas-

tique dont nous besoin dans les chapitres suivants.

1.1 Processus stochastique

Soit (
;F ;P) est un espace de probabilité complet.

Dé�nition 1.1.1 (Filtration) Une �ltration (Ft)t�0 est une famille croissante de sous tribus de F

au sens d�inclusion, (Ft)t�0 est appelée �ltration de (
;F) :

Dé�nition 1.1.2 (Processus stochastique) Soit T un ensemble, on appelle processus stochas-

tique indexé par T et à valeurs dans Rd une famille (Xt)t2T d�application mesurables de (
;F) dans�
Rd; �

�
Rd
��
; pour tout t 2 T; Xt est une variable aléatoire.

Dé�nition 1.1.3 Un processus est dit continue si pour presque sûrment tout w 2 
; t! Xt (w) est

continue (les trajectoires sont continues).

Dé�nition 1.1.4 (Adaptation d�un processus) Un processus (Xt)t�0 est dit adapté par rapport

à la �ltration fFtgt�0 si, pour tout, la variable aléatoire Xt est Ft-mesurable.

3



Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

Dé�nition 1.1.5 (Processus progressivement mesurable) Un processus est dit progressivement

mesurable par rapport à la �ltrationfFtgt�0 si pour tout t � 0 l�application suivant

([0; t]� 
; B ([0; t])
 Ft)!
�
Rd; B

�
Rd
��

(t; w)! Xt (w)

est mesurable.

Dé�nition 1.1.6 Un processus est dit continue à droite (resp à gauche) si les trajectoires sont presque

sûrement continue à droite (resp à gauche).

Dé�nition 1.1.7 Soient X et Y deux processus, on dit que

�X est modi�cation de Y si, pour tout t � 0, les variables Xt et Yt sont égales P� p:s

8t � 0;P (Xt = Yt) = 1

�X et Y sont indistinguables si, P� p:s, les trajectoires de X et Y sont les mêmes c�est à dire

P (Xt = Yt;8t � 0) = 1

La notion d�instinguabilité est plus forte que la notion de modi�cation, notons que si X est une

modi�cation de Y et si X et Y sont à trajectoires continues à droite(ou à gauche)

alors X et Y sont indistinguables.

Proposition 1.1.1 Si X est un processus stochastique dont les trajectoires sont continue à droite

(ou continue à gauche) alors X est mesurable et X est progressivement mesurable s�il est de plus

adapté.

Dé�nition 1.1.8 (Temp d�arrêt) Soit T une variable aléatoire à valeurs dans �R+; T est une

fFtgt�0-temps d�arrêt si, pour tout t; fT � tg 2 Ft si T est un temps d�arrêt, on appelle tribu
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Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

des événements antérieur à T , la tribu dé�ni par

FT = fA 2 F ; A \ fT � tg 2 Ft;8tg :

Proposition 1.1.2 Soit T un temps d�arrêt, si X est progressivement mesurable, le processus arrété

XT�dé�ni par

XT
t = XT�t:

est progressivement mesurable.

1.2 Mouvement Brownien

Dé�nition 1.2.1 Un processus stochastique réel fBt; t � 0g est appelé mouvement brownien standard

si les conditions suivantes sont satisfaites

� B0 = 0 presque sûrement.

� B est continue, c�est à dire t! Bt(w) est continue pour presque tout w.

� Pour tout réel positifs t et s, Bt �Bs suit une loi de gaussien centrée et de variance jt� sj.

� Pour tout 0 � t0 � t1 � :::: � tn, les variables aléatoires Bt1 � Bt0 ; Bt2 � Bt1 ; ::::; Btn � Btn�1 sont

indépendants.

Proposition 1.2.1 Soit B un mouvement brownien standard

1. Pour tout s > 0; fBt+s �Bsgt�0 est un mouvement brownien indépendant de � fBu; u � sg ;

2. �B est aussi mouvement brownien,

3. Pour tout c > 0;
�
cBtjc2

	
t�0 est un mouvement brownien,

4. Le processus dé�ni par X0 = 0 et Xt = tB1jt est un mouvement brownien.

Propriété de Markov
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Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

Théorème 1.2.1 Pour f borélienne bornée, pour u > t

E(f(Bu) j Ft) = E(f(Bu) j �(Bt)):

Pour tout s, le processus (Wt; t � 0) dé�ni par Wt
def
= Bt+s � Bs est un mouvement Brownien

indépendant de Fs:Pour u > t, conditionnellement à Bt, la variable aléatoire Bu est de loi gaussienne

d�espérance Bt et de variance u� t; Alors

E(1Bu�x j Ft) = E(1Bu�x j �(Bt)) = E(1Bu�x j Bt):

pour t � u:

Proposition 1.2.2 (Propriété de Markov forte)

Soit T un temps d�arrêt à valeurs �nies. On a alors

E(f(BT+s) j FT ) = E(f(BT+s) j �(BT ))

En particulier, pour tout temps d�arrêt �ni T , le processus (Wt; t � 0) dé�ni par Wt
def
= Bt+T � BT

est un mouvement Brownien indépendantde FT :

1.3 Martingales

Dé�nition 1.3.1 Soit (Ft) une �ltration dé�nie sur un espace de probabilité (
;F ;P), un processus

(Mt)t�0 est une F�martingale si

i) Mt est F�adapté.

ii) Pour tout t � 0; Mt est intégrable.c�est à dire E(jMtj) < +1:

iii) Pour tout 0 � s � t;

E(Mt j Fs) =Ms

6



Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

Il est à noter qu�une sur-martingale est un processus qui véri�e les propriétés (i) et (ii), et qui satisfait

E(Mt j Fs) �Ms: De façon similaire, une sous-martingale satisfait (i) et (ii)et E(Mt j Fs) �Ms pour

tout 0 � s � t:

Remarque 1.3.1 Si B est un MB, alors fB2
t � tgt�0 et fexp (�Bt � �2t=2)gt�0 sont des martingales.

Proposition 1.3.1 Soit Mt une Ft -martingale de carré intégrable c�est à dire E(M2
t ) < +1 pour

tout t, alors pour s � t, on a E f(Mt �Ms)
2 j Fsg = E(M2

t �M2
s j Fs)

Preuve. Par un calcul direct, on a

E
�
(Mt �Ms)

2 j Fs
	
= E(M2

t j Fs)� 2E(MsMt j Fs) + E(M2
s j Fs)

= E(M2
t j Fs)� 2MsE(Mt j Fs) +M2

s

= E(M2
t �M2

s j Fs):

Dé�nition 1.3.2 Soit M = (Mt)t�0 un processus stochastique

�On dit que M = (Mt)t�0 est uniformément intégrable si

lim
�!+1

sup
t�0

Z
(jMtj>�)

jMtj dP = 0

� Si p � 1, on dit que M = (Mt)t�0 est borné dans Lp si

sup
t�0
E [jMtjp] <1

Théorème 1.3.1 Un processus M = (Mt)t�0 est uniformément intégrable si et seulement si

�M = (Mt)t�0 est borné dans L1
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Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

� 8" > 0;9�" > 0 tel que : si A 2 Ft, avec P (A) < �" alors

sup
t�0

Z
A

jMtj dP < "

1.4 Intégrale stochastique

1.4.1 Constriction de l�intégrale stochastique

Soit (Bt)t�0 un mouvement brownien adapté à la �ltration (Ft)t�0 sur un espace probabilisé (
;F ;P) :

Dé�nition 1.4.1 H = (Ht)0�t�T est dit élémentaire s�il existe une subdivision 0 � t0 � t1 � ::::: �

tn = T et �i est une variable aléatoire Fti�1�mesurable et bornée

Ht(w) =
nX
i=1

�i(w)1]ti�1;ti](t);

Pour un tel processus, on peut dé�nir l�intégrale stochastique par rapport à B comme étant le processus

continu fI (H)tg0�t�T dé�ni par, si t 2 ]tk; tk+1]

I (H)t =

Z t

0

HsdBs;

I (H)t =
kX
i=1

�i
�
Bti �Bti�1

�
+ �k+1 (Bt �Btk) ;

Notons que I (H)t peut s�écrire

I (H)t =
nX
i=1

�i
�
Bti�t �Bti�1�t

�
:

Propriétés de l�intégrale stochastique

1.
�R t

0
HsdBs

�
est une Ft�martingale.

2.
�R t

0
HsdBs

�
est linéaire.

8



Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

3. E
�R t

0
HsdBs

�
0�t�T

= 0 et var
�R t

0
HsdBs

�
= E

�R t
0
H2
sds
�
:

4. Propriétés d�isométrie : E
��R t

0
HsdBs

�2�
= E

�R t
0
H2
sds
�
:

5. E
�
sup
0�t�T

���R t0 HsdBs

���2� � 4E�R T0 H2
sds
�
:

1.4.2 Processus d�Itô

Dé�nition 1.4.2 On appelle processus d�Itô un processus X à valeurs réelles tel que

P� p:s: 80 � t � T; Xt = X0 +

Z t

0

Ksds+

Z t

0

HsdBs;

où X0 est F0�mesurable, K et H sont deux processus progressivement mesurables véri�ant les condi-

tions, P� p:s: Z T

0

jKsj ds <1 et
Z T

0

jHsj2 <1:

Théorème 1.4.1 (Première formule d�Itô) Supposons f de classe C2 Alors

f(Xt) = f(x) +

Z t

0

f 0(Xs)dXs +
1

2

Z t

0

f "(Xs)H
2
sds

Si f est à dérivées bornées.

Cette formule s�écrit sous forme

df (Xt) = f
0
(Xt) dXt +

1

2
f " (Xt)H

2
t dt

=

�
f
0
(Xt)Kt +

1

2
f " (Xt)H

2
t

�
dt+ f

0
(Xt)HtdBt

= f
0
(Xt)Ktdt+

1

2
f " (Xt) d hXti+ f

0
(Xt)HtdBt:

On utilise souvent la notation

df(Xt) = f
0
(Xt)dXt +

1

2
f"(Xt)dXtdXt

9



Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

On introduit les règles de calcul suivantes

(dt)2 = dtdBt = dBtdt = 0 et (dBt)2 = dt:

Théorème 1.4.2 (Deuxième formule d�Itô) Soit f une fonction dé�nie sur R+�R de classe C1

par rapport à t, de classe C2 par rapport à x: On a

f(t;Xt) = f(0; x0) +

Z t

0

f 0(s;Xs)ds+

Z t

0

f 0(s;Xs)dxs +
1

2

Z t

0

f "xx(s;Xs)H
2
sds

On peut écrire cette formule sous formule sous forme di¤érentielle

df(t;Xt) = f 0t(t;Xt)dt+
1

2
f "xx(t;Xt)H

2
t dt+ f

0

x(t;Xt)dXt

= f 0(t;Xt)dt+ f 0x(t;Xt)dXt +
1

2
f "xx(t;Xt)dhXit

=

�
f 0(t;Xt)dt+ f 0x(t;Xt)Kt +

1

2
f "xx(t;Xt)H

2
t

�
dt+ f 0x(t;Xt)HtdBt:

Théorème 1.4.3 (Troisième formule d�Itô) Soient X1 et X2 deux processus d�Itô issus de x1

(resp de x2) de coe¢ cient de dérive K1 (resp de K2), de coe¢ cient de di¤usion H1 (resp de H2) et

portés respectivement par deux brownien B1 et B2 corrélés avec coe¢ cient �. On suppose que Ki; H i

est FBi

t -adapté. doit f une fonction de R2 dans R de classe C2 à dérivées bornées.

On a

f
�
X1
t ; X

2
t

�
= f (x1; x2) +

Z t

0

f
0

1

�
X1
s ; X

2
s

�
dX1

s +

Z t

0

f
0

2

�
X1
s ; X

2
s

�
dX2

s

+
1

2

Z t

0

h
f "11
�
X1
s ; X

2
s

� �
H1
s

�2
+ 2�f "12

�
X1
s ; X

2
s

�
H1
sH

2
s + f "22

�
X1
s ; X

2
s

� �
H2
s

�2i
ds:

où f
0
1 désigne la dérivée par rapport à xi et f

"
ij la dérivée sencond par rapport à xj puis xi; i; j = 1; 2:

Proposition 1.4.1 (Formule d�intégration par parties) Avec les mêmes notations que dans

10



Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

(1:4:2) On a

X1
tX

2
t = x1x2 +

Z t

0

X1
sdX

2
s +

Z t

0

X2
sdX

1
s + �

Z t

0

H1
sH

2
sds;

On retrouve l�expression du crochet de X1 et X2

hX1; X2it = �

Z t

0

H1
sH

2
sds;

et la formule d�intégration par parties s�écrit

d
�
X1X2

�
t
= X1

t dX
2
t +X2

t dX
1
t + dhX1; X2it:

1.5 Equations di¤érentielles stochastiques

1.5.1 Dé�nitions et notations

On se place toujours sur un espace de probabilité complet (
;F ;P) et on se donne B un mouve-

ment brownien d�dimensionnel sur cette espace. x une variable aléatoire de carrée intégrable et

indépendante de mouvement brownien B. On considère la �ltration dé�nie pour tout t positif, par

Ft = � f� fx;Bs; s � tg [ Ng

Soit T un réel strictement positif, On considère deux fonctions b : [0; T ] � Rn �! Rn et � : [0; T ] �

Rn �! Rn�d; qui sont mesurable. On cherche à résoudre l�équation di¤érentielle stochastique (EDS)

suivant 8><>: dXt = b (t;Xt) dt+ � (t;Xt) dBt

X0 = x

11



Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

En fait cette équation doit être interpretée au sens d�une équation intégrale, à savoir

Xt = x+

Z t

0

b (s;Xs) ds+

Z t

0

� (s;Xs) dBs; 0 � t � T (1.1)

Le coe¢ cient b s�appelle coe¢ cient dérive et � coe¢ cient de di¤usion de l�EDS.

Dé�nition 1.5.1 On appelle solution (forte) de l�EDS, tout processus continu Xt tel que

1. Xt est progressivement mesurable ;

2. P� p:s:;
R t
0

n
jb (s;Xs)j+

R t
0
j� (s;Xs)j2

o
ds <1;

3. P� p:s:; on a : Xt = x+
R t
0
b (s;Xs) ds+

R t
0
� (s;Xs) dBs; 0 � t � T:

On notera par

S2 =
�
X progressivement mesurable, tels que E

�
sup
0�t�T

jXtj2
�
<1

�
;

S2 est un espace de Banach constitué des processus Xt muni de la norme kXk = E
�
sup
0�t�T

jXtj2
� 1
2

;

et S2c le sous espace de S2 formé des processus continus.

Lemme 1.5.1 (Lemme de Gronwall) Soit g : [0; T ] �! R une fonction continue telle que, pour

tout t;

g (t) � a+ b

Z t

0

g (s) ds; a 2 R; b � 0:

Alors, pour tout t;

g (t) � a exp (bt) :

Proposition 1.5.1 (Inégalité de Holder) Soit p et q deux nombres conjugués
�
1
p
+ 1

q
= 1
�
avec

p; q 2 ]1;1[ ; X 2 Lp et Y 2 Lq

Alors XY 2 L1 et

kXY k1 � kXkp kY kq :

12



Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

Pour p = q = 2 on obtient l�inégalité de Cauchy-Schwartz

E [jXY j] �
�
E
�
jXj2

�� 1
2
�
E
�
jY j2

�� 1
2 :

1.5.2 Existance et unicité

Nous avons présenter le résultat suivant, dû à Itô

Théorème 1.5.1 Soient b et � deux fonctions boréliennes. On suppose qu�il existe une constante K

telle que, pour tout t 2 [0; T ] ; x; y 2 Rn

1. Condition de Lipschitz en espace, uniforme en temps

jb (t; x)� b (t; y)j+ j� (t; x)� � (t; y)j � K jx� yj ; (1.2)

2. Croissance linéaire

jb (t; x)j+ j� (t; x)j � K (1 + jxj) ; (1.3)

3. E
�
jxj2
�
<1:

Alors l�EDS posséde une unique solution (continue) appartient à S2 et donc à S2c :

Preuve. On dé�nit � pour X 2 S2c ; posons, pour tout t 2 [0; T ]

� (X)t = x+

Z t

0

b (s;Xs) ds+

Z t

0

� (s;Xs) dBs:

Le processus � (X) est bien dé�nit et est continu si X 2 S2c :

Pour chaque étape, on a recours a l�estimation suivante

13



Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

Soit X et Y deux éléments de S2c ; alors

j� (X)t � � (Y )tj
2 =

����Z t

0

b (s;Xs) ds+

Z t

0

� (s;Xs) dBs �
Z t

0

b (s; Ys) ds�
Z t

0

� (s; Ys) dBs

����2
=

����Z t

0

(b (s;Xs)� b (s; Ys)) ds+

Z t

0

(� (s;Xs)� � (s; Ys)) dBs

����2

Et comme (a+ b)2 � 2a2 + 2b2; ona a pour tout 0 � t � u � T

j� (X)t � � (Y )tj
2 � 2

����Z t

0

(b (s;Xs)� b (s; Ys)) ds

����2 + 2 ����Z t

0

(� (s;Xs)� � (s; Ys)) dBs

����2
� 2 sup

0�t�u

����Z t

0

(b (s;Xs)� b (s; Ys)) ds

����2 + 2 sup
0�t�u

����Z t

0

(� (s;Xs)� � (s; Ys)) dBs

����2

Utilisant l�inégalité de Doob et l�isométrie des intégrales stochastiques, il vient

E
�
sup
0�t�u

j� (X)t � � (Y )tj
2

�
� 2E

"
sup
0�t�u

����Z t

0

(b (s;Xs)� b (s; Ys)) ds

����2 + sup
0�t�u

����Z t

0

(� (s;Xs)� � (s; Ys)) dBs

����2
#

� 2E
"�Z u

0

jb (s;Xs)� b (s; Ys)j ds
�2#

+ 8E
�Z u

0

j� (s;Xs)� � (s; Ys)j2 ds
�

Ainsi L�inégalité de Cauchy Schwartz, il vient que

E
�
sup
0�t�u

j� (X)t � � (Y )tj
2

�
� 2E

��Z u

0

12ds

��Z u

0

(b (s;Xs)� b (s; Ys))
2 ds

��
+ 8E

�Z u

0

j� (s;Xs)� � (s; Ys)j2 ds
�

� 2TE
�Z u

0

(b (s;Xs)� b (s; Ys))
2 ds

�
+ 8E

�Z u

0

j� (s;Xs)� � (s; Ys)j2 ds
�

14
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Comme les fonctions b et � sont Lipschitz en espace, on obtient, pour tout u 2 [0; T ] ;

E
�
sup
0�t�u

j� (X)t � � (Y )tj
2

�
� 2TE

�Z u

0

K2 jXs � Ysj2 ds
�
+ 8E

�Z u

0

K2 jXs � Ysj2 ds
�

� 2K2 (T + 4)E
�Z u

0

jXs � Ysj2 ds
�

� 2K2 (T + 4)E
�
sup
0�t�s

Z u

0

jXt � Ytj2 ds
�
:

On pose C = 2K2 (T + 4) ;

Alors

E
�
sup
0�t�u

j� (X)t � � (Y )tj
2

�
� CE

�
sup
0�t�s

Z u

0

jXt � Ytj2 ds
�

(1.4)

De plus, notant � (0) le processus nul,

� (0)t = x+

Z t

0

b (s; 0) ds+

Z t

0

� (s; 0) dBs:

Alors

j� (0)tj
2 =

����x+ Z t

0

b (s; 0) ds+

Z t

0

� (s; 0) dBs

����2 :
Comme (a+ b+ c)3 � 3a2 + 3b2 + 3c2; ona pour tout 0 � t � T;

j� (0)tj
2 � 3

"
x2 +

�Z t

0

b (s; 0) ds

�2
+

�Z t

0

� (s; 0) dBs

�2#

� 3
"
x2 + sup

0�t�T

�Z t

0

b (s; 0) ds

�2
+ sup
0�t�T

�Z t

0

� (s; 0) dBs

�2#
:

Donc

E
�
sup
0�t�T

j� (0)tj
2

�
� 3E

"
x2 + sup

0�t�T

����Z t

0

b (s; 0) ds

����2 + sup
0�t�T

����Z t

0

� (s; 0) dBs

����2
#
:
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D�aprés l�inégalité de Doob et l�isométriede l�intégrale stochastique,

E
�
sup
0�t�T

j� (0)tj
2

�
� 3E

�
x2
�
+ 3E

"
sup
0�t�T

����Z t

0

b (s; 0) ds

����2
#
+ 3E

"
sup
0�t�T

����Z t

0

� (s; 0) dBs

����2
#

� 3E
�
x2
�
+ 3E

"
sup
0�t�T

�Z t

0

jb (s; 0)j ds
�2#

+ 12E
�
sup
0�t�T

Z t

0

j� (s; 0)j2 ds
�

� 3E
�
x2
�
+ 3E

"�Z T

0

jb (s; 0)j ds
�2#

+ 12E
�Z T

0

j� (s; 0)j2 ds
�
:

Ainsi d�aprés l�inégalité de Cauchy Schwartz, il vient

E
�
sup
0�t�T

j� (0)tj
2

�
� 3E

�
x2
�
+ 3TE

�Z T

0

jb (s; 0)j2 ds
�
+ 12E

�Z T

0

j� (s; 0)j2 ds
�
:

D�aprés la condition croissance linéaire, on trouve que

E
�
sup
0�t�T

j� (0)tj
2

�
� 3E

�
x2
�
+ 3T

�Z T

0

jb (s; 0)j2 ds
�
+ 12

�Z T

0

j� (s; 0)j2 ds
�

� 3E
�
x2
�
+ 3T

�Z T

0

K2 (1 + j0j)2 ds
�
+ 12

�Z T

0

K2 (1 + j0j)2 ds
�

= 3
�
E
�
x2
�
+K2T 2 + 4K2T

�
:

Alors on obtient l�inégalité suivante

E
�
sup
0�t�T

j� (0)tj
2

�
� 3

�
E
�
x2
�
+K2T 2 + 4K2T

�
<1:
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et d�autre part

E
�
sup
0�t�T

j� (X)t � � (0)tj
2

�
� 2K2 (T + 4)E

�Z u

0

sup
0�t�s

jXt � 0j2 ds
�

� C

Z u

0

E
�
sup
0�t�s

jXt � 0j2 ds
�

� C

Z u

0

E
�
sup
0�t�s

jXt � 0j2
�
ds

donc

E
�
sup
0�t�T

j� (X)tj
2

�
� E

�
sup
0�t�T

j� (0)tj
2

�
+ C

Z u

0

E
�
sup
0�t�s

jXt � 0j2
�
ds

� 1

Les estimations montrent alors que le processus � (X) 2 S2; donc � (X) 2 S2c dès que X 2 S2c :

Existance : On dé�nit alors par récurrence une suite de processus de S2c

X0 = 0; etXn+1 = � (Xn) = x+

Z t

0

b (s;Xn
s ) ds+

Z t

0

� (s; Y n
s ) dBs:

On voudrait montrer que la suite converge vers une limite qui répresente la solution de l�EDS. pour

cela, nous allons majorer sup
0�t�T

��Xn+1
t �Xn

t

��2 et montrer que la série de terme générale Xn+1
t � Xn

t

est uniformément convergente sur [0; T ] on a

��Xn+1
t �Xn

t

��2 = ��� (Xn)t � �
�
Xn�1�

t

��2 :
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on obtient à l�aide de l�inégalité (1:4)

E
�
sup
0�t�T

��Xn+1
t �Xn

t

��2� = E � sup
0�t�T

��� (Xn)t � �
�
Xn�1�

t

��2�
� CE

�
sup
0�t�s

Z t

0

��Xn
s �Xn�1

s

��2 ds1�
� C

Z T

0

E
�
sup
0�t�s

��Xn
t �Xn�1

t

��2� ds1
et par récurrence, on a

E
�
sup
0�t�T

��Xn+1
t �Xn

t

��2� � Cn
Z T

0

Z s1

0

Z s2

0

:::

Z sn�1

0

E
�
sup
0�t�sn

��X1
t

��2� dsn:::ds3ds2ds1:
donc on trouve que

E
�
sup
0�t�T

��Xn+1
t �Xn

t

��2� � CnT n

n!
E
�
sup
0�t�T

��X1
t

��2� ;
soit encore, notant D est le majorant de E

�
sup
0�t�T

jX1
t j
2

�
;

E
�
sup
0�t�T

��Xn+1
t �Xn

t

��2� � D
CnT n

n!
:

Il résulte de cette dernière inégalité que

�
E
�
sup
0�t�T

��Xn+1
t �Xn

t

��2�� 1
2

�
�
D
(CT )n

n!

� 1
2

;

et comme �
E
�
sup
0�t�T

��Xn+1
t �Xn

t

��2�� 1
2

=

 sup
0�t�T

��Xn+1
t �Xn

t

��
L2

;

alors  sup
0�t�T

��Xn+1
t �Xn

t

��
L2

�
p
D
(CT )

n
2

p
n!

:
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En sommant sur n, il vient

X
n�0

 sup
0�t�T

��Xn+1
t �Xn

t

��
L1

�
X
n�0

 sup
0�t�T

��Xn+1
t �Xn

t

��
L2

�
p
D
X
n�0

(CT )
n
2

p
n!

<1:

Ainsi, la série
P
n�0

sup
0�t�T

��Xn+1
t �Xn

t

�� converge P�p:s: et donc, P�p:s; Xn converge uniformément sur

[0; T ] vers un processus X continue. De plus X 2 S2c puisque la convergence à lieu S2: On véri�e trés

facilement que X est solution de l�EDS (1:1) en passant à la limite dans la dé�nition Xn+1 = � (Xn) :

En e¤et

X = lim
n!1

(Xn+1) = lim
n!1

� (Xn)

= �
�
lim
n!1

Xn
�

= � (X) :

Unicité : Soient X et Y sont deux solutions de l�EDS (1:1) dans S2c alors X = � (X) et Y = � (Y ) :

l�inégalité (1:4) donne alors, pour tout u 2 [0; T ] ;

E
�
sup
0�t�u

jXt � Ytj2
�
� CE

�
sup
0�t�s

Z u

0

jXt � Ytj2 ds
�

On applique le lemme de Gronwall on trouve

E
�
sup
0�t�u

jXt � Ytj2
�
� a exp (Ct) ;

avec

g (t) = E
�
sup
0�t�T

jXt � Ytj2
�
; a = 0; b = C;

ce qui implique

E
�
sup
0�t�T

jXt � Ytj2
�
= 0

ce qui prouve que Xt et Yt sont indistinguable. Ceci implique l�unicité des solutions de l�EDS
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Chapitre 2

Généralité sur le calcul de Malliavin

2.1 Décomposition en chaos de Wiener

La décomposition chaotique de Wiener-Itô est un resultat fondamentale en analyse stochastique, et

dans le calcul de Malliavin. Itô démontra qu�on pouvait l�exprimer en termes d�intégrales d�Itô itérées.

Dé�nition 2.1.1 Soit f une fonction déterministe dé�nit sur

Mn = f(t1; :::; tn) 2 [0; T ]n : 0 � t1 � :::: � tn � Tg; pour n > 1:

Pour toute fonction f 2 L2(Mn) l�intégrale d�Itô n fois itérée dé�nit par

Jn(f) =

TZ
0

tnZ
0

:::

t3Z
0

t2Z
0

f(t1; :::; tn)dBt1 :::dBtn :

Nous �xons J0(f) = f , pour f 2 R:

Proposition 2.1.1 D�après les propriétés de l�ntégrale d�itô on a directement

1 Jn(f) 2 L2(P ); par l�isométie d�Itô kJn(f) k2L2(P )= kf k2L2(Mn)
:
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2 si g 2 L2(Mk) et f 2 L2(Mn) (k � n)�alors

E [Jk(g)Jn(f)] =

8><>: hg; fiL2(Mn)
si n = k

0 si n 6= k

où :

hg; fiL2(Mn)
=

TZ
0

mnZ
0

:::

m2Z
0

g(m1; :::;mn)f(m1; :::;mn)dm1:::dmn;

est le produit scalaire de L2(Mn):

Remarque 2.1.1 On peut remarquer facilement que si f 2 L2(Mn) alors Jn(f) 2 L2(P ):

Preuve. On a

Si k < n

E [Jk(g)Jn(f)]

=

TZ
0

mkZ
0

:::

m2Z
0

(g(m1; :::;mk)E

24( mnZ
0

:::

t2Z
0

f(t1; :; tn�k;m1; ::::;mk)dBt1 :::dBtn�k)

35 dB2
m1
:::dB2

mk

...

=

TZ
0

mkZ
0

:::

m2Z
0

g(m1; :::;mk)E

24( mnZ
0

:::

t2Z
0

f(t1; :; tn�k;m1; ::::;mk)dBt1 :::dBtn�k))

35 dm1:::dmk

= 0:
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Si k = n

E [Jn(g)Jn(f)]

=

TZ
0

E

24( mnZ
0

:::

m2Z
0

g(m1; :::;mn)dBm1 :::dBmn)(

mnZ
0

:::

t2Z
0

f(m1; ::::;mn)dBt1dBm1 :::dBmn)

35 ;
=

TZ
0

mnZ
0

:::

m2Z
0

E

24(g(m1; :::;mn))(

t2Z
0

f(m1; ::::;mn)dBt1)

35 dBm1 :::dBmndBm1 :::dBmn ;

=

TZ
0

mnZ
0

:::

m2Z
0

g(m1; :::;mn)E

24( t2Z
0

f(m1; ::::;mn)dBt1)

35 dB2
m1
:::dB2

mn
;

...

=

TZ
0

mnZ
0

:::

m2Z
0

g(m1; :::;mn)f(m1; ::::;mn)dm1:::dmn;

= hg; fiL2(Mn)
:

Dé�nition 2.1.2 On dit que la fonction f : [0; T ]n ! R est symétrique si f(t�(1) ; ::::; t�(n) ) =

f(t1; ::::; tn); pour � 2
P
n

ftoutes les permutations de (1; :::; n)g:

La symétrisation d�une fonction f : [0; T ]n ! R est dé�nie par

~f(t1; ::::; tn) =
1

n!

X
f(t�(1) ; ::::; t�(n) ); pour � 2

X
n

:

La fonction f = ~f si et seulement si f est symétrique.

Si la fonction f 2 L2s([0; T ]
n); alors

k f k2
L2([0;T ]n)

= n! k f k2
L2(Mn)

:

Dé�nition 2.1.3 Soit f 2 L2s([0; T ]
n) (i.e f une fonction symétrique carrée intégrable sur [0; T ]n).
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On appelle aussi l�intégrale d�Itô n-fois itéré la variable aléatoire

In(f) =

Z
[0;T ]n

f(t1; ::::; tn)dBt1dBt2 ::dBtn ;

= n!

TZ
0

tnZ
0

:::

t3Z
0

t2Z
0

f(t1; :::; tn)dBt1 :::dBtn ;

= n!Jn(f);

I0 désigne identité de R; on a par suite

k In(f) kL2(
)=k n!Jn(f) kL2(
)= n! k f k2
L2(Mn)

2.1.1 Intégrales itérées d�Itô et les polynômes d�Hermite

Une formule utile pour calculer les intégrales itérées d�Itô a été donner au moyen des polynômes

d�Hermite. Les polynômes d�Hermite sont les fonctions hn : R! R dé�nies, pour n 2 N�, par

hn(x) = (�1)ne
1
2
x2 d

n

dxn
e�

1
2
x2 :

En fait, les permiers polynômes d�Hermite sont

h0(x) = 1

h1(x) = x

h2(x) = x2 � 1

h3(x) = x3 � 3x

h4(x) = x4 � 6x2 + 3:
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Théorème 2.1.1 Soient g 2 L2([0; T ]) et G = g
n: On a alors

n!Jn(G) =k g kn
L2([0;T ])

hn

0BBB@
TR
0

g(t)dBt

k g k
L2([0;T ])

1CCCA
Remarque 2.1.2 La notation tensorielle utilisée dans l�énoncé du théorème s�explique comme suit

g
n = g
���
g est une fonction de n variables telle que

g
n(x1; :::; xn) = g(x1):::g(xn):

Exemple 2.1.1 On calcule ainsi, en choissant g � 1 et n = 3

6
TR
0

t3R
0

t2R
0

dBt1dBt2dBt3 = T 3=2h3(
BT
T 1=2

) = B3
T � 3TBT

2.1.2 Expression du chaos de Winer-Itô

Théorème 2.1.2 Soit � 2 L2(
) une variable aléatoire FT -mesurable. Il existe une unique suite de

fonctions déterministes (fn) � L2(Mn) telle que

� =
1P
n=0

Jn(fn);

et on a l�isométrie

k�k2L2(
) =
1P
n=0

kfnk2L2(Mn)
:

Théorème 2.1.3 Soit � 2 L2(
) une variable aléatoire FT -mesurable. Il existe une unique suite de

fonctions déterministes fn 2 L2s(Mn) telle que

� =
1P
n=0

In(fn);
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en plus on a l�isométrie

k�k2L2(
) =
1P
n=0

n!kfnk2L2([0:T ]n):

Exemple 2.1.2 Calculons les décompositions de �t = Bt(BT �Bt): On a

Bt(BT �Bt) = Bt
TR
t

dBt2

=
TR
t

tR
0

dBt1dBt2

=
TR
t

t2R
0

1ft1<t<t2gdBt1dBt2

d�où �t = J2(1ft1<t<t2g): Pour la décomposition symétrique, il su¢ t de calculer la symétrisée de

1ft1<t<t2g :

�t = I2(
1

2
(1ft1<t<t2g + 1ft1<t<t2g))

Théorème 2.1.4 Soit hn(x) le n polynôme d�Hermite et g 2 L2([0; T ]) une fonction de norme 1.

Alors

n!hn(B (g)) =
R

[0;T ]n
g (t1) ::g (tn) dBt1 :::dBtn ;

= In(g

n);

où

g
n(t1; :::; tn) = g(t1):::g(tn):

Par conséquent, on obtient que l�intégrale In, est une surjection de L2([0; T ]n) sur Hn, et avec la

décomposition en chaos, que toute variable aléatoire � 2 L2(
) peut-être développée en série d�inté-

grales multiples

� =
1P
n=0

In(fn);

où fo = E(�): Il s�agit de la décomposition en chaos de Wiener-Itô. Les fonctions fn, de cette

représentation sont uniquement déterminées par � et symétriques. Ainsi, fn 2 L2s([0; T ]n) pour chaque
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n. Comme il s�agit d�une décomposition orthogonale, si

� =
1P
n=0

In(fn);

alors

k�k2L2(
) =
1P
n=0

n!kfnk2L2([0:T ]n):

2.2 Opérateurs au sens de Malliavin

2.2.1 La dérivée de Malliavin sur des espaces simples

Dans cette section on se restreindra, pour simplifer, à l�intervalle [0:1].

On considère un espace de probabilité (
 ,F ,P).sur lequel est défni un mouvement brownien noté

(Bt)0�t�1 et on note Ft = �(Bs ; s � t). On subdivise l�intervalle [0; 1] à l�aide des tnk = k2�n pour

n 2 N� et k 2 f0; :::; 2ng. On note également �n
k = Btnk+1 � Btnk les accroissements du mouvement

brownien et �n =
�
�n
0 ; :::;�

n
2n�1

�
:

Nous introduisons maintenant les espaces simples sur lesquels on va dé�nir les deux opérateur.

C1p
�
R2n
�
désigne l�ensemble des fonctions in�niment dérivables à croissance au plus polynômial

à l�in�ni.

Dé�nition 2.2.1 (L�ensembles des fonctionnelles simples) Soit

Sn =
�
f (�n

0 ; :::::;�
n
2n�1) ; f 2 C1p (R2

n

)
	
:

Les Sn forment une suite croissante d�ensembles inclus dans L2 (
). Les éléments de S = [n�1Sn

s�appellent fonctionnelles simples.

Cet ensemble nous permettra de défnir la dérivée de Malliavin. L�espace des fonctionnelles simples

est construit de telle sorte qu�apparaîsse clairement la dépendance d�une variable aléatoire de Sn
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avec les accroissements du brownien. De façon analogue, nous défnissons les ensembles qui serviront

à construire l�intégrale de Skorokhod.

Dé�nition 2.2.2 (L�ensemble des processus simples) Soit

Pn =

(
2n�1X
i=0

1[tni ;t
n+1
i+1 [

(t)Fi (!) ; (t; !) 2 [0; 1]� 
 et Fk 2 Sn

)
:

Les Pn forment une suite croissante d�ensembles inclus dans L2([0; 1]�
). Les éléments de P = [
n�1

Pn

s�appellent processus simples.

Nous pouvons désormais introduire les opérateurs sur ces espaces.

Dé�nition 2.2.3 (L�opérateur de dérivation au sens de Malliavin)

Soit F 2 S, alors 9n 2 N� tel que F = f(�n). L�opérateur de dérivation, au sens de Malliavin,

de la fonctionnelle simple F en un point s 2 [tnk ; t
n
k+1[ est la fonction D : Sn �! Pn dé�nie par

DsF =
@f
@xk
(�n), c�est-à-dire 8s 2 [0; 1]

DsF =
2n�1X
i=0:

1[tni ;tni+1[(s)
@f

@xk
(�n):

Il est logique que cet opérateur de dérivation associe à une variable aléatoire un processus. A partir

de cette défnition, on constate déjà que pour une variable aléatoire Ft-adaptée et pour s > t on a

DsF = 0, une variable aléatoire caractérisée à une date donnée ne dépend pas des accroissements

postérieurs du brownien.

Exemple 2.2.1 On calcule la dérivée au sens de Malliavin de B1. Notons que B1 = �1
1 donc

DsB1 = 1[0;1](s):

Dé�nition 2.2.4 (L�opérateur d�intégration au sens de Skorokhod) Soit u 2 P, alors 9n 2

N� tel que u 2 Pn. L�opérateur d�intégration, au sens de Skorokhod, du processus simple u est alors
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la fonction � : Pn� ! Sn dé�nie par :

� (u) =
2n�1X
i=0

fi (�
n)�n

i �
2n�1X
i=0

@fi
@xi

(�n)�n
i

1

2n

avec :

u (t; !) =
2n�1X
i=0

1[tni ;tni+1[(t)Fi(!) et Fi = fi (�
n)

Notons que le premier terme de ces deux sommes correspond à une intégrale usuelle d�Itô. Le second

terme prend en compte, le fait que le processus n�est pas nécessairement adapté. Ce deuxième terme

est nécessaire pour obtenir la relation d�intégration par parties et a été intégré dans la dé nition dans

ce but. Nous reviendrons sur ce point dans la partie relative aux propriétés de ces opérateurs.

Si on dé�nit les processus prévisibles par :

8k 2 f0; :::; 2n � 1g; fk(�n) = fk(�
n
0 ; :::;�

n
k�1)

On remarque que lorsque le processus simple u est prévisible, le second terme de cette somme s�annule.

Quand on étend cette propriété par densité, les processus adaptés étant des limites de processus

prévisibles, les intégrales de Skorokhod coïncident avec celles d�Itô.

Dé�nition 2.2.5 L�espace de Cameron-Martin est dé�ni comme

H =

�
� 2 
 : 9g 2 L2([0; T ]) : �(t) =

tR
0

g(s)ds

�
:

Soit F : 
 ! R une v.a. qui a des dérivées au sens de Gâteaux dans toutes les directions � 2 H au

sens fort, c�est �a dire que la limite

D�F = lim
"!0

F (! + �)� F (!)

"
;

existe dans L2(
). Donc F est dérivable au sens de Malliavin s�il existe un processus  2 L2([0; T ]�
)
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tel que

D�F =
TR
0

 t (!) g(s)ds:

On pose alors

D�F (!) =  t (!)

Le processus DF (�) 2 L2([0; T ]� 
) est appellé la dérivée de Malliavin de F:

L�ensemble de toutes les v.a. dérivables au sens de Malliavin est noté D1;2:

Dé�nition 2.2.6 Un polynôme de Wiener est une v.a. F : 
! R de la forme

F (!) = '(�1; :::; �n);

où ' est un polynôme à n variables et

�i =
TR
0

fi(t)dBt; avec fi 2 L2([0; T ]):

L�ensemble des polynômes de Wiener sera noté P , qu�il dense dans L2(
): La dérivée de Malliavin

des éléments de P est facile à calculer.

Dé�nition 2.2.7 Soit F 2 P de la forme

F (!) = '(�1; :::; �n);

Alors F 2 D1;2 et

DtF =
nP
i=1

@'

@xi
(�1; :::; �n)fi(t):

Proposition 2.2.1 On dit que les opérateurs D et � sont fermés si (Fn) est une suite de S qui tend

vers 0 dans L2(
) et si (DFn) tend vers u dans L2([0; 1]�
), alors u = 0. Il en va de même pour �:
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La défnition de l�espace D1;2 sur lequel on peut étendre la notion de dérivée au sens de Malliavin.est

D1;2 =

8>>>><>>>>:
F 2 L2(
); tq 9(Fn)n suite de S tq

Fn �! F Dans L2(
)

DFn �! u Dans L2([0; 1]� 
)

on pose alors pour F 2 D1;2; DF = u:

Remarque 2.2.1 La défnition de DF ne dépend pas de la suite (Fn) car l�opérateur D est fermé.

On défnit également l�espace Dom(�) sur lequel on étend la notion d�intégrale de Skorokhod.

Dé�nition 2.2.8 On appelle Dom(�) l�ensemble des u 2 L2([0; 1]�
) tel qu�il existe une suite (un)

de P telle que 8><>: un �! u Dans L2([0; 1]� 
);

� (un) �! F Dans L2(
):

On défnit alors pour un tel u; F = � (u) :

La fermeture de l�opérateur � implique que le résultat ne dépend pas de la suite choisie.

Théorème 2.2.1 Soit ' : Rn ! R une fonction de Lipschitz, c�est-à-dire telle que

j ' (x)� ' (y) j� K k x� y k;

pour tout x et y dans Rn: Si F = (F1; :::; Fn) un vecteur aléatoire tel que Fi 2 D1;2 8i: Alors '

(F ) 2 D1;2 et il existe un vecteur aléatoire G = (G1; :::; Gn) borné par la constante de Lipschitz de '

et tel que

D (' (F )) =
nP
i=1

GiDFi;

De plus, si la loi de F est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue sur Rn, alors

Gi = @i' (F ) ;
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alors

D (' (F )) =
nP
i=1

@i' (F )DFi:

de D1;2

Remarque 2.2.2 Dans l�exemple suivant, on observe que la dérivée de Malliavin est la dérivée na-

turelle de l�intégrale de Wiener. Cette relation vient du fait que les intégrales stochastiques de Wiener

et d�Itô sont des cas particuliers de l�intégrale de Skorohod.

Exemple 2.2.2 Si f est un élément de L2([0; T ]), alors l�intégrale de Wiener

TR
0

f(s)dBs;

est di¤érentiabte au sens de Malliavin, c�est-à-dire qu�elle est élément de D1;2 et sa dérivée est

Dt

�
TR
0

f(s)dBs

�
= f(t):

2.2.2 Formule d�intégration par parties

Proposition 2.2.2 (Formule d0int�egration par parties) 8F 2 D1;2;8u 2 Dom(�) on a

E

�
1R
0

DSF:usds

�
= E (F:� (u)) :

On a donc la relation d�adjonction suivante

< DF; u >L2([0;T ]�
)=< F; �(u) >L2
(
)

:

Pour démontrer cette proposition on a besoin du lemme suivant
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Lemme 2.2.1 soit � une v.a.r. de loi N(0; �2); alors pour ', g 2 C1(R), on a

E ['0 (�) g (�)] = E
h
' (�)

� �
�2
g (�)� g0 (�)

�i
:

Preuve. Cela résulte d�un calcul direct par intégration par parties.

Preuve. On se donne F 2 Sn; u 2 Pnet on utilise la défnition de DsF

E
�
1R
0

DSF:usds

�
=

2n�1P
k=0

E
�
@f

@xk
(�n) fk (�

n)

�
1

2n
;

=
2n�1P
k=0

E
�
f (�n) (

�n

2�n
fk (�

n)� @kfk (�
n))

�
1

2n
; (d0aprés lemme)

= E
�
F:

�
2n�1P
k=0

f (�n)�n �
2n�1P
k=0

@f

@xk
(�n)

1

2n

��
;

= E [F:� (u)] :

2.2.3 Formules de calcul et de commutation

Proposition 2.2.3 (Formule de dérivation en chaîne ) 8F1; :::; Fd 2 D1;2; ' 2 C1(Rd) on a

'(F1; :::; Fd) 2 D1;2 ainsi que la formule de dérivation (dite de dérivation en chaîne)

Dt'(F1; :::; Fd) =
nP
i=1

@'

@xi
(F1; :::; Fd)Fi(t):

Cette formule de commutation permet également de calculer de nombreuses dérivées au sens de Mal-

liavin.

Exemple 2.2.3 nous pouvons maintenant calculer la dérivée de Malliavin Dt(exp(Bt)), où t 2 [0; 1]

à l�aide de la formule de dérivation en chaîne

Dt(exp(Bt)) = exp(Bt)1[0;t](t);
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Dé�nition 2.2.9 Soit fn 2 L2s([0; T ]
n): Alors In(fn) 2 D1;2 et Dt(In(fn)) = nIn�1(fn(�; t)); où le

terme de droite est une notation pour l�intégrale d�Itô (n � 1) fois itérée par rapport aux n � 1

première variables t1; :::; tn�1 de f(t1; t2; :::; tn�1; t) (la variable t n�est donc pas intégrée).

Théorème 2.2.2 Soit F =
1P
n=0

In(fn) 2 L2(
): Alors F 2 D1;2si et seulement si

1P
n=1

nn! k fn k2L2([0;T ]n)<1;

et dans ce cas-là on a

DtF =
1P
n=0

nIn�1(fn(�; t));

L�idée de la démonstration se base sur un calcul direct montre que

k DFm �DFk k2L2([0;T ]�
)=k
mP
n=0

nIn�1(fn(�; �)) k2L2([0;T ]�
)

=
mP

n=k+1

nn! k fn k2L2([0;T ]n) :

pour Fm =
mP
n=0

In(fn).

Extension au cas multi-dimensionnel

Dans cette section nous traitons le cas multi-dimensionnel. Soit un brownien d-dimensionnel B =

(B1; B2; :::; Bd), et les accroissements correspondants �n
k = (�

1;n
k ; :::;�d;n

k ). Maintenant, nous modi-

�ons les défnitions des fonctionnelles simples pour qu�elles correspondent à des fonctions C1 aux

dérivées de croissance au plus polynômial à l�in�ni de ces accroissements. Soit une variable aléatoire

réelle, F = f(�n
0 ; :::;�

n
2n�1), la dérivée au sens de Malliavin est alors un processus vectoriel

Di
sF =

@F

@�i
s

=
@f

@xik (�
n)
si tnk � s � tnk+1;
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DF = (D1F; :::; DdF ) et < DF;DG >=
dP
k=1

1R
0

Di
sF:D

i
sGds:

On obtient également les dérivées d�ordres supérieurs. Pour � multi-indice tel que
kP
i=1

�i = k;

Di
sF =

@kF

@��1
s1 ; :::::; @�

�k
sk

:

Remarque 2.2.3 Quand la variable aléatoire F est de dimension m, la dérivée au sens de Malliavin

est alors une matrice de dimensions m� d.

On redé�nit l�intégrale de Skorokhod multi-dimensionnelle. On la dé�nit sur des processus simples

u(t; !) =
dP
k=1

1[tnk ;tnk+1[fk(�
n). Alors �i =

dP
k=1

fk(�
n)�n;i

k �
dP
k=1

@fk
@xik
(�n

k)
1
2n
=

1R
0

usdB
i
s. C�est l�intégrale par

rapport au Mouvement Brownien Bi. La formule d�intégration par parties devient :

E
1R
0

dP
k=1

Di
sF:u

i
sds =

dP
k=1

E
�
F�i

�
ui
��
= E (F� (u)) :

En�n on introduit la matrice de covariance de Malliavin.

Dé�nition 2.2.10 (matrice de covariance de Malliavin) Soit F = (F1; F2; :::; Fn) avec Fi 2

D1;2, on introduit la matrice de covariance de Malliavin de la variable aléatoire n-dimensionnelle

F par �F = (�
ij
F )1�i;j�n où

�ijF =


DF i; DF j

�
=

dP
k=1

1R
0

Dk
sF

iDk
sF

jds:

Exemple 2.2.4 On considère des di¤usions sans drift F i = ci +
dP
k=1

1R
0

hi;js dB
j
s on a donc D

k
sF

i = hiks

d�où la matrice de covariance 

DF i; DF j

�
=

dP
k=1

1R
0

hi;ks h
j;k
s ds:

On retrouve

�ij = E
�
F i � ci

�
E
�
F j � ci

�
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c�est-à-dire la matrice de covariance usuelle.

2.3 Intégrale de Skorokhod

La dérivée de Malliavin est un opérateur non-borné et fermé sur l�espace D1;2 lequel est dense dans

L2(
). On peut donc dé�nir son opérateur adjoint, noté � et appelé opérateur de divergence ou

intégrale de Skorkhod. Par dé�nition d�un opérateur adjoint, le domaine de � est l�ensemble des

éléments � deL2([0; T ]� 
) qui sont tels que :

Dom(�) =

�
� 2 L2([0; T ]� 
);9c (�) :j E

�
TR
0

Dt (F )�tdt

�
j� c (�) k F kL2(
) 8F 2 D1;2

�
:

pour tout F 2 D1;2, où c est une constante pouvant dépendre de �. Pour chaque élément � dans

Dom(�), on peut caractériser �(�) avec l�équation suivante :� : Dom(�)! L2(
)

E [F�(�)] = E
�
TR
0

Dt (F )� (t) dt

�
; (2:1)

pour tout F 2 D1;2:On remarque qu�il s�agit d�une égalité de produits scalaires respectivement dans

L2(
)et L2([0; T ]� 
).

h�(�); F iL2(
) = h�;DF iL2([0;T ]�
) (2; 2)

L�équation (2:1) est souvent appelée formule d�intégration par parties. On peut aussi représenter

l�opérateur � à l�aide des décompositions chaotiques.

Proposition 2.3.1 Si (ut) est un processus adapté on a

Ds

�
1R
0

utdBt

�
= us +

1R
0

DsutdBt

ainsi que

Ds

�
1R
0

utdt

�
=

1R
0

Dsutdt;
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de plus Dsut = 0 pour s > t et que L�intégrale de Skorokhod est une intégrale d�Itô.

Proposition 2.3.2 Soit F une variable aléatoire FT -mesurable appartenant à D1;2. Alors, pour tout

u appartenant à Dom(�) on a

� (Fu) = F:� (u)�
TR
0

DtF:u (t) dt:

Dans ce qui suit, on utilisera régulièrement cette formule pour expliciter les intégrales de Skorokhod.

En général, dans les applications, u est adapté et on peut calculer les intégrales stochastiques d�Itô.

Proposition 2.3.3 Soit � 2 L2([0; T ]� 
). Alors � 2 Dom(�) et

TR
0

�t�Bt =
TR
0

�tdBt;

où le terme de droite est une intégrale d�Itô.

Ce résultat montre que l�intégrale de Skorohod des processus adaptés est bien connue. Donnons une

règle de calcul très utile pour calculer l�intégrale de Skorohod d�un processus non nécessairement

adapté.

Proposition 2.3.4 Soient F 2 D1;2 et u 2 Dom(�) tels que F� 2 L2([0; T ] � 
). Alors on a

F� 2 Dom(�) et

� (F�) = F� (�)�
TR
0

DtF�tdt:

L�idée de la démonstration, il su¢ t d�utiliser la formule de la dérivée d�un produit et la relation de

dualité (2:2), pour une v.a. régulière G,

E [F� (�)] = E
�
TR
0

Dt (GF )�tdt

�
;

= E
�
TR
0

(DtG)F�tdt

�
+ E

�
TR
0

(DtF )G�tdt

�
;

= E [G� (F�)] + E
�
G
TR
0

DtF�tdt

�
:
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On conclut ensuite par densité.

Exemple 2.3.1 Dans cet exemple de processus, l�intégrale de Skorokhod n�est pas l�intégrale d�Itô,

BT n�est pas adapté, donc la proposition (2:3:3) ne s�applique pas. Il est naturel de dé�nir

TR
0

BTdBt = BT
TR
0

dBt

ce qui nous donne
TR
0

BTdBt = B2
T

alors que, par la proposition (2:3:4),

� (BT ) = BT � (1)�
TR
0

DsBTdt = B2
T �

TR
0

1t�Tdt = B2
T � T:

Comme pour la dérivée de Malliavin, on peut exprimer l�intégrale de Skorokhod en termes de la

décomposition en chaos de Wiener.

Proposition 2.3.5 Soit � un élément de L2([0; T ]� 
) de la forme

� (t) =
P
n�0
1n (fn (�,t)) .

Alors, � est élément du domaine de � si et seulement si la somme
P
n�0
1n+1

�
~fn

�
converge dans L2(
),

où ~fn est la symétrisation de fn,. Dans ce cas,

� (�) =
P
n�0
1n+1

�
~fn

�
:

La formule d�intégration par parties est intéressante lorsque le processus � est adapté : dans ce cas

l�intégrale de Skorokhod coïncide avec l�intégrale d�Itô.

Proposition 2.3.6 L�éspace (fermé) des processus adaptés de carré intégrable L2a([0; T ] � 
)est
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contenu dans Dom(�) et, si � 2 L2a([0; T ]� 
), alors

�(�) =
TR
0

� (t) dBt.

Lemme 2.3.1 Soit � 2 L2([0; T ]� 
) un processus tel que

1. �t est un élément de D1;2;

2. Ds�t est un élément de Dom(�) pour tout s 2 [0; T ] ;

3. �(Ds�)est un élément de L2([0; T ]� 
):

Alors �(�) 2 D1;2 et Ds� (�) = �s + �(Ds�):

Preuve. En appliquant le théorème (2:2:2) et la proposition (2:3:5) à la décomposition en chaos de

Wiener de � on obtient

Ds� (�) = Ds�

�P
n�0
1n (fn (�,t))

�
;

= Ds

�P
n�0
1n+1

�
~fn

��
;

=
P
n�0

(n+ 1) 1n

�
~fn (�,s)

�
:

D�autre part on calcule

� (Ds�) = �

�
Ds

P
n�0
1n (fn (�,t))

�
;

= �

�P
n�0

n1n�1 (fn (�,s; t))
�
;

=
P
n�0

n1n

�
~fn (�,s; �)

�
:

Il su¢ t maintenant de remarquer que le positionnement de la variable supplémentaire s parmi les

autres variables t1; ::; tn n�a pas d�importance dans la symétrisation de fn pour conclure. Notons qu�on

peut voir ce résultat comme une expression pour le commutateur des deux opérateurs D et �. Il est

donc possible de le prouver à l�aide de théorèmes d�analyse fonctionnelle abstraite.

38



Chapitre 2. Généralité sur le calcul de Malliavin

Nous présentons la propriété de commutativité entre l�intégrale de Skorokhod et la dérivée de Mal-

liavin. Celle-ci sera particulièrement intéressante lorsque le processus intégré au sens de Skorokhod

sera adapté.

Proposition 2.3.7 Soit u un processus élément de L2([0; T ] � 
) tel que u(t) =
P
n�0
1n (fn (�,t)) :

Alors, u 2 L1;2si et seulement si P
n�1

nn!kfnk2L2([0;T ]n+1) <1:

Dans ce cas, u(t) 2 D1;2 pour presque tout t 2 [0; T ].

2.3.1 Formule de Clark-Ocone

Nous avons introuduit l�intégrale de Skorohod, qui est l�opérateur adjoint de la dérivée de Malliavin,

maintenant on vas démontrer le théorème de représentation de Clark-Ocone. Avant de présenter la

formule de Clark-Ocone, voici un lemme nous indiquant comment se comportent les décompositions

chaotiques par rapport à une espérance conditionnelle.

Lemme 2.3.2 Considérons la variable aléatoire F = In(f); où f 2 L2s([0; T ]n) et où n � 1. Alors,

E [F j Ft] = In(fI

n
[0;t]):

Ce lemme a une forme similaire lorsque F est représentée par une somme in�nie. Conséquemment,

pour 0 < s < T , si F 2 D1;2 et si F est Fs-mesurable, alors DtF = 0 presque partout sur ]s; T ] �
.

Voici �nalement la formule de représentation de Clark-Ocone.

Proposition 2.3.8 Si F 2 D1;2; alors

F = E [F ] +
TR
0

E [Dt (F ) j Ft] dBt:
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Preuve. Supposons que F =
1P
n=0

In(fn): Alors, en appliquant dans l�ordre le théorème (2:2:2) et le

lemme précédent, on obtient que

E [Dt (F ) j Ft] =
P
n�1

nE [In�1 (fn(t1; ::; tn�1; t)) j Ft] ;

=
P
n�1

nIn�1(fn(t1; ::; tn�1; t)l[0;t] (t1) :::::l[0;t] (tn�1));

=
P
n�1

nIn�1(fn(t1; ::; tn�1; t)lft1_::_tn�1�tg):

Ainsi, d�après la proposition (2:3:3) et la proposition (2:3:5), on a que

TR
0

E [Dt (F ) j Ft] dBt = � (E [Dt (F ) j Ft]) ;

=
P
n�1

In(fn);

= F � E [F ] :

Cette formule a été généralisée aux variables aléatoires dans l�espace D1;2.
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Dérivée au sens de Malliavin d�un

processus de di¤usion

On suppose que B = (Bt)t�0 ; avec Bt =
�
B1
t ; :::; B

d
t

�
; est un mouvement brownien d-dimensionnel.

Considérons l�équation di¤érentielle stochastique à m dimensions

dXt =
dP
j=1

�j(Xt)dB
j
t + b(Xt)dt: (3.1)

avec une condition initiale Xt = x0 2 Rm; où les coe¢ cients �j; b : Rm ! Rm; 1 � j � d sont

des fonctions mesurables. Par dé�nition, une solution de l�équation (3.1) est un processus adapté

X = (Xt)t�0 tel que, pour tout T > 0 et p � 2,

E

 
sup
t2[0;T ]

j Xt jp
!
� 1

et X satisfait l�équation intégrale

Xt = x0 +
dP
j=1

tR
0

�j(Xs)dB
j
s +

tR
0

b(Xs)ds: (3.2)

Le résultat suivant est bien connu.
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Théorème 3.0.1 Supposons que les coe¢ cients �j; b : Rm ! Rm; 1 � j � d satisfont la condition

de Lipschitz, pour tout x,y 2 Rm;

max
j
(j �j (x)� �j (y) j; j b (x)� b (y) j) � K j x� y j : (3.3)

Il existe alors une solution unique X à l�équation (3.2).Lorsque les coe¢ cients de l�équation (3.1) sont

continument di¤érentiables, les composants de les solutions sont di¤érentiables au sens de Malliavin.

Proposition 3.0.9 Supposons que les coe¢ cients �j; b sont dans C1 (Rm;Rm). Alors, pour tout t � 0

et i = 1; ::;m; X i
t 2 D1;1; et pour r � t et j = 1; ::; d;

Dj
rXt = �j(Xr) +

mP
k=1

dP
l=1

@k�l(Xs)D
j
rX

k
s dB

l
s +

mP
k=1

@kb(Xs)D
j
rX

k
s ds: (3.4)

Preuve. Pour simpli�er, nous supposons que b = 0. Considérons les approximations de Picard don-

nées par

X
(0)
t = x0

et

X
(n+1)
t = x0 +

dP
j=1

tR
0

�j(X
(n)
s )dBj

s ;

si n � 0:on va prouver la récurrence suivante par induction sur n: Prétendre X(n);i
t 2 D1;1 pour tout

i = 1; :::;m; t � 0: De plus, pour tout p > 1 et t � 0;

 n (t) = sup
0�r�t

E

 
sup
s2[r;t]

j DrX
(n)
s jp

!
� 1; (3.5)

et, pour tout T > 0 et t 2 [0; T ]

 n+1 (t) � c1 + c2
tR
0

 n (s) ds; (3.6)

pour certaines constantes c1, c2 en fonction de T . Clairement, la relation est vrie pour n = 0. Suppo-
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sons qu�elle soit vrie pour n. Par l�application de la propriété (11) de l�opérateur de divergence et de

la règle de chaîne, pour tout r � t, i = 1; :::;m, et l = 1; :::; d, nous obtenons

Dl
rX

(n+1);i
t = Dl

r

 
mP
j=1

tR
0

�ij(X
(n)
s )dBj

s

!
;

=
mP
j=1

�
�l;j�

i
l(X

(n)
r ) +

tR
r

Dl
r

�
�ij(X

(n)
s )
�
dBj

s

�
;

=
mP
j=1

�
�l;j�

i
l(X

(n)
r ) +

mP
k=1

tR
r

@k�j(X
(n)
s )Dl

rX
(n);k
s dBj

s

�
:

A partir de ces égalités et de la condition (3.5), nous voyons que X(n+1);i
t 2 D1;1 et nous obtenons,

en utilisant l�inégalité de Burkholder�David�Gundy et l�inégalité de Hölder,

E
�
sup
r�s�t

j DrX
(n+1)
s jp

�
� cp

�
p + T (p�1)=2kp

tR
r

E
�
j Dj

rX
(n)
s jp

�
ds

�
; (3.7)

où

p = sup
n;j
E
�
sup
0�t�T

j �j
�
X
(n)
t

�
jp
�
� 1:

Donc (3.5) et (3.6) valent pour n+ 1 et la relation est prouvée. Nous savons que

E
�
sup
s�T

j X(n)
s �Xs jp

�
! 0

si n tend vers l�in�ni. Par le lemme de Gronwall appliqué à (3.6), nous déduisons que les dérivés de la

séquence X(n);i
t , est bornée dans Lp(
;H) uniformément en n pour tout p � 2. Cela implique que les

variables aléatoires X i
t appartiennent à D1;1. En�n, en appliquant l�opérateur D à l�équation (3.2)

on en déduit l�équation di¤érentielle stochastique linéaire (3.4) pour la dérivée de X i
t . Ceci complète

la preuve de la proposition.

Considérons le processus de di¤usion dans R

dXt = � (Xt) dBt + b (Xt) dt; X = x0;
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où � et b sont globalement des fonctions de Lipschitz dans C1(R). Alors, pour tout t > 0,Xt appartient

à D1;1 et la dérivée de Malliavin (DrXt)r�t satisfait l�équation linéaire suivante

DrXt = � (Xr) +
tR
r

�0 (Xs)Dr (Xs) dBs +
tR
r

b0 (Xs)Dr (Xs) ds:

Par conséquent, selon la formule d�Itô,

DrXt = � (Xt) exp

�
tR
r

�0 (Xs) dBs +
tR
r

�
b (Xs)�

1

2
(�0)2 (Xs)

�
ds

�
:

Considérons le processus à valeurs matricielles m� m dé�ni par

Yt = Im +
dP
l=1

tR
0

@�l (Xs)YsdB
l
s +

tR
0

@b (Xs)Ysds;

où Im désigne la matrice d�identité d�ordre m et @�l désigne la matrice jacobienne m � m de la

fonction �l. C�est

(@�l)
i
j = @j�

i
l :

De la même manière, @b désigne la matrice jacobienne m�m de b. Si les coe¢ cients d�équation (3.2)

sont de classe C1+� , � > 0, alors il existe une version de la solution Xt (x0) à cette équation qui est

continuellement di¤érenciable en x0, et pour laquelle Yt est la matrice jacobienne @Xt =@x0 :

Yt =
@Xt

@x0
:

Proposition 3.0.10 Pour tout t 2 [0; T ] la matrice Yt est inversible. Son Zt inverse satisfait

Zt = Im �
dP
l=1

tR
0

Zs@�l (Xs) dB
l
s �

tR
0

Zs

�
@b (Xs)�

dP
l=1

@�l (Xs) @�l (Xs)

�
ds:

Preuve. Au moyen de la formule d�Itô, on peut véri�er que ZtYt = YtZt = Im, ce qui implique que
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Zt = Y �1
t . En fait,

ZtYt = Im +
dP
l=1

tR
0

Zs@�l (Xs)YsdB
l
s +

tR
0

Zs@b (Xs)Ysds

�
dP
l=1

tR
0

Zs@�l (Xs)YsdB
l
s

�
tR
0

Zs

�
@b (Xs)�

dP
l=1

@�l (Xs) @�l (Xs)

�
Ysds

�
tR
0

Zs

�
dP
l=1

@�l (Xs) @�l (Xs)

�
Ysds

= Im:

De même, on peut montrer que YtZt = Im.

Lemme 3.0.3 La matrice (DrXt)
i
j = Dj

rX
i
t peut être exprimée comme

DrXt = YtY
�1
r � (Xr) ; (3.8)

où � désigne la matrice m� d avec les colonnes �1; :::; �d:

Preuve. Il su¢ t de véri�er que le processus 't;r = YtY
�1
r � (Xr) ; t � r satisfait

't;r = � (Xr) +
dP
l=1

tR
r

@�l (Xs)'s;rdB
l
s +

tR
r

@b (Xs)'s;rds:

En réalité,

� (Xr) +
dP
l=1

tR
r

@�l (Xs)
�
YsY

�1
r � (Xr)

�
dBl

s +
tR
r

@b (Xs)
�
YsY

�1
r � (Xr)

�
ds

= � (Xr) + (Yt � Yr)Y
�1
r � (Xr) = YtY

�1
r � (Xr) :

Ceci complète la preuve.
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Considérons la matrice de Malliavin de Xt, notée Xt = Qt et donnée par

Qi;jt =
dP
l=1

tR
0

Dl
sX

i
tD

l
sX

j
t ds:

Autrement dit, Qt =
tR
0

(DsXt) (DsXt)
T ds. L�équation (3.8) conduit à

Qt = YtCtY
T
t ; (3.9)

où

Ct =
tR
0

Y �1
s ��T (Xs)

�
Y �1
s

�T
ds:

Compte tenu du fait que Yt est inversible, la non-dégénérescence de la matriceQt dépendra uniquement

sur la non-dégénérescence de la matrice Ct, appelée matrice de Malliavine réduite.
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Conclusion

En conclusion, on a trouvé que le calcul de Malliavin est un ensemble de techniques mathématiques et

des idées qui étendent le champ mathématique du calcul di¤érentiel in�ni-dimensionnel sur l�espace de

Wiener, il permet le calcul des dérivés de variables aléatoires. Le calcul a été appliquée aux EDS.ainsi,

le calcul permet une intégration par parties avec des variables aléatoires. Pour faire ca, il faut d�abord

introduire la version de l�espace qui correspond à l�intégrabilité dans une puissance arbitraire p � 2.

Notons que, cette opération peut étre utiliser dans la �nance mathématique pour calculer la sensibilité

des instruments �nanciers dérivés
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Annexe B : Abréviations et Notations

Les di¤érentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées ci-

dessous :

v:a : variable aléatoire.

v:a:r : variable aléatoire réelle.

(
;F ;P) : Espace de probabilité.

P� p:s : probabilité presque sûrement.

M:B : Mouvement Brownien.

i:e : c�est-à-dire.

E:D:S : équation di¤érentielle stochastique

1 : fonction indicatrice:

T�t : min(T; t):

B
�
Rd
�

: Tribu borélienne sur Rd

Dom(�) : le domaine de �

.
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 travers ce travail, nous avons présenté le Calcul de Malliavin , et étudie 

certaines propriétés élémentaires . 

Le calcul de Malliavin nous permet de calculer le différentiel infini-

dimensionnel sur l'espace de Wiener. On a commencé par un rappel des 

définitions et propriétés de base sur le calcul stochastique, puis on a introduit les 

concepts d'espace de Wiener, la dérivée de Malliavin et son adjoint, enfin on a 

appliqué la dérivée au sens de Malliavin au processues de diffusion où on a 

utilisé des propotition et des théormes qui nous ont permis de démontrer le 

Théorème de Hörmander. 

 

.  
 

hrough this work, we have presented the Malliavin Calculus  and study 

some elementary properties.The Malliavin calculus allows us to 

calculate the infinite-dimensional differential on the Wiener space.We 

started with a reminder of the basic definitions and properties on the stochastic 

calculus, then we introduced the concepts of Wiener space, the derivative of 

Malliavin and its adjunct, finally we applied the derivative within the meaning 

of Malliavin to the process of diffusion where we used propositions and theorms 

which allowed us to prove Hörmander's Theorem. 

 

 .وينز اضل اللانهائي الأبعاد على مساحةبحساب التف ماليفينيسمح لنا حساب 

مفاهيم ي ، ثم قذمنا بذأنا بتذكيز بالتعاريف والخصائص الأساسية في حساب التفاضل والتكامل العشىائ

فضاء وينز ، مشتق ماليافين وملاحقه ، وأخيزاً طبقنا المشتق ضمن معنى ماليافين على عملية الانتشار 

 حيث استخذمنا الافتزاضات والمظاهز التي سمحث لنا بإثبات نظزية هىرمانذر.
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