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Introduction

Les problémes de controle optimal stochastique on un grand nombre d’applications
dans les domaines de ’économie et & la finance. Il existe deux approches de résolution du
probléme de controle optimal, bien connues, qui sont :
<1 Principe de la programmation dynamique.

< Principe du maximum de Pontryagin sous le nom ** Conditions nécessaires d’op-

timalité**. Cette méthode, qui fera I'objet de ce mémoire.

Un probléme de controle optimal stochastique défini comme suit :

e On considére ’équation différentielle stochastique suivante :

dXt = b(t, T, Oét)dt + O'(t, T, Oét)dBt,

Lo =,

ou B = (By,t €[0,T]) désigne un mouvement Brownien défini sur un espace pro-
babilisé (£2, F,P), muni d’une filtration (F;),t € [0,7] satisfaisant les conditions

habituelles.

e Soit @ = (4,0 <t <T) un processus progressivement mesurable a valeurs R" et les
éléments de U sont appelés processus de controle. Le processus « est dit controle ou

encore commande et I’ensemble de tous les controles admissibles est noté par U,g.

e On note que la solution X = (X, s <t <T) de I’équation différentielle controlée définie



Introduction

ci dessus, est dite réponse au controle « et le couple (a, x) est dit admissible.

e [’objet du controle optimal stochastique est de minimiser ou de maximiser un cout sur

un ensemble U de tous les controles admissibles. Ce cotit est donné par :

J(a)=F {/OTh(t,:ct, a)dt + g (xr)|

notons que h et g sont des fonctions réelles telles que : b : [0, T|xR"x U et g : R" xR.
Ce mémoire est organisé comme suit.

« Dans le premier chapitre, nous donnons une introduction générale sur le processus
stochastique et quelques propriétés : mouvement Brownien martingale et formule

d’Ito , existence et 'unicité de la solution pour L’EDS...etc.

<« Dans le derniére chapitre on va étudier le probléme du controle stochastique. On dé-
crit brievement les méthodes de résolution d’un probléme de controle stochastique,
nous établirons les conditions nécessaires d’optimalité pour L’équation différentielle
stochastique, sous la forme de principe du maximum stochastique dans le cas ou

I’ensemble des controles U est convexe.



Chapitre 1

Calcul Stochastique

1.1 Généralités sur les processus stochastiques

Le processus stochastique est un phénomeéne qui évolue dans le temps d’une ma-
niére aléatoire. Il existe de nombreuses applications des processus aléatoires notamment
en physique statistique, en biologie (évolution génétique et génétique des populations),
médecine (croissance de tumeurs épidémie), et bien entendu les sciences de I'ingénieur.
Dans ce dernier domaine, les applications principales sont pour l'administration des ré-
seaux de l'internet, des télécommunications et bien entendu dans les domaines économique

et financier.

Définition 1.1.1 (Processus stochastique) Un processus stochastique est une famille
X = (Xy),er de variables aléatoires Xy indexée par un ensemble T. En général T = R* et
on considére que le processus est indexé par temps t.

1. Si T est un ensemble fini, le processus est un vecteur aléatoire.

2. Si T =N, le processus est une suite de variables aléatoires.

3. 51T C7Z, le processus est dit discret.

4. Si T CR? on parle de champ aléatoire.

3



Chapitre 1. Calcul Stochastique

Remarque 1.1.1 i. Pourt e T fizé, w € Q+—— X;(w) est une variable aléatoire sur

Uespace de probabilité (2, F,P).

it. Pour w € Q fizé, t € T —— X, (w) est une fonction & valeurs réelles, appelée

trajectoire du processus.

Définition 1.1.2 (Filtration) Une filtration F = (F),5o sur (0, F,P) est une famille

croissante de sous-tribus F :

Fs CF CF pourtous 0<s<t dansT.

1. Le quadruplet (Q,]—",f =(Ft)i=0 ,P) est appelé espace de probabilité filtré.

2. On dit que la filtration est naturelle (ou canonique) de processus X si
FX=0(X,,0<s<t), t<T,

c’est la plus petite o-algébre par rapport a laquelle X, est mesurable pour tous 0 <

s <t.

8. On dit qu'une filtration F = (F;),5, est continue a droite si
ft+ = ﬂfS:Ft.
s<0

Définition 1.1.3 (Processus adapté) Un processus (Xi)icpo,r) est dit adapté par rap-

port a F st pour tout t € T, X; est F;-mesurable.

Définition 1.1.4 (Processus a trajectoire continue) Un processus (X;) est a trajec-

toire continue ou simplement processus continue si

P({w € Ot — X (w) est continue}) = 1.
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Définition 1.1.5 (Processus progressivement mesurable) Un processus (X;)i>o est
dit progressivement mesurable par rapport & F si pour tout t > 0 Uapplication : (s,w) —

X, (w) est mesurable sur [0,t] x Q muni de la tribu produit B ([0,t]) ® F;.

Définition 1.1.6 (Processus cadlag et caglad) 1. Un processus X est dit cadlag (continu
a droite, pourvu de limites o gauche) si ses trajectoires sont continues & droite et

pourvues de limites a gauche.

2. Un processus X est dit caglad (continu & gauche, pourvu de limites & droite) si ses

trajectoires sont continues a gauche et pourvues de limites a droite.
Remarque 1.1.2 Un processus progressivement mesurable et mesurable et adapté.

Proposition 1.1.1 St X est un processus stochastique dont les trajectoires sont continués
a droite (ou a gauche), alors X est mesurable et progressivement mesurables s’il est de

plus adapté.

1.2 Mouvement Brownien (MB) et Martingale

1.2.1 Mouvement Brownien (MB)

le mouvement brownien a été découvert en 1827 par le botaniste Robert Brown (1773-
1858). C’est en observant sous un microscope du pollen dispersé dans de I’eau qu’il remar-
qua que les grains microscopiques le constituant étaient soumis & un mouvement continuel
et irrégulier. Il crut, a ’époque, qu’il avait découvert « la molécule primitive » responsable
de la vie. Il s’apercut plus tard que I’on pouvait observer ce méme phénomene avec toutes

sortes de particules de taille suffisamment petite.

Le mouvement Brownien est en général noté (W;);>¢ en référence & Wiener ou (By)>o

en référence & Brown.
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Définition 1.2.1 (Mouvement Brownien) On appelle X;-mouvement Brownien un pro-

cessus stochastique a valeurs réelles et a trajectoires continues qui vérifier :

1. Pour toutt > 0 : X, est Fi-mesurable.
2. 8is<t:X,— X, est indépendant de la tribu F;.

3. Sis<t,laloi de X; — X, est identique a cette de X;_, — Xog = X;_s.

Définition 1.2.2 (Mouvement Brownien standard) Soit X un processus stochastique,

on dit que X est un mouvement Brownien standard si :
Xo=0 P-ps, E[X]=0 et E[X?=t.

Dans ce cas la loi de X, est une loi normale.

Proposition 1.2.1 Soit (By),-, est un mouvement Brownien standard :

a) Soit ¢ réel positive (c > 0),on a Wy = c¢B_ , donc (W,) est un mouvement Brownien
standard.

b) Pour toutt >0, W; = — By, alors (W) est un MB.

¢) Pour tout s > 0,{B;;s — Bs},~qest un mouvement Brownien indépendant de F.
Preuve.
< Premiérement : Wo = cBg =0 (car By mouvement Brownien) .

< Deuziemement : Vw € Q¢ — Wy (w) = cB (w) est continue (car des trajectoires continue) .

< Troisiemement : ¥V s,t >0 s <t

Wt—WS:CB%—CB%:C<B%—Bi>.

2
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Alors
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Var [W, — W] = Var [c (B% . Bi)] — AVar [(Bc% . Bi)}

2

car By mouvement Brownien Var [BLJ =4 _ %. Donc Wy — W ~ N(0,¢).

P C

< Quatriemement V0 < t; < ty < t3 < 1y
cov (Wy, — Wy , Wiy, —Wi,) = cov (W, — Wi,) — cov (Wi, — Wy,)

—cov (Wi, Wh,) — cov (Wy, — W)
= cov <CBZ%,CB%) — cov <CBZ%,CBZ%)
—cov <CB%,CB%) — cov <CB%,CBZ%)
= 0.

car CBZ% HCBZ% et CBZ% HCBZ% et CB% HCB% et CBZ% HCBZ%.

|

Théoréme 1.2.1 Un processus B est un mouvement Brownien ssi c’est un processus

Gaussien continue centré de fonction de covariance :

cov (By, Bs) = E(B;Bs) = s At = min (t, ).
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Proposition 1.2.2 Soit B un mouvement Brownien alors presque strement on a :

a) t — By (w) nlest pas différentiable en aucun point t.

b) t —— B (w) nlest pas a variation finie en aucun point t.

Définition 1.2.3 (Temps d’arrét) Un temps d’arrét par rapport a la filtration (Fy),s

est une variable aléatoire T a valeur dans R U {oco}telle que :

{r<t}={weQ:7(w)<tteF, t>0.

1.2.2 Martingale

Pour les probabilistes, les martingales sont avant tout des processus intégrables et
adaptés vérifiant une propriété précise d’espérance conditionnelle. Elles sont appliquées a
divers problémes stochastiques ou analytique et représentent, avec les processus de Markov,
I'une des catégories de processus dépendant du passé les plus importantes. La notion semble
provenir assez directement de I'idée de stratégie pour un jeu de hasard. Bien que ’on ait eu
trés tot 'intuition qu’'une stratégie toujours gagnante pour un jeu défavorable n’existait
pas (B. Bru fait remonter les premiers éléments de ce résultat & Xénophon (notes non
publiées)), il faut attendre le début du vingtiéme siécle pour obtenir une formulation des
notions et du probléme (en partie suite au débat sur les axiomes des probabilités proposées

par R. von Mises).

Les pionniers du concept de martingale sont alors S. Bernstein, P. Lévy, J. Ville,
E. Borel et J. Doob (cependant on peut trouver a posteriori des premiers exemples de
martingales dans des travaux plus anciens dont par exemple ceux de Pascal sur le probleme

des partis comme l'explique Y. Derriennic (2003).
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Définition 1.2.4 (Martingale) Un processus (M;):>o est dit martingale si :

1. Pour tout t > 0, M, est Fi-adapté ;
2. Pour tout t > 0, M, est intégrable, i.e B (|M;|) < oo ;

3. Pour tout s < t, B (M, | Fs) = M, P-p.s;

On définit de maniére similaire sur-martingale si (i) est remplacé par

E(Mt ‘ fs) S Ms; P—p.s.

Et sous-martingale si (iii) est remplacé par

E (M, | Fs) > My, P-p.s.

Proposition 1.2.3 Soit (B;),5, un mouvement Brownien, alors :

a) B? —t est une martingale.

2
b) Pour tout o € R, X; = exp (O‘Bt — %t) est une martingale.

Preuve.

a) B? —t est une martingale.

< Premiérement, B? —t est F;-mesurable car c’est une fonction continue de B; qui est

Fi-mesurable.
< Deuziemement, B[| B? —t || <E[| B ||+t=t+t =2t < cc.

< Troisiémement, Vs € [0,t] :
E[(B?—t)|F) =E[(B,— Bs+ B,)"—t| F
=E [((B.— B,)* + 2B, (B, — B,) + B2 — t) | F,]

=E[(B,— B,)" | 7] + 2BE((B, — B,) | Fi| + B2 — t.
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Ona:
E[(Bt_Bs)2|:Fs] :E[(Bt_Bs)Q} =t—s, et :E[(Bt_Bs) |FS]ZE[(Bt_BS)]:O'

On trowve : B[(Bf —t) | Fs] =t —s+ B2 —t=B2?—s, alors : {B? —t : t > 0} est une

martingale.

2
b) Pour tout o € R, X; = exp <O‘Bt — %t) est une martingale.

2
o
< Premiérement, exp (aBt — ?t) est Fi-mesurable car exp une fonction continue et By

est Fi-adapté (F;-mesurable) .

< Deuxiémement,

10



Chapitre 1. Calcul Stochastique

< Troisiemement, Vs € [0,1] :

|

vl

E[X, | F,] :E[XS(
w3
(exp aBt——t> .

) ] (X est un processus positive)

=

»

(X5 est Fy-mesurable)

exp 0B, ——s)

— x5 (e (o(B-B) - T (-9)) ) |7
(exp( -B)-T-9))]

car By — By est indépendante de F,. Donc :

—XSE{

22402 (t—s)?—2(t—s)ox
- 2(t — ) )dx

+00 2 20+ _ o) _ _
car/ ;exp _rto (t—s) —2(t=s)ox dx = 1. Alors :
) 2(t—s)

2
X; =exp (aBt — %t)

11



Chapitre 1. Calcul Stochastique

est une martingale.

Remarque 1.2.1 Le mouvement Brownien standard (By,t > 0) est une martingale par

rapport a sa filtration naturelle FP = o (B, s <t).

Théoréme 1.2.2 (Théoréme de représentation des martingales) Soient (By)i>o un
mouvement Brownien sur un espace de probabilité filtré (0, F, F = (Fi),er - P), et My une

martingale Fi-adapté. Alors, il existe un processus adapté H tel que :
t
M, = M, —|—/H8dBS, P-p.s.
0

Définition 1.2.5 (Martingale local) Soit (M), un processus (F;),q-adapté a trajec-
toire continue a droite. On dit que (M), est une martingale local s’il existe une suite
croissante de temps d’arrét {7'n}n21 telle que lim T, = oo, P-p.s. et pour tout n, M™1, <

est une martingale.

1.3 Calcul d’Ito

1.3.1 Intégrale stochastique

Il s’agit d’une intégrale définie facon similaire & 'intégrale de Riemann comme limite
d’une somme de Riemann. Si on se donne un processus de Wiener (ou mouvement Brow-
nien), B : [0,7] x Q — R ainsi que X : [0,7] x  — R un processus stochastique adapté
a la filtration naturelle associée a By, alors 'intégrale d’Ito / t¢sst est définie par la

0

limite en moyenne quadratique de

12



Chapitre 1. Calcul Stochastique

Soit (£2, F,P) un espace probabilité et B; un mouvement Brownien sur cet espace, et la
filtration naturelle du mouvement Brownien F; = o (Bs,s < t). L'objectif c’est définir
t
I’intégrale / ¢sdBg pour des processus ¢ :
0

« Cas étagé

On dit qu’un processus ¢ est étagé (ou élémentaire) s’il existe une suite de réels t;,
0 <ty <t <..<t, et une suite de variable aléatoire ¢; telle que ¢; soit F; ,-mesurable

de carré intégrable ¢, = ¢; pour tout ¢ € |t;,t; 1] . Soit

On définit

t n—1
/ ¢sst = Z(bl (Bt¢+1 - Bti) :
0 i=0

On sais que

E l /O tgbsst] =0 et Var { /0 t(bsdBS] ~E [ /O t¢§ds] .

Alors
t n—1
/ ¢sdBs = Z@ (Btiﬂ/\t — Bti/\t) .
0 i=0
<« Cas général

Soit I'ensemble £2 (2 x R, ) des processus ¢ est F;-adaptés caglad (continus a gauche
limite & droite). Si ¢ un meilleur processus, il existe (¢”) une suite de processus étagés

telle que :

E{/Ot(qbz—cbz)ds} 0,

quand n tend vers co.

13



Chapitre 1. Calcul Stochastique

oo
Ainsi, pour tout ¢ > 0 il existe une v.a I; (¢) = / ¢sdB, de carré intégrable.
0

E Uoooqssst} — 0.

) n—1
I (ﬁb) - /0 ¢sdBs = Z¢z (Bt,-,+1 - Bti) .
i=0

On va montrer que :

I; (¢) est gaussien, car (B;) est un processus gaussien alors

n—1
E [It (¢)] =L Z¢z (Bti+1 - Btz)
=0
n—1
=Y E (B, — B)
=0
= 0.

Comme E (B,,,, — B;,) =0 cas (By,,, — By,) sont a accroissement indépendantes.

Pour montrer que :

var (@) =8| ["oras).

14
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En effet, on a :

Var [T, (¢)] =B (L (9)?) — B (I, (¢))*

—E (I, (¢)°)

-8/ oosbist]

n—1 2
) (qu (Biuyy — Bti)>
=0
n—1
= (¢1>2E [(Bti+1 - Bti)z]
=0
n—1
= () (tis1 — 1)
=0

= / P3ds.
0

1.3.2 Propriétés d’intégrale stochastique
Il y’a plusieurs propriétés sur 'intégrale stochastique les plus important sont :

1) Linéairité :
¢ t ¢
[ @t vveas=a [ olas, o [ an.
0 0 0

2) Additivité : Pour 0 < s <u <t <T

t u t
/d)vdBv:/ (bvdBv—i—/d)vdBv.

3) Propriétés de martingale : Pour tout processue ¢ les processus :

t I (¢) et t I (¢)° — /Ot(bgds

15



Chapitre 1. Calcul Stochastique

sont des (ftB )—martingales continues on a :
5 t
B((1:(0) - 1. (0)° | 7] =B | [ dadu] 72
0

T
4) Si(Xy) est un processus Fi-adapté et E (/ | X |? ds) < 400, on a l'inégalité :
0

/Ot|XS|2dBS §4E[/Ot|XS|2ds}.
(/thasst)z :E(/Otgbgds).

te[0,T]

2

E

sup
0<t<T

5) Isométrie :

E

1.3.3 Processus d’Ito

Définition 1.3.1 (Processus d’Itd) Un processus d’Ité est un processus de la forme :
t t
X, =Xo+ / psds +/ 0,dB, P-p.s.
0 0

Avec Xq est Fo-mesurable, ¢ et 0 deux processus Fi-adapté vérifient les conditions d’inté-
grabilité :

t t
/ lps|ds < 400 et / | 05 ||* ds < +oo,
0 0

ot le coefficient p et le drifter ou la dérivée et 6 est le coefficient de diffusion. On note de
maniére infinitésimale :

dX; = psds + 0,dB;.

16



Chapitre 1. Calcul Stochastique

1.3.4 Formule d’Ito6

Théoréme 1.3.1 (Premiére formule d’Itd) Supposons f de classe C*. Alors :
t 1 t
A0 = 1)+ [ FO0AX 5 [ a0 X),
0 0

= f(Xo) + /0 f’(XS)dXS+% /0 F(X,)0%ds.

Théoréme 1.3.2 (Deuxiéme formule d’It6) Soient X un processus d’Ité et f une
fonction définie sur RT x R de classe C' par rapport a t et de classe C* par rapport

a X, ona:
! ! ! !/ 1 ! "
f(t, X) :f(O>XU)+/Oft(3aXS)d3+/Ofx<3>XS)dXs+§/0 fm(&Xs)d(X,X)S

t t 1 t
= f(0, Xo) +/ fi(s, Xs)ds + / fo(s, X)dXs + 5/ " (s, X,)0%ds.
0 0 0

On peut écrire cette formule sous forme différentielle :

i (1, X) = [f; (4.X) + 30 (1.X) ez] At + f1(t, X)X,

Exemple 1.3.1
dXt = /J/Xtdt + O'XtdBt,

Xo=X.

On pose : Y; = exp (—ut) Xy, Vt > 0 et f(t,X:) = exp (—ut) Xy, on a donc flL(t, X;) =
exp (—pit) , £, (£, X,) = 0 et f{(t, X,) = —pX,exp (—pt) . Alors -

dY; = uX;exp (—put) dt + exp (—ut) dX; = oY;dBy,

17



Chapitre 1. Calcul Stochastique

ou encore :

t
Y}zX#—/JYSdBS.
0

Application mountenant la formule d’Ité o g (Y;) =1In(Y};), on a donc :

1 1
9y, (Y%):V, 9y, (Yt):_Y_f’ g;(Y:) =0

t

et d(Y,Y), = o?Y?dt.
La formule d’Ito s’applique :

1
dg(Yr) =g(Yo) + g (Yo)dt + gy, (V) dYi + 57y, (V1) (V. Y)

S

1 1 1
=0+ 0dt + —dY, + = | —— | o2V ?2dt
+ + Y}/ t + 2 ( Y?) g t

1
= odB; — —o?dt.
2
Eintégrant, on obtient
t
X, = Xexp (ut +oB; — —02) .

2

Remarque 1.3.1 La formule d’It6 s’énonce également dans le cas multidimentionnel (ie

e (t), 0(t),B(t) sont des matrices)

F(.X,) = F(0, X0) + /0 £, X )puds + /U £, X, )puds

1

+5tr [9 (s)" f(s, X (5))0 (s)] + /0 tfw(s,Xs)Hsst.

Proposition 1.3.1 (Formule d’intégration par parties) Soient X, etY; deux proces-

sus d’Ito :

t t t t
Xt:X0+/gosds+/6’5st P-p.s et Yt:Yo+/gpsds—l—/08st P-p.s
0 0 0 0

18



Chapitre 1. Calcul Stochastique

Alors :
t t
XY, = XoYy + / X dYs + / YdX, + (X, Y),
0

0

Cette formule est connue sous le nom d’intégration par partie.

1.4 Equations différentielles stochastiques (EDS)

Définition 1.4.1 Une équation différentielle stochastique (EDS) est une équation de la

forme :

dX; = b(t, X3)dt + o(t, X;)d By, (1.1)
Xo =X,

ol sous forme intégral

t t
X=X+ / b(s, Xs)ds + / o(s, Xs)dBs, ¥Vt >0,
0 0

ou {B;t > 0} est un mouvement Brownien d-dimensionnel. Le coefficient b (t, X;) est ap-

pelé dérive et le coefficient o(t, X;) de dBy est appelé terme de diffusion.

Définition 1.4.2 Une solution forte a léquation ([1.1) est un processus X = {X;,t € [0, T}

continu qui est Fi-adapté tel que :

t ¢
1. Pour tout t > 0, les intégrales / b(s, Xs)ds et / o(s, Xs)dBs sont bien définies :
0 0
¢ ¢
/ | b(s, X,) | ds < oo et / | (s, X,) |2 ds < +00, P-p.s.
0 0
2. (Xy),t >0 vérifie (1.1)) .

t t
Xt:X+/b(s,Xs)d$+/a(s,Xs)st, P-p.s.
0 0
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1.4.1 Existence et unicité

Le théoréeme suivant donne des conditions sur b et o sous les quelles on peut avoir un

résultat 'existence et d’unicité de la solution de I’équation (|1.1]) .

Théoréme 1.4.1 (existence et Unicité) Si b et o sont des fonctions continues telles

qu’il existe K < +o0o0 , X, Y dans R" :

e Conditions de Lipschitz :
|b(t, X) = b(t,Y) |+ | o(t,X) —o(t,Y) |< K|X - Y].
e Conditions de croissance linéaire :
[b(t, X) | = [ o(t, X) [< K1+ [X]).

° E(XQ) < 4o00.

Alors pour tout ¢ > 0 I’équation ([1.1)) admet solution unique dans l'intervalle [0,7].

D’autre part la solution (X;),,., vérifie

E ( sup ]Xt|2> < +o00.

0<t<T

Preuve. On définit I'espace S? par :

les processus progressivement mesurables tel que [ < sup |Xt|2> < 400 continue,
0<t<T
S2 = T

c 2

1
munide || X ||=E <{ sup | Xi)?| < —i—oo)
0<t<T

pour X € S? poson, pour tout ¢ € [0, 7]

t t
U(X;) :X+/b(s,XS)dS~|—/a(s,Xs)st.
0 0
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le processus ¥ est bien définie et est continu si X € S2.
Soient X et Y deux éléments de S? on utilisant le fait que (a + b)* < 242 + 2b? on a pour
tout 0 <t <u<T,

2

|0 (X;) =T (V) |?°= /Otb(s, X)ds — b(s,Ys)ds + /Ota(s,XS)ds —o(s,Ys)dBs

2

t 2 t
<2 / b(s, X.)ds — bls, Va)ds| +2 / o (s, X, )ds — o(s, Y.)dB,
0 0
t 2 t 2
< 2 sup / b(s, Xs)ds — b(s,Ys)ds| + 2 sup / o(s, Xs)ds — o(s,Y5)dBs
o<t<u |Jo o<t<u |Jo

Ce que implique que

B[ sup [0 () — v ()

0<t<u

2 2

+ sup

0<t<u

¢
/ o(s, Xs)ds — o(s,Y;)dBy
0

¢
< 2E / b(s, Xs)ds — b(s,Yy)ds
0

sup
0<t<u

En utilise les propriétés (4 et 5) de l'intégrale stochastique alors on obtient

B[ sup 1w (0 - w ()

0<t<u
i 2 2

t
< 2E | sup /b(s,Xs)ds —b(s,Ys)ds
0

0<t<u

t
+9E / o (s, X.)ds — o(s, Y.)dB,
0

sup
0<t<u

11 [ ots. s = ofs.vas |)] .

u 2
<9 (\/ b(s, X.)ds — b(s, V.)ds \) L9
0
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L’inégalité de Holder donne alors la majoration

B[ sup 0 ()~ 0 )

0<t<u
u 2
(| / b(s, X.)ds — b(s, V.)ds |>
0

Comme les fonction b et o sont Lipschitz

< 2TE

E{sup |\I/(Xt)—\I/(Y})|2} < 2TE [/ K?| X, -Y, |*ds
0 1

0<t<u

ngf@E[/ X, -V, |2 ds
0 J

+ 8K MU | o(s, X,)ds — o(s,Y,) | ds} ,

+8E[/ K?| X, - Y, |*ds
0 J

+8K2E[/ X, Y, |? ds
0 i

§2K2(T+4)E[/Ou|(X8—YS) 2 ds].

On pose C' =2K?(T +4),

E | sup |\I/<Xt>—\v<n>|2} < CE

0<t<u LJO

/ |XS—Y:9|2d8:|

< CE sup/ |XS—YS|2ds}.

Lo<t<s.Jo

Alors on obtient I'inégalité suivante

E | sup |¥(X,) — U (Y;) |2} < CE [Sup /Ou | X, — Y, |? ds] . (1.2)

0<t<u 0<t<s

Maintenant on va montrer que la fonction ¥ (X) € S%. Notant ¥ (0) le processus nul

¥ (0) :X+/Otb(s,0)ds+/0ta(s,0)st.
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On a d’une part

t 2

t
b(s,())ds+/0(s,0)st ,
0

| ¥ (0) |2< ‘X+/O

et comme
(a+b+¢)° <3(@®+b+c). (1.3)
On a, pour tout 0 <t < T,

2
+3

2

t
|0 (0) P< 3| X |2 +3 /U(S,O)dBS
0

/Otb (s,0)ds
/Otb(s,()) ds

2
+ sup

0<t<T

2

t
/ o (s,0) dB;
0

SB[sup | X > + sup
0<t<T 0<t<T

Alors

B sw |90 7]

0<t<T

2 2

<3E | sup | X |*>+ sup

0<t<T 0<t<T

+ sup
0<t<T

bl

t
/ o (s,0)dBs
0

/0 b (5,0) ds

on utilise 'inégalité de Doob et la croissance linéaire de b et o,

E { sup | (0) |2} <3(E[| X )] + T?K? 4+ 4K*T),

0<t<T

23



Chapitre 1. Calcul Stochastique

et d’une autre part, I'inégalité (|1.2]) donne ce qui suit

E sup|\11(Xt)—\If(0)|2} §C’E{/ sup|X5—0|2ds}
0

0<t<T 0<t<s

§C’/E{sup |XS|2ds}
0

0<t<s

SC’/E{sup \Xs|2]ds.
0

0<t<s

Donc

E { sup | (X)) 12} <E { sup | (0) |2} +C/OUE [sup | X, \2] ds.

0<t<T 0<t<T 0<t<s
Alors ¥ (X)) € 52, dés que le processus X € S2.

On définit alors par récurrence une suit de processus de S? en posant

X0=0, et X" =0 (X"), pourtout n >0.

On voudrait montrer que la suite X" converge vers une limite qui représente la solution

de 'EDS (T.1).Pour cela, nous allons majorer sup |X;"*' — X7*|? et montrer que la série
0<t<T

de terme générale X;'*! — X est uniformément convergence sur [0, 7. Alors on a :

X = XPPP =) - v ()
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Et utilisant la condition de Lipchitz, on obtient

B | sup X1+ — Xm?] _E [ sup [ (X7) — 0 (X7) ﬂ

0<t<T 0<t<T

T
<2K?2(T+4)E {/ sup | X" — Xt"1|2d81}
0

0<t<s:

T
< C’/ E [ sup | X — Xt"_l|2] dsi.
0

0<t<s1

Et par récurrence, on a

T ps1 S2 Sn—1
E [ sup | Xt — th|2} < C’"/ / / / E [ sup |Xt1|2} dsy,...dsads; .
0<t<T o Jo Jo 0 0<t<sn

Donc on trouve que

CnTTL
E [ sup | X[ — th|2} < E [ sup | X} |2} :

0<t<T n! 0<t<T

Ce qui signifie que
crT
n!

Y

E [ sup | X/ — th|2] <L

0<t<T

avec L est le majorant de [ [ sup | X} |2} Il résulte de cette derniére intégalité que
0<t<T

2 1
nTn 2
0<t<T n!

et comme

sup | X — X7
0<t<T

2
(B | sup et - o] ) =
0<t<T

L2
Alors :

(CT)?
LZS\/E Nl

sup | X/ — X7
0<t<T
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En sommant sur n, il vient

sup [ X7 — X7|

0<t<T

sup | X7 — X7
0<t<T

S\/EZ%<OO

2 DBy

n>0

5>

L' n>0

Alors le série g sup | X/ — X7| converge P-p.s, et donc, P-p.s, X™ converge uniformé-
n>00St=T

ment sur [0, 7 vers un processus continue. De plus X € S2. On vérifier que X est solution

de 'EDS ([L.1)) en passant a la limite dans la définition
X = (X"),

En effet
X =lim, o (X)) = lim, o ¥ (X™)
= U (lim, o (X™))
=V (X).

Si X; et Y; deux solution de 'EDS avec les conditions initiales respectivement dans X

=XetYy=Y.Onpose f(t)=b(t,Xy) —o(t,Ys) et g(t) =V (¢t,X;) — o' (t,Y:). Alors

2

Enxt—m?]=E[X—Y+/Otf<s>ds—/Otg<s>st}

En utilisant I'inégalité (|1.3)) on trouve

2

E(1X, - V,[Y] < 3B|X, - V)2 + 3B Uf (5 dsr 1 3R [/g (a5

26



Chapitre 1. Calcul Stochastique

et d’aprés Cauchy Schwartz et le propriété (5) de l'intégrale stochastique
t t t
E[X; - Y[} <3E[(X-Y)?]+3E V ds] E U f (S)st] + 3E U g (s)Qst}
0 0 0
t t
=3E [(X - Y)?] + 3tE U f(s)? ds} + 3E U g(s)? dBS] ,
0 0
et comme b et o est lipchitziennes, alors
t
E []Xt — Ytﬂ < 3E [(X — Yﬂ +3(1+1t)C?’E {/ | X5 — }/s‘dS:| ,
0
lemme de Gronwall donne
E[|X, - Y] <3E[(X —Y)*] exp{3(1+1)C?},

alors : X; =Y, P-p.s, ce qui montre 'unicité. m

Exemple 1.4.1 (Equation d’Ornstein Uhlenbeck) On cherche a résoudre I’EDS sui-

vante :
dXt = ,U/Xtdt + UdBt

Xo=X,

ou v et o sont deux réels. Le théoréme d’existence et d’unicité assure qu’il existe une

unique solution. On multiplie les deux cotés de cette équation par e ", on obtient :
e MdX, = uX,e Mdt + oe "MdB,,

ou encore

e MdX;, — pXe Mdt = oe M dB,.
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D’un autre cote, la formule d’intégration par parties donne :
d(Xe ") = e Md X, — pXie Fdt.
En remplacant dans [’équation précédente, on trouve :
d(Xie ) = ge "dB,

d’ou, la solution

t
X, = Xett + Je“t/ e "dB;.
0
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Chapitre 2

Principe du maximum cas convexe

Si on a & un controéle optimal, le principe du maximum stochastique a pour objectif

de trouver 'ensemble des conditions nécessaires qui satisfaites par ce controle.

2.1 Formulation du probléme

Soient (2, F, (F3) ,IP) un espace de probabilité filtré satisfaisant aux condition

te[0,T)

habituelles, B = (B;)c[o,r] un mouvement Brownien de dimensionnel 1. On suppose que :

(.7-})%[0 n=0 (Bs,0 < s <'t) est la filtration naturelle du mouvement Brownien.

Considérons maintenant 1’équation différentielle stochastique contrélée suivante :

dxy = b(t, zy, 0n)dt + o (t, x4, iy )d By, @)

To =T,

ou
b:[0,T]xR"xU —-R et o0:[0,T] xR*"xU — R,
qui vérifient : (H1)

<« Les fonctions b, o sont continuments différentiables en (z, a),
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Chapitre 1. Principe du maximum cas convexe

<« les dérivées de b, o sont continues en (z, ) et bornées.

Soit T" un réel strictement positif, et U un sous-ensemble convexe de R. Nous définissons

un ensemble des controles admissibles, comme suit :

Usa = {a 1[0, T] x © — U telle que o est mesurable et (F3),cpo1 —adapté} :

Le probléme du controéle consiste & minimiser sur ’ensemble des controles admissibles U, 4,

le cotit suivent :

J(a):E{ /0 h(t, 2 an)dt + g (27)] (2.2)

ou h et g deux fonction comme suit :

h:[0,T]xR*"xU —-R et g:R*"—R,

qui vérifient : (H2)

<« h est contintiment différentiable en (z, ) et les dérivées de h sont bornées.
<« g est contintiment différentiable, les dérivées de h sont bornées.

<« les dérivées de h sont bornées par M (1+ |z | + | y |) et g est bornée par M (1+ | z |)

tel que M > 0.

Alors un controéle & est appelé controle optimal s’il atteint le minimum c-a-d :

J(&) = inf J(a). (2.3)

ac€Uyqg

Remarque 2.1.1 Puisque les coefficients de ’équation d’état sont dérivables en et a dé-

rivées continues et bornées donc lipschitziennes, alors l’équation (2.1) admet une solution
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forte unique données par :
t t
Ty =X+ / b(t, Ty, Oét)dt + / U(t, T, Oét)dBt.
0 0
De plus cette solution est continue et vérifie pour tout m > 0 :

E

sup |z¢|™| < o0.
te(0,7)

2.2 Condition nécessaire d’optimalité (C.N.O)

Dans cette partie, nous expliquerons quelques définitions et quelques notes sur les
définitions usuelles Au moyen de méthodes de variation convexes et de techniques de

dualité, nous dériverons la condition nécessaire d’optimalité a notre probleme (2.1) et

E3).

Nous définissons un probléme de controle optimal stochastique ot les décrites ci-dessus

par L’EDS piloté par un mouvement brownien multidimensionnel.

On introduit I’équation variationnelle suivante :

dyy = [be (t, 24, ) Yp + bo, (L, 4, ) 0] dt + [0, (E, T4, ) Y + 00 (8, 24, ) v4] dBy,

90:07

avec y est la solution unique de I’équation et v € U,q.

Pour tout a € U,q et le chemin correspondante ou cas x, nous donnons les équations

adjointes et la fonction de Hamiltonian pour notre probléme.

Les équations adjointes sont définies :

dp; = — [hw (t; T, Oét) + piby (t; T, Oét) + qo; (t7 T, at)] dt + qd By,

Pr = gz (ajT) )
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ou (p,q) € R* x R™.

Nous définissons la fonction du Hamoltonian, comme suit :

H:0,T]xR*"x U xR*"xR™ —=R

est défini par :

H (t, 2, 00, pey @) = I (t, 0, ) + pib (8 20, 00) + quo (E, @, o) -
En utilisant la définition du Hamiltonian, nous obtenons I’équation adjoint suivante :

dpt = _HLL’ (tv Ty Oty Pty Qt) dt + qtdBt7

P = gz (JCT) .

Quelques résultats utiles
Soit a un composante arbitraire de U,,4, alors pour est suffisamment petit 6 > 0 et

pour chaque t € [0, T]. Prenons un controle perturbe de la maniére suivante :

a? = oy + vy

Par définition of est un processus mesurable et F;-adapté, donc o € U,y. On note par 27

la solution de et par J (af ) la fonction cotit associée au . le lemme suivant :

Lemme 2.2.1 Sous des hypothéses (H1), nous avons :

E | sup ‘xf—xtf < Ch?.
t€[0,7)
Et on obtient :
lim[E | sup |x? —xt’2 = 0.
0—=0 ¢ef0,1)
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Preuve. Par hypothése on a :

t t
xt::p—l—/b(s,:z:s,as)ds—l—/J(s,xs,as)st,
0 0

et

t t
x?:x—l—/b(s 2%« )d8+/a(s,x§,a§)d85,
0 0

ou z la solution de ’équation ([2.1) correspondante au controle «. Nous appliquons la

formule d’'Ito a ‘xf — xt|2, nous trouvons :
5 t
|2} —z|” = / (2% — ) (b(s, 27, %) — b(s, 4, ) )ds
0
t
+2/ (29 — ) (0(s, 2%, %) — o (s, x5, ) dB,
/ |o(s,2%,af) — a(s,xs,as)|2ds.
Par passage aux ésperances, on a :
9 t
E !xf — xt‘ =E {2/ (2% — 2,),b(s, 2%, u%) — b(s, 4, u,))ds
/ }a s, 2%, u?) (s,xs,us)’2d5 .

ou :

¢
E/ (2 — x5) (o(s, 2%, af) — o (s, 25, 0)) dBs = 0.
0

Nous utilisons I'inégalité : 2ab < a? + b2, nous trouvons :
E‘xt—xt| <E/}x —ZES‘ ds—i—]E/ ‘bsx o? b(s,xs,as)fds

—l—E/ |a s, 29, a? —a(s,xs,as)fds.
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Puisque b et o sont lipschitziennes en x et en «, on a :
2 ! 2 K 2
E|x?—xt‘ §C’E/ }mg—xs‘ ds+C’E/ {ag—as| ds
0 0
! 2
< CE/ }xg - xs‘ ds + C6>.
0
Nous utilisons lemme de Gronwall : nous trouvons :
E |z} — xt}Q < CH%exp (CT),
et pour # — 0, donc :
éiﬂ(l)E [SUPogth |mf — xtﬂ < éiIl’éC@Q exp (67") = 0.

Finalement, on obtient le résultat demandé. m

Lemme 2.2.2 Sous des hypothéses (H1), nous avons :
. 012
imE |IY|" =0
0—0

Preuve. Pour simplifier les chosons, nous mettons :

0
Ty — &
M =="——-u.

En dérivé on obtient :
1

ar) = -

[da:f — dxt] — dy;.
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En remplacant dz?, dz; et dy, par leurs valeurs on obtient :

1
drf =2 [e+b(t,2f, af)dt + o(t,af, af)dB]

1
=3 [z + b(t, x, p)dt 4+ o (t, 24, ) d By

— [b(t, g, ) ys + bo(t, T4, ip)vy) dt
— [o2(t, T, ) ys + 04 (t, 4, ) vy] dBy.

Ce qui nous donne :

1
dry = - [b(t,2f,0) = b(t,z, )] dt + = [o(t, 2}, 0f) — o(t, ¢, 0)] dBy

7

| =

(2.5)
— [b2(t, @e, ) ye + b (t, 4, ) vg] dt — [04(E, @4, ) yr + 00 (t, 24, ) ve] By

Par le développement de Taylor avec réste intégrale aux points (z,«a) et l'ordre 0 des

fonctions b(t, 2%, a?) et o(t,2?,a?), on a :

bt 20. af) — bt 21, 0p) — /0 a4 A (20— 21) s+ A (af — )] (2 — ) A
+/0tba[t,mt FA(? —2)ar 4 A (af — ar)] (f — ar) dA,

et
o(t2%.a%) — ot 70, 00) = /Otax[t, ot A (2! — 2) a+ A (af — )] (2 — @) A

t
+/ Oalt,xe + A (:E? — xt) Lo+ A (af — at)] (af — at) d.
0
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En remplacant ces deux dans (2.5]), on obtient :

1
dr? _%{/bmﬂ%+A@$<m,%+A@ﬁ—aguﬁ—xgwim
0
1
—i—% [/ balt, r + M) — 2), a + A (af — )] (@f — o) d)\l dt
0
ol
—i—% / o [(t,x + A (mf — a:t) Loy + A (af — oet)] (xf — xt) d)\] dB,
LJo
ol
—i—% / Oalt, me 4+ Mzl — p), 00 + A (o — )] (af — v) d)\l dB,
LJo

— [ba(t, x4, ) ys + ba(t, g, a)vy] dt — [0, (t, 4, ) ys + 00t 4, ) vy] dBy.

En remplacant :
xf—xt:H(Ff—i—yt),
et

0 _
af — oy = vy
et en passant ’espérance au carrée on a :

2

t
Ewm2gc/E ds
0

t
+O/E
0

1
/ bo(s, x5 + A (20 — x,) , s + Av,)TTdN
0

2

1
/ (8,5 + A (xg — a:s) L + N )TVdN| ds + 1Y,
0
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ot 1? est donne par :

t
1 :C/E
0

¢ 1
+C/ E / {ba[s, Tg+ A (mg — xs) , s + Nvg] — b (s, s, ozs)} ved\
0 0

2

1
/ {bx[s, Ts+ A (;U(j — acs) , s + Nvg) — by (s, xs, as)} ysdA| ds
0

2

ds

t 1
+C’/ E / {Ua;[s, Ts+ A (:17(3 — xs) , s + ANvg) — 0, (s, s, ozs)} ysd\| ds
0 0

t 1
+C/ E / {aa[s, Ty + A (:cg — :z:s) , s + Nvg| — 0a(s, x5, as)} ved\| ds.
0 0
Puisque b, et o, sont continues et en passant a la limite quand # tends vers 0 on obtient :

liml? = 0.
0—0

Comme b, et o, sont bornées, alors (2.5 devient :
t
E|T¢ 2< QMC/E ITO 2 dt + 10,
0

En appliquant I'inégalité de Granwall, on obtient :

2 — 2
) — Xy

limE | = = 0.
6—0

— Yt

Si o est un controle optimal, alors :

01 [T (af) = J (an)] > 0.

D’apres inégalité ci-dessus, on peut mentionner lemme ce qui suit :
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Lemme 2.2.3 Sous l’hypothése (H1), on a :

imf=1 [J (af) — J ()] = B [/0 (he (t, 24, ) Y + ha (t, T, ) v)dt + o (27) yT] .

6—0

Preuve. Comme g, h est de classe C, alors pour presque tout 6 il existe 6 (w) € [0, 1] tel

que :

0—0 —0

T

im0~ [J (o) — J ()] = éim@‘l]E [/ h((t,2f,af) —h(t,z, o)) dt+ g (25) — g (a:T)] :
0

En remplagant z¢ — z; = 0 (Ff + yt) et af —a; = 0v;, on a:

limé~ [J (af) — J ()]

0—0

0—0

T 1
= lim <9—1E [ / ( / [P (t, 2+ M0 (T 4 ye) , o + Mvy) 0 (TF + w4) | d)\) dt]
0 0
T 1
LR [ / ( [ e (b4 20 (024 ) 300) A d/\) dt]
0 0

B M (00 (1 4+ 20 (T + y2)) 6 (1% + y7)] d/\D |

Finalement

T
éirr&@*l [J (af) —J (at)] =E {/ ha ((t, e, ) ye + he (8, x4, ) vp) dt + g (z7) yr | -
- 0

Lemme 2.2.4 Sous des hypothéses (H1)-(H2), nous avons :
T
|:/ h.’L’ (<t7 .I't, Oét) yt + ha (t7 xh at) Ut) dt + g:r (xT) yT Z 0 (26)
0
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Chapitre 1. Principe du maximum cas convexe

Preuve. Comme «; est optimal alors :
0 [J (o) — J (ar)] > 0.
D’apres cette inégalité et lemme ([2.2.3), on obtient :

T
[/ hy ((t, 24, 00) ye + ho (24, ) vg) dt + o (27) yr | > 0.
0

Théoréme 2.2.1 Sous des hypothéses (H1)-(H2) Soit a un controle optimal en mini-
misant la fonction J sur U avec processus d’état correspondant x;, ensuite il existe un

processus adapté (pg, q;) qui est la solution unique de I’EDSR, telle que :
T
/ H,, (t, 24, 0, pt, i) (v — ) >0 P-p.s Vo, € U
0

Preuve. Nous appliquons la Formule d’intégration par parties sur p;y;, on obtient :

d(peye) = pedys + yedpe + d (p, y),
= pi [(be (8, 24, ) Yy + b (, T4, ) ) dE + (04 (8, 24, ) Yp + 0 (E, T4, ) V) dBy]
+yi [—(he (t, 2, o) + by (8, 4, ) Py + 04 (8, 24, ) @) dE + q1d By
+qi [0z (e, ) Yp + 04 (T, 24, ) 0] di
= by (t, ¢, o) pryedt + by (t, x4, o) progdt + o4 (E, x4, o) pryed By + 04 (t, T4, ) prvpd By
—hy (t, 24, ) yp — by (L, 4, ) prypdt — 0 (E, 24, ) quyedt + quyed By

+0, (T, 2, o) yedt + 04 (t, 4, o) qropdt,
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alors :
d(peyr) = —hy (t, T, 00) Y + ba (T, 24, ) proedt + 04 (¢, T4, 04) qropdt + ¢y d By
+o, (t, 21, o) pryd By + 04 (T, 24, ) propd By.
D’ou
T T T
Py = PoYo — / ha (t, 24, ) yedt + / ba (t, 74, Q) prvgdt + / 0o (t, 24, o) qropdt
0 0 0

T T T
+/ qyrd By + / 0y (t, 24, ) pryed By + / oo (t, z¢, o) progdBy.
0 0 0

En passant aux ’espérance
T T T
E[piy:] = E [—/ he (t, 2, ) ypdt +/ ba (t, 1, ) prvgdt +/ 0o (t, 1, ) qrupdt |
0 0 0

car

T
E {/ QtytdBt:| =0,
0

et

T _
E / Oz (ta T, at) ptytdBt = 07
0 i

et

T
E / Oq (t, T, Oét>pt’UtdBt = 0.
0

Avec la condition pr = g (zr), on trouve :
T T T
Elg(zr)yr| =E {—/ hy (t, @y, o) yedt +/ bo (t, 4, ) progdt +/ O (t, x4, ) qtvtdt] ,
0 0 0
d’aprés I'inégalité (2.6)), on trouve
T T T
E [/ ha (t, T, Oét) ytdt + / ba (t, Ty, Oét) pﬂ)tdt + / Oq (t, T, Oét) qtl)tdt:| Z 0,
0 0 0
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alors

T
E [/ H, (L, x4, py, qr) (v — ) dt| > 0.
0
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Conclusion

Dans ce travail nous avons traité un probléme de controle stochastique pour un sys-
téme représenter par équations différentielles stochastiques en abrégé EDS dans le cas ou

le domaine du contrdles admissibles est convexe.

Nous avons dérivé des conditions nécessaires d’optimalité sous forme du principe
du maximum de Pontryagin. La preuve de ces résultantes est basée sur la perturbation

convexe : af = oy + Ov;.
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Annexe A : Rappel

Lemme de Ganwall Soit ¢ : [0,7] — R une application borélien borné tell que pour
a,b>0:

g(t) <a-+ b/tg(s)ds vt € [0,7].

Alors :

g(t) <aexp(bt) Vte[0,T].

Inégalite de Doob Soit M une martingale réelle continue a doite(ou sous-martingale

positive) de carré intégrale. Alors :

E {sup | M, F] <AR[ M, 2] vt >o0.

0<s<t

Inégalité de Holder Soient p et ¢ deux nombres conjugués ( + é = 1) avec p,q €

1
p

J1,00[, X € LP et Y € L.
Alors XY € L' et

I XY <l X Al Y {lg,

pour p = ¢ = 2 on obtient I'inégalité ce Cauchy-Shwarz

E| XY [|<E[ X PPE[ Y [2].
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Annexe A : Rappel

Formule de Taylor avec réste intégral Soit f une fonctions définie sur un ouvert U
de R" a velours dans RP et soit @ un point de U. Si f est classe C**! sur U et si le segment

[a,a + h] est contenu dans U, on a :

11k
lath)=f @)+ DF @) () + .+ A0 (@) (1) + [ Q0 pro (o) () ar

Avec
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Annexe B : Abréviations et

Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expli-
quées ci-dessous :

(Q, F,P) : Espace de probabilité.

(Q, F o (Ft) >0 ,IED) : Espace de probabilité filtreé.

Ensemble des fonctions deux fois dérivable et dont

2

- la dérivée seconde est continue.

c Ensemble des fonctions une fois dérivable et dont
la premiere dérivée est continue.

EDS . Equation différentielle stochastique.

EDSR . Equation différentielle stochastique rétograd.

P-p.s . Presque stirement pour la mesure de probabilité P.

N(0,1) . Loi normale centre de varianece t.

« : Controle admissible.

a? . Controle perturbe
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Résumé

Dans cette note, nous étudions les problémes de contréle stochastiques
des systémes régis par des équations différentielles stochastiques.

Nous obtenons les conditions nécessaires d'optimalité avec le domaine

de controle doit étre convexe.

Abstract

In this note, we study the stochastic control problems of systems
governed by stochastic differential equations.

We obtain necessary optimality conditions with the control domain must

be convex.
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