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Résumé 

 

 

 

 

 

Abstract 

 

 ميدان خاصة واسعة علمية ميادين في عولجت لفريدوم التفاضلية – التكاملية المعادلات

 لحل عددية طرق اقتراح هو العمل هذا من يالأساس , والهدفلتطبيقيةا  الرياضيات

 رتبة ذات نواة تقريب تقوم على الطرق وهذه.لفريدوم  تفاضلية -تكاملية معادلات

 . نقطي التقريبي بشكل الحل الحصول على على يساعد والذي منتهية

 التصنيف طرق،تفاضلية - تكاملية معادلات ،هتكاملي معادلات :ه المفتاحي الكلمات

Dans ce travail, on étudie des méthodes numériques pour résoudre des 

 

équations intégro-différentielles  du Fredholm. Ces méthodes basées sur une  

 

approximation du noyau de rang fini qui permet d’obtenir la solution sous  

 

forme discrétisée. 

 

Mots clés : équation intégrale, Equations intégro-différentielle, Méthodes de 

 collocation 

In this work, we are going to study numeric methods of resolution Fredholm  

 

integro-differentials equations these methods rest on an approximation a kernel  

 

of finished rank, that allow to get the solution in discrete form the obtain 

results  

 

must be compared with the exact solution with a high precision 

 

Key words :integral equation, Fredholm integro-differentials equations, 

 

Collocation methods, Errors estimates 
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Introduction

Les équations intégro-di¤érentielles (E I D) s�inscrit comme un des problèmes les plus appliqués

où les opérateurs di¤érentielset intégrals apparaîtrons dans la même équation, ce type d�équations

a été introduit par vito-Volterra pour le première fois dans le début des années 1900, Volterra a

examiné l�augmentation de la population. Consiste son étude sur les in�uences héréditaires où à

travers sa recherche le sujet de (E.I-D) a été établie, le deuxième limite de l�intégration est variable

.

Notre présent travail s�inscrit dans le cadre de l�analyse numérique, le but est de trouver résolution

numérique des (E.I-D) de Fredholm où les deux limites de l�intérgation sont �xés.

Notre mémoire se compose en deux chapitres

- Le premier chapiter :

indroduit un rappel sur les équations intégrales et les équations intégro-di¤érentielles, ainsi la

relation entre eux ,ainsi la théoréme du point �xe. intégrales et les équations intégro-di¤érentielles,

les théorèmes du point �xe qui assure l�existance et l�unicité de solution de l�E I D

intégro-di¤érentielle admette une solution unique

Le deuxième chapitre

on a essayé de trouver la solution numérique d�équations intégro-di¤érentielles de fredholm, en se

basant sur la méthode de collocation utilisant les polynômes de Legendre et le polynôme de taylor

,où on a employé la matrice opérationnelle d�intégration et de dérivation avec laquelle on obtient

la solution approximative sous forme des polynômes.

Finalement, on étudie la convergence de la méthode choisie en estimant l�erreur qui résulte de la
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Introduction

comparaison de la solution approchée et de la solution exacte.
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Chapitre 1

les dé¢ rents types des équations

intégrales et intégro-di¤érentielles

Une équation intégrale est dé�nie comme une équation dans laquelle la fonction inconnue '(x) à

déterminer apparaissent sous le signe intégral. Le sujet des équations intégrales est l�un des outils

mathématiques les plus utiles en mathématiques pures et appliquées

1.1 Les équations intégrales

Dé�nition 1.1.1 Une équation intégrale est une équation dans laquelle la fonction inconnue

�gure sous le signe d�intégration.

la forme générale d�une équation intégrale est :

'(x) = f(x) + �

Z h(x)

g(x)

K(x; t; '(t))dt

où ' la fonction inconnue, K est le noyau de l�équation intégrale, f une fonction donnée, � est un

réel dé�ni comme parametre numérique appartient à R, h et g sont les limites d�intégration.

Il doit être noté que les limites d�intégration g et h peuvent être des variables, constants, ou mixte.
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Chapitre 1. les dé¢ rents types des équations intégrales et intégro-di¤érentielles

On dit que une équation intégrale est linéaire si :

8(x; t) 2 R2 K(x; t; '(t)) = k(x; t)'(t)

où k est une fonction dé�ne sur R2.

1.1.1 Equations intégrales de Fredholm

la forme standard des équations intégrales linéaires de fredholm est donnée par la forme :

�(x)'(x) = f(x) + �

Z b

a

k(x; t)'(t)dt (1.1)

où les limites de l�intégration sont des constantes et la fonction inconnue ' apparaît de façon

linéaire sous le signe intégral, k est le noyau de l�équation intégrale, f une fonction donnée, �

est un paramètre numérique, la fonction � détermine le type de l�équation intégrale linéaire de

fredholm.

Si la fonction �(x) = 0 , alors l�équation (1:1) s�écrit :

f(x) + �

Z b

a

k(x; t)'(t)dt = 0 (1.2)

cette équation est appelée équation intégrale linéaire de fredholm de premiére espéce.

Si la fonction �(x) = 1; alors l�équation (1:1) s�écrit :

'(x) = f(x) + �

Z b

a

k(x; t)'(t)dt (1.3)

et s�appelle l�équation intégrale linéaire de fredholm de seconde espéce.

passant maintenant a dé�nir un autre type d�équation intégrale connue par E.i de Volterra
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Chapitre 1. les dé¢ rents types des équations intégrales et intégro-di¤érentielles

1.1.2 Equations intégrales de volterra

la forme standard des équations intégrales linéaires de volterra est donnée par la forme suivante :

�(x)'(x) = f(x) + �

Z x

a

k(x; t)'(t)dt (1.4)

où les limites de l�intégration sont fonction de x et la fonction inconnue ' apparaît linéairement

sous le signe intégral. k est le noyau de l�équation intégrale, f une fonction donnée, � est un

paramètre numérique, la fonction � détermine le type de l�équation intégrale linéaire de volterra .

Si la fonction �(x) = 1; alors l�équation s�écrit

'(x) = f(x) + �

Z x

a

k(x; t)'(t)dt (1.5)

et s�appelle l�équation intégrale linéaire de volterra de seconde espéce.

Si la fonction �(x) = 0; alors l�équation (1:4) s�écrit

f(x) + �

Z x

a

k(x; t)'(t)dt = 0 (1.6)

cette équation est appelée l�équation intégrale linéaire de volterra de premiére espéce.

1.1.3 Equation intégrale singulière

'(x) = f(x) + �

Z h(x)

g(x)

k(x; t)'(t)dt

sont appelés singuliers si l�une des limites d�intégration g(x),h(x) ou les deux sont in�ni, et l�équa-

tion précédente dite singulière si le noyau k(x; t) devient illimité en un ou plusieurs points de

l�intervalle d�intégration

Dans ce texte, nous concentrerons notre préoccupation sur les équations de la forme :
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Chapitre 1. les dé¢ rents types des équations intégrales et intégro-di¤érentielles

'(x) = f(x) +

Z x

0

1

jx� tj�'(t)dt 0 < � < 1 (1.7)

1.1.4 Equations intégrales à noyau de Cauchy

On considére

'(x) = f(x) + �

Z 1

0

'(x)

t� xdt; a < x < b (1.8)

qui est une équation intégrale singulière à noyau de Cauchy non homogène. Cette intégrale est

prise au sens de la valeur principale de Cauchy.

1.2 Relation entre les équations intégrales et les équations

di¤érentielles

pour montre la relation entre les équations intégrales et les équations di¤érentielles on va montrer

lemme suivant

Lemme 1.2.1 pour tout fonction u

Z x

a

Z s

a

u(t)dtds =

Z x

a

(x� t)u(t)dt (1.9)

En général, on a

Z x

a

Z x1

a

:::

Z xn�1

a

u(xn)dxndxn�1:::dx1 =
1

(n� 1)!

Z x

a

(x� x1)n�1u(x)dx (1.10)

soit

g : s �!
Z s

a

u(t)dt

Z x

a

Z s

a

u(t)dtds =

Z x

a

g(s)ds =

Z x

a

1:g(s)ds

6



Chapitre 1. les dé¢ rents types des équations intégrales et intégro-di¤érentielles

(intégration par partie)

= [sg(s)]xa �
Z x

a

s:g
0
(s)ds

= xg(x)� ag(a)�
Z x

a

su(s)ds

= x

Z x

a

u(t)dt� 0�
Z x

a

tu(t)dt

=

Z x

a

(x� t)u(t)dt

1.2.1 Problémes avec conditions initiales

On considére le probléme de Cauchy de second ordre suivant

8><>: u"(x) = g(x; u(x)); 0 < x < 1

u(0) = u0; u
0
(0) = u

0
1

par L�intégration des deux cotés sur l�intervalle[0 x] de équation di¤érentielle , on obtient

u
0
(x) = u

0

0 +

Z x

0

g(t; u(t))dt; 0 � x � 1

En intégrant une seconde fois.

u(x) = u0 + u
0

0x+

Z x

0

Z s

0

g(t; u(t))dtds

par l�utilisation de relation (1:9), on obtient

u(x) = u0 + u
0

0x+

Z x

0

(x� t)g(t; u(t))dtds

C�est l�équation intégrale de Volterra de seconde espéce.

7



Chapitre 1. les dé¢ rents types des équations intégrales et intégro-di¤érentielles

1.2.2 Probléme aux conditions limites

On considére le probléme de Dirichlet suivant

8><>: u"(x) = g(x; u(x)); 0 < x < 1

u(0) = u0; u(1) = u1

En intégrant l�équation deux fois de suite par rapport à x le longe de l�intervalle [0; x], il vient

u0(x) = c+

Z x

0

g(t; u(t))dt; 0 � x � 1

et

u(x) = u0 + cx+

Z x

0

(x� t)g(t; u(t))dt; 0 � x � 1 (1.11)

Pour déterminer la constante c, on prend x = 1 et on utilise la condition u(1) = u1, ce qui donne

c = u1 � u0 �
Z 1

0

(1� t)g(t; u(t))dt;

Ainsi, l�́ equation (1:11) devient

u(x) = u0 + (u1 � u0)x+
Z x

0

(x� t)g(t; u(t))dt� x
Z 1

0

(1� t)g(t; u(t))dt

= u0 + (1� u0)x+
Z x

0

t(1� x)g(t; u(t))dt�
Z 1

x

x(1� t)g(t; u(t))dt

qui c�écrit encore comme une équation intégrale de Fredholm de la forme

u(x) = u0 + (u1 � u0)x�
Z 1

0

k(x; t)g(t; u(t))dt

où

k(x; t) =

8><>: t(1� x); t � x

x(1� t); t � x

8



Chapitre 1. les dé¢ rents types des équations intégrales et intégro-di¤érentielles

le probléme aux limites suivant

8><>: u"(x) = �u(x); 0 < x < 1

u(0) = u0; u(1) = u1

est équivalent à une équation intégrale linéaire de Fredholm de la forme

u(x) = u0 + (u1 � u0)x� �
Z 1

0

k(x; t)u(t)dt; 0 � x � 1

où k(x; t) est donné par :

k(x; t) =

8><>: t(1� x); t � x

x(1� t); t � x

1.3 Equation intégro-di¤érentielles

Dans le début des années 1900, Vito Volterra a étudié le phénomène de croissance de la population,

et nouveaux types d�équations développées et nommés comme équations intégro-di¤érentielles.

Dans ce type d�équations, la fonction inconnue u(x) apparaît comme une combinaison du dérivé

ordinaire et sous le signe intégral. Dans l�électrique problème d�ingénierie, le courant I(t) circulant

dans un circuit fermé puisse être obtenu en forme de l�équation intégro-di¤érentielle suivante sont

classés comme les équations intégrales singulier.

L
dI

dt
+RI +

1

C

Z 1

0

I(r)dr = f(t); I(0) = I0 (1.12)

où L est l�inductance, R est la résistance, C la capacitance et f(t) l�applique tension. Des exemples

similaires peuvent être cités comme suit :

u" = f(x) + �

Z x

0

k(x� t)u(t)dt; u(0) = 0; u0(0) = 1 (1.13)
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Chapitre 1. les dé¢ rents types des équations intégrales et intégro-di¤érentielles

u0(x) = f(x) + �

Z 1

0

k(xt)u(t)dt; u(0) = 1 (1.14)

Équations (1:12) et (1:13) sont des équations intégro-di¤érentielles de Volterra type, considérant

que l�equations intégro-di¤érentielles de forme (1:14) est un equation de Fredholm type. Ces ter-

minologies ont été conclus en raison de la présence de durée indéterminée et déterminée intégrales.

1.4 Classi�cation des équations intégro-di¤érentielles

Une équation intégro-di¤érentielle (E,I,D) est une équation composée de deux opérations intégrale

et di¤érentiel qui impliquent la fonction inconnue ':

soit l�équation intégro-di¤érentielle linéaire

'(n)(x) + a1'
(n�1)(x) + ::::+ an'(x) +

sX
m=0

Z x

a

km(x; t)'
(m)(t)dt = f(x) (1.15)

où a1 ; a2.... ; an sont des constantes, f(x), km(x)(m = 0; 1:::::; s) des fonctions données, '(x) la

fonction cherchée.

La fonction '(x) est assujettie à des condition initiales de la forme

'(0) = '0; '0(0) = '00; ::::'
(n�1)(0) = '

(n�1)
0

1.4.1 Équations intégro-di¤érentielles de Fredholm

L�équation intégro-di¤érentielle de Fredholm apparaît sous la forme :

'(n)(x) = f(x) + �

Z b

a

k(x; t)'(t)dt

où '(n) indique la dérivée n-ième de '(x). Autres dérivés de l�ordre de moins peuvent

10



Chapitre 1. les dé¢ rents types des équations intégrales et intégro-di¤érentielles

apparaître avec '(n) sur le côté gauche. exemples de Fredholm intégro-di¤érentielles

'0(x) = 1� 1
3
x+

Z 1

0

x'(t)dt; '(0) = 0

et

'"(x) + '0(x) = x� sin x�
Z �

2

0

xt'(t)dt; '(0) = 0; '0(0) = 1

1.4.2 Équations intégro-di¤érentielles de Volterra

L�équation intégro-di¤érentielle de Volterra apparaît sous la forme :

'(n)(x) = f(x) + �

Z x

a

k(x; t)'(t)dt (1.16)

où '(n) indique la dérivée n-ième de '.Autres dérivés de l�ordre inférieur peuvent apparaître

avec '(n) sur le côté gauche. un Exemples d�équations l�integro-di¤érentielle de Volterra sont

données par

'0(x) = �1 + 1
2
x2 � xex �

Z x

0

t'(t)dt; '(0) = 0

et

'"(x) + '0(x) = 1� x� (sinx+ cosx)�
Z x

0

t'(t)dt; '(0) = �1; '0(0) = 1

1.4.3 Équations intégro-di¤érentielles de Volterra-Fredholm

Équations intégro-di¤érentielles de Volterra-Fredholm apparaissent dans la littérature sous la forme

'(n)(x) = f(x) + �1

Z x

a

k1(x; t)'(t)dt+ �2

Z b

a

k2(x; t)'(t)dt (1.17)

�1 et �2 sont des paramétres numériques,k1 et k2 les noyaux de l�équation intégrale, f est la fonction

donnée ' est la fonction inconnue.
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Chapitre 1. les dé¢ rents types des équations intégrales et intégro-di¤érentielles

1.5 Existence et unicité de la solution des équations intégro-

di¤érentiells

Cette section est consacrée à l�étude du problème de la valeur initiale pour systèmes intégro-

di¤érentiels du type

1.5.1 Théorème du point �xe

Dé�nition 1.5.1 Soit une fonction f : E �! F: a 2 E est appelé un point �xe de f si

f(a) = a

Théorème 1.5.1 (picard)

Soit (E; d) un espace métrique complet et ' : E �! E une application contractante,i.e Lipschit-

zienne de rapport k 2 [0 1] : Alors, ' admet un unique point �xe a 2 E. De plus, pour x0 2 E; la

suite itérée (xn)n2N ; avec x0 2 E quelconque et xn+1 = ' (xn) converge vers a:

Soit T un opérateur dé�ni dans un espace de Banach B, tel que T n est contractant sur B; alors T

a un point �xe unique.

.

Théorème 1.5.2 (schauder)

si E est un borné, sous-ensemble convexe fermé dans un espace de Banach B, et T : E �! E avec

T complètement continue, alors T a un point �xe.

Théorème 1.5.3 Supposons que f 2 C [J � Rn;Rn] ; K 2 C [J � J � Rn;Rn] tel que

Z t

s

K(�; s; u(s))d� � N

12



Chapitre 1. les dé¢ rents types des équations intégrales et intégro-di¤érentielles

pour J = [t0 t0 + �] t0 � s � t � t0+� avec u 2 
 = f� 2 C [J;Rn] : �(t0) = u0 et j�(t)� u0j � bg,pour

certains 0 � � � a: Alors l�équation intégro-di¤érentielle de Volterra

8><>: u0(t) = f(t; x(t)) +
R t
0
K(t; s; u(s))ds

u(t0) = u0

(1.18)

admet une solution unique.

Théorème 1.5.4 (tychono¤ )

Soit B un espace complet, localement convexe,et linéaire et B0 un sous-ensemble convexe fermé

de B. soit la cartographie T : B �! B continue et T (B0) � B0 : Si la fermeture de T (B0) est

compact alors T a un point �xe dans B0.

Théorème 1.5.5 supposons que

i) f 2 C [R+;Rn;Rn] ; g 2 C
�
R2+;R+

�
g(t; u) et monotone non décroissante dans u pour chaque T 2 J et

jf(t; x)j � g(t; jxj); (t; x) 2 R+ � Rn

ii) K 2 C
�
R2+ � Rn;Rn

�
; G 2 C

�
R2+;R+

�
G(t; s; u) monotone non décroissante dans u pour (t; s) 2 R2+ et

jK(t; s; x)j � G(t; s; jxj); (t; s; x) 2 R2+ � Rn

iii) pour chaque (u0 � 0); l�équation intégro-di¤érentielle8><>: u0(t) = g(t; u(t)) +
R t
0
G(t; s; u(s))ds

u(t0) = u0

a une solution u(t) pour t � t0
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Chapitre 1. les dé¢ rents types des équations intégrales et intégro-di¤érentielles

i�)
R t
s
jK(�; s; x(s))j d� � N pour t; s 2 R+; x 2 C [R+;Rn]

Ensuite, pour chaque u0 2 Rn de tel que jx0j � u0; il existe une solution u(t) de (1:18) pour t � t0

satisfaisant jx(t)j � u(t); t � t0

Les résultats en point �xe qui seront discutés sont de deux types. Le premier type traite avec

des contractions et sont appelés théorèmes de point �xe de Banach. La deuxième type traite des

mappages compacts et est plus impliqué. Noms associés à

ces résultats sont Schauder et tychono¤.
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Chapitre 2

Résolution numérique des équations

intégro-di¤érentiells de fredholm

La résolution des équations intégro-di¤érentielles est très di¢ cile, donc on doit résoudre numéri-

quement

l�objectif est de trouver une solution approchée de la solution exacte. Dans ce chapitre on va

résoudre numériquement des équations intégro-di¤érentielles linéaires on se basant sur la méthod

de collocation, utilisant Polynôme de Legendre et les polynômes de taylor, où on emploit la matrice

oppérationnelle d�intégration et de dérivation, les solutions approximatives sont donnée sous forme

des polynômes.

L�etude de la convergence de la méthode est nécessaire aussi bien que la vitesse de la convergence,

en estimant les erreurs pour ces méthodes avec comparaison des solutions approchées avec la

solution exacte.

15



Chapitre 1. Résolution numérique des quations intégro-di¤érentiells

2.1 Méthode de collocation(Polynôme de Legendre)

2.1.1 Polynômes de Legendre

Dé�nition 2.1.1 Pour tout entier n, pn est un polynôme unitaire de degré n et on a

pn =
n!

(2n)!

dn

dxn
((x2 � 1)n); (�1 � x � 1)

Notons que pour tout n; pn(1) = 2n(n!)2=(2n!).

Les polynômes de Legendre, que nous désignerons dans la suite par une lettre majuscule Pn, sont

proportionnels aux polynômes pn et normalisés de façon que Pn(1) soit égal à 1. Ils sont donc

donnés, grâce à la formule de Rodrigues, par

Pn(x) =
n!

2n(n!)

dn

dxn
((x2 � 1)n) = (2n)!

2n(n!)2
pn(x); n = 0; 1::::

Ainssi, le coe¢ cient de xndans l�expression de Pn est égal à
(2n)!
2n(n!)2

:On a par exemple

P0(x) = 1; P1(x) = x; P2(x) = (1=2)(3x
2 � 1)

P3(x) = (1=2)(5x
3 � 3x); P4(x) = (1=8)(35x

4 � 30x2 + 3)

Théorème 2.1.1 Pour tout entier n � 0; on a

jjPnjj2 =
Z 1

�1
P 2n(x)dx = 2=(2n+ 1)

Théorème 2.1.2 La suite des polynômes de Legendre (Pn) est une base orthogonale de l�espace

L2 ((�1; 1); dx). Toute fonction f de L2((1; 1); dx) se développe de façon unique sous la forme

f =
1X
n=0

cn(f)Pn avec cn(f) =
2n+ 1

2
hf; Pni

où la convergence de la série a lieu en moyenne quadratique
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Chapitre 1. Résolution numérique des quations intégro-di¤érentiells

lim
N!1

�����
�����f �

NX
n=0

cn(f)Pn

�����
�����
L2

= 0

On notera que le polynôme de Legendre de f; de degré n; donné par

Lnf(x) =

nX
n=0

ck(f)Pk(x)

réalise la meilleure approximation en moyenne quadratique de f par des polynômes de degré

inférieur ou égal à n.

Propriétés des polynômes de Legendre

i)L�orthogonalité

hP;Qi =
1Z

�1

Pn(x)Qm(x)dx =

8><>:
1

2m+1
; si m = n

0 si m 6= n

ii) Parité Pour tout entier naturel n et pour tout x, on a

Pn(�x) = (�1)nPn(x); en particulier Pn(�1) = (�1)n

Ainsi pour n pair, Pn(x) ne contient que des puissances paires de x et pour n impair, Pn(x) ne

contient que des puissances impaires de x.

iii) Relation derécurrence

n+ 1

2n+ 1
Pn+1(x) +

n

2n+ 1
Pn�1(x) = xPn(x)

i�) Equation di¤érentielle Pour tout entier naturel n, on a

(1� x2)P "n(x)� 2xP
0

n(x) + n(n+ 1)Pn(x) = 0

Principe de la méthode

17



Chapitre 1. Résolution numérique des quations intégro-di¤érentiells

Soit l�équation intégro-di¤érentielle linéaire de Fredholm d�ordre m suivante

mX
k=0

Fk(x)y
(k)(x) = g(x) + �

1Z
�1

K(x; t)y(t)dt; (�1 � x; t � 1) (2.1)

Avec conditions mixtes

m�1X
k=0

(ajky
(k)(�1) + bjky(k)(1) + cjky(k)(0)) = �j , j = 0; 1; 2; :::::;m� 1 (2.2)

où les constantes ajk; bjk; cjk; � et �j sont des constantes invariantes

approximation polynôme de Legendre

il su¢ t de trouver une solution exprimée sous la forme de l�approximation comme suit

y(x) =
NX
n=0

anPn(x);

A = (a0; a1; :::::; an)

P (x) = (P0(x); P1(x); ::Pn(x))

où Pn(x) pour n = 0; 1; 2::::::N sont les polynomes de legendre,an pour n = 0; 1; 2; ::::::; N sont

des coe¢ cients de legendre et Fk(x); g(x); K(x; t) sont des fonctions dé�nies sur l�intervalle, �1 �

x; t � 1

Méthode de solution

par recurrence on a

P (k)(x) = P (x)(�T )kA

y(x) = p(x):A , y(k) = P (x)(�T )kA
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Chapitre 1. Résolution numérique des quations intégro-di¤érentiells

�T =

0BBBBBBBBBB@

0 0 � � � 0 0 0

1 0 � � � 0 0 0

0 3 � � � 0 0 0

0
...
. . .

...
...

...

0 0 � � � 0 2N � 1 0

1CCCCCCCCCCA
Relations matricielles fondamentales

On écrit (2:1) sous forme :

D(x) = G(x) + �If (x)

telle que

D(x) =
mX
k=0

Fk(x)y
(k)(x) et �If (x) = �

1Z
�1

K(x; t)y(t)dt

et

D =
mX
k=0

FkP (�
T ):A et If = P (x):klQA

où

D =

0BBBBBBBBBB@

D(x0)

D(x1)

D(x2)

...

D(xN)

1CCCCCCCCCCA
; G =

0BBBBBBBBBB@

g(x0)

g(x1)

g(x2)

...

g(xN)

1CCCCCCCCCCA
; �If =

0BBBBBBBBBB@

�If (x0)

�If (x1)

�If (x2)

...

�If (xN)

1CCCCCCCCCCA
If (x) =

1Z
�1

P (x):kl:P
T (t):P (t):Adt = P (x):kl:A

1Z
�1

P T (t):P (t)dt

on a
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Chapitre 1. Résolution numérique des quations intégro-di¤érentiells

1Z
�1

P T (t):P (t)dt = Q = [qm:n] =

8><>:
1

2m+1
; si m = n

0 si m 6= n

K(x; t) = P (x):kl:P
T (t)

If (x) = P (x):kl:Q:A

et en le simpli�ant ,on obtient l�équation matricielle

(
mX
k=0

FkP (�
T )k � �PKlQ

)
A = G (2.3)

ce qui correspond à un systéme d�équations algébriques (N � 1) pour les (N � 1) coe¢ cients de

legendre inconnus a0; a1; ::::; aN :briévement, nous pouvons écrire l�équation matricielle (2:3) sous

la forme

WA = G (2.4)

où

W= [wpq] =
mX
k=0

FkP (�
T )k � �PKlQ p; q = 0; 1; :::::N ;

G = [g(x0) g(x1) � � � g(xN)]
T :

et d�autre part ,pour la condition mixtes(2.2)

m�1X
k=0

[ajkP (�1) + bjkP (1) + cjkP (0)]
�
�T
�k
A = �j , j = 0; 1; 2; :::::;m� 1

peut s�écrire
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Chapitre 1. Résolution numérique des quations intégro-di¤érentiells

UjA = [�j] (2.5)

telle que

Uj =
m�1X
k=0

[ajkP (�1) + bjkP (1) + cjkP (0)]
�
�T
�k

= [�j0 �j1 �jN ]

pour obtenir la solution de l�équation (2:1), sous la condition (2:2), en remplaçant les matrices de

lignes (2:5) par les m derniéres lignes de la matrice (2:4) on a alors la nouvelle matrice augmentéé

h �
W;

�
G
i
=

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

w00 w01 � � � w0N ; g(x0)

w10 w11 � � � w1N ; g(x0)

...
... � � � ... ;

...

wN�m;0 wN�m;1 � � � wN�m;N ; g(xN�m)

�00 �01 � � � �0N ; �0

�10 �11 � � � �1N ; �1
...

... � � � ... ;
...

�m�1;0 �m�1;1 � � � �m�1;N ; �m�1

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

(2.6)

si rangW =rang
h �
W;

�
G
i
= N + 1; alors on peut écrire

A= (
�
W)�1

�
G

les coe¢ cients an (n = 0; 1; :::::; N) sont uniquement déterminés par (2.6). Au moyen du système

(2.4), nous pouvons également obtenir des solutions particulières.
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Chapitre 1. Résolution numérique des quations intégro-di¤érentiells

2.2 Polynôme de taylor

Principe de la méthode

Dans cette étude, une méthode matricielle appelée méthode de collocation de Taylor est présen-

tée pour résoudre numériquement les équations intégro-di¤érentielles de fredhom par une série

de Taylor . En utilisant les points de collocation de Taylor, cette méthode transforme l�équa-

tion intégro-di¤érentielle en une équation matricielle qui correspond à un système des équations

algébriques linéaires.

soit l�équation intégro-di¤érentielle de fredholm d�ordre m

mX
k=0

Pk(x)y
(k)(x) = f(x) + �

Z b

a

K(x; t)y(t)dt; a � x; t � b: (2.7)

où P; f; K sont des fonction connues, dé�nis sur l�intervalle [a; b] � est un paramètre réel, y est la

fonction inconnue.

Les conditions (de fasson général)

m�1X
k=0

[aiky
(k)(a) + biky

(k)(b) + ciky
(k)(c)] = i; i = 0; 1; ::::m� 1 (2.8)

Où aik ; bik ; cik et i sont des constants avec a � c � b.

la solution approximative est exprimée par la série de Taylor suivant :

y(x) =
NX
n=0

y(n)(c)

n!
(x� c)n a � x � b (2.9)

où y(n)(c) sont les coe¢ cients de Taylor à déterminer.

Relations matricielles fondamentales

Convertissons les expressions dé�nies en (2:7), (2:8) et (2:9) en formes matricielles.

d�abord considérons la solution y(x) dé�nie par la série de Taylor (2.9) et alors nous pouvons

mettre sous forme de matrice

[y(x)] = XM0A
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Chapitre 1. Résolution numérique des quations intégro-di¤érentiells

où

X = [1 (x� c) (x� c)2 : : : (x� c)N ]

A = [y(0)(c) y(1)(c) y(2)(c) : : : y(N)(c)]t

et

M0 =

0BBBBBBBBBB@

1
0!

0 0 � � � 0

0 1
1!

0 � � � 0

0 0 1
2!

� � � 0

� � � � � � � � � . . . � � �

0 0 0 � � � 1
N !

1CCCCCCCCCCA
Pour obtenir une telle solution, nous pouvons utiliser la méthode de matrice suivante, qui est une

méthode collocation de Taylor . Cette méthode est basée sur le calcul des coe¢ cients de Taylor au

moyen des points de collocation de Taylor permettant ainsi de trouver la matrice A contenant les

coe¢ cients de Taylor inconnus.

Premièrement, nous substituons les points de collocation de Taylor dé�nis par

xi = a+ i
b� a
N

; i = (0; 1; :::; N); x0 = a; xn = b

On pose (2:7) sous forme
mX
k=0

Pk(xi)y
(k)(xi) = f(xi) + �I(xi) (2.10)

où

I(xi) =

Z b

a

K(xi; t)y(t)dt

on peut alors écrire le système (2:10) sous forme matricielle

P0Y
(0) +P1Y

(1) + � � �+PmY(m) =

mX
k=0

PkY
(k) = F+ �I (2.11)
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Chapitre 1. Résolution numérique des quations intégro-di¤érentiells

où

Pk =

0BBBBBBB@

Pk(x0) 0 � � � 0

0 Pk(x0) � � � 0

� � � � � � . . . � � �

0 0 � � � Pk(x0)

1CCCCCCCA
; F =

0BBBBBBB@

f(x0)

f(x1)

...

f(xN)

1CCCCCCCA
; Yk =

0BBBBBBB@

y(k)(x0)

y(k)(x1)

...

y(k)(xN)

1CCCCCCCA
; I =

0BBBBBBB@

I(x0)

I(x1)

...

I(xN)

1CCCCCCCA
Forme matricielle pour la partie di¤érentielle

Supposons que la dérivée k de la fonction (2:9) par rapport à x ait l�expansion de la série de Taylor

dé�nie par

y(k)(xi) =
NX
n=k

y(n)(c)

(n� k)!(xi � c)
n�k; a � x � b

où y(k)(x)(k = 0; 1; ::::; N) sont des coe¢ cients de Taylor, clairement y(0)(x) = y(x):Puis en substi-

tuant les points de collocation de Taylor dans cette expression, nous obtenons les formes matricielles

[y(k)(xi)] = XxiMkA; (k = 0; 1; :::::; N) (2.12)

ou l�équation matricielle

y(k)(cr) = CrMkA

où

Cr=
�
1 (cr � c) (cr � c)2 ... (cr � c)N

�
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Mk =

0BBBBBBBBBBBBBBBBB@

0 0 � � � 1
0!

0 � � � 0

0 0 � � � 0 1
1!
� � � 0

...
...
. . .

...
...
. . .

...

0 0 � � � 0 0 � � � 1
(N�k)!

0 0 � � � 0 0 � � � 0

...
...
. . .

...
...
. . .

...

0 0 � � � 0 0 � � � 0

1CCCCCCCCCCCCCCCCCA
On peut alors écrire l�équation matricielle. (2:11) comme

 
mX
k=0

PkCMk

!
A = F+�I (2.13)

Forme matricielle pour la partie intégrale

Le noyau k(x; t) peut être approximmé par la série de Taylor de degré N sur(x = c et t = c) sous

la forme

k(x; t) =

NX
n=0

NX
m=0

knm(x� c)n(t� c)m

knm =
1

n!m!

@n+mk(c; c)

@xndtm
; n;m = 0; 1; ::::; N:

Alors la représentation matricielle de k(x; t) peut être donné par

[k(x; t)] = XKTt (2.14)

où

X =
�
1 (x� c) (x� c)2 : : : (x� c)N

�
T = [1 (t� c) (t� c)2 : : : (t� c)N ]
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Chapitre 1. Résolution numérique des quations intégro-di¤érentiells

K =

0BBBBBBB@

k00 k01 � � � k0N

k10 k11 � � � k1N

� � � � � � . . . � � �

kN0 kN1 � � � kNN

1CCCCCCCA
En outre, la représentation matricielle de y(x) et y(t) sont

y(x) = XM0A; y(t) = TM0A (2.15)

Substitution des expressions (2:14) et (2:15) dans l�intégraleI(xi)dé�nie dans l�équation (2:10).

[I(x)] =

Z b

a

�
XKTtTM0A

	
dt = XKHM0A (2.16)

H = [hnm] =

Z b

a

TtTdt; hnm =
(b� c)n+m+1 � (a� c)n+m+1

n+m+ 1
; n;m = 0; 1; :::::; N:

De (2:16) on obtient la matrice I sous la forme

I = CKHM0A (2.17)

En�n, en substituant (2:17) dans l�expression (2:13), nous avons l�équation matricielle

 
mX
k=0

PkCMk � �CKHM0

!
A = F (2.18)

qui est la relation fondamentale pour résoudre l�équation intégro-di¤érentielle de Fredholm dé�nie

sur l�intervalle a � x � b:

On peut aussi écrire l�équation (2:18) sous la forme

WA = F (2.19)
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ce qui correspond à un système de (N + 1) équations algébriques avec les coe¢ cients de Taylor

inconnus,Alors on peut écrire

W = [wij] =
mX
k=0

PkCMk = �CKHM0 , i; j = 0; 1; :::::; N:

Ensuite, nous pouvons trouver les coe¢ cients inconnus au moyen de la matrice augmentée de

l�équation (2:19)

[W;F] =

0BBBBBBB@

w00 w01 � � � w0N ; f(x)

w10 w11 � � � w1N ; f(x)

...
...

. . .
... ;

...

wN0 wN1 � � � wNN ; f(x)

1CCCCCCCA
(2.20)

Dans l�équation (2:19) si jWj 6= 0 on obtient

A =W�1F (2.21)

les coe¢ cients inconnus sont uniquement déterminés par l�équation (2:21) et ainsi nous trouvons

une solution particulière de l�équation intégro-di¤érentielle de Fredholm dans la série de Taylor.

former la représentation matricielle des conditions. pour l�intervalle a � x � b, les conditions (2:8)

se réduisent à

m�1X
k=0

[aijy
(j)(a) + bijy

(j)(b) + cijy
(j)(c)] = i (2.22)

i = 0; 1; :::::;m� 1: a � c � b

En utilisant la relation (2:12), nous trouvons les représentations matricielles des fonctions aux
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points a, b et c dans les formes

�
y(j)(a)

�
= PMjA (2.23)�

y(j)(b)
�
= QMjA�

y(j)(c)
�
= RMjA

où

P =
�
1 (a� c) (a� c)2 : : : (a� c)N

�
Q =

�
1 (b� c) (b� c)2 : : : (b� c)N

�
R = [1 0 0 : : : 0]

En substituant les représentations matricielles (2:23) dans l�équation(2:22), nous obtenons

m�1X
j=0

[aijP+ bijQ+ cijR]MjA = [i]

dé�nir Ui par

Ui =
m�1X
j=0

[aijP+ bijQ+ cijR]Mj = [ui0 ui1 ui2 : : : uiN ] ; i = 0; 1; ::::m� 1

la forme matricielle pour les conditions (2:8) peut être écrite comme suit

UiA = [i] ou : [Ui;i]

Avec :

[Ui;i] = [ui0 ui1 ui2 : : : uiN ; i] (2.24)

Par conséquent, en remplaçant les m matrices de lignes (2:24) par par les m dernières lignes de la
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matrice augmentée (2:20),on résulte la nouvelle matrice augmentée.

h �
W;

�
F
i

où

�
W=

0BBBBBBBBBBBBBBBBB@

w00 w01 � � � w0N

w10 w11 � � � w1N
...

... � � � ...

wN�m;0 wN�m;1 � � � wN�m;N

u00 u01 � � � u0N
...

... � � � ...

um�1;0 um�1;1 � � � um�1;N

1CCCCCCCCCCCCCCCCCA

;
�
F =

0BBBBBBBBBBBBBBBBB@

f(x0)

f(x1)

...

f(xN�m)

0
...

m�1

1CCCCCCCCCCCCCCCCCA
si,
��� �W��� 6= 0 on peut écrire

A =
�
(W)

�1�
F

et ainsi la matrice A est déterminée de façon unique,On peut alors dire que l�équation intégro-

di¤érentielle (2:7) avec conditions (2:22) a une solution unique sous la forme (2:9).

2.3 Estimation d�erreurs

Soit EN(x) est la fonction d�erreur qui provient du solution mise en polynome de legendre ou

polynome de Taylor.

EN(x) : [a; b] �! R

EN(x) =
mX
k=0

Fk(x)y
(k)(x)� f(x)� �I(x); 8x 2 [a; b]

Les erreurs de calcul sont minimales, si EN(x) est équivalente à la fonction nulle sur les noeuds
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Chapitre 1. Résolution numérique des quations intégro-di¤érentiells

x0;x1; :::::; xN :

E(xi) = D(xi)� f(xi)� �I(xi) �= 0

On dé�nit la solution d�erreurs absolues

EN(x) = jy(x)� yN(x)j

Pour trouver les erreurs de calcul sur les noeuds de l�intervalle donnée, on écrit

EN(xi) = jy(xi)� yN(xi)j ; i = 0; 1; :::::; N

Avec y(x) : la valeur de solution exacte

Et yN(x) : est le polynôme du solution approchée, polynôme de (legendre ou de Taylor)

Exemple 2.3.1 Soit l�equation intégro-di¤erentielle de Fredholm de deuxième ordre

8><>: '"(x) + x'
0
(x)� x'(x) = exp(x)� 2 sin(x)�

R 1
�1 sin(x) exp(�t)'(t)dt

'(0) = 1; '0(0) = 1

La solution exacte est :'(x) = exp(x)

pour N = 9 et � = 1

Comparaison des solutions approchées de l�equation intégro-di¤érentielle de Fredholm

et la solution exacte par la méthode de collocation de legendre.
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Chapitre 1. Résolution numérique des quations intégro-di¤érentiells

xi sol exacte sol approchée(legendre) erreur
�1 0:3678794 0:3678795 �0:0000001
�0:8 0:4493289 0:4493288 0:0000001
�0:6 0:5488116 0:5488116 0:0000001
�0:4 0:6703200 0:6703201 �0:0000001
�0:2 0:8187307 0:8187307 0:0000001
0 1:0000000 1:0000000 0:0000001
0:2 1:2214027 1:2214027 0:0000001
0:4 1:4918246 1:4918247 �0:0000001
0:6 1:8221188 1:8221189 �0:0000001
0:8 2:2255409 2:2255408 0:0000001
1:0 2.7182818 2.7182818 0.0000000

Tab. 2.1 �Comparaison des solutions approchées de l�equation intégro-di¤érentielle de Fredholm
et la solution exacte par la méthode de collocation de legendre
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Conclusion

En conclusion,

Notre but est de faire un résolution numérique des équations intégro-di¤érentielle de type de

Fredholm dont on ne connait pas leurs solutions numériques, on a intéressés à des équations

intégro-di¤érentielles (E.I-D) de Fredholm linéaire
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Annexe B : Abréviations et Notations

Les di¤érentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées ci-

dessous :

' : La fonction inconnue.

k(x; t) : Noyau de l�équation.

f(x) : fonction donnée.

� : Constant.

R : Ensemble des réel..

(E; d) : espace métrique complet.

pn : polynômes de Legendre.

y(x) : série de Taylor .

E : l�erreur.

EID : Equation intégro-di¤érentielles
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