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Introduction

‘objectif de I'analyse numérique est de concevoir et d’étudier des méthodes de ré-
solution de certains problémes mathématiques ; en général issus de la modélisation

des problémes réels, et on cherche a calculer la solution a ’aide d’un ordinateur.

Mais le probleme qui se pose ici quand on résout un probléme donné sur un ordinateur,
généralement de fagon approchée ; outre la complexité de calcul de I’algorithme utilisé et

I’espace mémoire nécessaire, on est souvent attentif a la précision des résultats obtenus.

Il est bien connu que cette précision dépend a la fois de la qualité (stabilité numérique) de
'algorithme et de la nature (conditionnement) méme du probléme a résoudre. Ces deux
notions, pour l'instant qualitatives, seront outre I'imprécision due aux incertitudes sur les
données, une erreur apparait au cours de ’exécution de I'algorithme de résolution. Cette
erreur provient du fait que l'algorithme est nécessairement fini et que chaque opération

arithmétique s’accompagne en principe d’une «erreur d’arrondi».

L’accumulation de telles erreurs peut trés bien fausser grossiérement les résultats. Avec
une analyse explicite de la propagation des erreurs, on arrive & déceler ces deux sources
d’imprécision (imprécision due aux erreurs des données et celle due aux erreurs d’arrondi)

et & les bornes séparément.

Ainsi, a partir de l'erreur sur la solution due aux erreurs des données propaguées, on
étudie le conditionnement du probléme (comment varie la solution quand les données sont
modifiées) et & partir de lerreur due aux arrondis propaguées, on peut juger la qualité

(stabilité numérique).



Introduction

Alors, pour bien choisir entre les algorithmes proposés, on essaye; dans ce mémoire;
d’étudier les différents criteres de comparaison entres les méthodes numériques et pour
démontrer 'importance de cette étude, on présente une méthode classique connue d’une

complexité trés élevé; aprés, on propose un algorithme plus performant et plus efficace.

Pour aboutir a notre but, nous avons répartie ce travail en trois chapitres organisés comme

suit :

Chapitre 1 : Calcul scientifique et complexité : Dans la premier chapitre, on donne toutes
les définitions nécessaires pour réaliser notre étude ; donc, il est consacré a la représentation
des nombres réels et la représentation en machine. Comme la machine a une mémoire de
précision bien définie, il est naturel de faire I’arrondissement d’un nombre et donner I’erreur

d’arrondi maximale pour un flottant ; enfin, on présente la notion de complexité.

Chapitre 2 : Conditionnement et stabilité numérique : On présente dans ce chapitre
les deux notions de base qui nous permet de faire notre comparaison. tout d’abord, on
donne la définition de conditionnement d’une fagon générale et le conditionnement d’une

matrice ; ensuite, on expose la stabilité numérique et la théorie des perturbations.

Chapitre 3 : Dans le dernier chapitre, on va faire une amélioration sur une méthode
numérique de résolution d’un systéme linéaire mal conditionné afin d’aboutir une nouvelle
méthode numériquement stable, bien conditionnée et économique en cases mémoires par

l'utilisation des différences divisées.



Chapitre 1

Calcul scientifique et complexité

Dans ce chapitre, on essaye de donner les représentations des nombres (représentation
réelle et représentation machine) pour démontrer que les calculs scientifiques en machine,
on ne peut pas effectuer correctement & cause de son systéme discret. A cette raison, on
cherche toujours a réduire le nombre d’opérations nécessaires pour effectuer un probléme

numérique.

1.1 Représentation des nombres réels

Un réel x € R se compose toujours en deux parties : une partie entiére [ (x) et une partie

fractionnaire F' (z) :

r=FE(x)+F(z), E(zx) € Z

et

F(z)=2z—E(z) €[0,1],
ne pas confondre E (X) avec la troncature a 'unité d’un nombre ; c’est-a-dire : la suppres-
sion des décimales.

Souvent, on peut pas utiliser la représentation en virgule fixe pour écrire les nombre réels,

a titre d’exemple :
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e La masse de la terre est de 59736000000000000000000000 kg ;
e La masse du soleil est de 19891000, ........... 000 kg;
—

26 Zéros
e La masse de I’électron est de 0,00, ........... 0091093822 grammes;
-

27 0s
e La masse d’un proton est de 0,00, ........... 00167226 grammes;
/
23Zéros

Dans ces cas, il faut mieux utiliser la notation scientifique suivante :
a x 10° e € Z.

Pour la notation normalisée, on a :
0,1 <l|al <1.

Si on se base sur cette écriture, les masses précédentes sont : 5,9736 x 10%* kg et 1,9891 x
10%° kg pour la terre et le soleil resp et 9,101093822 x 1073 kg et 1,6726 x 10~2"kg pour

I’électron et le proton.

Malheureusement, la machine a un systéme discret et une précision finie, c’est-a-dire : on
peut pas représenter les nombres qu’approximativement ; donc, on doit connait la repré-

sentation machine, ce qu’on va présenter dans la section suivante.

1.2 Représentation des nombres réels en machine

Puisque la capacité d’un ordinateur est finie, il faut choisir la taille du mot mémoire

influence la précision de la représentation des nombres.

n
e Pour représenter exactement un rationnel r = 7 il faut garder le numérateur n € Z et
le dénominateur d € N* sauf si dans la base choisie, » admet un développement fini.

e Un nombre irrationnel x € R\Q ne peut pas jamais étre représenter exactement sur un
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ordinateur, on utilise la représentation en virgule flottante de la forme :

r=8Xmxb°

ou b est la base utilisée, s € {—1,1} est le signe, m est la mantisse de x ou significande;
c’est-a-dire : elle précise les chiffres significatifs et e est I'exposant donne I'ordre du gran-

deur.

Exemple (1.1) : En base 10 : —37.5 = —37500 x 1073 = —0.000375 x 10°> = —0.375 x 10%.

Alors # = —0.375 x 10?; a cette derniére définition, il est facile de remarquer que :

e Le signe du nombre s = (—1)"" | avec s,, € {0,1};

e La mantisse m est un réel dans |0, 1[; c’est-a~dire : tous les chiffres significatifs sont a
droite de la virgule.

e [’exposant e est un entier relatif.

e La virgule et la base sont représentées de facon implicite ; en machine la représentation

est unique

Sm|e|dy|dy| - |dp| =(=1)"0,ddo---d_, x 105

avec d_; # 0. Par convention, la représentation de 0 ne contient que des zéros.
On considére une représentation avec :

1. Une mantisse de 3 chiffres décimaux.
2. Un exposant de 2 chiffres décimaux.

3. Deux bits de signe.

Exemple (1.2) : 37.5 = 0.375 x 10% est représenté en machine par :
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Les nombres strictement positifs représentables vont de : +0,100 x 107% :

a: 40,999 x 10799 :

4 —0,100 x 107

+1—=19(9(1]0]0}

Dans la représentation en virgule flottante, on trouve souvent les situations de dépassement

(overflow, underflow). Lorsqu’on choisit un systéme en virgule flottante de précision finie :

e Les nombres 3 et 7 sont représentés par : 3 = 0,30 x 10! et 7 = 0,70 x 10'; Mais le
résultat de 3+ 7 = 10 = 0,10 x 10? n’est plus représentable, d’oul overflow.

e Les nombres 0,010 x 107! et 0,011 x 10~! = 0,11 x 107! sont représentables, mais leur
différence : 0,011 — 0,010 = 0.001 = 0.10 x 1072 ne ’est pas.

e De méme 0,010,72 = 0,005 < 0,010 n’est pas représentable; on a donc affaire & un

underflow.

- Si on relache la condition que le digit de plus fort poids sont non nul, on peut représenter
ces nombres : 0,001 = 0,01 x 107! et 0,005 = 0,05 x 107+
- Ces nombres ; < sous-normauz>>; subnormal sont utilisés pour représenter des quantités

trés petites mais non nuls.

Un opérateur quelconque ayant comme résultat un nombre x non représentable engendre
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une erreur d’arrondi; On doit approximer le "vrai” résultat x par un réel T représentable

dans le systéme en virgule flottante choisi.

Dans ce qui suit, on va présenter les méthodes d’approximations d’un nombre en machine
de sorte que la valeur approchée z est plus proche de la valeur exacte x ; c’est-a-dire : on

cherche a réaliser une erreur d’arrondi minimale.

1.3 Arrondissement (Troncature) d’un nombre

Dans cette section, il est important de préoccuper de la maniére d’arrondi les nombres
dans une machine. On a vu précédemment qu’un nombre est représenté par un nombre

fini de caractéres; fixé a I’avance ; qui dépend de 'architecture de la machine.

Pour définir les différents types d’arrondissement, on introduit la définition de ’ensemble

machine. On note par E; ’ensemble suivant :

r€F < x=0o0ux==0,didy---d; x 10%

ou

dl,dg,...,dt € {071,2,...,9} et d1 %0

Arrondi par défaut

Ce type d’arrondi est trés simple parce qu’on prend les ”¢” premiers chiffres significatifs

lorsqu’on fait la troncature. Si
T = :|:0, d1d2 cee dtdt+1 e X 106,

on applique sur ce nombre :
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Rd,: R— L,
r — de(l'> = :i:O, dldQ cee dt x 10¢.

Arrondi par excés

Le deuxiéme type est 'arrondissement par excés qui fait lorsqu’on ajoute 1 & la t*™¢ chiffre

significatif de la maniére suivante :

Rd;: R — FE,
J]—>Rd;(1’):t0,d1d2(dt+1) x 10¢.

Les deux types d’arrondissement ne répond pas a notre besoin de précision dans les calculs

scientifiques.
Arrondi pair

on appelle arrondi pair 'application ” fI”; cette application réalise la minimalité, c’est-a-
dire : lorsqu’on tronque un réel par fl, ce nombre approché est le plus proche de la valeur

exacte. Cette application est définie par :

fl: R— E;
r — fl(x)

ou

Rd,(z) si0<d; <4
) ) S0 <
Rd;(ﬂf) si 6 S dt+1 S 9.

Le cas ou dy11 = 5 : ici, on distingue deux cas :

*8i (3 >t+1);tel que:d; #0: fl(x) = Rd} (x).

o Rd,, si d; est pair
*Si(Vj>t+1);telque:d; =0: f(x) =
Rd}(x) sid; est impair.
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Opérations machines (Opérations flottantes)

Il est important aussi de connaitre la maniére de manipuler les opérations sur une machine.
Toute opération élémentaire (+, —, X, /,...) est en général entachée d’erreur ; ¢’est-a-dire :
pour effecteur une opération quelconque sur deux nombres réels, on effectue une opéra-

tion sur leurs représentations flottantes et on prend ensuite la représentation flottante du

résultat.

r@y = fl(fl(z) + fl(y))
zoy = fl(fl(z) - fl(y))
r@y = fl(fl(z) x fl(y)).
zoy= fl(fl(z)/fl(y))

1.4 Erreur d’arrondi maximale pour un flottant donné

Dans la section précédente, nous avons vu que les réels étaient arrondis au flottant le plus

proche au cours d’un processus; donc une erreur d’arrondi est faite.

Définition (1.1) :  lerreur d’arrondi est l’écart entre le réel de départ et le flottant vers
lequel il est converti lors de l'opération d’arrondi. si on note : r le réel de départ, [ le
flottant résultant de l’arrondi; et § ’écart entre les deux, cette définition se traduit par la

relation suivante :

r=f40.

Au cours des calculs scientifiques, on peut pas trouver généralement l'erreur d’arrondi;

exacte ; mais on peut par contre de la majorée.

Sur l'intervalle compris entre le plus grand flottant positif €2 et le plus petit flottant
négatif —€2, il est possible d’estimer l’erreur d’arrondi maximale qui est en fonction du
réel arrondi. En dehors de cet intervalle, ’erreur peut étre arbitrairement grande; donc,

on a un phénomene de dépassement.
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Chaque flottant de lintervalle |—; +£[ est encadré par un prédécesseur direct et un
successeur direct. Pour un flottant f, si on note f~ son prédécesseur direct et f* son

successeur direct, on a la relation suivante :

fm<f<fr.

f+f  frHf
5 et 5 seront

Dans le mode d’arrondi au plus proche, les réels compris entre

arrondis vers f.

On peut aussi estimer I'erreur d’arrondi maximale ; si un réel r est arrondi vers un flottant

f, alors l'erreur d’arrondi est au plus égal a :

|5max| -

A I
2 2 '
Il ne reste plus qu’a expliciter f* et f~ en fonction de f pour calculer une valeur numérique

de cette erreur.
Valeur de erreur d’arrondi maximale en fonction d’un flottant

Prenons un flottant f de la forme :
f=sx2°

Le successeur direct de f, f* est obtenu en incrémentant le dernier bit du significande de
f: son significande de st est ainsi égale & : sT = s 4 272,
Le prédécesseur direct de f; f~; est obtenu de maniére similaire, mais en décrémentant

le dernier bit du significande de f; son significande de s~ vaut alors :

sT=g5—27%2

On peut alors utiliser la formule du paragraphe précédent pour calculer 'erreur d’arrondi

10
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maximale :
|Omax|

= X 2°

= 2792 x 2¢,

On a donc une erreur d’arrondi d’ou paire 27°3 sur le significande, ’erreur sur le flottant

dans son ensemble dépond de I'exposant e et vaut au plus 2¢753.

Exemple (1.3) : Si l'on estime Uerreur d’arrondi pour un réel donné; un nombre qui n’
est pas représentable de maniére exacte; la question qui se pose ici est : quelle est l'erreur

d’arrondi maximale qui sera fait . Prenons par exemple le réel 2,2.

La premiére étape pour estimer ’erreur d’arrondi maximale consiste & trouver I’exposant.

Pour cela, il suffit d’encadrer le nombre entre deux flottant, d’exposants consécutifs :

2l <22 <22

I’exposant qu’aura 2, 2 une fois converti en flottant est donc il suffit maintenant d’appliquer

la formule vue précédemment pour obtenir I’erreur maximale :

|6max‘ = 26753 = 21753 = 2752 ~ 2, 22 X 10716.

Il est également possible de calculer la véritable erreur d’arrondi par exemple a ’aide d’un

calculateur en précision arbitraire. On obtient approximativement la valeur suivante :

6] = 1,78 X 107 < Gpnax,

Perreur exacte est donc bien inférieure a ’erreur maximale.

11
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1.5 Complexité

Dans cette section, on présente un outil de comparaison entre les méthodes numériques

ou les algorithmes.

Définition (1.2) :  Une méthode numérique ou un algorithme est une procédure de calcule
bien définie qui prend en entrée une valeur; ou ensemble de valeurs ; et qui donne en sortie
une valeur; ou un ensemble de valeurs. Un algorithme est donc une séquence d’étapes de

calcule qui transforment ’entrée en sortie.

1.5.1 Complexité d’un algorithme

La complexité d’un algorithme est le nombre d’opérations élémentaires qu’il doit effectuer
pendant I'exécution d’un calcul en fonction de la taille des donnés d’entrées pour stock-
meyer et chandre; "'efficacité d’un algorithme est mesurée par ’augmentation du temps
de calcul en fonction du nombre des données" ; Nous avons donc deux éléments & prendre

en compte :

1. La taille des données.

2. Le temps de calcul.

Taille des données

La taille des données (ou des entrées) va dépendre du codage de ces entrées on choisit

comme taille la ou les dimensions les plus significatives.

e Des éléments : le nombre d’éléments.

e Des nombres : nombre de bits nécessaires & la représentation de ceux -la.
e Des polynomes : le degré, le nombre de coefficients non nul.

e Des matrices m X n : max(m,n), mn, m + n.

e Des graphes : nombre de sommets, nombre d’arcs, produit des deux.

e Des listes, tableaux, fichiers : nombre de cases, d’éléments.

12
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e Des mots : leurs longueurs.

Temps de calcul

Le temps de calcul d’un programme dépend de plusieurs éléments :

1. La quantité de données bien sur.

2. Mais aussi de leurs encodages.

3. De la qualité du code engendré par le compilateur.

4. De la nature et la rapidité des instructions du langage.
5. De la qualité de la programmation.

6. Et de lefficacité de ’algorithme.

Nous ne voulons pas mesurer le temps de calcul par rapport & toutes ces variables ; mais,
nous cherchons a calculer la complexité des algorithmes qui ne dépendra ni de ’ordinateur,
ni du langage utilisé, ni du programmeur ni de 'implémentation ; pour cela, nous allons

mettre dans le cas ou nous utilisons un ordinateur RAM (Random Access Machine) :

1. Ordinateur idéalisé.
2. Mémoire infinie.
3. Accés a la mémoire en temps constant.

4. Généralement & processeur unique (pas d’opérations simultanées).

Pour connaitre le temps de calcul, nous choisissons une opération fondamentale et nous

calculons le nombre d’opérations fondamentales exécutées par 'algorithme.

Opération fondamentale

C’est la nature du probléme qui fait que certaines opérations deviennent plus fondamen-

tales que d’autres dans un algorithme;

13
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Exemple (1.4) : Le tableau suivant donne les opérations nécessaires de quelques problémes :

Probléme Opération fondamentale

Recherche d’un élément dans une liste | Comparaisons

Tri d’une liste, d’un fichier Comparaisons, déplacements
Multiplication des matrices réelles Multiplications et additions
Addition des entiers binaire Opérations binaires

1.5.2 Complexité d’un probléme

La complexité d’un probléeme A est la complexité du meilleur algorithme qui résout A et

on distingue la complexité en trois cas différents :
Complexité dans le meilleur des cas

A un algorithme, n entier, D,, I’ensemble des entrées de taille n et une entrée d € D,,.

Posons : cott(d) le nombre d’opérations fondamentales effectuées par A, avec lentrée d.

Pour bien définir la complexité d’un algorithme, on donne la complexité dans le meilleur

des cas est obtenue par :

Mina(n) = min [cout(d)/d € D,].

Complexité dans le pire des cas

Dans ce cas on définit la complexité dans le pire des cas par :

Mazxa(n) = max [cout(d)/d € D,)].

Complexité en moyenne

14
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Enfin, la complexité en moyenne est donnée par :

Moy(n Z p(d).cout(d

deD

avec p(d) une loi de probabilité sur les entrées.

15



Chapitre 2

Conditionnement et stabilité

numérique

A cause de 'accumulation des erreurs pendant 1’exécution d’une série d’opérations d’un
probléme ou d’une méthode numérique, on aura besoin d’estimer notre précision de calcul ;

donc, on présente les deux notions de base : conditionnement et stabilité numérique.

2.1 Conditionnement

Dans cette section, on va définir la notion de conditionnement d’une fagon générale et
le conditionnement d’une matrice, qui peut servir a établir une majoration des erreurs
d’arrondi dues eux erreurs sur les données. Malheureusement, nous verrons également que

cette majoration n’est pas forcément trés utile dans des cas pratiques.

2.1.1 Conditionnement et majoration de I’erreur d’arrondi

Soient A € My (R); 'ensemble des matrices réelles inversibles de dimension (N x N) et
b € RY. Supposons que les données A et b ne soient connues qu’a une erreur prés; Ceci

est souvent le cas dans les applications pratiques.

16
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Définition (2.1) (conditionnement) :  Soit RN muni d’une norme ||.|| et My (R) muni
de la norme induite. On appelle conditionnement d’une matrice inversible A € My (R)

par rapport a la norme ||.| le nombre réel positif cond(A) définit par :
cond(A) = [|A] ||[A7" -

Proposition (2.1) (propriétés générales du conditionnement) : Soit RN muni d’une

norme ||.| et My (R) muni de la norme induite :

1. Soit A € Mn(R) une matrice inversible, alors cond(A) > 1.
2. Soit A € Mn(R) et a € R*, alors cond(aA) = acond(A).

3. Soient A et B € My (R) deuz matrices inversibles, alors cond(AB) < cond(A)cond(B).

Définition (2.2) (propriétés du conditionnement pour la norme 2) :  Soit RN muni
de la norme euclidienne |.||, et My(R) muni de la norme induite. On considére une
matrice inversible A € My (R);on note par condy(A) le conditionnement associé a la

norme induite par la norme euclidienne sur RY.

1. Soit A € My (R) une matrice inversible, on note par oy (resp o7) la plus grande (resp
la plus petite) valeur propre de A'A (A'A est une matrice symétrique définie positive).

Alors :

condy(A) = /on/o1.

2. Si de plus A est symétrique définie positive, alors

AN

condy(A) = W
1

ol Ay est la plus grande (resp petite) valeur propre de A.

3. si A et B sont deux matrices symétriques définies positives, alors :

conds(A + B) < max(condy(A), conds(B)).
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Chapitre 2. Conditionnement et stabilité numérique

4. Soit A € My (R) une matrice inversible, alors condy(A) = 1 si et seulement si A = a@Q)
ol a € R* et @ est une matrice orthogonale (c’est-a-dire : Q* = Q71).
5. A est toujours une matrice inversible, on suppose que : A = QR ou () est une matrice

orthogonale; alors condy(A) = conds(R).

2.1.2 Conditionnement d’un systéme linéaire

Il est trés connu que la plupart des problémes numériques aboutissent a des résolutions
des systémes linéaires ; donc pour garder la précision de ces problémes, un grand soin doit

1y étre apporté.

Le conditionnement d’un systéme linéaire Az = b traduite une grande difficulté a la
résolution ; parce que :

1 < cond(A) < +o00;

tel que :

e cond(A) ~ 1; c’est-a-dire : le systéme est bien conditionné (solution stable par rapport
a une erreur des données ).

e cond(A) > 1; ce qui implique le systéme est mal conditionné (solution trés sensible par
rapport a une erreur des données ).

e cond(A) = +oo; ceci indique que le systéme est singulier (matrice non inversible,

det(A) = 0).

Le conditionnement réciproque (reciprocal condition numbre : rcond) est I'inverse. rcond =
1/cond. cette notion de l'inverse ; rcond traduit en quelques cas de sorte que la proximité

avec la singularité (lien avec le cas scalaire).

La stabilité se traduit par : |22 | ~ cond(A) [|52]].
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Chapitre 2. Conditionnement et stabilité numérique

2.2 Stabilité numérique

Pour faciliter la définition de la stabilité numérique, on va la présenter en trois types :

1. La stabilité d’un probléme physique.
2. La stabilité d’un probléme mathématique.

3. La stabilité numérique d’une méthode de calcul.
Stabilité d’un probléme physique : systéme chaotique

Un probléme est dit chaotique si une petite variation des données initiales entraine une
variation totalement imprévisible des résultats. Cette notion de chaos, liée a la physique
d’un probleme, est indépendante du modéle mathématique utilisé et encore plus de la
méthode numérique utilisée pour résoudre ce probléeme mathématique. La majorité des
problémes physiques sont chaotique; a titre d’exemple, on peut donner : la turbulence des

fluides.
Stabilité d’un probléme mathématique : sensibilité

Un probleme est dit trés sensible ou mal conditionné si une petite variation des données
ou des paramétres entraine une grande variation des résultats. Cette notion de condi-
tionnement, liée au probléme mathématique, est indépendante de la méthode numérique
utilisée pour le résoudre. Pour modéliser un probléme physique qui n’est pas chaotique,

on construira un modeéle mathématique qui sera le mieux conditionné possible.
Stabilité d’une méthode numérique

Une méthode est dite instable si elle est sujette & une propagation importante des erreurs

numeérique de discrétisation et d’arrondi.

Un probléme peut étre bien conditionné alors que la méthode numérique choisie pour
le résoudre est instable. Dans ce cas, il est nécessaire de changer la méthode numérique
utilisée ; par contre si le probleme de départ est mal conditionné, aucune méthode numé-

rique ne pourra y remédier. Naturellement, Il faut trouver une formulation mathématique
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Chapitre 2. Conditionnement et stabilité numérique

différente du méme probléme.

Pour bien comprendre, on va faire une petite comparaison entre les deux notions : condi-

tionnement et stabilité numérique.

D’une fagons générale, il est trés connu dans le domaine d’informatique que le systéeme
numérique de 'ordinateur est discret, c’est-a-dire : qu’il ne comporte qu’un nombre fini de
chiffres comme on a cité précédemment ; il en d’écoule que tous les calculs sont entachées

d’erreurs. Alors :

Le conditionnement mesure la dépendance de la solution d’un probléme numérique par
rapport aux données du probléme ; ceci afin de controler la validité d’une solution calculée

par rapport a ces données.

Une autre notion importante en pratique est celle de la stabilité numérique. On dira que le
calcul ou l'algorithme est numériquement stable, si les erreurs introduites dans les étapes
intermédiaires ont un effet négligeable sur le résultat. Si des petits changements sur les
données entraine des petits changement sur les résultats ; si non, on dira que 'algorithme

est numériquement instable.

2.3 Théorie des perturbations

Dans la théorie des perturbations, on mesure la sensibilité d’un probleme par rapport a
la perturbation des données, a titre d’exemple si on prend le probléme de résolution d’un

systéme linéaire; Az = b, ot A est b sont données et x est bien sur le résultat.

Pour commencer cette théorie, on désigne par § A et db pour une perturbation des données
et dx pour une erreur (perturbation) sur le résultat. Il est connu que ce probléme est
bien posé si x est unique et il est stable si : ||0x]| /||0A| est borné. Dans ce cas 1a le

conditionnement C' est définit par :

C = lim suplldz 0A|l.
i sup 3z] / [94]

20



Chapitre 2. Conditionnement et stabilité numérique

Donc, 'erreur relative sur le résultat est majorée par :

16zl _ 104
< =
] 1Al

Dans ce qui suit, on essaye de mesurer la sensibilité de la solution x si on perturbe le

seconde membre b d’une quantité db, A restant inchangée; dans ce cas, on a :

15
]

6]
ol

< cond(A)

En effet, evidemment si on perturbe les données le résultat x sera perturbé; c¢’est-a-dire :

le systéme Ax = b devient : A(xz + dx) = b+ db.

Si on utilise les propriétés d’une norme, on trouve que :

6] = [l Az]] < |l l[]

Par une division simple, on trouve :

0]l
= <l
| A]

alors :
A
]| = o]

D’un autre coté, on a :

Az + dx) = b+ 0b,

Ce qui est équivalent a :

Az + Adx = b+ 6D,
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Chapitre 2. Conditionnement et stabilité numérique

si en tenant compte que : Ax — b = 0, on obtient :
Adx = 0b.

Puisque A est inversible, on a :

dx = A714b.

On utilise la norme et ses propriétés, on trouve immédiatement que :
6] < || A7 116b]] -

En multipliant les deux formules membre par membre, on obtient :

||5x|| H —1H || | ||5b||
el < ol
Alors :
162 3]
< A)—.
fell < <A g

Maintenant, on étudie le cas ou b reste inchangé, on perturbe A d’une quantité JA, de

sorte que :

1—[|A7| 154] > o.

On distingue deux formules importantes, la premiére est :

0]

[6A]
ozl A
o + oz = ond(A)

1Al

De la méme manieére, on peut établir cette derniére relation ; & partir des données pertur-

bées du systeme Az =b. On a :

(A+0A)(z + éx) = b,
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Chapitre 2. Conditionnement et stabilité numérique

ce qui implique que :

Ax + Adx + §Ax + 0 Adx = b.

Puisque Ax — b = 0, on trouve :
Adx + 6Ax + dAdx = 0.
Par des calculs simples, on obtient :

Adr = —Adx — 0 Adx,

et aussi

br = —A"(§Ax + § Adx);

c’est-a-dire :

or = —A"16A(x + 6x).

On introuit la norme pour trouver :

l6A]l < [[AT | lOA] [l + o]l

alors
T < A Al
finalement, on trouve :
Hx”—dl—w(ymﬂ < cond(A)%.

La deuxiéme formule importante lorsqu’on perturbe la matrice A est :

l60] _  cond(4) [54]
[5AT ™ [A]
4]

1 — cond(A)——
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Chapitre 2. Conditionnement et stabilité numérique

Pour démontrer cette formule, on suppose toujours que la matrice A du systéme Ax = b
est perturbée ; c’est-a-dire :

(A+dA)(z + ox) = b;

ce qui implique que :

Ax + Adx + §Ax + 6 Adx = b,

et

Adx + Adx + 6Adz = 0.

On a:
Adx = —6Ax + dAdx.

On multiplie les deux membres par A~! :
br = —A(§Ax + §Adx);
Si on utilise la norme on trouve :
l|ox] < ||A_1H |0Ax + 0 Adx||,

et

o]l < [|ATH[ I6AI [l + [[A7H] IS Al lo]

Utilisant les mémes techniques, on obtient :

ozl (1 = [[ATH | lsAl) < AT IsAll |l
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Chapitre 2. Conditionnement et stabilité numérique

Si on multiplie et on divise par || A||, on a :

c’est-a-dire :

et enfin, on a :

Al
jA-sal el A
VAl < X ,
1Al < A4 AT
14l
15A]
cond(A)——
52| S
ol = AT
1 —cond(A)—
AV

9] _  cond(A) o 1oA]]

0A Al
=[] T
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Chapitre 3

Application

Dans ce chapitre, on essaye de donner une application pour démontrer qu’on peut réaliser
un probléme numérique d’'une maniére plus efficace et plus performante ; c’est-a-dire : il
vérifie les critéres de comparaison qu’on a étudié dans les chapitres précédents (complexité,

stabilité, conditionnement et précision).

3.1 Systéme de Vandermonde

Il est connu que les matrices de Vandermonde sont mal conditionnées; donc, lorsqu’on
utilise une méthode directe de résolution d’un systéme linéaire, on trouve vraiment un
probléme numériquement instable. Dans cette partie, on présente une méthode précise

pour résoudre ce type de systémes.

Pour aboutir & notre but, on suppose le vecteur (0 : n) € R""! et la matrice de Vander-

monde V € RO+ = Aq, 11 (R) de la forme :

1 1 1
xo xl Y x/]’l,
V=V(xg,...,x,) =
n n n
xO ‘Tl :L‘n
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Chapitre 3. Application

D’habitude, pour résoudre un systéme linéaire, on cotite O(n?) opérations ; mais dans cette
partie, on démontre qu’on peut résoudre le systéme de Vandermonde en O(n?) seulement

par l'utilisation des différences divisées.

Le systéme de Vandermonde est connu beaucoup plus dans les problémes d’interpolation.

Alors, I'idée clée ici est que la résolution d’un systéme de Vandermonde de la forme :
VTa=f; ona(0:n)et f(0:n)c R™™

est équivalant a un probléme d’interpolation polynomial parce que le vecteur "a” qui est

la solution de notre systéme formé par les coefficients du polynéme :

P(z) = Z a;z’;
=0

ou P(x;) = f; pouri = 0:n. Dans le cas ou les x; sont distincts, la matrice V' est réguliere

et le polynome d’interpolation interpolant (zo, fo),. .., (2, fn) est unique.

3.2 Algorithme de résolution de V'a = f

Sous les conditions précédentes, on essaye de présenter étape par étape cette méthode :
Premierement, on calcule a; par I'utilisation du polynéme d’interpolation de Newton basé

sur les différences divisées :

Les constants ¢, sont les différences divisées qu’on peut les déterminer par :
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c(0:n)=f(0:n)
Pour k=0:n—-1
Pouri=n—1:k+1
Ci = (Ci - 01'71)/(%‘ - xifkfl)-
Fin pour

Fin pour.

Si en se basant sur les différences divisées, on peut exposer maintenant I’algorithme suivant
qui nous permet de résoudre le systéme de Vandermonde VTa = f en O(n?) opérations
seulement au lieu de O(n?) et en plus, cet algorithme est numériquement stable et on
remarque aprés qu'il est économique en mémoire de la machine (on utilise un stockage

linéaire).
Algorithme rapide de résolution du systéme de Vandermonde V7a = f

Données : Les vecteurs x = z(0: n), f = f(0:n) € R"™ et la matrice V(zo, ..., T,).

Résultats : Le vecteur a = a(0 : n).

Pour k=1:n—-1
Pouri=n:—-1:k+1
£6) = (£() = (i = 1))/ (i) — 26 — k= 1))
Fin pour
Fin pour
Pour k=n—-1:-1:0
Pouri=k:n—-1

Fin pour
Fin pour.

a(0:n) = f(0:n).
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Pour faciliter la compréhension de cet algorithme, on donne un systéme de Vandermonde

de la forme V'a = f de dimension (4 x 4) suivant :

11 1 1 ao 1
12 4 8 a 26 |
13 9 27 o | | s |
1 4 16 64 as 112

C’est-a-dire :

f - (f07f17f27f3) - (107267587 112) et v = (xo,l’l,l‘g,l‘g) - (1727374)

Lorsqu’on applique les différences divisées sur les points : (zo, fo), (21, f1), (22, f2) et

(x3, f3) on trouve le polynome de Newton suivant :

P(z) =104+ 16(x — 1) + 8(z — 1)(x — 2) + (x — 1)(z — 2)(z — 3).

On trouve maintenant un nouveau vecteur f = (fo, f1, f2, f3) = (10,16,8,1); en tenant
compte ce vecteur et on exécute la deuxiéme partie de ’algorithme étape par étape pour

trouver enfin la solution du systéme V7a = f; a = (4,3,2,1)7; de la maniére suivante :
On an =3/z = (xg,x1,22,23) = (1,2,3,4)/ f = (fo, f1, f2, f3) = (10,16, 8, 1);
x Pourk=n—-1=2;i=2
e Pour i =2
fo=fo— fsza=8—1x3=5.
f=(fo. f1, fo, f5) = (10,16, 5, 1).
x Pour k=n—-2=1;i=1:2
e Pouri=1

fi=fi— for1 =16 —-5%x2=6.

29



Chapitre 3. Application

e Pour i =2
fa=fo—fax;=5—-1x2=3.
f=(fo, fr, fos f3) = (10,6,3,1).

x Pour k=0;1=0:2

e Pour i =20
fo=fo— firo=10—6 x 1 = 4.

e Pouri=1
fi=fi—fowg=6—-3x1=3.

e Pour i =2
Jo=fa— f3zg=3—-1x1=2.
f=(fo, 1, f2. f3) = (4,3,2,1).

Apres 'exécution des deux boucles, le dernier f est égale a "a” (la solution du systéme

VTa = f);donc: f = (fo, f1, [2, [3)T = (4,3,2,)T = a.

30



Conclusion

cause de l'accumulation des erreurs d’arrondi pendant ’exécution d’un algo-
rithme, dans les études scientifiques, on cherche toujours a découvrir des mé-
thodes employées les critéres de comparaison les plus essentiels et qu’on a étudié dans

notre mémoire (complexité, conditionnement et stabilité numérique).

Pour répondre a notre question, on a proposé un algorithme ; de résolution d’un systéme de
Vandermonde ; non seulement rapide (en O(n?) opérations seulement au lieu de O(n?))

mais, il est bien conditionné, numériquement stable grace a l'utilisation des différences

divisées et en plus, il utilise un stockage linéaire.

En conclusion, on peut créer des algorithmes ou des méthodes numériques qui vérifiées les

critéres de comparaison qui sont des critéres d’efficacité.
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Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expli-

quées ci-dessous :

e E () : Partie entiére de x.

e [ (x) : Partie fractionnaire de x
e ¢(x) : Exposant de x.

e ) : Base du systeme.

e m(x) : Mantisse de x.

e I, : Ensemble machine.

e )x : Perturbation sur x.

e 0b : Perturbation sur b.

e 0A : Perturbation sur A.

e cond : Conditionnement.
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