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Introduction

I a modélisation des phénomeénes du monde réel a travers des équations aux dérivées par-
tielles offre un autre outil de la recherche proportionné avec de nouvelles techniques du

laboratoire.

En particulier modélisation et analyse mathématique de systémes de réaction-diffusion, domaine
de recherche en pleine effervescence. Un grand nombre de chercheurs spécialisent leur intérét par

I’explosion en temps fini des solutions de ces systémes.

Dans notre travail aussi nous intéressons & étudier un systéme réaction-diffusion couplé par une
équation intégro-différentielle semi-linéaire de type parabolique qui se posent dans la théorie de la

cinétique des réacteurs nucléaires :

wy — Au = </0t WP (5) ds) wt sur (0,7)

sous condition aux limites de Dirichlet homogéne, ot p,q > 1. A cet effet, on considére le pro-
bléme aux limites & valeur initiale suivant de ’équation intégro-différentielle semi-linéaire de type

parabolique :

t
up — Au = (/ uP (s) ds) u!  in(0,T) x Q,
0
u=0 on (0,7) x 09, (1)

u(0,x) = ug(x) in €,

ol p,q = 1,9 est un domaine borné régulier dans R”, et ug est une donnée initiale continue non



Introduction

négative disparaissant sur la frontiére 0.

Notre objectif principal est de prouver ’occurrence d’un phénomeéne d’explosion en temps fini dans
le probléme de la valeur de limite initiale . Plus précisément, on montre le théoréme suivant

d’existence et de non-existence de solutions globales :

Théoréme 0.0.1 Pour des données initiales suffisamment grandes, la solution u de explose
en temps fini. D’un autre coté, si les données initiales sont suffisamment petites, alors la solution

de existe globalement.

A notre connaissance, le probléeme d’explosion de en particulier, lorsque p = ¢ = 1 est traité
dans [I6]. En un coup d’ceil, notre probléme a quelques difficultés a prouver 'existence de
solutions non globales : d’abord si ¢ est suffisamment petit, alors le terme de réaction non linéaire

disparait a zéro, c’est-a-dire,

(Azw@ﬁm)u%w——»o quand t | 0.

Deuxiémement, il n’est pas clair si le principe de comparaison est valable pour prouver ’existence

de petites solutions globales.

Le plan de ce travail est le suivant. Dans le premier chapitre on rappelle les notations et les notions
fondamentales qui sont utiles dans ce travail. Dans Le deuxiéme chapitre, on prouve la solvabilité
locale d’une classe plus large d’équations intégro-différentielles semi-linéaires de type parabolique
impliquant 1’équation (1f) et on traite également avec le cas continu de Holder (min {p,q} < 1) de
, on donne deux versions du principe de comparaison pour les solutions non négatives a (|1)) et on
montre 1’existence de solutions globales petites par la méthode de comparaison. Dans le troisiéme

chapitre, on prouve I’existence de solutions d’explosion & temps fini en divisant en trois cas (p = g,

p>qetp<q).



Chapitre 1

Notation et Définition Préliminaire

1.1 Espace de Lebesgue L(f)

Soit 2 un ouvert de RY. L’espace L'(£2) est 'ensemble des fonctions mesurables (pour la tribu de

Borel) intégrables (pour la mesure de Lebesgue dx) sur €2. On note :

1l = / ()] d)

On définit ensuite pour tout 1 < p < oo 'espace :

LP(Q) ={f:Q—R, f et mesurable |f|" € L'(Q)}

£y = ([ 1700 dx>);’

Lorsque p = 0o, on a la définition suivante :

munit de la norme :

L=(Q) ={f:Q — R, f mesurable et 3C € R, telle que |f| < C p.p sur Q},
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munit de la norme :
| fllzee) = ilelgess]f(a:)\ = inf{C,|f(z)| < C p.p sur Q}.
On définit les espaces LP([0,7] x ©), 1 < p < oo comme suit :
LP(Q) = {f:[0,T] — €, f et mesurable ||f||ro(orixa) < o0}

munit de la norme :

{||f||m<wm = (1@ dn)" si1<p<oo

1l oo o,ryxey = sup ess [|f(z)]lq sip=oc
telo,T

)

C(€2) désigne I'espace des fonctions continues et bornées sur €2 muni de la norme

||f||C(Q) = max | f(z)|.

e

Ck(Q),k € N,désigne 'espace des fonctions k fois contintiment différentiables sur et on écrit

C*(Q) = NCH(9),
k=0
ol Cg:lj(Q),k, r € N, désigne I'espace des fonctions r fois continiiment différentiable par rapport a

x sur € et désigne ’espace des fonctions k fois contintiment différentiable par rapport a ¢ sur €.

Théoréme 1.1.1 (Inégalité de Hélder) Soit 1 < p < oo.nous notons p’ l’exposant conjugué de p,
c’est-a-dire

1 1
__|__,:1
b p

si f € LP(Q)et g € L (Q) alors fg € L'(Q) et

||fg||L1(Q) < ||f||Lp(Q) ||9||Lp’(9)
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Lorsque Q2 est borné, si f € LP(Q), 1 < p < o0, alors pour 1 < p < q linégalité de Holder nous

INGE (/Q|f|%~):. (f 1@;)3'

donne

our =

SN

Proposition 1.1.1 (Intégration par parties pour des fonctions a support compact) Pour toute

fonction scalaire u € C*(Q,R) et tout champ de vecteurs F € C1(Q,RY) on définit

d
Vu = (0p,u, Oy, ..., Oy u) , div F' = ZaariFi

=1

et on a quelques formules utiles
div(ufF') = F.(Vu) + (divu)F,

Au = div(Vu)

1. Soit F' € CHQ,RY) un champ de vecteurs a support compact, alors on a

/ div Fdz =0
Q

2. Soient u € CHQ,R) et V € CHQ,RY) tels que u ou V soit a support compact, alors on a

/Q w(divV)ds = — / (Vu).Vdz

Q

3. Soient u,v € C?(, R) tels que u ou v soit a support compact, alors on a

/Q w(—Av)dz = /Q (Vu) . (Vo) dz = /Q (— Au)vdz
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1.2 Espaces métriques

Définition 1.2.1 Un espace métrique (X, d) est un ensemble X muni d’une application d : X x X

— R, appelée distance ou métrique, possédant les trois propriétés qui suivent :
eVrye X :d(x,y) =0<=z=y.
o Vr,y € X :d(x;y) =d(y;x) (la symétrie).

o Vr,y,z € X 1 d(z;y) < d(x;2) + d(z;y) (I'inégalité triangulaire).

1. Sur R™ on peut considérer les distances suivantes :

doo (w5 y) = max {|z; — yil}

1<i<n

n p
d,(z5y) = (z 21 yz-|) pour p > 1
7=0

2. Dans C°([a; b],R) = {f : [a,b] — R continue},(a,b € R;a < b) et pour f,g € C°([a,b], R)

doo(f,9) = sup |f(t) — g(t)]

t€asb

]
b
0 (f:9) = / () — g(0)] dt

d2(f;9) = \// (f(t) — g(t))* dt

3. On peut définir une métrique sur un ensemble quelconque X, en posant pour z,y € X

0 sixz=y
1 siz#y

d(z,y) = {
on l'appelle métrique discrete.
Définition 1.2.2 (Suite de Cauchy) On dit que la suite (x,,) dans l'espace métrique (X, d) est de

Cauchy si

Ve > 0,dN. > 0 tel que n,m > N. = d(z,, ) < €.
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on écrit alorsd(x,, x,,) — 0 quand n,m — +o00

— Toute suite convergente est de Cauchy.

— Toute suite de Cauchy est bornée.

Définition 1.2.3 (Espace métrique complet) L’espace métrique (X, d) est dit complet si toute suite

de Cauchy dans X converge dans X.

Définition 1.2.4 (continuité holdérienne ) Soient (X;dy) et (Y;ds) deux espaces métriques. f :
X — Y est une application a-héldérienne s’il existe une constante k telle que l’on ait, pour tout

couple d’éléments x,y de X

dy(f(2), f(y)) < kda (2, )

Pour a €]0,1] fizé, l'ensemble des fonctions réelles a-hdoldériennes bornées sur X est un espace

vectoriel, couramment noté C%*(X).

1.3 Théoréme de point fixe de Banach

Ce théoreme est dit principe de I’application contractante, il est la base de la théorie du point fixe.
Ce principe garantit I'existence d’un unique point fixe pour toute application contractante d’un

espace métrique complet dans lui-méme.

Définition 1.3.1 Soient (X;dy) et (Y;ds) deuxr espaces métriques. f : X — Y est une appli-
cation lipschitzienne s’il existe une constante positive k > 0 telle que ['on ait, pour tout couple

d’éléments x,y de X, l'inégalité

— [ est dite une contraction stricte si 0 < k& < 1.

— Un élément x de X est dite un point fixe de f si f(z) = .

Théoréme 1.3.1 (point fize de Banach (1922)) Soit (X,d) un espace métrique complet et soit

f: X — X une application contractante avec la constante de contraction k. Alors f a un unique

7
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point fire v € X. De plus nous avons la propriété suivante qui est importante : Si xg € X et

z, = f(Tn_1), on a

lim z, ==z
n——=aQo

et
kn
1—-k

d(x,,x) < d(x1,20), n > 1.

Exemple 1.3.1 1. Soient X = [a;b] et Uapplication f : X — X telle que f est dérivable en
chaque x €la;b| et |f'(z)] < k < 1. Alors, on déduit du théoréme des accroissements finis que :

Vr,y € X, il existe un point & entre x et y tel que,

f(@) = fly) = —y).
Donc
1f(@) = f =1 Oz —yl < klz—yl.

Par conséquent, f est contractante et donc elle admet un unique point fize.

2. Soient X = R et 'application f : R — R définie par :

1
f(x):§m+2.
Donc Vz,y € R
@)~ ()] = |2z 42— 2y —2
x) — = |-z — -y —
wl=|3 2
DO O O N
T3t TRy T3y

Alors f est contractante et elle admet un unique point fixe .

1
x:f(x):§x+1:>x:3

donc 'unique point fixe est x = 3.
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Remarque 1.3.1 Si f est une application Lipschitzienne (pas nécessairement une contraction)

mais ['une de ces itérées f" est une contraction, alors f a encore un point fixe et un seul.

Ceci résulte de 'unicité.

En effet, soit  'unique point fixe de f™ on a f"(f(x)) = f(f"(z)) = f(x) ce qui convient a dire
que f(x) est aussi un point fixe de f™z) et grace a l'unicité f(z) = z. Donc ce résultat est valable

pour tous les types de contraction qui assurent 'unicité du point fixe.

1.4 Opérateur m-dissipatif

Définition 1.4.1 X un espace de Banach, Soit D C X un sous espace vectoriel. Un opérateur
linéaire dans X est un couple(A, D), et A: D — X est une application linéaire. On dit que A est

borné si | Aul|| reste bornée lorsque v € {x € D, ||z|| < 1}. Dans le contraire, A est dit non borné.

Définition 1.4.2 ['opérateur (A, D(A)) est dit fermé si et seulement si pour tout suite (x,) C

D(A) telle que x,, — x € X et Ax,, — y € X. Alors x € D(A) ety = Aux.

Définition 1.4.3 Un opérateur linéaire non borné dans X espace de banach est un couple (A, D(A))
ou D(A) un sous-espace vectoriel de X et A une application linéaire de D(A) dans X. Le sous-

espace D(A) est le domaine de A.

Définition 1.4.4 Un opérateur (A, D(A)) linéaire non borné dans X, est dissipatif si
VA > 0,Vu € D(A), |u— Aul|| > ||ul

Définition 1.4.5 Un opérateur (A, D(A)) linéaire non borné dans X, est dit m-dissipatif si

o A est dissipatif

e VA>0,Vfe X, Jue D(A), u—NAu=f

Remarque 1.4.1 Si A est un opérateur m-dissipatif dans X, pour tout f € X et tout A > 0,

léquation u — Au = f posséde une unique solution qui vérifie |lul| < || f]|.

9
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Définition 1.4.6 Soit A un opérateur m-dissipatif dans M et X > 0. Pourtout f € X, on note

By f la solution u de l’équation u — NAu = f.

Proposition 1.4.1 Soit A un opérateur linéaire dissipatif dans X. Les propriétés suivantes sont

équivalentes :

(i) A est m-dissipatif dans X .

(ii) il exziste Ao > 0 tel que pour tout f € X, il existe u € D(A) tel que u — MgAu = f.

1.5 Semi-groupes et ses générateurs

1.5.1 Semi-groupe fortement continus

Définition 1.5.1 Soit X et un espace de banach ,on appelle Cy-semi-groupe ou semi groupe for-
tement continu d’opérateurs linéaires bornés sur X une famille {T'(t)},5, C £(X) vérifiant les

propriétés suivantes :

(i) T(0) = 1,( I est l'identité dans X )
(ii) T(t+ s) =T(t)T(s),Vt, s > 0;

(iii) 11{%T(t)x =z, VreX

Exemple 1.5.1 Considérons l’espace Lp (]0,00),1) < p < oo, avec la norme :

i1, ={ [ |f(8)|”d8};

Awvec cette norme,Lp (0,00),1 < p < 00,est un espace de Banach. Définissons :

(T(t)f)(s) = f(t+s), Vt>0etse]0,00).

10
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Nous avons :

1

s, ={ [ iros rW% {0 t+shﬁy
~{[ e Pdﬂ} <{[C1weras} <,

Donc | T(t)|| =1 ,Vt > 0.
Il est évident que T(0) =1 et T(t+ s) = T(t)T(s), Vt,s > 0.
De plus, on a :

i 7)1~ 71, =ty { [ 100 - s asf

t\0

—t{ [Tl - soPas) =0

Par suite {T(t)},5, est un Cy-semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés sur Lp|0,00) .

Définition 1.5.2 soit {T'(t)} _ un semi-groupe fortement continu.

t>0

On dit que {T'(¢)} _ est un semi-groupe fortement continu de contraction si
IT@)]] <1 Vt>0.

Définition 1.5.3 On appelle générateur infinitésimal d’un Cy _semi-groupe {T(t)} _ un opéra-

t>0

teur linéaire A défini sur l’ensemble
T(t)x —
D(A) = {x € X, limM existe} :
t\0 t

par

T(t)xr —x

Az =lim Vo € D(A).

t\.0

D(A) s’appelle domaine de A.

11
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Exemple 1.5.2 La suite de [’exemple 1.5.1,nous prouvons que le générateur infinitésimale du

Co_semi groupe {T'(t)} _ =~ est Uopérateur linéaire A définit sur l’ensemble
D(A) ={f € L7(0,00) | " € L7 (0,00) }
par
Af =f

Soit A: D(A) C L?]0,00) — LP0,00) le générateur infinitésimal du Cy _semi groupe {T(t)}

t>0"

Si f € D(A), alors nous avons :

Af(a) - 1{% t t\.0 t

uniformément par rapport a . Par conséquent :

D(A) C {f € Lp]0,00)|f" € Lp]0,00) .}

Si f € Lpl0,00) tel que f' € Lpl0,00), alors on a :

Mais :

TN @) = Fl@) | ,
o ()] = (DT g
= | |30t =[] e
1 ot
[ e - @) dr] — o

uniformément par rapport a o si t \, 0. Alors :

HT(t)f—f

t -r

—0 s t\,0

p

12
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et on voit que :

{f € L7]0,00) [f" € L7]0,00) } C D(A)

Par conséquent :

D(A) ={f € L?]0,00) [ € L7]0,00) }

et

Théoréme 1.5.1 Soit {T(t)} _  un semi-groupe de classe Co sur X. Il existe une constante w > 0
et M > 1 telle que :

IT()|| < Me®*  pour 0 <t < oo
Preuve. Voir [4] =

Proposition 1.5.1 Soit T'(t) un Cy_semi groupe et soit A son générateur infinitésimal alors on

a les propriétés suivantes :

(i) pour tout x € X,
t+1

o1
]lllil%ﬁ t T(s)xds =T(t)x

(ii) pour tout x € X et t >0, fot T(s)xds € D(A) et

A ( /0 tT(s)de) = T(t)r -z

(iii) si x € D(A) alors T'(t)x € D(A) pour tout t > 0, et
d
—T(t)x = AT (t)x = T(t)Ax

dt

(iv) pourz € D(A) ett>s>0

Tt)x —T(s)x = / AT (1)xdr

13
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Preuve. Voir [4]. =

1.5.2 Semi-groupes engendré par un opérateur m-dissipatif

Soit X un espace de Banach et A un opérateur m-disspatif dans X, de domaine dense. Pour

A > 0, et on pose

Tx(t) = e pour t > 0.

tel que Ay = AB) = 22~L et B, opérateur (définition (1.4.6))

Théoréme 1.5.2 Pour tout x € X, la suite de fonction uy(t) = Ta(t)x converge uniformément

sur tout intervalle borné [0;T] vers une fonction u € C([0,00[, X), quand A\ — 0. Si on pose

T(t)x = u(t), pour tout x € X ett >0, on a :
Tit)e £(X) et [T <1, t>0

T0)=1
Tt+s)=T(t)T(s), Vs,t>0

De plus, pour tout x € D(A), u(t) = T(t)x est l'unique solution du probléme :

u € C([0,00[, D(A)) N C([0, 0], X)
w=Au, t>0

u(0) =

Enfin, pour tout x € D(A) ett >0, on a :
T(t)Ax = AT (t)x

Preuve. Voir [3] =

14



Chapitre 1. Notation et Définition Préliminaire

1.5.3 Semi-groupes de contraction

Définition 1.5.4 Une famille {T(t)},., d’opérateurs linéaires bornés est dite semi-groupe de contrac-

tion sur X, si ||[T(t)]| <1, Vt>D0.

Définition 1.5.5 Le générateur infinitésimal de T(t) est Uopérateur linéaire A défini par

T(t)x —
D(A) = {:E e X 11\118M, a une limite dans X quand h — 0}
Ar = i WP e pay.
N0

Proposition 1.5.2 Soit T'(t) un semi-groupe de contraction sur X, et A son générateur. Alors A

est m-dissipatif et D(A) est dense.

Preuve. En trois étapes :

Etape 1. Pour tout z € D(A),A >0et h >0, on a

A
2”(”%)95

d’ou le résultat, en faisant h — 0.alors A est dissipatif.

T(h)x —x

~ A
v h

A
= 3, 1T ()]l = ]

Etape 2. On définit 'opérateur B par
B(zx) = / e "T(t)xdt, pour tout x € X
0

Il est clair que B € £ (), avec ||B|| < 1. Pour u € X et h > 0, on a

T(h)x
hhrn ( >h "By = hm / T(t+ h)x —T(t)x)dt
1 [~
= hlinoh / Yodt — E/o e 'T(t)xdt
h e8]
= e T (t)zdt — — e 'T(t)xdt
h—0 0 0

=Br—=x

15
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et donc Bx € D(A), avec ABx = Bx — x, soit Bx — ABx = x. alors A est m-dissipatif

Etape 3. Pour tout x € X et £t > 0, on pose

1 t
T = —/ T(s)ds
0

t

Il est clair que z; — x, lorsque ¢ — 0. Pour montrer que D(A) est dense, il suffit de montrer

que z; € D(A) pour tout ¢t > 0. Or on a pour tout i > 0,

T -7 1 t+h 1 t
tht = —/ T(s)x ds — E/ T(s)xds
h 0

1 t+h 1 t
— - T |
; /t (s)x ds h /o (s)xds

Lorsque h — 0, le membre de droite converge vers T'(t)x — x, et donc z; € D(A) avec

T(t)xr—=x

A[Et = ;

Théoréme 1.5.3 (Théoréme de Hille- Yosida-Phillips) Un opérateur linéaire A est le générateur
infinitésimal d’un semi-groupe de contraction sur X si et seulement si A est m-dissipatif de domaine

dense.

Preuve. la premiére implication est prouvé (proposition (1.5.2) ) ,pour la 2éme implication sup-
posons que A est m-dissipatif de domaine dense, et soit T'(¢) le semi-groupe associé a A par le
théoreme (). Il est immeédiat que 7'(¢) est un semi-groupe de contraction. Notons L son généra-

teur et montrons que L = A.

Pour z € D(A) et h > 0, on a (théoréeme («))
h
T(h)x =x —I—/ T(s)Ads
0

et donc z € D(L) avec Lz = Az. Par conséquent, G(A) C G(L).

16
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Finalement, soit v € D(L). Puisque A est m-dissipatif, il existe z € D(A) tel que
r—Ax =v— Lv

et puisque G(A) C G(L), on a
(x—v)—Lx—v)=0

L étant dissipatif, on a x = v, et donc
G(L) C G(A)

Par suite

1.5.4 Equations non-homogénes

Soit (X, |.||) un espace de Banach et A un opérateur m-dissipatif et & domaine D(A) dense dans

X. Etant donnée z € X et f: [0;7] — X. On a le probléme suivant :

u e C([0,T], D(A)) N CH([0, T], X)
U+ Au = f(t) t e [0;T] (1.1)
u(0) ==

Lemme 1.5.1 Soitz € D(A) et f € C([0,T], X). On considére une solution u € C([0,T], D(A))N
C([0, 7], X) du probléme (1.1]). Alors on

u(t) =T(t)r + /OtT(t —s)f(s)ds, vt € [0;T] (1.2)

17



Chapitre 1. Notation et Définition Préliminaire

Preuve. Soit t € [0,7]. On pose

Soit s € [0,t] et h €]0,¢ — s[, on a

v(s+ h) —v(s) T(t—s—h)u(s+h)—T(t— s)u(s)

A :
o Tt =5 = hyu(s +h) = T(t =5 = h+ h)u(s) + u(s) = u(s)
h—0 h
= hlanT(t e h)U(S +h) —u(s) ;T(h)u(s) + u(s)
= T T(t 5~ h) (u(s + h})L —u(s) T(hZL— Iu(s))

=T(t—s) (u'(s) — Au(s))

=T(t = s)f(s)
Puisque T'(t —.) f(.) € C([0,], X), on en déduit que v € C*([0,t[, X) et
v'(s) =T(t — s)f(s), pour tout s € [0, ] (1.3)

On integre (1.3 entre 0 et 7 < ¢, puis on fait tendre 7 vers ¢, on obtient

ainsi

u(t) =Ttz + /Ot T(t—s)f(s)ds,Vt € [0;T]

Corollaire 1.5.1 Pour tout x € D(A) et f € C([0,T],X), le probléeme posséde au plus une

solution.

Lemme 1.5.2 Pour tout x € X et f € L'([0,T], X), la formule définit une fonction u €

18
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C([0,T], X). De plus,on a

||u||C([07T]7X) < [l + “fHLl([&TLX)

Preuve. Le résultat est claire lorsque f € C([0, 7], X), et s’obtient par densité dans le cas général.

Proposition 1.5.3 Soit x € D(A) et f € C([0,T],X). On suppose que f € L*([0,T], D(A)) alors
u donnée par est la solution de .

Preuve. En trois étapes. On pose
t t
v = / T(t—s)f(s)ds = / T(s)f(t — s)ds pour tout t € [0,T]
0 0

Etape 1 : On av € C'([0,7T], X). En effet, lorsque f € L*([0,T], D(A)), on écrit pour ¢ € [0, ]

et h € [0,t— s

o(t+h) —ou(t) _ /OtT(t _ S)Mf(s)ds +%/Ot+hT(t+ h —s)f(s)ds

et on fait h — 0. On remarque que

T(h)—1
%f — Af dans L'([0, 7], X) lorsque h — 0

et on applique le lemme (1.5.2), il vient

dtov

W(t) _ /O T(t — s)Af(s)ds + f(t) pour tout t € [0,T]

Dans les deux cas, on a

E(t) e C([0,T[,X)

et donc

v e OY[0,T[, X)
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Etape 2 : v € C'([0,7[, X). De la méme fagon, on montre que ex’Z!(t) existe est égale a

lim v'(t),S0it t € [0,t[ et h € [0, — s]. On a

t—T

%:%/0 T(t+h—s)f(s)d8—%/0 T(t—s)f(s)ds

vt +h)—o(t)

t+h
h %/o T(t+h—s)f(s)ds

En faisnt h — 0, on obtient

v(t) € D(A)

et

Par fermeture du graphe, ceci reste vrai pour ¢t = T. il résulte que
v € CO([0,T], D(A))

et que v vérifie I'’équation du probleme ([1.1]).

Etape 3 : On a
u(t) = T(t)x +v(t) € C([0,T],D(A) N CY[0,T],X)

De plus

u'(t) = AT (t)z + Av(t) + f(t) = Au(t) + f(t), pour tout t € [0,T]
On a donc est immeédiat. m

Corollaire 1.5.2 Soit ug € X, f € C([0,T[,X) et u donnée par (1.3). Supposons que l'une des

deuzx conditions suivantes a lieu :
(i) we C([0,T[, D(A))
(ii) u € C1([0,T], X)

Alors u est la solution de .
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1.6 Principe de maximum

Le principe maximum admet de nombreux formulations, on va présenter les principe du maximum

faible et fort, méthode des sous-solutions et sur-solutions pour les opérateurs parabolique.

1.6.1 Principe maximum faible et fort

Soit € étant un domaine borné de R™ de frontiére 0{2.On pose
I={t=0}x Q) U([0,T] x Q) (la frontiére parabolique de (0,7 x Q)
P désigne un opérateur aux dérivées partielles de la forme

Pu = Zam (t, )07 u + Zbi(t, x)ou + c(t, ) — uy,

i3
ol les fonctions a;;, b; et ¢ sont supposées continues sur ((0,7') x ), et la matrice (a;;(t,z)) est

symétrique définie positive pour tout (¢, z) € ([0,7] x ).

Théoréme 1.6.1 (Principe du mazimum faible) On suppse que ¢ = 0. Soit u € C([0,T] x Q) N
C12([0,T) x Q) telle que Pu >0 (resp. Pu < 0) dans ([0,T] x ). Alors

max_u = maxu (resp. min_u = minu).
(0,77 x) r (10,7 %) r

Corollaire 1.6.1 On suppse que ¢ < 0. soit u € C([0,T] x Q) N CY2([0,T] x Q) telle que Pu > 0

(resp. Pu <0) dans ([0,T] x Q). Alors

max u = maxu *(Tesp. min_ u = minu~ ).
([0,7]x9) r ([0,7]%9) r

En particulier, si Pu= 0 dans ([0,T] x Q) alors

max_ |u| = max |u
([0,T]x) r
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Théoréme 1.6.2 (Principe du maximum fort) Soit u € C([0,T] x Q) N CH2([0,T] x Q) telle que

Pu >0 dans ([0,7] x ) et nous posons M = ([m?xf)u. On suppose que l'une des trois conditions
0,7 xQ

suivantes est satisfaite :

(i) ¢ =0,

(i1)) ¢ <0 et M >0,

(iii) M =0,

et que u = M en (ty,70) € ([0,T] x Q). Alors u = M sur ([ty,0] x Q).

Proposition 1.6.1 Nous faisons ’hypothése que Q est de classe C2. Soit u € CY([0,T] x Q) N
C%([0,T) x Q) satisfaisant Pu > 0 dans ([0,T] x Q) et nous notons M = maxu. En outre,nous

supposons qu’il eziste (to, o) € ((0,T] x T') tel que u (to,xo) = M et u < M sur (0,7) x Q, et que

l'une des trois conditions suivantes est vérifiée :

(i) ¢=0,
(i) c<0et M >0,

(iii) M = 0. Alors dyu(to, x9) >0

1.6.2 Sous-solutions et sur-solutions

Soit 2 un domaine borné de R™. On considére le probléme de Cauchy suivant :

Au+ f(z,t) —u, =0 dans Qx]0; 77
Bu = g(x,t)  sur 0Qx]0; T (1.4)
w(z,0) =g(z) sur (2x]0;T[) N {t =0}

Définition 1.6.1 Une fonction u est dite une sur-solution du probléme 81

(i) Au+ f(z,u) —u; <0
(il) Bu>yg

(iii) @(z,0) > g(z)
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Définition 1.6.2 Une fonction u est dite une sous-solution du probléme s1

(i) Au+ f(r,u) —u, >0
(i) Bu<y

(iii) wu(z,0) < g(z)

Théoréme 1.6.3 Si pour le probléme , il existe une sur-solution u et une sous-solution u,

u > u, alors il existe une solution classique du probléme .

Preuve. voir [I13] =
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Existence locale et globale

2.1 Solvabilité locale

Dans cette section, nous construisons la solvabilité locale pour une grande classe d’équations pa-
raboliques semi-linéaires avec divers termes de réaction non locaux, qui incluent I’équation .
De plus, on donne le théoréme d’existence locale de ([I]), [5] ou la non-linéarité est simplement
localement continue de Holder i.e p,q > 0. Une telle théorie locale est établie en appliquant le

principe des contractions de Banach.

Théoréme 2.1.1 Supposons que G et f sont des fonctions localement lipschitzienne. Considérez

le probleme suivant :

w—Au=G (u /Ot flu (s))ds> in(0,T) x 0,
0

on(0,T) x 09, (2.1)

u =

u(0,x) = ug(x) in €,
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Pour chaque donnée initiale ug € C(), ug |so= 0, alors il existe un T > 0 suffisamment petit et

une solution classique unique u de dans C([0,T] x Q)N CH2((0,T) x Q) avec ug |go= 0.

Preuve : On suppose que pour tout M > 0, il existe L = L(M) et K = K (M) tels que pour tout
p1, P2, q1, @2 € R avec |p1], [po|, lq1] ) [q2| < M +1,

G satisfait

|G(p1,q1) — G(p2, @2)| < L(Ip1 — p2| + @1 — @2]) (2.2)

et f satisfait

|f(p1) — f(p2)| < K |pr — p2l - (2.3)

Ici, nous définissons A = |G(0,0)| et B = |f(0)| pour plus de commodité, et donc pour tout

p,q € Ravec |p|,|q| < M + 1,

|G(p,q)] < A+ L(|p| + |q) et |f(p)| < B+ K|p|. (2.4)

Nous prouvons d’abord qu’il existe une solution unique u € L*((0,7") x ) de (2.1)) pour chaque

up € C(Q) C L®(2). Soit {T'(t)},5, le semi-groupe de chaleur linéaire sous condition aux limites
de Dirichlet homogene sur L>°(£2).11 est alors bien connu que 7'(t) est une contraction sur L>(2)

pour chaque t > 0. Nous considérerons ’équation intégrale correspondante de ([2.1]) :
t s
u=T(t)ug +/ T(t—s)G (u(s),/ f (u(a))da) ds. (2.5)
0 0
Pour toute M < |[uol| o (q),définir un sous-ensemble dans L**((0,T') x ©2) par
£ — {u € L=((0.T) x Q); [|to| jo gy < M + 1 pour t € (o,T)} (2.6)

tel que £ est un espace métrique complet avec la métrique d (u, v) = [[u — V|| Lo (0.1)xq) -
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pour u € £7, nous définissons une cartographie ® par

mm@:T@%+AHW—@GQ@%AVQ@»M>@. (2.7)

Etablissons que ® est une cartographie de contraction stricte sur £7 pour suffisamment petit

T > 0. Pour tous les u € £, nous obtenons

S

IS0~ < lual + t AL (Jul+ [ 54K o)) | a

<M+/l4u«M+n+43+mM+mm@

SMA+TA+L(M+1)(TK+1)+TB)].

Si nous prenons T' > 0 assez petit, alors ® est une cartographie de £ en lui-méme.

Ensuite, nous montrons que ® est une contraction stricte pour les deux éléments u,v € £7. Ainsi,

nous calculons pour tout u,v € £

(1) = $(0) O 1m0 = | [ (-9 |6 (uts). [ Flutontn) =6 (sts). [ wtoao) | as
< [ [luts) = o+ [ 17 (o)) = 7 o)) do | s

< TL(1 +TK)d(u,v).

Par conséquent, si T' > 0 est suffisamment petit, alors nous voyons que ® : £7 — £ est une
contraction stricte. Ainsi, ¢ a un point fixe unique dans £ par le théoréme de point fixe de Banach.

Cela implique que pour tout ug € C(£2) il existe une solution locale unique v € L*((0,7") x Q) au

sens intégral pour 7' > 0 suffisamment petit.

Concernant la régularité, nous pouvons voir que la solution correspondante u est automatiquement
en C12((0,T) x Q) a partir de Pargument bootstrap standard. D’autre part, la continuité de la

solution u € C([0,T] x Q) découle de 'é¢quation (1)) elle-méme (voir [I1] en détail).
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Bien siir, lorsque min {p, ¢} < 1 dans le probléme , la bonne pose locale ci-dessus ne s’applique

pas . Cependant, si ug est non négatif, alors on peux obtenir le théoréme d’existence locale pour

1), [l

Théoréme 2.1.2 On considére avec p,q > 0. Pour chaque donnée initiale non négative uy €
C(Q), uy |aa= 0, alors il existe un petit T > 0 et un (non nécessairement unique) solution non
négative u de dans C([0,T] x Q) N C*2((0,T) x Q) avec ugy |so= 0. De plus, si ug n'est pas

trivial, alors l"unicité d’une solution tient.
Preuve. On peut seulement donner la preuve du cas quand p, ¢ < 1. Soit

2P siz>1/n

[pn' Pz 4+ (1 —p)/nP], sinon

et de méme

gn(2) = {f;nl—% + (1 —q)/n7], " Zs;olr{n}

Notons ici que pour tout n, (f,,) et (g,) sont non décroissantes,fonctions localement lipschitzienne

et monotones décroissantes par rapport a n, c’est-a-dire,

Fa(2) L1217 2], et gal2) L {1217 2], -

Soit (u,) une séquence de la solution telle que

(un), — Au, = </0 fn (uy) (s) ds) gn (uy) in(0,7) x Q,
u, =0 on(0,7") x 0, (2.8)

un (0, ) = ug(x) in Q,

Ensuite, nous avons une unique solution approchée classique u,, par le théoreme 2.1.1. Puisque
fa(0), g,(0) > 0, par le principe maximum (voir le lemme 2.2.1), nous savons que u, > 0, et

par le théoreme de comparaison (voir le théoréme 2.2.1), nous voyons que (u,) est monotone
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décroissant. Il existe donc une fonction bornée non négative v = lim wu,, qui correspond a la
n—-aoo

solution continue de . En revanche, nous obtenons la régularité supplémentaire de u & partir de

Pargument standard. Lorsque ug # 0, I'unicité découle du principe du fort maximum. =

De la méme maniére que dans la démonstration du théoréme 2.1.1, on obtient la bien-position
locale suivante pour une large classe d’équations paraboliques semi-linéaires ayant divers termes

de réaction non locaux.

Théoréme 2.1.3 On suppose que G et f;(i = 1,2,3) sont des fonctions localement lipschitzienne.

On considére le probléme

"y — Au= G <u /Q Ffuw)da, /0 o ())ds. /O t /Q folu (s))dmds), (2.9)

avec u(0,x) = up(z) dans Q dans une condition auz limites de Dirichlet homogéne. Pour chaque

donnée initiale ug € C(£2),ug |so= 0, alors il existe un petit T > 0 et une solution classique unique

u de dans C([0,T] x Q)N CY2((0,T) x Q), avec ug |go= 0.

2.2 Principe de comparaison

Dans cette section, notre objectif est de montrer que (1) remplit la propriété de comparaison dans
la classe des solutions classiques non négatives. La restriction de la non-négativité entrainera une
division inhabituelle en deux versions du principe de comparaison (voir les théorémes 2.2.1 et 2.2.2

ci-dessous).

Lemme 2.2.1 Soit f une fonction continue sur R, et soit g une fonction localement lipschitzienne

sur R avec g(0) = 0. Supposons que u € C([0,T] x Q) N CH2((0,T) x Q) tel que

ur — A — (/tf(u(s))ds> g(u) > 0 dans (0,T) x Q.
0
uz=0 sur (0,T) x 09, (2.10)
u(0,2) = ug(x) =0 dans §2,
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alors u(t,x) > 0 pour (t,x) € (0,7] x .

Preuve : Elle découle directement du principe maximum standard.

Le lemme suivant qui correspond au principe maximum pour le probléme linéarisé de joue un

role essentiel dans 1’obtention des principes de comparaison.

Lemme 2.2.2 Supposons que a,b et ¢ satisfont

a,b,c€ C([0,T] x Q) et b,c>0 (2.11)

Supposons que u € C([0,T] x Q) N CH2((0,T) x Q) tel que

t
u — Au — au — b/ c(s)u(s)ds >0 dans (0,T) x €,
0
u=0 sur (0,T) x 09, (2.12)
uw(0,z) = up(x) =0 dans 2,

alors u(t,r) = 0 pour (t,z) € (0,T] x Q.

Remarque 2.2.1 Les hypothéses non négatives de b et ¢ sont essentielles pour le principe maxi-

mum. Sinon, nous pouvons facilement construire des données initiales u telles que la conclusion

ne soit pas remplie.

Preuve. Définissons My, My et M3 par

M, = max |a(t,z)|, My = max b(t,z), Ms= max c(t,z).
[0,T]xQ. 0,71 Q. [0,T]xQ.

On fixe u(t,z) = e*Mw(t,r), ol A est une constante arbitrairement positive & choisir plus tard.

Alors w satisfait & ce qui suit :
¢
wy — Aw + (A — a)w — be_’\t/ e*e(s)w(s)ds > 0 dans (0,7) x €,
0
w>=0 sur (0,7) x 02 et w(0,z) =up(z) >0 in Q,
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Supposons qu’il y ait un point (7, &) dans (0, T] x Q tel que w(7,£) < 0. Alors depuis w > 0 sur la
frontiére parabolique I' = ({t = 0} x Q) U ([0,T] x 99), il existe (to, z9) € (0,T] x  tel que

= . 2.1
w(to, o) = (Ir%}lilﬂw(t ,x) <0 (2.13)
Ici, mettons § = —w(tg, z9) > 0. Ensuite on a m
wy(to, o) < 0 et Aw(tg,x9) =0 (2.14)
Ainsi, comme w(t,z) > —d pour t € (0,7 nous obtenons pour tout A > M;
t
(wt Aw —a)w — be_’\t/ e)‘sc(s)w(s)ds) (to, zo) (2.15)
0

1
< (/\ M1)5+ /\M2M3€ Ato( Mo _ 1)5

1
~(A = M)3 + T MMy,

Par conséquent, si nous choisissons A\ assez grand pour que

M- ]\42
A>71+\/(T“”2J‘43)

Il s’ensuit alors que le coté gauche de (2.15) est strictement négatif, ce qui contredit I’hypothese.

La version suivante du théoréme de comparaison est utilisée pour montrer ’existence de solutions

globales.

Théoréme 2.2.1 Soit f,g € [0,00) — [0,00) des fonctions localement lipschitzienne non dé-

croissantes. On suppose que u,v € C([0,T] x Q)1) N CH2(0,T) x Q) tel que :

w — Au — (/Otf(u (s))ds) g(u) = v, — Av — (/Otf(v (s))ds) gw) Wm0, T)xQ  (2.16)

uzv=0 on(0,T) x 092,

u(0,2) = ug(x) = v(0,2) = vo(z) = 0 in Q,
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ensuite u(t,x) = v(t,z) = 0 pour (t,z) € (0,T] x Q

Preuve. On a obtenu d’abord que u,v > 0 a partir du lemme 2.2.1. Soit a,b et ¢ des fonctions

définies par ce qui suit :

; OGN
ofta) = [ s {on S
fw)—f(v) i
b(t,z) = g(u) et c(t,x) = {f/“;;’ Sis ;jj:} (2.17)

On voit alors facilement que a,b,c € C([0,T] x ) et b,c > 0. Par conséquent, il sort du lemme

222queu=>v. m

L’autre version du théoréeme de comparaison est la suivante.

Théoréme 2.2.2 Soit f, g vérifiant les hypothéses du théoréme 2.2.1. Supposons que u,v € C([0,T]x
Q)N CY2(0,T) x Q)) et v =0 tels que

wy — A — (/Otfm (s))ds) g(u) > 0 in (0,7) x 0

t
vy — Av — (/ f(v (5))ds> g(v) <0 in (0,7) x Q (2.18)
0
uzv>=0 on (0,T) x 08,
u(0,2) = ug 2 v(0,2) =v9 =0 in

ensuite u(t,x) = v(t,x) > 0 pour (t,x) € (0,T] x Q2

Preuve. La preuve est presque la méme que dans la preuve du théoréme 2.2.1. m
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2.3 Existence de solutions globales

Dans cette section, nous prouverons qu’il existe petites solutions globales pour des données initiales

suffisamment petites. En particulier, on recherche une sur solution globale de la forme suivante :

_ - 1
u(t7x> - (T 4 t)%(pl(t), (219)

ot d =1/(p+q—1) > 0 et T > 1 est une constante suffisamment grande pour étre choisie

ultérieurement. On obtient.

O — At = (T+1) 27 (=26 + M (T + 1)1 (2) (2.20)
et

( /0 t ap(t)d:v) a7 = (T 4 1)~ oy

—ops _ .
y {1_—12]36 ((T—i—t)l WO _ i g 2p(57£1)

(2.21)
log(T" +t) — log(T") si 2pd = 1.

Par conséquent, si 2pd > 1 alors

Oyu — Au — (/Ot ap(t)dx> a?
=20+ M (T +1) — : _12p5 ((1 - %)25_1 — 1)] ©1(t)

De 2pd — 1 < 1, il s’ensuit que pour tout ¢ > 0 il existe une solution globale u. Si 2pd = 1, alors on

> (T + t)_%_l

obtient pour les grands 7" > 1,

Ou — Au — (/Ot up(t)dx> u?

> (T + 1) {_25 AT 1) — log (1 _ %)] or(l)

= 0.
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Si 2pd < 1, alors on obtient pour les grands 7" > 1,

ou — At — </Ot ap(t)dx> u?

> (T+t) 2! [—26 + M (T +1t)—

= 0.
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Chapitre 3

Explosion de la solution en temps fini

3.1 Existence de solutions de explosion

Dans ce chapitre, on va établir que la solution de explose en temps fini pour des données
initiales suffisamment grandes. Afin d’obtenir ce résultat d’explosion, on utilise une variante de la
méthode de Kaplan (la méthode de la fonction propre). Soit ¢1(z) la premiére fonction propre du

probléme de valeur propre suivant :

—Ap; = A1 dans )
o1(x) =0 sur 0f2

ol A\; est la premiére valeur propre.
On sait alors que ¢ (z) est une fonction lisse non négative sur Q et o (z) est positif en 2.

En particulier, nous normaliserons ¢;(z) en sup-norme, c’est-a-dire

supp (z) = 1 (3.1)

e
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Chapitre 3. Explosion de la solution en temps fini

3.1.1 Exlposion lorsque p = ¢

On va montrer le résultat d’explosion pour p = ¢ > 1 dans cette sous-section. En multipliant

I’équation par ¢1(z), et en utilisant I'inégalité de Holder, nous avons

t
uppr — Aup; = (/ u? (s) ds) uPpq
0

> ([ weeras) war =3 ([ weeras)

Ici, nous avons utilisé le fait que ¢ > (¢1)” on Q. En intégrant cela par parties sur (0,¢) x 2, nous

2

avons

2

t 1 t
/u(s) gpldx—/u()(pldx—i—/\l/ /u(s) prdrds > —/ </ (u(s) cpl)pds) ds
Q Q 0 Ja 2 Ja \Jo
1 t 2p
> —t_2(p_1)/ </ u(s) gplds) dx
2 a \Jo
1 2p1) t 2p
> ———1 P u (s) p1dxds )
2 Q! (/o/g (5) ¢ )

On pose

t
F(t) = / / u (s) prdxds. (3.2)
0 Jo
On a F(t) € C'([0,T)) avec F(0) = 0. On obtient donc I'inégalité différentielle suivante :

1

E—— ) A 3.3
D[] () (3.3)

Q

ou désigne une fois la différenciation par rapport au temps ¢. Ainsi, nous devons montrer que si

uo = 0 est suffisamment grand, alors F(t) explose en temps fini.

Pour p = 1, on voit facilement que si I’on prend une donnée initiale arbitraire uy > 0 telle que

A Q
/Uo(pl > | |7 (34)
Q 2

alors F'(t) explose en temps fini. Si p > 1, nous construirons une sous-solution non globale ’inha-
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bituelle’. Ici, introduisons [t|; par

[th:{t—l sit>1 (3.5)

0 sinon

Ensuite, nous prenons une sous-solution non globale sous la forme suivante :

t
G(t) = o pour 0 <t <2 (3.6)

(1= 1) ™"

ot p > 0 est un grand nombre fini & choisir ultérieurement. Il est clair que G € C([0,2)) et G'(t)
ont un point discontinu a ¢ = 1, c’est-a-dire G € C'1([0,1) N (1,2)). Ainsi, nous devons faire une

légere généralisation du théoreme de comparaison d’EDO :

Lemme 3.1.1 On suppose que f(t,z) soit continue dans t € (0,T) et localement lipschitzienne
de z€R. Soit FF € C ([0,7)) NC*0,T). On suppose que G € C([0,T)) et G'(t) soient continues
par morceaux dans (0,T), ot on désigne I, = U, {t;} par leurs points de discontinuités de G'(t)

dans (0,T). Si F' et G satisfont

Fi(t)+ f(t, F(t) = G'(t) + f(t,G(t)) dans (0,T)\I, (3.7)

G
G(0).

F(0) >

Alors F(t) > G(t) pourt € (0,T).

Preuve. On note ’ensemble des points discontinus par I, = U, {t;} MtiN avec 0 < t; < t3 <
... <t, <T.8Sion applique la comparaison sur EDO habituelle a dans (0,t1], puis F > G > 0
pour (t,x) € (0,%;] x Q. Encore une fois, la méme procédure se fait en (¢1,t2) par la relation des
données initiales F(t1) > G(t1) > 0, a partir de laquelle F' > G > 0 pour (t,z) € (t1,t2]. En

poursuivant cette procédure étape par étape, on obtient que F'(t) > G(t) pour t € (0,7). m

Vérifions que G(t) est une sous-résolution de |D pour suffisamment grand fﬂ upp1. Pour 0 < t <
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Chapitre 3. Explosion de la solution en temps fini

1
G'(t) + MG(t) — ——5—t 2" DG2(¢ —/
(6% MGU) = 5o (1)~ [ we

P,

Cette inégalité tient, si ug satisfait

2p—1
Q 2#2(p_1)

ot pp = A=V 1Q| . Pour 1 < t < 2,

1
.—— et —/u
2|Q|2p—1 () o 0¥1

<p(2 -2/ Loy ! + 2\ )t — /\+£ 23 <0
X 2p_1 1 1 2|Q‘2p_1 X

Cette derniére inégalité vaut pour les grands ;o > 0 tels que

G'(t) + MG(t)

2(4]7 - 1))1/(2101) |Q|

> | 2\
ﬂ/( 12p_1

(3.8)

(3.10)

(3.11)

Ainsi, si nous reprenons ug tel que (3.9) pour un grand p > 0 satisfaisant (3.11)), alors F'(t) explose

en temps fini. Cela implique également que u(t) explose en temps fini.

3.1.2 Explosion quand p > q

En multipliant ’équation (1) par ¢;(z), et en utilisant I'inégalité de Holder

wr = dugr = ([ )as) o> ([ o ds) )

> t~-9)/a (/Ot (u(s) ¢1)? dS) " (uspr)*

q t (r+9)/q
L =d)/ap, </ (u(s) ¢1)? ds)
0

Cptgq
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Intégration de ceci par parties sur (0,%) x €,

/ (s) 1d$—/U0901d37+/\1/ / prdzrds
q (r—q)/ +a)/e y (p+9)/q
> —— 7P/ 1d d—l——// _pq(/ qd) d
P+q /(/( () w1) 8) x s u (o) er)?do x
(p+49)/q
> Jo| /1 Lyt ( / e qm)
p"‘Q

p+q
> |Q’—p/q (r+a)(a-1)/a __ 4 1 ==9)/a=(p+a)(a=1)/ (/ / gpldxds>
P+q

Par conséquent, nous obtenons

F(t) > / woprde — MF(t) + Cyt~ @2 pragy), (3.12)
Q
ou
Ci=Cipg ) = -1 (3.13)
1= U1y, q, 7p+q‘Q|p+q_1’ .

Nous construisons le type suivant de sous-résolution non globale de (3.12)) :

ut
G(t) = (1=, )/ D pour 0 < t < 2. (3.14)

Si nous choisissons ug assez grand pour grand p > 0, alors G(t) est une sous-solution non globale

de - ) de la méme maniére que dans le cas ou p = ¢ > 1. Ainsi, nous omettons le détail.

3.1.3 Exploser quand p < ¢

En multipliant I’équation par ¢1(z),on a

wr—dugr = ([ ) o> ([ o ds) o)
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Chapitre 3. Explosion de la solution en temps fini

En intégrant sur €2 et en utilisant I'inégalité de Holder,on a

d
— [ u(t)perde + A\ / u(t) prdx
a/p

([ eoaray” o] s
> ( [([ woeara)” wy dm>

En intégrant a nouveau sur (0,t), on obtient

/Q w(t) grdz — /Q o1z + M /Q u (t) prda
> oy o [ [ [ ([ we ml)f’da)p/q
S QPP ~anp / / ( / ) o) d0>p/q (1w () 1) dwds]

¢ (r+a)/q a/p
— |Q|—(q—p)/p t—(a=p)/p L </ (u(s)¢1)” ds) dx]
Q \Jo

p—i—q

> ‘Q‘—(q—p)/ptf(qu)/ p+q ’Q’ -p/q (/ / 901 pdxds)

o/p (p+a)/p
> |Q|—q/19 ( q ) —(¢—p)/p (/ / 901 pdxds)
p+q
q/p t
> ‘Q‘q/p(pﬂ)(pl)/p( q ) t—(@=p)/p=(p+a)(p—1)/p (/ /u(s) gpldajd8>
p+q 0 Ja

Par conséquent, nous obtenons I'inégalité différentielle suivante :

q/p

a/p
(u(s)p1)’ dx] ds

q/p

(p+q)/q] a/p

pt+q

F,<t) 2 / Uogﬁldl’ — AlF(t) + Cgt_(p+q_2)Fp+q(t) (315)
Q
ou
Co = Co(prg, ) = — L1 (3.16)
2 = La2\p, q, —p+q|Q|p+q71- .

Si on prend le méme G(t) dans (3.14) comme une sous-résolution non globale, alors nous pouvons
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voir que G(t) est une sous-résolution de I'inégalité (3.15) de la méme manieére.
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Annexe : Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expligées

ci-dessous.

un ouvert borné de R”™.

Laplacien de u.

la dérivée partielle de u par rappot a t.

Ensemble des opérateurs linéaires bornées définie de X dans X.
Domaine de 'opérateur A.

le graphe de 'opérateur A.

résolvant de I'opérateur A.

régulariséé Yosida de I'opérateur A.

partout sauf éventuellement sur un ensemble de mesure nulle.
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K Résume :

Dans ce travail on a considéré un probléme aux limites de type
parabolique semi-linéaire intégro-différentielle qui concerne a la théorie
de la cinétique des réacteurs nucléaires. Sous certaines conditions sur les
données initiales on a basé sur des techniques récentes d'analyse
mathématique, on a obtenu des résultats importants sur I'existence et
I'unicité de solution locale, globale et explosion en temps fini de la
solution.

Les mots-clés : Systeme Reéaction-Diffusion, Explosion en temps fini,
Existence globale, Semi groupes.
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/ Abstract :

In this work we considered boundary value problem of a semi-linear
integro-differential equation of parabolic type which arises in the theory
of the nuclear reactors kinetics. Under certain conditions on the initial
data, we have based on recent techniques of mathematical analysis; we
have obtained important results on the existence and the uniqueness of
local solution, global and blow-up in finite-time of the solution.

The keywords: Reaction-Diffusion System, Blow-up in finite-time,

KGlobal existence, Semi-groups.
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