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Introduction

Beaucoup des phénomeénes et des problémes du monde aujourd’hui basées sur
les équations aux dérivées partielles, qui seront notées en abrégé EDP dans la
suite.

En effet, les éqautions aux dérivées partielles traduisent par sa langage mathé-
matique des lois des phénoménes en mécanique, la dynamique des fluides, 1’élasti-
cité et la météorologie,..., ect. En plus, grace a la développement du technologique
I’EDP a utilisée pour traiter des images. Comme consequence, le physique et le
mathématique a une grande relation. Le parole de Poincaré affirme cette rela-
tion : " toutes les lois sont tirées de I'expérience, mais, pour les énoncer, il faut
une langue spéciale; le langage ordinaire est trop pauvre, il est d’ailleurs trop
vague, pour exprimer des rapports si délicats, si riches et si précis. Voila donc une
premiére raison pour laquelle le physicien ne peut se passer des mathématiques;
elles lui fournissent la seule langue qu’il puisse parler". (Poincaré, 1910). On va
citer des travaux des grands noms sur les EDP :

Euler écrit en 1765 un mémoire de mathématiques pures consacré a une EDP
spécifique. Lagrange donne une sorte d’inventaire des EDP rencontrées dans des
problémes physiques et livre des méthodes innovantes d’intégration. Il est moins
systématique et « maths pures » dans son étude des EDP. D’ Alembert va étre

le seul a, simultanément :



Introduction

- considérer les EDP hors de tout probleme physique.

- entreprendre I’étude de classes trés larges d’EDP.

Ce mémoire se décompose de trois chapitres, le premier chapitre contient
des définitions de base sur les EDP et en particulier, les EDP d’odre deux, linéaire.
Dans le deuxieme chapitre, nous allons détallaier comment trouver la forme
canonique de chaque trois types d’'une EDP et ensuite, on a traiter le probléme de
Chauchy. Le dernier chapitre est une ensemble des différentes examples qui ’on

va chercher leurs formes canoniques, leurs solutions par des méthodes différentes.



Chapitre 1

Généralité

Le but de ce chapitre de donner des définitions et notions générale sur 'EDP. En
debut, on cite quelques propriétés d'une EDP (linéarité, I’ordre, homogene,...).
En suite, on définit 'opérateur L. Aussi, on parle de les conditions aux frontiéres
qui affirme que la solution est unique.

En plus, on precise notre étude sur EDP d’ordre deux linéaire et on a étudier les

categories d'une EDP (parabolique, elliptique, hyperbolique).

1.1 Equation aux dérivées partielles

Définition 1.1.1 soit ® = &(x,y,...) une fonction de plusieurs variables indépendantes en

nombre fini sur un domaine €2 C R".

une équation aux dérivées partielles (EDP) pour la fonction ® est une relation qui lie :

1. les variables indépedantes (x,y,z,...).
2. la fonction recherchée ®.

3. un nombre fini de dérivées partielles de P.

3



Chapitre 1. Génératilé

0P 9% 9*® 9°P

F @)= ==, =) = 1
(x7yﬁz7 Y 78:1:? ay?ax27 ay27 ) O ( )

Définition 1.1.2 on appelle ordre dune EDP le plus elevé des dérivées partielles intervenant

dans IEDP.

Exemple 1.1.1 22 — %2 — 0 = EDP dordre 1.
z Y

Exemple 1.1.2 4%27(3 + 38;;; + g—f =0 = FEDP dordre 2.

Définition 1.1.3 on dit que IEDP est linéaire si ® et ses dérivées partielles apparaisent

séparément et a la puissance 1 dans IEDP.

Exemple 1.1.3 PP _ cosd + @g—j = 0 = FEDP dordre 2 non linéaire.

Oz2

Exemple 1.1.4 g—‘f = ?;T‘f = FDP dordre 2 linéaire.

Définition 1.1.4 une solution de l’équation (1) est une fonction ® = ®(z,y,z,...) des
variables indépendantes (z,y, z,...) dont les dérivées partielles apparaissant dans l’équation
existent aux point de 2 convenable de R™ telle qu’aprés avoir substitué cette fonction et ses

dérivées partielles dans 'équation (1) celle ci est satisfaite.

Proposition 1.1.1 un opérateur L désignera une transformation qui associe a toute bonne
fonction ® = ®(x,y, 2, ...) de plusieurs variables (x,y, z, ...) sur un domaine Q). Une fonction
L® = LO(z,y, 2, ...) sur ce méme domaine. La qualification bonne sinigfie ici que L® est bien
définie. Parfois, il faudra axiger que les dérivées partielles de ® existent jusqu’a un certain

ordre.

Propriété 1.1.1 L soit bien définie, il est nécessaire que la dérivées partielles de ® par

rapport a ses variables existent sur le domaine €.
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Chapitre 1. Génératilé

L’équation (1) peut donc s’écrire sous la forme L® = f(z,y,...) ou f(x,y,...) est une fonction

des variables indépendantes, L est un opérateur et ® est une fonction a déterminer.

Proposition 1.1.2 Un opérateur L est linéaire ssi L(au + bv) = aLu + bLv, quels que
soient les nombres réels a, b et les bonnes fonctions u, v. Implicitement, nous supposons que

la fonction au + bv est bien définie.

Proposition 1.1.3 Soit une EDP linéaire homogéne L® = 0 pour laquelle L est un opérateur
linéaire. Si ®1, Py sont deux solutions de cette EDP et a,b € R alors a®, + bPy est aussi
une solution. Ceci est le principe de superposition. Ici nous supposons que l’ensemble des
“bonnes” fonctions pour lesquelles L est défini forme un espace vectoriel et dans ce cas, le
principe de superposition affirme que l’ensemble des solutions d’une EDP linéaire homogéne

est un sous-espace de l’espace des “bonnes” fonctions.

Preuve. Il suffit de noter que L(a®; + bP3) = 0 & cause de la linéairité de L et car 1 et Dy

sont des solutions de L® = 0. m

Proposition 1.1.4 Soit une EDP linéaire L® = f(z,y, 2, ...) pour laquelle L est un opéra-
teur linéaire. St ®, et ®y sont deux solutions de cette EDP, alors ®5 — $; est une solution
de [’éqution linéaire homogéne associee L® = 0. Ce résultat signifie que si mous connais-
sons toutes les solutions de L® = 0 et que nous connaissons une solution particuliére ®, de

L® = f(x,y, z,...), alors nous connaissons toutes les solutions de cette derniére équation.

En effet, elles sont toutes de la forme ¢ + ®; ol ¢ est une solution de L$ = 0.

Preuve. Nous avons que L®; = f(z,y,z,...) et que LPy = f(x,y,2,...). Conséquemment
L(®y — &1) = LPy — LPy = f(2,y,2,...) — f(z,y,2,...) = 0. Nous avons donc que ®5 — &4

est une solution de L® = 0. m



Chapitre 1. Génératilé

Exemple 1.1.5

0*® D*® 3
2 +2ry—— =7

P +y P

est une EDP linéaire non-homogéne (pour 2 = R?, ou ® = ®(x,y)). Dans cet evemple,

0P 0P

L =0 +y— + 20y

Y ou? y8y2
est un opérateur linéaire et f(x,y) = x®. En effet L est linéaire, car si a et b sont deux
nombres réels quelconques et ®1, Py deux “bonnes” fonctions (i.e. il faut que ®1, Py soient

des fonctions dont les dérivées partielles apparaissant dans la définition de LP existent sur

Q), alors :

82(6@1 + bq)g) 82((1(1)1 + bq)g)

L(a® bPy) = (ad bd 2
(a®1 +bPs) = (a®y +bP2) +y 2 +2xy 00
0*®, 0*®, 0*®, 0*®,
=a(d 2 b(P 2
(1 +y 55+ xyay2)+ (22 +y—55 + a:yayQ)
:an)1+qu)2

D’autre part, on considére un example pour montrer le contraire (L est un opérateur non-
linéaire) :
0P 0?P 0?d

(8_y)8_y2 + ZL’W = exp(Qx)

Ou ® = ®(z,y). Cependant cette équation n’est pas linéaire. Dans ce cas,
od 0?d 0?P
Lo = (22" y gl -
( y) " +y®o—s
n’est pas un opérateur linéaire et f(x,y)=exp(2z). Pour vérifier que L® n'est pas linéaire, il
suffit de considérer par exemple les deux nombres réels a=b =1 et les deux fonctions ®1(z,y) =
Oy (x,y) = y*. Avec ces choix, nous obtenons que L(®; + ®y) = 16y, L®) = LDy = 4y et
clairement L(®q + ®y) # LP; = LPs.



Chapitre 1. Génératilé

1.2 EDP du 2°™€ ordre linéaire

0*® 0*® 0*® 0P 0
A B D—+F—+F® = 1.1
Ox? + oy? + C@x@y * Ox + oy + Gla,y) (1.1)

ou A,B,C,D,E,F sont les coefficients de 'EDP, ils sont des fonctions de x et y.
®(x,y) = ® est la solution.

est la forme générale pour une EDP linéaire, non homogene de 2°™¢ ordre.
Remarque 1.2.1 si G(x,y) =0, on dit que IEDP est homogéne.
Remarque 1.2.2 les coefficients de IEDP peuvent étre constantes.

Exemple 1.2.1 g—f + 6%27%’ = 2 = FEDP dordre 2 linéaire, non homogéne a coefficients

constantes.

Exemple 1.2.2 xyg% + gjg)y + ‘?;T(f = 0 =>EDP dbordre 2 linéaire, homogéne & coefficients

non constantes (dépendantes o x et y).

1.2.1 Les types des EDP linéaire du 2°™¢ordre
On peut classer 'équation (|1.1)) en trois types selon le signe de déterminant (A) tel que :
A(x,y) = B> — 4AC.

1. A > 0 : EDP hyperbolique.
2. A <0 : EDP elliptique.

3. A =0 : EDP parabolique.

Exemple 1.2.3 y%QTf + 221 =0

0x2



Chapitre 1. Génératilé

A=1; B=0; C=y.

A = B? - 4AC = —4y
1. y = 0 =TEDP est parabolique.
2. y < 0 =TEDP est hyperbolique.

3. y = 0 =TEDP est elliptique.

1.2.2 Probléme bien posé

Soit une EDP valide dans (2, munie de conditions aux frontiéres. Le probléme est bien posé
sl :

1. il existe une solution de 'EDP satisfaisant les conditions frontiéres (existence).

2. la solution doit étre unique (unicité).

3. la solution doit étre stable par rapport aux conditions aux frontiéres imposées (stabilité).

Tableau récapitulatif :

Pour une EDP du second ordre linéaire & coefficients constants, on a un probléme bien posé
dans les cas suivants (conditions suffisantes) :
Type Frontiere Conditions
Hyperbolique ouverte Cauchy
Parabolique  ouverte Dirichlet ou Neumann

Elliptique fermeée  Dirichlet ou Neumann

1.2.3 Conditions aux frontiéres

Soient ®(z,y) = ® et une EDP valide dans {2 domaine (ouvert connexe).

Trois types de conditions aux frontiéres existent :



Chapitre 1. Génératilé

1. On impose la valeur de ® sur 0f2. C’est la condition de Dirichlet.

2. On impose la valeur ‘g—i = (grad ®).77. de C’est la condition de Neumann.

3. On impose ces deux conditions sur 0€2. C’est la condition de Cauchy.

Exemple 1.2.4 FEquation de Laplace en deux dimensions :

0’ 9*P

92 "o =0

avec 2 = {z € R,y > 0}. Conditions auz frontiéres (Cauchy) :

P(z,y =0) = f(z),Vz € R;

0P
— =0)= R.
3y (x,y=0) =g(x),Vx €

Si f=g = ® =0

d=0
Considérons Ve € R,m e N*
f(z) = L cos(ma)
Alors ®(z,y) = = cos(max)ch(my)
Lorsque m est grand, la condition ®(z,y = 0) = = cos(ma) differe peu de la condition
&(x,y=0)=0.
La solution, elle, difféere beaucoup a cause du cosinus hyperbolique, le probléme n’est pas

stable et donc il est "mal posé".

1.3 Des examples fondamentales

1. Equation des ondes :
o 0%
ot 92 0



Chapitre 1. Génératilé

Q) = R? Vx € R ¢ est une constante. Ou ®(z,t) est le déplacemant du point d’abcisse

x & linstant t.

2. Equation de la chaleur :

0® 82(I>+82®+62<I> _0
ot ox2 Oy 022 )

Ou ® = d(t, z,y,2), k = 0 est une constante.

3. Equation de Laplace (du potentiel) :

2 0P

92 "o =

Q={zeR, y>0}

4. Equation de Black-Scholes :

ou 7 et o2 sont des constantes, S et ¢ sont les variables indépendantes et ® = ®(S,t)

est la variable dépendante.

10



Chapitre 2

La forme canonique

Dans ce chapitre on va chercher la forme canonique de chaque type d’'une EDP
qu’il est peu simplifier que 'EDP qui est donnée. En suite, on définit un systéme

d’EDP sous condition de Chauchy (Probléme de Chauchy).

2.1 La variance du type d’équation

soit dans le domaine Q = R? léquation

A®,, + B®,, +CO, F(z,y,®,0,,9,,...) = G(z,y) (2.1)

qui est linéaire par rapport aux dérivées dordre supérieure. Admettons que les coefficients

A, B, C sont continues dans le domaine €2, et ils s’annulent pas simultanément.

Montrons que le type d’équation est invariant par rapport a la transformation des variables

indépendantes.

Soit :

11



Chapitre 2. La forme canonique

§=E&(z,y), n=mn(r,y) (2.2)

deux nouvelles variables qui sont des fonctions de x et y ayant aux moins leurs dérivées

partielles d’ordre m < 2, continues sur le domaine 2 telles que :

J=| 5 o —en gm0 n

Nz Ty

Le regle de chaine nous donne :

O, = D&, + Oy
Dy = P&y + Py
Puw = Deely + 20en8atle + Pyt + Pebow + Lyl

Duy = Peeluly + Py [&my + 5@/771} + Poynaly + Peay + Py

P, = CI)ESEE + 2P¢,&ymy + (I)nnnj + ey + Loty

En remplagant les dérivées dans (2.1]) donc :

Alq)gg + Bﬁpgn + Clq)nn + Fl(f, n, (I), ) = Gl(f, 77) (23)

12



Chapitre 2. La forme canonique

By = 2A&m, + B [&ony + &ne] +2CEn,

Cy = Anj + Bnany + Ci;

En calculant le déterminant A (&, n) de (2.3)) :

Ai(&,m) = BY — 44,0
= B [(&any + n:6y)* — 4€anymaly| — AAC(E2n2 + E5m2 — 28,6y

= Bz(émny - 77x£y>2 - 4AC(£r?7y - nffgl/)2

= (B* —4AC)J?* = A(z,y)J* # 0

Donc si A, B, C sont continues aux alentours du points (x,y) alors que la transformation ([2.2))
n’est pas dégénérée donc les signes des déterminants A; et A aux alentours correspondant

aux points (x,y) et (£,7n) sont les méme et par conséquent le type d’équation est conservé.

2.2 La forme canonique

On peut choisir les fonctions &(z,y),n(z,y) de fagon a simplifier I’équation aux dérivées
partielles. Alors choisissons & (z, y), n(x, y) pour que dans ’équation ([2.3)) les coefficients soient

nuls pour ®¢¢, @, :

13



Chapitre 2. La forme canonique

Cy = An + Bnany +Cn2 =0

c’est—a—dire que les fonctions &, i soient des solutions de :

A2 + By, + C’v,bZ =0 (2.4)

Avec ¢ = € ou n.

L’équation différentielle ordinaire :

Ady? + Bdydz + Cdz® = 0 (2.5)

correspondant a (2.4) est ’équation caractéristique et ses intégrales sont les caractéristiques

de l'équation aux dérivées partielles (2.1]).

Supposons que A# 0 et resolvons (2.5 par rapport a y’ :

. B—+VB>—4AC

J = B+ VB2 — 4AC
n 24

2.2.1 Type hyperbolique : le déterminant A(z,y) = 0
1°**forme canonique :

Les parties droites de (2.6 sont differents d’ou les intégrales

ez, y)=c ;¥ (,y) =c (2.7)

14



Chapitre 2. La forme canonique

de ces équations qui sont indépendants. Posons les nouvelles variables indépendantes sui-

vantes :

olr,y) =& V(2,y) =1

Alors, on peut écrire les caractéristiques (2.7)) dans I’équation (2.1)) qu’on peut ramener sous

la forme :

qu)ng + FQ(&nv (I), ) = G1<f>7l)

En suite, on divise I’équation derniére par B;. On obtient :

(I)Wé + F3<€7 m, q)a ) = G2(£7 77) (28)

qui est la 1% forme canonique de I’équation hyperbolique.

2¢me forme canonique :

Pour l'obtenir, il suffit de prendre les coordonnées (o, 3) définies par :

a=§+7

B=E&—n

Nous obtenons par le régle de chaine que :

15



Chapitre 2. La forme canonique

o _ 0 o0 0w 0 00 ob
0éon  Oda da  Of op 0o OB
0’ 9%
=32 " 0P

En substitant ceci dans 1’équation (2.8) alors :

?e  9*®
Gar ~ g (@B, ) = Ga(a, B)

qui est le 2°™° forme canonique de ’équation hyperpolique.

2.2.2 Type parabolique : A(z,y) =0 en tout point de (.

Nous obtenons qu’une seule équation caractéristique.

Y

Meéme en procedant comme pour le cas hyperbolique, nous n’obtiendrons qu’une seule co-
ordonnée caractéristique £(z,y). Pour 'obtenir la second coordonnée caractéristique n(x,y),
il suffit de prendre une fonction 7(x,y) quelconque ayant au moins des dérivées partielles

d’ordre m =< 2 continue sur le domaine €2 telle que :

J = éx gy foﬁy—fyﬂx#o

Nz Ty

On a A(z,y) =0et A; =0 donc :

B = 21/ AC avec i = £1.

16



Chapitre 2. La forme canonique

Ay = A€ + BEE, + O = A2 + 20V ACEE, + O = (VAE, + VBE,)? = 0

By =2A¢m, + B [&my + 5@/772?] + 2C§y77y = 2(\/2@ + Z\/Egy)(\/znm + i\/@?y) =0

Quelque soit la fonction 7(z,y).

Alors, 'équation ([2.1)) sera transformée sous la forme :

01(1)7777 + Fl(fﬂ% (I)> ) = G1(€777)
Noter que C; # 0, sinon 'EDP de départ serait d’ordre 1. Ensuite, en divisant par C

I’équation derniére :

(I)nn + F2(€777a CI)’ ) = G?(gan)

qui est la forme canonique d’une EDP parabolique.

2.2.3 Type elliptique

Si I’équation est elliptique sur le domaine €2, on a ses deux équations caractéristiques sont &
valeurs complexes et les solutions de ces équations sont conjuguéees entre elles. Nous avons

les courbes suivantes :

o(r,y) = az,y) +iB(z,y) = a1

U(z,y) = p(z,y) = a(z,y) —if(r,y) = ca

17



Chapitre 2. La forme canonique

U est la conjuguee de . Si nous posons £(x,y) = ¢(x,y) et n(z,y) = ¥(x,y), ces variables

ne prennent pas des valeurs réelles. Les coordonnées caractéristiques dans le cas elliptique

seront :
§(z,y) +n(z,y
a(z,y) = (@3] 5 ( >;
7
O 2 = —1, ceci signifie que « est la partie réelle de £ et 3 est la partie imaginaire de &.

Apres le changement de coordonées, nous obtenons comme EDP :

(I)aa + @55 + F(O_/,B, (I), ) = Gl(a,ﬂ)

Cette équation est la forme canonique de 'EDP elliptique.

2.3 La solution générale

la notion de solution générale pour une EDP peut se ramener a une solution dépendant de

deux fonctions arbitraires.

2.4 Probléme de Cauchy

Soit f une fonction d’une seule variable et (C') la courbe définie par 1’équation

y = f(x)

18



Chapitre 2. La forme canonique

Posons F(z,y) = f(x) —y. Alors, le vecteur 77 = VF(zo, f(z0)) = (fo(xo), —1) est perpendi-
culaire & (C) en (xo, f(z0)).

Définition 2.4.1 Le probléme de Cauchy relatif & une courbe (C) consiste a chercher

(si elle existe) la solution de I’équation :

9*® 9 9 0 00
a<x7y)@+b(xﬂy)ax—ay+c($ay)a_y2 _F<x>y7®>%aa_y) (29)

qui vérifie :

®(z,y) = g(,y) sur (C)

et

O w) = hlay)

Théoréme 2.4.1 1- Sila courbe (C') n'est pas caractéristique, le probléme de Cauchy a une

solution et cetrte solution est unique.

2— Si la courbe (C') est une courbe caractéristique, le probléme de Cauchy peut ne pas avoir

de solution ou il peut en avoir une infinité.

2.4.1 La solution générale (solution d’Alembert)

On consédérons ’équation des ondes qui est sous forme :

00,020

Ou ¢ € R’ a la signification physique d'une vitesse et ® le déplacement d’un point x a

19



Chapitre 2. La forme canonique

I'instant t a partir de la position d’équilibre, dans une direction perpendiculaire & la position

d’équilibre de la corde.
cette équation est une équation hyperbolique car :
A(z,y) = B> —4AC = 4¢* = 0

Les équations caractéristique :

On pose p(x,t) =x —ct, {(z,t) = x + ct;

1 —c
J = =c—(—c)=2c#0;
1 ¢

alors la forme cononique de I’équation (2.10]) est :

0*®

5raE = O (2.11)

On va résoudre I’équation 1) on I’écrit sous la forme 8%(’3—:) = 0, ce qui montre que la

fonction %—? ne dépend pas de n c’est -a-dire qu’elle est constante sur les droites verticales du

plan (&,7).

Ainsi 22 = f(¢) I’équation différentielle s’est transformee en une équation de la forme simple
¢

(EDO), F'=f d’ou |® = [ f(§)d¢ = F(§) + G(n) | F,G deux fonctions arbitaires.

On remarque que la constante d’intégration dépend pour ainsi dire ; de la droite verticale sur
laquelle on intégre (dépend de 7).

Si on cherche les solutions dans la classe des fonctions dans laquelle on a fait les calculs, la
classe des fonctions dans laquelle on sous la forme f(£) + g(n). Ou la fonction f est réguliére
(f est dérivable, de dérivée continue) et la fonction g seulement continue. On arrive a des

solutions qui en générale, n’ont pas résultat dissymétrique sur la régularité. La symétrie des
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dérivées partielles remarques conduisent a justifier 'introduction des fonctions généralisées
ou distributions, qui permet de considérer des solutions de la forme f(&) + g(n) avec f et g

non réguliéres.

On suppose que les solutions sont cherchées dans la classe des fontions réguliéres ce qui revient

a dire que f et g doivent étre régulieres.

Ainsi, | ®(x,t) = f(z — ct) + g(z + ct) | est la solution générale de I’équation (2.10)).

Cette solution est appelée la solution d’Alembert.

2.4.2 Probléme aux limites

Le probléme de Chauchy met en évidence des similitudes et des différences entre la théorie
des équations différentielles (EDO) et la théorie des équations aux dérivées partielles. En
théorie des EDO le plan des phases est de dimension finie mais EDP le plan des phases est

de dimension infinie.

Le probléme de Chauchy pour une corde vibrante se présent sous la forme de 'équation (2.10))

a laquelle on ajoute des conditions initiales :

O(z,t=0) = p(x) (2.12)
0®(z,t=0)
— = U(t)

La valeur initiale de la dérivée second n’est pas utile puisqu’elle est donnée par 1’équation.
On suppose que = € R, c’est a dire que la corde est de longueur infinie.

Ce modéle est une bonne approximation de la réalité physique, au moins dans le cas des
déformations petites par rapport a la longueur de la corde et pour des intervalles de temps

assez petits.
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— Le premier probléme aux limites pour la corde de longueur finie introduit, en plus de

I'équation (2.10) pour = € |0 ([ et des conditions initiales (2.12]), des conditions aux limites :

O(x=0,t) =P(x=1,t)=0

qui traduisent le fait que la corde est fixée a ses deux extémités. Les vibrations longitudinales
d’une barre fixée a ses deux extrémités, ot ®(x,t) est le déplacement longitudinal, & partir

de la position d’équilibre, du point x & l'instant t.

— On a aussi les vibrations d’une barre avec une ou deux extrémités libres, ce qui se traduit

par les conditions :

O(x=0,t) =0et/ou ®(x=1,t) =0

— La combinaison de ces différentes conditions fournit les deuxiéme et troisiéme problémes

aux limites.

—Le quatriéme probléme aux limites se présente sous la forme

Oz, 1) = bz +1,1)

(probléme périodique), ce qui revient a considérer le probléme ¢ sur un cercle de longueur 1.

Probléme de Chauchy pour les cordes infinies

Soit le probléme de Chauchy :

00 0%

o 0®(x,t =0)
o =0 Bzt = 0) = p(a), i

S = ().

Théoréme 2.4.2 (Formule d’Alembert ) : La solution du probléme de Chauchy ci-dessus
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est donnée par la formule :

(I)(x’ t) = <,0<$ _ Ct) + 90('77 + Ct) n i /x-i—ct

U (y)dy.
i 2 ) (y)dy

Preuve. On sait déja que la solution générale du probléme est de la forme ®(x,t) = f(x —

ct) + g(x + ct). Soit le terme f(x-ct). Le graphe de la fonction f(x-ct), pour ¢ > 0 fixé, est le

translaté vers la droite du graphe de la fonction f(x) d’une quantité ct. Ce terme s’appelle

I'onde progressive. De la méme fagon le terme g(x+ct) s’appelle onde réfléchie. Si on fait t=0,

d’abord dans la formule de la solution générale, puis dans la formule obtenue apres dérivation

par rapport a t de cette solution générale, on obtient le systéeme :

O(z,t = 0) = o(x) = f() + g(x)

PI=0) — Y (t) = —cf'(x) + cg'(2)

d’oll on intégrant la deuxiéme égalité, on obtient :

f() - gla) = —= / W)z 4k

c

d’ou k est une constante quelconque. Alors, on obtient le systéme :

f(@) +9(z) = o()

flz) —g(x) = —% fom U(2)dz + k

\

f(@)=1p(x) — & [ V(2)dz + &
%4'0( + 3 2c fO d2+—

fla—ct)=Lp(x—ct)— = [ " ¥(z)dz+ &

g(z + ct) = sp(z + ct) + fHCt —

[SIES
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En remplacant cette résultat dans la formule de la solution générale, alors :

O (z,t) = f(x —ct) + g(x + ct)

1 1 T—ct k 1 T+ct k
=—p(r—ct)— —/ U(2)dz+ - + zp(x +ct) + —/ U(z)dz — =
0 0

2 2c 2 2 2c 2
1 1 0 1 x+ct
= §¢(x —ct) + % /xct U(z)dz + 5@@ +ct) + 2_0/0 U(z)dz
_ t t 1 T+ct
L) 1y,
2 2c r—ct
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Examples

Il y a infinité des équations aux dérivées partielles, chaque EDP différent de les
autres par : les coefficients, I’espace de définition €2, I'ordre,...ect. Dans ce cha-
pitre, on va résoudre des cas particuliéres des EDP dans R2. Et aussi, on déclare
comment chercher la forme canonique de chaque type d’'EDP (hyperbolique, pa-

rabolique, elliptique).
1- On veut trouver les fonctions ®(x,y) : R? — R telles que :

0P

Cette équation signifie donc que la dérivée partielle par rapport a la premiére variable, de la

dérivée partielle de ® par rapport a la premiére variable est nulle.

0 0P

95 0e) = °
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Commengons donc par poser v(z,y) = $2. On doit avoir, pour tout (x,y)
ov
0
Ox

Pour tout y fixé ’application partielle v(x,y) doit donc étre constante. Bien sur cette constante

peut dépendre de y. On voit donc que nécessairement

v(z,y) = C(y)

pour une certaine fonction C. On est ramené au probléme suivant : trouver ® telle que :

00

%—C(Q)

En raisonnant de la méme maniére, on voit que nécessairement

®(z,y) = C(y)z + D(y).

Ou D est encore une certaine fonction. Il est enfin immédiat de vérifier que n’importe quelle
fonction de ce type vérifie ’équation (3.1), pourvu que cette fonction admette des dérivées
partielles. Notons dés a présent qu’il y a énormément de solutions pour 'équation (3.1)),

puisque aucune condition sur les fonctions C et D n’est apparue dans la démonstration.

2- On veut résoudre 1’équation :

52
St e=0 (3.2)

Fixons y et posons v(x) = ®(z,y), on trouve :

v 4+0v=0
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les solutions sont de la forme :

v(x) = Acosx + Bsinx

et revenant & ®, on obtient :

O(x,y) = A(y)cosz + B(y)sinx

d’ou la solution de (3.2), A et B sont deux fonctions quelconques.

3- Prenons un systéme de type hyperbolique pour le résoudre :

92d o 02d 0
Ox2 oy?

O(x,t =0) = p(z) = cos(x)

0P (z,t=
U — (1) = exp(—)

A=DB?—4AC =40, telleque: A=1,B=0,C = —1.

Les équations cartésiennes sont :

—
(Y
=
y—r=a
dy = tdx = /dy =+ / dx = : 1, Co sont constantes.
Y+ T =c

Posons les nouvelles variables :

{(ryy) =z +y,n(z,y)=2—y
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Ces variables sont indépendantes car :
1
J= =—-2#0

Alors en utilisant le régle de chaine qui nous donne :

®yp = q)ﬁéfi + 2P Eune + <I>nn?7§ + Pelpr + Py
= Dge(1)? + 2P, (1)(1) 4 D,y (1)* + P x 04 D, % 0
= Pge + 20¢,, + D,
Py = (I)ﬁﬁgj + 2®en&ymy + (I)mvni + Qclyy + Lyiyy
= Dge(1)? + 20 (1)(—1) + Py (—1)% + P % 0 + By % 0
= Pge — 20¢y + Dy

= T8 — T8 = Bee + 20, + Dy — (D — 2By + Byy) = — 4D, = —42 %

Ox2

_, 72
onog

cette équation est la premiére forme canonique; la solution générale est :

onoE 0

D (x,y)=p(x-t)+¥ (x+t)=cos(x-t)+exp(-(x+t)) ; deux fonction de classe C?.
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La solution particuliére est :

(1) = L&Y ; plett) | % /_t U(y)dy = ®(x,t)

cos(x —t) + cos(x + t 1 [t
)

—t

__cos(x—t)+cos(z+t) exp(z—t)—exp(—x—t)
_ ! 4 = p

Pour obtenir le 2°™¢ forme canonique, posons :

a=E+n=2x

f=8—n=-2y

donc d’apres le regle de chaine :

o _ 0 o0 0w 0 08 o0v
0é0n  Oda da  0f 08 0a  0f
0’ 9%
=32 " R

4- On veut résoudre 'EDP homogéne-linéaire suivante :

0?d 0*d , 0?® N 0P L0
—yx - — =
o2 7 0xdy oy? 0Oy

2y2

On calcul le déterminant A(z,y) pour discuter le type de 'EDP :
A = B? —4AC = (—yz)? — 4(22°%)(—y?) = 2%9y* + 82%y* = (3xy)* > 0
- A = 0 ssi x=0 ou y=0, et on dit que dans ce cas 'EDP est elliptique.

- I’équation est hyperbolique < A > 0 <x#£0 et y#0. En d’autres mots, I’équation est

hyperbolique pour tous les points qui ne sont pas sur les axes des x et des y. Les équations
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caractéristiques sont :

,7d_y7B—|—\/Z7—xy+\/(3xy)2i r , B+VA —zy—/(ay)? 1

Y= dr ~ 24 2(2¢2) 257" 24 20212) ¢

Nous pouvons résoudre ces deux équations différentielles ordinaires en utilisant la méthode

de séparation de variables :

2 2

d
—y:£:2ydy:a:dx: dey:/Id$$y2:£+01$61:y2—$—
de 2y 2 2
Nous pouvons donc considérer la coordonnée caractéristique | £(z,y) = y* — %2
dy T y? 2 v 22
— = —— = ydy = —xdr = dy = | —xdr = =— = —— ===+ —
I ” yay rax /yy /xm 9 2—1—02 Co 2+2

2

RPN ’ , e e 2
Nous pouvons donc considérer la coordonnée caractéristique |7(z,y) = % + % |

On veut verifier que les coordonnées caractéristiques sont indépendantes :

—x 2y
J = = —xy — 2xy = —3xy # 0 car X et y s’annulent pas.

r oy

Nous pouvons maintenant effectuer le changement de variables. Par la régle de chaines, nous

avons :
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@,y = q)éﬁfi + 2P Eun + ‘I)mﬂ?azc + Delpr + Pyaa
= Qee(—2)* + 2Pg(—2) () + Py () + De(—1) + By (1)
= 22 Qg — 207Dy, + 22D, + P, — D
Dy = Peell + 20 Eyny + Loty 4+ ey + Py
= Dee(2y)* + 20¢, (29) (y) + D,y (y)* + Pe(2) + D, (1)
= 4> P + 47O,y + 2D, + 20 + D,
Dpy = P&y + Py [any + Synx] + Pyynaly + Peloy + Pty
= Pee(—2)(2y) + ey [(—2) (y) + (2y)(@)] + Py (2) (y) + P&(0) + P, (0)
= —2xy®ee + 2yPey, + 2y D))

Dy = P&y + Pyny = 2yPe +y 2,

Noter que y? = 2@ et 2% = (4"—?5). En substituant ceci dans ’équation, nous obtenons :

_91'292(1)571 - (I)n<2y2 —y+ I2) - 2(1)5(552 + 92 —y)+®=0

(2y2—y+x2)® +2(x2+y2—y) 1

P o
et 9292 " 9292 ¢ 92?2

®=0

Nous allons maintenant décrire ’équation canonique pour le premier quadrant du plan, a

savoir les points (x,y) tels que x>0 et y>0. Donc :

B [T DA AT

31



Chapitre 3. Examples

Finalement, on obtient la premiére forme canonique :

§(2n2+n§—§2)@sn— (%- w> &, + <477—2 @) e~ @ =0

. . ., , 2 2
Si nous avions utilisé les coordonnées o = £ + 1 = 3% et B=E—-n="%+ 22, alors nous

obtiendrions la deuxiéme forme de I’équation canonique. Dans ce cas, nous aurions :

§(302 — 352 — 4aB) (5F — 8 )+ (15" — /%) Ge (41 G0

5- On a I’équation suivante pour chercher sa forme canonique :

,0°® Po PP 9D

97y
T o2 v 0xdy Ty oy: Oy

o =0

Cette équation est parabolique sur tout le plan de R? car :
A = B? —4AC = (—4yx)? — 4(2?)(4y?) = 0 = 0, V(z,y) € R>.

Dans le cas parabolique, il n’y a qu’une seule équation caractéristique qui est :

,_@_Bi\/zz—zxxy: 2y

y= dr 2A 222 T

Nous pouvons résoudre cette équation par séparation de variables :

d d d d
V=2 = [ = [ TE s mn(lyl) = ~2n(fel)+k = In(lyl)Hin(jz)? = 2%y = b

Ou k, k; sont des constantes.

32



Chapitre 3. Examples

Une des coordonnées caractéristiques est |£(x,y) = 2%y | Comme autre coordonnée caracté-

ristique, il suffit de choisir une fonction n(z, y) telle que J(&, 1) # 0 (n et & sont deux variables

indépendantes). Il y a beaucoup de choix, par exemple | n(z,y) = = | pour x€ R*.

Nous obtenons donc par la régle de chaines :

Dy = P&l + 2Pt + Py + Peon + Pyl
= &g (2yr)? + 20, (22y) (1) + D,,(1)* + D¢ * (2y) + P, % 0
= 4y° 2 Pe + dya e, + Dy + 2y D
P,y = (1)6555 + 2P, &y + (1)7777775 + ey + Loy
= D (2%)” + 2P (1) ¥ 04 Dy % 0+ D x 0+ D, % 0
= x4‘1>§§
Dpy = Peelaly + Pey [Eamy + Eyne] + Prynaty + Pelay + Py
= Pee(22y)(2%) + Py [2ym % 0+ 27 % 1] + Py 5+ 1% 0 4 g (22) + P,y % 0
= 20y D¢ + 2° Dy, + 22D,

®y = Pely + Pyipy = Pe(a?) + @, % 0 = 270

En substituant dans 'EDP, nous obtenons :

0*® 0P
2_ _ 2 —_— f—
r”—— — x7(1 + 6y) ¢ =0

52
1Pos — (P +6)%% -2 =0
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6- Considérons 1’équation suivante :

82<I>+282<I> N 62<I>+ e,
0x? 0xdy Oy? y(?y —Y

Nous avons A = B2 —4AC =22 —4x1%5 = —16 = (41)? < 0, avec 12 = —1; Cette équation
est elliptique sur tout le plan R2.

Les équations caractéristiques sont :

, dy B+VA 244

, _dy B—=VA 24
Y7 T 24 2 -

_ W 19
Y= s 2A 2 !

=1+20 ;

fa=rrrs g =gt s fay= f0r2ide sy = 04200+

B =1-2i=dy=(1-2)de= [dy= [(1-2)dz=y=(1-2i)z+c

Ou ¢y, co sont des constantes.

Alors, les coordonnées caractéristiques sont :

Ex,y) =y — (1 +20)z mz,y) =y—(1-2i)

Ces deux fonctions &(x,y) et n(x,y) ne sont pas des fonctions réelles. Dans le cas elliptique,

nous pouvons pallier & ceci en prenant les parties réelles et imaginaires de £(x, y) (ou encore de

n(z,y)). En d’autres mots, nous considérons les coordonnées | a(x, y) = Partie réelle de &(z,y) =y — x

et | B(z,y) = Partie imaginaire de &(x,y) = —2x |.
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Nous obtenons donc par la régle de chaines :

Dpp = Ppa? + 28508, + P2 + Potur + Pp s
= ®u0(—1)2 +28,5(—1)(=2) + Pps(—2)* + Pp x 0 + g % 0
=B, + 40,5 + 4Ps5

Dy = Pty + 28ap0ry B, + Psf + Pacryy + Py,
:@aa*lz—l—ZCI)aﬁ*1*0+<I>55*O+<I>a*0+q)5*0
= cI)aa

D,y = Poatzty + Pogp [0y + vy Be] + Ppplafy + Patiny + Pplay
=Quax (—1)*x 1+ Ppg[(—1) %0+ 1% (—2)] + D, %0+ P50
=B,y — 2P,

O, =P, x1+Pgx0=2,

En substituant ceci dans I’équation, nous obtenons :

I

Y902 Tham Vo =Y

Notons que y = 20“2_ 5. Alors :

1653 + 162.% +2(20 — 8)22 = (20 — B)?
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Annexe B : Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées

ci-dessous :
EDP . Equation aux dérivées partielles.
of) . la frontiére de Q.
b, = 227% : La dérivée second de la fonction ® par rapport a la variable x.
EDO . Equation différentielle ordinaire.
ch : Cosinus hyperbolique.
sh : Sinus hyperbolique.
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