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Introduction

L’idée de généraliser la notion de différenciation 3;—,’: aux ordres non entiers de n est
apparue a la naissance du calcul différentiel lui-méme. La premiére tentative de discuter d’une
telle idée enregistrée dans I'histoire était contenue dans la correspondance de Leibniz. Il a
notamment introduit le symbole Z;—fjpour désigner la niéme dérivée d’une fonctionf. Quand
il a rapporté cela dans une lettre & " Hopital (apparemment avec ’hypothése implicite que
n € N), 'Hopital a répondu : <<Que faire si Uordre sera de 1/27>>.

Que signifie

d*f
<500
di”

Guillanme de L'Hogpital Gottfried Wilhelm von Leibniz

1661=02/02/1704 (0107 1646=14 /11/ 1716)

Cette lettre de I’Hopital, écrite en 1695, donc le calcul fractionnaire est un sujet ma-
thématique datant de plus de 300 ans. Ce sujet peut étre considéré comme un vieux roman

et encore nouveau sujet, il a été développé jusqu’a nos jours.

De nombreux mathématiciens ont contribué au développement du calcul fractionnaire,

dont on peut citer :
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P.S. Laplace (1812), J.B.J. Fourier (1822), N.H. Abel (1823-1826), J. Liouville (1832-1873),B.
Riemann (1847), H. Holmgren (1865-1867), A.K. Grunwald (1867-1872), A.V. Letnikov (1868-
1872), H. Laurent (1884), P.A. Nekrassov (1888), A. Krug (1890), J. Hadamard (1892), O.
Heaviside (1892-1912), S. Pincherle (1902), G.H. Hardy et J.E. Littlewood (1917-1928), H.
Weyl (1917), P. Levy (1923), A. Marchaud (1927), H.T. Davis (1924-1936),A. Zygmund (1935-
1945), E.R. Amour (1938-1996), H. Kober (1940), D.V. Widder (1941),M. Riesz(1949).

Depuis quelques décennies, les systémes d’ordre arbitraire ont trouvé beaucoup d’appli-
cations dans plusieurs domaines (physique, mathématiques appliquées, électronique, biologie
et technologie ). D’ailleurs, beaucaup de phénomeénes physiques réels sont bien caractérisé
par des équations d’ordre fractionnaire. Dans ce la ce sujet peut étre considéré un nouveau

sujet au méme temps.

Nous nous intéressons dans ce mémoire au probléme de stabilité et de controle des

systémes fractionnaires, il est structurée comme suit :

Dans le premier chapitre nous donnons quelques notions préliminaires essentielles, uti-
lisées dans la dérivation fractionnaire (approche de Griinwald-Letnikov, Riemann-Liouville,

Caputo, la transformée de Laplace et leurs propriétés).

Au deuxiéme chapitre, nous donnons les notions générales d’'un systéme dynamique et
quelques résultats sur la stabilité des systémes dynamiques d’ordre entiers puis la stabilité

des systémes d’ordre non entiers.

Au troisiéme chapitre, nous présentons deux méthodes célébres pour controler le chaos

et leurs principes, la méthode OGY et la méthode Feedback.

Enfin au quatriéme chapitre, nous avons prondre un systéme fractionnaire “systéme de

Jerk” et nous appliquons les théorémes du deuxiéme et troisieme chapitre.



Chapitre 1

Calcul Fractionnaire

Dans ce chapitre, nous présentons quelques concepts et connaissances sur la théorie du

calcul fractionnaire, & savoir, les notions de base et définitions essentielles dans ce mémoire.

1.1 Opérateurs d’intégration et de la dérivation frac-

tionnaire :

L’intégration et La dérivation d’ordre fractionnaire est une généralisation des concepts
d’intégration et de la dérivation d’ordre entiére, il existe plusieurs approches pour I'intégration
et la dérivation fractionnaire, nous présentons dans cette partie les approches de Griinwald-
Letnikov, de Riemann-Liouville et de Caputo qui sont les plus populaires et les plus

praticable.

1.1.1 Approche de Griinwald-Letnikov (G-L) :

L’idée de cette approche est de généralisation la définition classique de la dérivation
entiere d’une fonction a des ordres de dérivée arbitraire .

soit f(t) une fonction continue sur [a,b], la dérivée premiére de la fonction f(t) est définie
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par 3] :
df(t) _ .. f{t) = f(t—h)
'y = DM A
fi(t)=D7f(t) = =~ = lim - : (1.1)
Et la dérivée seconde :
d £ (1) (8 = f'(t—h)
" —_ n® — _ 1
i SO 20— ) £ f(t—2h)
h—0 h?
Et par recurrence on peut généraliser cette formule pour tout entier n
1 — n
(n) - _ 1™ _
D0 = i 32 (0" () 1=, (1.3

Ou (n) _ n(n—1)....(n—m+1)

m m!

Avec h = t_T“, ol a est un réel, la généralisation au sens de Griinwald-Letnikov de cette

formule pour 'ordre o non entier (n — 1 < a < n) est définie par :

n

< Dif = Jiny % Z: F(TETJP?)—@)N —mh 4
Telle que :
mfa) —al—-a)2-a).(m—a-1)  T'(m-a)
=) (m) B m!  T'(m+ I (~a) (15)

1. Soit f*)(t) sont continuées pour tout 0 < k <m —1letm—1< a < m , on trouve :

S Y@t

GL na o
a th(t)_; I'(—a+k+1) I'(—a+m

) / (= s ) ()d (1.6)
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2. Les dérivées fractionnaires de Griinwald-Letnikov vérifient les propriétés de compo-

sitions suivantes :

a) Les deux opérateurs -£- et ¥~ D¢ commutent dans le cas f¥(a) =0 ou (k =0,1,2.....,n—
1)
- (@D} f(2)) =" D2 <T§)> =S DYt E(t) (L.7)

b) Avec la méme condition f®(a) =0, (k=0,1,2,....,p — 1) on trouve :

SEDR(EEDLf(1) =5F DI A(). (1.8)

Mais dans ce cas p = max(n,m),avec0 <m—1<a<met0<n—-1<p<n.

Exemple 1.1.1 on a f(t) = C, alors f®) (t) =0 pour k = 1,2, ..., m.

a _ C(t — a)—a = f(k) (CL) (I — a)—a+k 1 ! m—1—a £(m)
<D = [(—a+1) i c~ D(-a+k+1) 1+F(—a+m)/a (t=a) ~- [ (s) ds
C _a .
“Tarn 9T

1.1.2 Approche de Riemann-Liouville (R-L) :

L’intégrale fractionnaire sur un intervalle [a,b]:

La définition de l'intégration fractionnaire au sens de Riemann-Liouville se base sur la

formule de cauchy qui calcule n fois 'intégrale répétée d’une fonction causale t — f(t);

I f(t) = ﬁ/ﬂ (t— )"\ f(s)ds meN* . (1.9)

La généralisation de cette formule [1.9) & un ordre réel positif, implique le remplacement de la

fonction factorielle par la fonction Gamma comme suit :
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Définition 1.1.1

Pour une fonction f continue sur [a;b], t €]a, b]

1. L’intégrale fractionnaire ( a guache ) de Riemann-Liouville dordre a = 0 est donneée

par :
ﬁ [F@t—s)"f(s)ds , sia>0
f(t) ,sia=0

I8 (1) = (1-10)

Ou I'(.) est la fonction gamma.

2. L’intégrale fractionnaire (a droite) de Riemann-Liouville dordre o = 0 est donnée
par :
b o .
ﬁfx(t— s)* 1 f(s)ds ,sia>0

f(t) siaa=0

I3 f(1) = (110)

Remarque 1.1.1 Dans tout ce qui suit au chapitre, on utilise uniquement l’intégrale et la

dérivée (a gauche) car la droite est rare utilisées puisque elle dépend du futur des fonctions.

o e

DY f(x) D L. fx)
r Dénvée a gauche : Dénvée a droite 1
!; Le "passé” de fix) t Le "future” de fix) {]

Proposition 1.1.1 pour f € C([a;b)), on a :

L. ]§+[I£+f(t)] = L?:Bf(t) o, >0.
2. I§+[If+f(t) = Ic?+]3+f(t) ,a, 8> 0.
3. LI f()] =171 f (1) o> 1.

Preuve. Soient a > 0; 5> 0;et feC([a;b)): m

1. La démonstration s’obtient par calcul direct en utilisant la fonction Beta. En effet :
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T SO) = g [ =9 (121) () (112)

S, (a)1F 5 /0 (-5 < /O C(s— )P f(T)dT) s
R, (a)1F 7 /0 i) ( / (=51 (s — 1) ds) dr

On posant :

(1.13)

On opbtient :

/ (t—s) (s —7) " ds = (t — 7)*+P! /0 (1—2)* 2P e (1.14)

t _Ta+,8—1 dr — a+p
F(a—i—ﬁ)/o (t ) f(r)d I7f(t). (1.15)

2. En utilisant la propriété précédente (1), alors :

Lo I3 f(0) = L2 f (1) = I F(8) = L I3 f () (1.16)
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3. Pour la troisiéme égalité en utilisant la définion :

[mla)/t‘sal o]
ot o]

d

&.l&

7 e f(0)]

~+

Puisque f(s) et (t — s)*"! sont continue donc I'application : s — (t — s)*™1 f(s) est

continue, et ona alors :

T o)
(o —1) ¢ -

(a =D (a—1) /a (t—s)" " f(s)ds
T (al— 1) /a (t— S)a_2 f(s)ds

D’ou le résultat.

Exemple 1.1.2 On consideére la fonction suivante : f : t — €', et par application de I, on

obtien :

1 t
Ige! = m/o (t—7)* teTdr (1.17)

En posant: v =t — 7, on peut écrire :

t
I§e = ¢ /xo‘_le_xdx. (1.18)
0



Chapitre 1. Calcul Fractionnaire

Maintenant, en utilisant [’intégrale par partie plusieurs fois, on peut avoir :

. ta+k
Ige' = -
0¢ Zr(a+k+1)

k>0

(1.19)

Dérivée fractionnaire sur intervalle [a,b] :

Riemann réalise le lien entre l'intégrale fractionnaire et la dérivée fractionnaire & partir

de la solution de I’équation intégrale d” Abel pour tout « € ]0; 1] .

Définition 1.1.2 Pour m € N*; et a ¢ R; [”expression :

D™ f(t) = 4 <m f: (t—7)" ot f(T)dT> m—1<a<m.

L (L)

"EDYf(t) =
, =M.

(1.20)

Est appelée la dérivée d’ordre a au sens de Riemann-Liouville d’une fonction f € C([a; +00); R).

Proposition 1.1.2 Soient f ¢ C(la;b)); et m —1 < a« < m, m € N* : Alors, on a les

propriétés sutvantes :

(1) : BED2 est un opératour linéaire.

(2) (D7) (L3 f) (1) = f(1).

de Riemann-liouville est un inverse gauche de 'opérateur d’intégration fractionnai-

(C’est-a~dire 'opérateur de dérivation fractionnaire au sens

reau sens de Riemann-Liouville du méme ordre ).

(3) :Si (*FD2f) (t) = 0, alors f(t) = Y7 sty (E— @)™ ™ (¢) ;g o € R.

geenny

Exemple 1.1.3

f(t) Ig f(1) D, f(t) Spécifications

(t—a)’ %(t—a)%ﬁ %(t—a)ﬁ_a aeReta>0,0>-1
C ﬁ(t—a)a ﬁ(t—a)fa aeRetaeR CeR

e A" e Ataeht a=—o00,aa>0,A>0

e M A" M A M a=+oo,a>0,A>0
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1.1.3 Lien avec ’approche de Griinwald-Letnikov :

On peut verifier facilement que si f est (n — 1) -fois continiment diférentiable dans
Iintervalle [a;b]; et que £ (t) est intégrable, la dérivée au sens Riemann-Liouville, existe

et coincide avec la dérivée au sens de Griinwald-Letnikov.

1.1.4 Approche de Caputo :

Il existe plusieurs définitions de dérivée fractionnaire. Dans les application réells, la dé-
rivation au sens de Caputo est plus populaire puisque les condition initiales non homogene

sont autorisées .

Définition 1.1.3 [§ Pourm —1 < a <m;m e N*; et f € C™([a;4+00)), l'expression :

t m—a—1 dm m—a ym
mfa(t—s) ljsm (s)ds=I""*D™f(t) ,m—1l<a<m (1.21)

é% (t) ,a=m

“Dyf(t) =

Est appelée la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre o de f.

Proposition 1.1.3 Pour m — 1 < a < m; m € N*; et f ¢ C™([a;+0)), lopérateur de

dérivation de Caputo (° DY) a les propriétés suivantes :

1. (°D2) est un opérateur linéaire.

2. (“DIIT () = f(1).

3. 81 “Dg f(t) = 0, alors f(t) = 32775 ¢ (t—a)’ , (€),.
4 IECDSf() = ft) + 300 e (t—a) ,(0),_g. mr € R

Exemple 1.1.4 On considére la fonction suivante :f :t — t°.

Pour 0<m—-1<a<m,ona:

“DRf(t) = 1" (D™) ¢t

10
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Ou :

myfB _
bt CT(B+1—m)

Par suit,

mea_ (_TB+D 50 _ F(B+1) " gy emy
! _(F(6+1—m>tﬁ )‘r<ﬁ+1—m>r<m—a>/o“ A

On fait le changement de variable :s = yt = ds = tdy alors,

¢ 1
/ (t—s)" s Mds = / (t —ty)" 7 (ty)" " tdy
0 0
1
_ / tmfafl(l . y>mfa71y,37mtﬁfm+1
0
1
= tﬁ_“/ (1—y)" "y
0

=t B (m —a, B —m+1)
F'm—-—a)T(B—m+1)

— po
rg-—a+1)

D’ou,

Im_o‘( rp+1) 1B rp+1) F(m—a)F(ﬂ—m+1)tﬁ_a
a1 .

B—m | _
(B+1—m) >—P(ﬁ+1—m)F(m—a) rp—a+1)

Et finalement on obtient :

myfS __
D T T(B+1—a)

Dans I’exemple précédent, on remarque que pour 3 = 0; on aura :
D™® = D™1 = 0.

11
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C’est-a-dire que la dérivée de Caputo d’'une fonction constante est nulle.

1.2 Transformées de Laplace des dérivées fractionnaires :

1.2.1 QOutils de base de la transformée de Laplace :

La fonction F(s) de la variable complexes s définie par {I|[4]

P9 = L5 = [ e st (1.2

Est appelée la transformée de Laplace de la fonction f(t), laquelle est appelée loriginale.
Pour D'existence de l'intégrale la fonction f(¢) doit étre d’ordre exponentiel «, ce qui

veut dire qu’il existe deux constantes positives M et T telles que :

e f(t)) <M  pottout T < t.

On peut reconstituer f a partir de sa transformée F' & ’aide de la transformée de Laplace

inverse :

ft) =L YF(s))(t) = /C N e f(s)ds. ¢ = Re(s) > c. (1.23)

—100

Ot ¢g est I'indice de convergence de 'intégrale [1.23]

Le produit de convolution des fonctions f et g est donné par :
/ flt—=7)g(r)dr = / g(t — 1) f(T)dr. (1.24)
0

La transformée de Laplace du produit de convolution des fonctions f et g peut s’écrire sous

la forme :

L{f(t) x g(t); s} = F(s)G(s), (1.25)

12



Chapitre 1. Calcul Fractionnaire

Sous I’hypothése que les fonctions F'(s) et G(s) existent.

La transformée de Laplace de la dérivée d’ordre n de la fonction f peut s’écrire :

i
L
i
L

LU0} = 5" F(s) = 35" f0(0) = " F(s) = 3 sW 0+ (0). (126)

B
Il
B
Il

1.2.2 Transformée de Laplace de la dérivée de Riemann-Liouville :

Afin d’établir la formule de la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de

Riemann-Liouville en utilisant la formuldl.26| de la transformée de Laplace, on trouve :

L{F“Df(t);s} = s"F(s) — - s [OD(a_k_l)f(t)]

3

grm—1<a<m. (1.27)

i

Remarque 1.2.1 Cette transformée est bien connue cependant son application pratique est
limitée par l'absence de ['interprétation physique des valeurs limites des dérivées en borne

inférieure t = 0.

1.2.3 Transformée de Laplace de la dérivée de Caputo :

En utilisant la formule de la transformée de Laplace de 'intégrale de Riemann-Liouville

et les méme formule précédentdl.26] on arrive a la formule suivante :

m—1

L{§Df(t);s} = s"F(s) — Z s@hFLER(0),m — 1 < a < m.
k=0

Comme cette formule de la transformée de Laplace de la dérivée de Caputo induit les valeurs

de la fonction f(t) et ses dérivées en la borne inférieure ¢ = 0, pour laquelle une

certaine interprétation physique existe, on peut espérer qu’il pourrait étre utile pour la réso-

lution des problémes appliqués conduisant aux équations différentielles fractionnaires a

coeffcients constants accompagnées de conditions initiales dans leur forme traditionnelle.
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Chapitre 1. Calcul Fractionnaire

1.2.4 Transformée de Laplace de la dérivée de Griinwald-Letnikov :

e Tout d’abord, considérons le cas 0 < o < 1, quand la dérivée fractionnaire de Griinwald-
Letnikov avec la borne inférieure a = 0 de la fonction f(t), qui est bornée en t = 0,

peut s’écrire sous la forme suivante :

an D5 f(t) = J;<?1>(f); . (11_ = /0 (t—7)° ' (r) dr (1.28)

en utisant la transformée de Laplace de la fonction polynéme et celle de convolution

on obtient :

L{eeDg f@:sy = 10 4 L (or(s) - 5(0)) = s°F(s) (1.29)

Sl—a Sl—a

e Si a > 1 la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Griinwald-Letnikov
n’existe pas dans le sens classique, car dans un tel cas on a des fonctions non intégrables

dans la somme de la formule [1.26]

1.2.5 Comparaison entre la dérivée au sens de Caputo et celle de

Riemann-Liouville :

e Soient f e C([a;b)); et m —1 < a < m, m e N*, la relation reliant la dérivée au sens de

Riemann-Liouville a celle de Caputo est donnée par :

[ary

Fa)(t — a)t
Fk—a+1) ’

C e f() =Rt Do (1) — 3
k=0

(1.30)

On déduit que si f*)(a) =0 pour £k =0,1,2,.....,n — 1 on aura

“Dgf(t) ="" Dy f(t).

14



Chapitre 1. Calcul Fractionnaire

e La définition du Caputo est bien utilisée puisque sa transformation de Laplace permet
conditions initiales prenant les mémes formes que celles des dérivées d’ordre entier,
qui ont des interprétations physiques claires et comportement d’applications dans le

processus actuel la modélisation.

e La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo est nulle, par contre par Riemann-

Lioville elle est 1“(16:&) (x —a) .

e La formule de transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-

Liouville est donnée par :
m—1
L{{"D*f(t);s} = s*F(s) — Z s" [OD(“_k_l)f(t)]tZO ym—1<a<m.

k=0

La transformée de Laplace de la dérivée de Caputo est donnée par la formule suivante :

m—1
L{§Df(t);s} = s"F(s) — Z s@h=LER(0),m — 1 < a < m.
k=0
e On a la dérivée de Caputo est “D¢f(z) = 177 [ f(x)] par contre la dérivée de

. o e qm _
Riemann-Lioville est 7D f(x) = £ [I7° f(x)] .

Graghiquement, on peut dire que le chemin suit pour arriver a la dérivée fractionnaire
au sens de Caputo est également I'inverse quand on suit les autres sens (Riemann-

Liouville,Griinwald-Letnikov)comme le montre la figure suivante :

15
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Représentation graphique de dérivée de Riemann

Représentation graphigue de dérivée de Caputo

FiG. 1.1 — Différence entre I’approche de Riemann et ’approche de Caputo
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Chapitre 2

Systéme Chaotique

Dans ce chapitre, nous donnons les notions générales d’un systéme dynamique et quelques
résultats sur la stabilité des systémes dynamiques d’ordre entiers puis la stabilité des systémes

d’ordre non entiers.

2.1 Systéme dynamique :

En général, un systéeme dynamique décrit des phénomenes qui évoluent au cours du temps.

Le terme " systéme " fait référence a un ensemble de variables d’état (dont

la valeur évolue au cours du temps) et aux interactions entre ces variables. qui utilise des

équations différentielles, des équations intégro-différentielles, des itérations ou un

ensemble composite de tout cela et de fagon générale qui soit décrit par une ou des"relations"

entre un état du systéme et un (ou des) état(s) a une autre étape (ou instant).

2.1.1 Représentations mathématiques des Systémes dynamiques :

Un Systéme dynamique décrit par une fonction mathématique présente deux types de

variables :dynamiques et statiques, les variables dynamiques sont les quantités

fondamentales qui changent avec le temps, les variables statiques encore appelés parameétres

17



Chapitre 2.Systéme Chaotique

du systéme sont fixes.

e Dans le cas ou la composante temps est continu un systéme dynamique est décrit par un

sysétme d’équations différentielles de la forme :

dx

E = f(t,l’,u) (21)

Ou de la forme généralisée (fractionnaire) :

d“z

%:f(t,x,,u) ,a>0 (2.2)

x e 0 C R" est le vecteur d’état, p ¢ D C RP est le vecteur des parametes, f :

R x  x RP — R" est appelé champ de vecteur sur €).

e Dans le cas discret un systéme dynamique est décrit par une itération de la forme :

Tr+1 = f('rkaljl)v keN (23)

2.1.2 Systémes autonomes ou non-autonomes :

e Lorsque f dépend explicitement du temps est dit non-autonome. dans le cas contraire

on dit que [2.I] est autonome.

e On peut toujours transformer un systéme non-autonome dans R"™ en systéme autonome
dans R™™! (ou ¢ n’apparait pas explicitement), en posant :

F:JxQcCR"™ — R"! par F(t,x) = (1, f(t,x)).

(:tc) - (f(tl, x)) = Ft,2). (2.4)

18



Chapitre 2.Systéme Chaotique

2.1.3 Quelques définitions et notations :

Définition 2.1.1 (L’espace des phases)

L’ensemble des variables d’état d'un systéme permet de construire un espace mathé-

!

matique appelé " espace des phases ". L’espace des phases est un espace souvent multi-

dimensionnel. Chaque axe de coordonnées de cet espace correspon une variable d’état du sys-
teme dynamique étudié et chaque variable d’état caractérise le systéme & un instant donné.
Pour chaque instant donné, le systéme est donc caractérisé par un point de cet espace. A

I’instant suivant, il sera caractrisé par un autre point et ainsi de suite.
Définition 2.1.2 (Orbit)

Une solution du systéme est une fonction dérivable t — x(t), définie un intervalle
I C R dans € telle que pour tout ¢ € I on a 2/(t) = f(t;x, u).

L’image d’une solution x est appelée orbite et notée :

Ye={ae;Itel:x(t)=a}.

Définition 2.1.3 (Points d’équilibres)

On appelle "point d’équilibre" d’un systéme dynamique tout point x. tel que :
Y

flze) = 0.

Parfois, ces points sont appelés aussi points stationnaires, ou points stables, ou point

critique.
Définition 2.1.4 (Un cycle limite)

Une trajectoire fermée dans I’espace des phases vers laquelle tendent les trajectoires est

dite "cycle limite" c’est donc une solution périodique isolue.
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Chapitre 2.Systéme Chaotique

2.2 Attracteurs :

2.2.1 Définition :

Un attracteur est un objet géométrique vers lequel tendent toutes les trajectoires des
points de l'espace des phases, c’est & dire une situation (ou un ensemble de situations) vers

lesquelles évolue un systéme, quelles que soient ses conditions initiales.

Mathématiquement, I’ensemble A est un attracteur si :

1. Pour tout voisinage U de A, il existe un voisinage V' de A tel que toute solution

x(xo,t) = (o) restera dans U si xg € V.

3. Il existe une orbite dense dans A.

2.2.2 Différents types d’attracteurs :

Il exixte deux types d’attracteurs :

1. Les attracteurs réguliers :Les attracteurs réguliers caractérisent 1’évolution des sys-
témes non chaotiques,et peuvent étre de trois sortes :( Le point fixe, Un cycle limite,

Un tore) .

2. Les attracteurs étranges :sont des formes géométriques complexes qui caractérisent

I’évolution des systémes chaotiques.

2.3 Stabilité des systémes choatiques d’ordre entier :

La stabilité est un des aspects essentiels dans 1’étude des systémes dynamiques

Soit le systéme dynamique suivant :

T fab). (2.5)
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avec f une fonction non linéaire.

Définition 2.3.1 le point d’équilibre x. du systéme|2.5 est :

1. Stable au sens de Lyapunov si :
Ve >0,30>0: ||x(to) — x| <0 = ||z(t,2(to)) — x|| < &,t > 1o (2.6)
2. Asymptotiquement stable au sens de Lyapunov si :
35> 0,||x(ty) — ze|]| <0 = tliglo |x(t, z(to)) — ze|| =0 (2.7)
3. Exponentiellement stable au sens de Lyapunov si :

Ve, 3 a,b,0 >0, ||x(te) — x| < 6 = ||z(t,2(tg)) — xe|| < allz(ty) — x| exp(—bt) Vt > tg

(2.8)
4. On dit que z. est instable si il n’est pas stable .

5. Si z, exponentiellement stable implique que z, est asymptotiquement stable et

¢a implique que x. est stable.
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2.3.1 Meéthode indirecte de Lyapunov (Linéarisation) :

Pour étudier la stabilité des systémes non linéaires, A.M.Lyapunov a proposé un mé-
thode indérect qui consiste a calculer les points d’équilibre =z, afin de linéariser autour de
ces points pour évaluer la stabilité ou bien l'instabilité, cette méthode consiste a examiner

les valeurs propres de la matrice Jacobienne [9]

Les propriétés de stabilité de z, s’expriment comme suit :
e Si toutes les valeurs propres de la matrice jacobienne ont une partie réelle strictement
négative, z. est exponentiellement stable.

e Si la matrice jacobienne posséde au moins une valeur propre & partie réelle strictement

positive, x,. est instable.

Remarque 2.3.1 quand la matrice jacobienne comporte au moins une valeur propre nulle,
cette méthode ne permet pas de dire si ’équilibre est stable ou instable, et dans ce cas, la

stabilité de ’équilibre peut étre étudiée dans ce sous-espace par la seconde méthode.
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2.3.2 Meéthode directe de Lyapunov :

La seconde méthode est basée sur la définition d’une fonction particuliere, notée V(x)
et appelée fonction de Lyapunov, qui est décroissante le long des trajectoires du systéme &

I'intérieur du bassin d’attraction. Ce théoréme va résumer cette méthode [9]

Théoréme 2.3.1 (65) si z. le point d’équilibre du systéme , et s’ il existe une fonction

V(x) :D — R continuellement différentiable ayant les propriétés suivantes :

i) D est un ouvert de R" et x, € D

ii) V(z.) =0et V(z) > 0 pour x # x, dans D.

iii) V décroite long de toutes trajectoires (%4 = avg,x) + 8Va(i’x)f(t, x) <0).

Alors x. est stable au sens de Lyapunov.
e Si de plus pour z, V(:L') < 0; Vx # x. dans D alors z, est asymptotiquement stable au
sens de Lyapunov.

e Si on suppose encore que V' tend vers U'infini lorsque x ¢ R™ tend vers U'infini (en norme),
alors toutes les trajectoires, méme celles qui démarrent loin de z., tendent vers z, (on

dit que z. est globalement asymptotiquement stable).

2.4 Stabilité des systémes choatiques d’ordre fraction-

naire :

Les systémes d’ordre fractionnaires sont des systémes décriés par des équations différen-
tielles ot ses dérivées sont d’ordre non entier, le probleme de la stabilité consiste a étudier le
comportement d’un systéme donné aprés qu’il ait subi une perturbation venant 1’écarter de
sa position d’équilibre.

Dans tout ce qui suit, on considére le systéme différentiél suivant :

“Dx(t) = f(t,x(t)) (2.9)
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Oul<a<l,z= (21,22, ....0,)7 €R", f: R x R" — R" une fonction continue et © D%z (t)

désingne la dérivée de Caputo.

2.4.1 Point d’équilibre :

Prenons le systéme [2.9) avec condition initiale 2(ty) = zo, Pour évaluer les points d’équi-

libre du systéme [2.9] il suffit de résoudre I’équation :

Dx(t) = 0. (2.10)

Si z. est une solution de ’équation, alors :

f(we) = 0.

2.4.2 Stabilité des systémes linéaires autonétmes :

Dans la théorie de la stabilité des systémes linéaires & temps invariant, nous savons
bien qu'un systéeme est stable si les racines du polynoéme caractéristique sont négatives ou
a parties réelles négatives si elles sont complexes conjugés donc situées sur la moitié gauche
du plan complexe. Par ailleurs, dans le cas des systémes fractionnaires linéaires a temps
invariant, la définition de la stabilité est diférente des systémes d’ordre entier. En effet, la
notion intéressante est que les systémes fractionnaires peuvent bel et bien avoir des racines

dans la moitié¢ droite du plan complexe [7}
Théoréme 2.4.1 soit le systéme autonome suivante :

Dox(t) = Ax(t), (2.11)

x(to) = o,
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Telle que x e R", 0 < a <1 et AeR"xR™

1. La solution z(t) = 0 du systéme est asymptotiquement stable, si et seulement
si |arg(A)| > aF, ol A sont toute les valeurs propres de la matrice A, De plus le vecteur
d’état x(t) tends vers 0 et verifie la condition suivante :||x(t)|| < Nt=* ,;t > 0, > 0.

2. Lasolution z(t) = 0 du systéme est stable, si et seulement si la condition :|arg(A)| >

ag est vérifie pour toute A valeur propre de la matrice A, et les valeurs propres cri-

tiques satisfont & |arg(\)| = aF ont une multiplicité géométrique qui coincide avec leur
multiplicité algebrique.
3. La solution z(t) = 0 du systéme est instable, si et seulement si s’il existe une

valeur propre de A vérifiant [arg()\)| < af.

Remarque 2.4.1 sil < o < 2, le systéme|2.11 est asymptotiquement stable, si et seulement
si larg(A;)| > aF, pour touti=1,2,...,n

La figure suivante montre les régions stables et les régions instables

m(4 Tmf}. ag Tmio4
“3
Reli)
—az
-az
12 a=1 0<m<1l
E Domaineinstable
Domaine stable
Fic. 2.1 — Régions de stabilité
Corollaire 2.4.1 si ay # ag # ...... # ay, et tous les a;sont des nombres rationnels entre 0

et 1, tel que o; = Z_Z’ u;, vieT, soit m le plus petit commun mulitple des dénoménateurs u;
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avec i = 1,n et en posant p = %,alors le system est asymptotiquement stable si toutes

les racines de ’équation

det [diag (A", ... A" ]) — A] =0

satisfont |arg(\)| > p7.

1. Ce corollaire dit que dans le cas des ordres rationnelles ’équation caractéristique peut

étre transformée en une équation polynomiale d’ordre entier.

2. Le degré de stabilité d'un systéme d’ordre fractionnaire dépend avec ’ordre fraction-

naire « .

2.4.3 Stabilité des systémes non linéaires (linéarisation) :

Maintenant, considérons un systéme fractionnaire non linéaire donné par

“Dox(t) = f(z(t)), 0<a<1l,ze¢R" (2.12)

Supposons le point z, est un point d’équilibre du systéme c’est a dire f(z.) =0,

Pour analyser la stabilité de ce point on définie ¢ = x — z,, alors
“Dx(t) = f(z. +€(t)), (2.13)

Par développement en séries de Taylor de la fonction f au voisinage du point x. on trouve :

ofi 9f of1

ox1 Oxo Oxn
fletet) = flze)+ | ¢ 0 0 e(t),

Ofn  Ofn Ofn

ox1 Oxo Oxn

T=Xe
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Ou € = [eq, €, ...

Et 2.13 devient

On obtient donc

Alors,

aft
o0x1

flze +€(t) =

Ofn

oz1

,€n], on sait que f(z.) = 0, alors :

ofi
0x2

Ofn

Oxy

0f1

O0xn,

Afn

OTn

T=Te

“D(t) = D*(x, + € (t)) = D, +° D% (t)

=% D% (1),

aft
o0z

“D%(t) =

Ofn
Ox1

(Car “Dog, = 0)

9f
Oz

Ofn
Oxo

af1

OTn

Ofn
Oxn

“D%(t) = Jp(ze)e(t).

T=X¢

Ou Jy¢(z.) est la matrice jacobienne associée & f au point x,

On peut maintenant appliquer le théoréme précédent pour étudier la stabilité locale des

solutions d’équilibres du systéme d’équations fractionnaires autonomes non-linéaires [2.12]

2.4.4 Extension au cas fractionnaire de la méthode directe de Lya-

pounov .

La stabilité de Lyapunov fournit un outil important pour I'analyse de la stabilité dans les
sytémes non linéaires, la méthode consiste a trouver une fonction candidate de Lyapunov pour
un systéme non linéaire donné. Si une telle fonction existe, le systéme est stable, cette méthode
est difficile & mettre en oeuvre, mais elle est d’une portée beaucoup plus générale. Notons

que la méthode directe de Lyapounov nous donne une condition suffisante de stabilité, c’est-
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a-dire que le systéme peut étre stable méme devant 'impossibilité de trouver une fonction
de Lyapounov car il n’y a pas de régle générale pour trouver une telle fonction, cependant,
dans les problémes de mécanique, ’énergie est souvent un bon candidat. Commencons par

définir la stabilité au sens de Mittag-Leffler [0] :

Définition 2.4.1 La solution de I’équation différentielle fractionnaire non-linéaire

C Doty = ft,z(t),0<a<1 (2.14)

x(0) =z

est dite Mittag-Leffler stable si

|z (@)l < {m [2(to)] Ea(=A(t = t0)")}’ (2.15)

Ou0<a<1,A>0,b>0,m(0)=0m(z) >0 et m(x) est localement lipschitzienne sur x

e B C R" avec myg comme constante de Lipschitz.
Définition 2.4.2 (Stabilitée deMittag- Leffler au sens généralisée)

La solution de est dite stable au sens généralisée de Mittag-Le-fller si

b

Iz @)l < {m [2(to)] (t = t0) ™" Ean— (=t — t0)*) } (2.16)

ot <a<l,—a<y<1l—=—9A>0b>0m0)=0m(z)>0ect m(z) est localement

lipschitzienne sur x ¢ B C R"™ avec mg comme constante de Lipschitz.

e La stabilité Mittag-Leffler et la stabilité Mittag-Leffler généralisée impliquent la stabilité
asymptotique.

e Pour A = 0,on trouve [2.16

m [z(to)]

ool < | ] - ),
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Ce qui implique que la stabilité asymptotique est un cas particulier de la stabilité au

sens de Mittag-Leffler.

On va maintenant énoncer un théoréme qui est considéré comme une extension de la méthode
directe de Lyapounov au cas d’un systéme d’équations fractionnaires, et qui a pour

résultat la stabilité au sens de Mittag-Lefller

Théoréme 2.4.2 soit x. = 0 un point d’équilibre pour le systéme[2.14| et D C R"un domaine
contenant 'origine. soit V (t,x(t)) :[0,00) x D — R une fonction continiment différentiable

et localement Lipschitz par rapport a x tels que

||z S V(ta(t) < —as ]|

DV (L, x(t) < —ag ||z||” .

Avec t > 0,z € D, € (0,1),a1,as,a3,a et b sont des constantes positives .Alors . = 0
est Mittag-Leffler stable si les hypothéses sont globalement sur R™, alors x. = 0 est globale-
ment Mittag-Leffler stable.

Preuve. voire 2] m

Exemple 2.4.1 Soit le systéme fractionnaire suivant :

oD [z(t)] = —|z(t)] , v € (0,1)

Considérons la fonction Lipschitzienne V (t,x) = |z|, nous avaons ,

D™ =§ D*|a| <o D*[a] < — |af
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Donc il sufait de prendre oy = ay = 1,3 = —1, et lapplication du théoréme nous donne

|2(8)] < [2(0)] Ea (=%) .

2.4.5 Le critére de Routh-Hurwitz pour un systéme d’ordre frac-

tionnaire :

Pour démontrer qu'un point d’équilibre est asymptotiquement stable, il faut donc a priori
calculer les n valeurs propres \; de A et vérifier que Vi Re();) < 0. Une méthode algebrique
a été développée par Routh-Hurwitz, basée sur le calcul des déterminants particuliers dits

déterminants de Routh-Hurwitz.

En [97] une généralisation est faite pour le cas des systémes d’ordre fractionnaire, nous
donnons ici un résumé pour un systéme en trois dimensions comme le suivant :

Soit (e, Ye, ze)un point d’équilibre du systéme d’ordre fractionnaire en trois dimensions sui-

vant [9] :

Tr = f(z,y,2)
(f;—i/ = g(gj’ Y, z) ,Ofl (0% 6(0, 1] (217)
g—j = h(x,y, 2)

Nous avons vu dans les précédentes sections la condition nécessaire et suffisante pour que le

systéme soit asymptotiquement stable (locale) :

farg M)y, > 0,

Pour toutes les valeurs propres \; de la matrice Jacobiénne de f.

Les valeurs propres sont solutions de I’équation caractéristique du point d’équilibre (., ye, 2z¢)
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est donnée par le polynéme suivante :

p(A) = X2+ a N+ a) —az =0 (2.18)

Et son déterminant D(P) est donné par :

D(p) = 18ajazas + (a1a2)2 —4as (a1)3 —4 (a2)3 — 27(as)? (2.19)

Il est facile de montrer que la zone de stabilité dans le cas d’ordre fractionnaire est plus
(2.19)grande que celle de la région de stabilité du cas d’ordre entier. En utilisant les résultats

de [97] nous avons les conditions de Routh-Hurwitz suivaante :

1. Si D(P) > 0, alors la condition nécessaire et suffisante pour que le point (., y., z.) soit

localement asymptotiquement stable est :a; > 0,a2 > 0 et a; X as — ag > 0.

2. Si D(P) < 0,a1 > 0,ay > 0 et ag > 0,alors (z., ye, z.) localement asymptotiquement
stable pour a < 2/3 cependant, si D(P) < 0,a; < 0,a2 < 0 et « > 2/3 alors toutes les
racines de I'equation (2.18) satisfont a la condition |arg(\)| < aF.

3. Si D(P) < 0,a; > 0,as > 0 et a3 X ay — ag = 0,alors (e, ye, 2e) est localement
asymptotiquement stable pour tout « € (0,1).

4. La condition nécessaire pour que le point (x., ¥, z.), soit localement asymptotique-

menstable est :a3 > 0.

31



Chapitre 3

Controéle des systémes chaotiques

Avec 'avénement du concept du chaos dans la littérature scientifique, le comportement
chaotique était vue comme un phénomeéne qui intéresser seulement les mathématiciens, plus
tard on découvrit que la dynamique chaos est présente dans n’importe quel champs scien-
tifique ou technique.Avec ce fait, la question du controle est devenus un probléme centrale,
est donc plusieurs travaux concernant cet aspects. Pour controler un systéme chaotique il y

a plusieurs formes, selon le but recherché.

On peut souhaiter qu'un systéme chaotique reste dans un domaine chaotique. En effet il est
possible que naturellement, le systéme évolue jusqu’a perdre les caractéristiques chaotiques
(sensibilités aux conditions initiales, ...). On peut vouloir le forcer a rester chaotique, auquel

cas on proceéde a des opérations de controle convergeant vers ce but.

De méme on peut vouloir amener un systéme a l'origine non chaotique, vers un domaine

chaotique. Réciproquement, on peut souhaiter voir un systéme chaotique évoluer de facon

a perdre son caractére chaotique. Pour cela, plusieurs méthodes de controle et de chaotifica-

tion ont été développées, on citera : la méthode d’OGY et le feedback
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Chapitre 3. Controle des systémes chaotiques

3.1 La méthode OGY :

Cette méthode a été proposée par Ott, Grebogi et Yorke au début des années 1990,
s’appuie sur le fait qu’'un attracteur chaotique étant la superposition d’une infinité d’orbite
périodiques instables, alors on détermine quelques orbites instables on les examine puis on
choisit une qui représente la performance du systéme on ajuste les parameétres de petites

perturbations afin de stabiliser l'orbite instable [1}

3.1.1 Présentation de la méthode :

Soit un systéme dynamique discret suivant :
X1 =F(X,,p) X, eR"peR (3.1)

Et supposons que pour une certaine valeur p* de p le systéme admet un attracteur chaotique.

Si le systéme est continu alors on le discrétise en utilisant la section de Poincaré.

Soit T(p*) un point fixe dans lattracteur, pour p suffissamment proche de p* et dans un

voisinage de T(p*)on a 'approximation suivante :

X1 —2(p") = A[Xn —Z(p")] + Blp —p*)

N __ OF __ OF
OuA—%etB—a—p

La matrice A se décompose comme suit :

A= )\ueufg + )\sesfsT'

{eu,es} sont les vecteurs propres correspondants au valeurs propres instables et stables

{Aus Ast
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Chapitre 3. Controle des systémes chaotiques

Fic. 3.1 — Les directions propres stables et instables au voisinage du point fixe.

fu 15 sont les vecteurs de covariance telle que :
{ ’ } q
Ju €u Js €s 1 et Ju €s = Js €u—0.

Afin de controler les systémes on ajuste le paramétre p pour pousser le point X, 14 entrer
dans la variété stable de Z(p*) pour ce faire on doit avoir fI (X, 1 — T(p*)) = 0.En utilisant

la linéarisation autour du point fixe et la décomposition de A on aura
p—p"=—K"[X, - 7(p")].

avec K = fiT_uBfu et fIB +#0.
Si on désire que les valeurs de p vérifient |p — p*| < § alors le controle sera activé seulement

si X,vérifier KT [X,, — ZT(p*)] < ¢ par suite le controle est déterminé par :

5 —KT[X, —2(p")],si KT [X, —%(p*)] <§
p pr—
0 ailleurs
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Chapitre 3. Controle des systémes chaotiques

3.1.2 Application dans le cas discret :

On considére le systéme de Hénon suivant :

_ 2
Tpy1 = a — T, + by,

Yn = Tn

Ce systéme a 'avantage d’étre connu explicitement et d’offrir la possibilité d’effectuer ana-

lytiquement tous les calcules.

Il posséde deux points fixes :

1
(21,91) = (§(b+\/4a—2b+b2+1—1), (b+Vda—2b+b2+1—1)

1
(T2,12) = (5(1)— Vida —2b+b2 41— 1),

N~ DN —

(b—Vda—2b+02+1-1)

)
)

La matrice jacobienne est donnée par :

Les valeurs propres sont :\j; = —z;—/b + 22 et \jg = —z;+/b + 22—0.88390—/0.3 + 0.883902 =
—1.9237.

Si b = 0.3 le systéme représente un attracteur chaotique pour la valeur ¢* = 1.4 du parameétre

a, Pattracteur est représenté dans la figur[] avec I’évolution des coordonnées en temps.

Les points fixes pour ces valeurs des parameétres sont :

(z1,51) = (0.88390,0.88390) .

(z2,12) = (—1.5839, —1.5839) .

Nous allons appliquer le controle pou rstabiliser le point fixe :(z1, ;) = (0.88390, 0.88390) .
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Chapitre 3. Controle des systémes chaotiques

tira.dat

-2 -1 -0.5 1.5

& ﬁ”‘ (‘""Illll.ﬁ J I| f,w r"'.| ,q!||,-.|lllﬂrf "l|("|1l, || i“ﬂ‘illl "ﬁm INM‘M 'i|r1l| 'I"'u'lll

}ﬁllurllvillr“".lﬂ'lll M q IUWHIMA I||||||||r”ilb '|'N|[i|fq Mﬂ ||'“'1|||"'|||['qi|llv|"|||f

F1G. 3.2 — Attracteur de Hénon et I’évolution temporelle pour @ = 1.4 , b = 0.3 (zg,%0) =
(0.01,0.01)

Ona:

—1.7678 0.3 1
A= et B =

1 0 0

Les valeurs propres sont : A\, = 1.9237 et A, = 0.15595.

Les vecteurs propres sont donnés par la relation (A — Al)e =0 d’ou :

0.88728  0.15408

[eu, 65] =

—0.46123 0.98806

Et comme fle, = fle, =1et fle, = fl'e, = 0 on obtiens :

fu 1.0425 —0.16257
fs 0.48666  0.93619

Alors : K = Z2225111.0425 — 0.16257) = [—1.9237 0.29999] .
T, —x*

Donc 6, = | 1.9237 —0.29999 | 0X,avec 0.X,, =
yn - y
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Chapitre 3. Controle des systémes chaotiques

La région de controle est définie par :

(20 — %) + (yn — y*)* < 0.01

Les résultats de controle sont représentés dans la figure suivante :

2
, & T AT ]
1 I
O.5 =
o W ]
3 .6 E
1 _
1B ]
2 IF T 10 TF AL a A a IF 1l 5 nn
I'évolution de la coordonnée x
2
1.5 Y T L
1
0oA [
o]
=0 .8
13
" F i v | ToT T T O
'évoludivon de la coordonmésr y
o .oa F = -
nom? |
= 1 T
-4 .02 - . -
O .4
TOT 2 00 " 3 00 & 00 o ]
Laperturbation da

Fic. 3.3 — Résultat de controle pour I'application de Hénon en appliquant la méthode OGY

3.2 La méthode de contréle en boucle ouverte (non-

feedback) :

La premiére catégorie inclue les méthodes dans lesquelles le controle du chaos est réalisé en

convertissant le comportement chaotique en n’'importe quel comportement périodique désiré.

Dans ce type d’algorithmes, le but est de faire en sorte que le flot x(t) suit une dynamique

g(t) choisie au préalable. Ceci implique 'addition & ’équation du mouvement :

&= F(z).
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Chapitre 3. Controle des systémes chaotiques

D’un terme u(t) de tel sorte que
|z(t) — g(t)| — 0 lorsque t — oo

Dans ce cas, les auteurs choisissent :
u(t) =dg/dt — F (g(t)) -

Le probleme est que la valeur de la perturbationu est généralement grande .

3.3 La méthode de contréle en boucle fermée (feed-

back) :

La deuxiéme catégorie qui est la plus intéressante inclue les méthodes qui sélectionnent

la perturbation basée sur la structure du modele.

Cette méthode consiste a perturber les variables d’état de systéme pour atteinte ’orbite cible,

elle a 'avantage de garantir la stabilité robuste, la forte capacité de rejet de bruit [5]

Généralement elle est formulée comme suit :
(t) = F(z,u,t).

Ou z(t) est le vecteur d’état de systéme et u(t) le vecteur de controle.

Le probléme est de déterminer le controle u(t) = g(x;t); g est un vecteur non linéaire (inclus

le cas linéaire) de telle maniére que Le systéme controlé :

i(t) = F(x,g(x,t),t).
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Chapitre 3. Controle des systémes chaotiques

Peut se conduire par le controle en boucle fermé g(z;t) pour atteinte 'orbite cible x*(t)

lim ||z(t) — 2*(t)]| = 0

t—tf

Généralement on détermine le controle u(t) qui guide le vecteur d’état z(¢) correspondant au

systéme non linéaire :

#(t) = f(x,t) +ult)

Vers 'orbite cible z*(¢) de la maniére suivante :

u(t) = &*(t) — f((t), 1) + K(x(t) — 2*(1))

Ou K est une matrice dont les parties réelles de ses valeurs propres sont toutes négatives.

Si on pose

Alors

&(t) = Ke(t)

Et on a e(t) — 0 par suite x(t) — z*(t) pour t — o0
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Chapitre 4

Application

Dans ce chapitre, on étudie la stabilité et le controle de systéme de jerk de version

fractionnaire

Le systéme de Jerk défini comme suite :

d%z __

e = Yy
i= —pz—y—fe"+0

Avec les parametres u, 3,0 € RTet « est 'ordre fractionnaire du systéme

On calcule les points d’équilibre du systeme [4.1] :

—pz—y—pe*+d6= 0

Alors le point d’équilibre est (ln %, 0, O) .

40



Chapitre 4. Application

4.1 La stabilité de point d’équilibre :

La matrice jacobienne Jy(z*, y*, z*) associée au point E est donné par suit :

0 1 0
Jr(a® Yt ") = 0o 0 1
—Be® -1 —p
On suppose que :
(w,3,6) = (0.5,1,5) (4.2)

La forme d’ordre entier du systéme présente un comportement chaotique, avec le plus
grand exposant de Lyapunov calculé numériquement LE = 0.035, et son équilibre E(In 5, 0,0),

leurs valeurs propres sont donnees comme :\; = —1.6787, \y3 = 0.58933 + 1.62211
Alors le point d’équilibre E est localement asymptotiquement stable lorsque o < 2/3.

Le point d’équilibre est un point de selle d’index 2, donc la condition nécessaire pour quele sys-

[A2.3]

Ro 7s 3> , Par conséquent,l’ordre

téme d’ordre fractionnel 4.1 reste chaotique est av > % arctan (
fractionnaire le plus bas, pour lequel le systéme d’ordre fractionnel démontre le chaos aux
parametres mentionnés ci-dessus, est donné par 'inégalité o > 0.79051, La fugure montre

que le systéme [4.1] est chaotique poura = 0,97 et est stable pour a = 0, 77.

Le systeme (4.1] stable pour a= 0, 77. Le systéme chaotique pour o = 0,97
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Chapitre 4. Application

4.2 Le chaos :

Le systéme d’ordre fractionné controlé associé au systeme [4.1] est donné

%:y—kl(x—x*)
Ccl;—g = 7 — kZ(y — y*) (43)

%:—uz—y—ﬁew+5—k3(z—z*)

Ou (z*, y*, z*) représente un point d’équilibre arbitraire du systéme . Le but est de conduire
les trajectoires du systéme vers 'un des trois points d’équilibre instables E. Pour simplifer,

nous allons choisir les gains de rétroaction K = diag(0, k2, 0).

La condition suffisante de la stabilisation de controle de chaos est donnée par la proposition

suivante :

Proposition 4.2.1 si ky = ;—;(—\/—QM2 +ut +4pB+1+ p? + 1) et B > p , alors les

trajectoires des controlés systéme sont conduits au point d’équilibre instable E.

Preuve. Le polynéme caractéristique du point d’équilibre £ est donné par
N (4 ko) + (ke + DA+ 3=0

Choisissez le parameétre 5 > 1 et le gain de controle de rétroaction

ky = 5—;(—\/—2/ﬁ + pt +4pB + 1+ p? + 1), alors :
si D(p) < 0 pour la valeur trouvée du parameétre ko, alors la condition de stabilité (3) est
vérifiée et les trajectoires du systéme controlé sont conduit au point d’équilibre stable E

pour tous « € ]0,1[. m
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Chapitre 4. Application

4.3 Simulation numérique obtenus par critére de Routh-

Hurwitz :

Si on prend les mémes conditions qu’est déja détermine 4.2, ¢ = 0.97, et par proposition
précédente ko = 0,35078, k; = k3 = 0.1 s’ensuit que I’équation des valeurs propres du point

d’équilibre E est donnée par : p(A) = A3 + 0.85078\2 4 1.17539\ + 1 = 0.

Eton a:

e D(p) =8x1x0.85078 x 1.17539 + (1 x 1.17539)% — 4 x 1 (0.85078)° — 4 (1.17539)° — 27 (1)*
D(p) = —22.25 < 0

o a; = 0.85078 > 0, ay = 1.17539 > 0, a1 X as = as.

Cela implique que les trajectoires du systéme d’ordre fractionné controlé [4.3| convergent vers

le point d’équilibre E' comme le montre la Fig 5.1

Mais dans le cas de 'ordre entier, il existe deux valeurs propres imaginaires pures de
I’équation caractéristique.Cela signifie que la forme d’ordre entier du systéme controlé [4.3
n’est pas stabilisée au méme point d’équilibre E lors du choix des valeurs de parameétres et

des gains de controle en retour mentionnés ci-dessus, voir Fig.

&1 .
[ j L*:II'II"'IF-\“"“ " F—

Erﬂ,’f-""‘"“’" .

L

F1G. 4.1 — Les trajectoires du systéme controlé 4.3 Stabilisé au point d’équilibre E pour
a=0.97
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wa

g
[

L] n [k e H Bl L]

.*:f.

&

F1G. 4.2 — Les trajectoires du systéme controlé [4.3] Non Stabilisé au point d’équilibre E pour
a=1
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Conclusion

L’objectif de ce mémoire entre dans le cadre de ’étude la stabilité et le controle pour

un systéme d’ordre fractionnaire, il est organisé de la fagon suivante :

Le chapitre 1 : nous allons aborder I'intégration et la dérivation fractionnaire en présentant
trois approches célébres ( Griinwald-Letnikov, Riemann-Liouville, Caputo), la transformée

de Laplace, et leurs propriétés. .

Le chapitre 2 : nous avons cité les notions de la théorie des systémes dynamiques, puis
nous avons étudié la stabilité des systémes entiers puis la stabilité des systémes non entiers.
Le chapitre 3 : nous avons présenté deux méthodes pour contrdler le chaos (la méthode

OGY et la méthode Feedback ).

Le chapitre 4 : nous terminons notre travail par application, nous choisissons "Le systéme
de Jerk" pour appliquer la théorie de stabilité et le controle basés sur le critére de Routh-

Hurwitz généralisé a I’ordre fractionnaire.
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Annexe A : Outils de base

On utilise dans ce mémoire, certaines fonctions spéciales qui jouent un role trés important
dans la théorie du calcul fractionnaire sont les fonctions Gamma, Béta et Mittag-Leffer,

ainsi dans cette section, on donne les définitions et certaines propriétés les concernants.

4.3.1 Fonction Gamma :

L’une des fonctions de base du calcul fractionnaire la fonction Gamma T (.) qui prolonge

le factoriel aux valeurs non entiéres.

Définition 4.3.1 On note I' la fonction définie par la relation suivante :

“+oo

I (z) = / et (4.4)

0

Ou z € C quelconque tel que Re(z) =0, avec ' (1) =1, I' (04) = o0,

Remarque 4.3.1 pour 0 < x < 1,z —— I'(z) est une fonction monotone et strictement

décroissante.
Propriété 4.3.1
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Annexe A : Outils de base

1. On a la proprieté importante suivante :

I'(z+1) =2l (z). (4.5)

On peut démontrer cette propriété par une intégration par parties

+o0 +0o0
Mx+1)= / e M dt = [—e_ttx]goo +2x / e " tdt = ol (). (4.6)
0 0

2. La fonction Gamma d’Euler généralise la fonction factorrielle car

I'(n+1)=nl,VneN (4.7)

4.3.2 Fonction Béta :

Définition 4.3.2 La fonction Béta est donnée par :

B(z;y) = /01(1 — )"tV (x,9) e C* Re(z) > 0,Re (y) > 0. (4.8)

Proposition 4.3.1 La fonction Gamma d’Euler et la fonction Béta sont liées par la

relation suivante :
I'(z)I(y)

B(x,y) = Tt y)

=By, ). (4.9)

Preuve. On peut démontrer cette relation par un changement de variable

Ona :

+oo +oo
['(x)T (y) :/ / t* sy Le= () dtds.
0 0

z=t+s
On pose : alors 0 <z;,0<w<1
t=z.w
Et
J(t,s) z w
= = 2.
0(z,w) -z 1l—-w



Annexe A : Outils de base

Anssi

dt ds = z dw dz.

Il s’ensuit que :

(zw)" 7 (z(1—w)! ez dw dz

_ _ -1 —
ZY " (11— w)? T e Fdw dz

([T (femr)
r

Donc,
I'(z)T (y)

B(x,y) = Tty

Remarque 4.3.2 il est claire que la fonction Béta est une fonction symétrique :

B(x,y) = By, ).

4.3.3 Fonction Mittag-Leffler :

La fonction de Mittrag-LefHler prolonge naturalellement ’exponentielle usuelle.

Définition 4.3.3 La fonction de Mittag-Leffer E, d’indice o > 0 est définie pour tout z
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e C par le développement en série entiére

’I’L

4.1
ZF 1+cm ( 0)

n=0

e En particulier, si & = 1 on trouve la fonction exponentiellle.

Ei(z)=¢€" (4.11)

e Cette fonction peut etre généralisée pour deux parameétres

Z I (on + 5) avec a > 0,5 > 0. (4.12)

n=0

Exemple 4.3.1 wvoici les fonction de Mittag-Leffler pour quelques valeurs spéciales de «

et 3 :

e Ey; = cosh(x).

[ E272($) = M

T

o1



Annexe B : Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées

ci-dessous :

oD;
" psf
°Dsf
L{F(t)}
L-YF(s)}
£(t) * 9(t)

Jf(xe)

La fonction Gamma de la variable x

La fonction Béta de variable x et y

La fonction de Mittag-Leffer & deux parameétres

Intégration d’ordre «

La dérivée fractionnaire d’ordre a>0 au sens de Grunwald-Letnikov
La dérivée fractionnaire d’ordr v au sens de Riemann-Liouville de la fonction f
La dérivée fractionnaire d’ordre au sens de Caputo de la fonction f
La transformé de Laplace de la fonction f.

Transformé de La place inverse.

Convolution des fonctions f et g.

point d’équilibre.

Matrice Jacobienne.

I’ensemble des nombres réels.

I’ensemble des nombres complexes.

Fonction de Lyapunov.
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Many dynamic systems are better characterized by a dynamic fractional order model, generally
based on the notion of differentiation or integration of the non-whole order.

In this work, we have given an overview of fractional calculus. We have introduced three
approaches to fractional derivatives (the approach of Grunwald-Letnikov, by Riemann Liouville and
that of Caputo) and the transform of the Lplace as well as their properties.

Then we study the stability of fractional order systems by generalizing the methods (Lyaponov,
Routh-Hurwitz criterion) of the whole order to fractional order. In addition, to control the chaos, we
have presented two most popular methods (the OGY method, the Feedback method).

Keywords: Dynamic systems, fractional derivative, Caputo approach, laplace transform, stability,
Lyaponov method, criterion of Routh-Hurwitz, control, the OGY method, the Feedback method.

Beaucoup de systémes dynamiques sont mieux caractérisés par un modéle dynamique d'ordre
fractionnaire, basé en général sur la notion de différentiation ou d'intégration de I'ordre non-entier.

Dans ce travail nous avons donné un apercu du calcul fractionnaire. On a introduit trois approches
des dérivées fractionnaires (I'approche de Grunwald-Letnikov, de Riemann Liouville et celle de
Caputo) et la transformé de laplace ainsi que leurs propriétés.

Puis nous avons étudié la stabilité des systemes d'ordre fractionnaire en généralisant les méthodes
(de Lyaponov, critére de Routh-Hurwitz) de I'ordre entier a I'ordre fractionnaire. Et pour contrdler le
chaos, nous avons présenté deux méthodes les plus populaires (la méthode de OGY, la méthode de
Feedback).

Les mots clés : Systemes dynamiques, dérivée fractionnaire, approche de Caputo, transforme de
laplace, stabilité, méthode de Lyaponov, critéere de Routh-Hurwitz, contréle, la méthode de OGY, la
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