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Introduction

a notion de test d’hypothéses a été développée dans le premier moitié du X X°¢ siécle
Lpar un mathématicien anglais "Egon Sharpe Pearson" (1895 — 1980) et un mathéma-
ticien d’origine polonaise "Jerzy Neyman" (1894 — 1981).
L’¢laboration des tests d’hypothése semble avoir été réalisée en premier lieu au niveau des
sciences expérimentales et dans le domaine de la gestion. C’est ainsi que, par exemple, le
test de Student qui a été développé par William Sealy Gosset dans le cadre de son activité

professionnelle aux brasseries (Guinness.

Un test d’hypotheses est une procédure permettant de choisir parmi deux hypotheses celles
la plus probable au vu des observations effectuées a partir d'un échantillon ou un dispositif
expérimental, ces deux hypothéses ne jouent pas un role symétrique.

Il consiste alors & généraliser les propriétés constatées sur des observations a la population
d’ou ces derniéres sont extraites et a répondre & des questions concernant par exemple la
nature d’une loi de probabilité, la valeur d’un parameétre ou 'indépendance de deux variables
aléatoires.

Dans la théorie des tests d’hypotheses et en pratique, on distingue deux types de tests : un
test dit paramétrique si la population mére est de distribution connue et un test dit non

paramétrique lorsque la distribution de la population meére est inconnue.

Dans le cadre de ce mémoire on va s’intéresser aux tests d’hypothéses principalement les tests
paramétriques les plus couramment utilisés et aux tests d’ajustement et plus précisement aux

tests de normalité qui jouent un roéle essentiel en modélisation statistique.

Ce mémoire se compose en trois chapitres tels que les deux premiers chapitres ont été rédigés
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d’une fagon a étre lus 'une aprés 'autre.

— Premier chapitre : Généralités sur les tests statistiques.

Dans ce chapitre on rappelle un certain nombre de généralités autour des tests d’hypothéses.
On présente alors toutes les notions principales qui dépendent d’un test comme hypothése,
erreur, risque, région d’acceptation et de rejet,..., de plus on montre la démarche d’un test
qui nous conduit a prendre une décision concernant I’hypothése posée. L’objectif étant d’étre
capable de bien formuler un test.

— Deuxiéme chapitre : Tests Statistique.

Dans le deuxiéme chapitre, on va présenter les tests paramétriques (tests de conformité),
et dédié aux principales méthodes empiriques (Histogramme, boite & moustache, q.q.plot et
droite de henry).et tests statistiques de normalité (cas tests d’ajustement).

— Troisiéme chapitre : Application sous R

Dans ce chapitre, on va consacré a 'application des tests statistiques de comparaison sur
et donner des exemples d’applications de tests de normalité des données simulées et réelles,
a l’aide du logiciel d’analyse statistique R version 3.5.3. On termine notre travail par une

conclusion.



Chapitre 1

Généralités sur les Tests Statistiques

Un test statistique, ou test d’hypothéses est un mécanisme qui permet de trancher entre
deux hypothéses a la vue des résultats d’un échantillon (ou plusieurs), en quantifiant le
risque associé a la décision prise.

Ce chapitre est consacré donc & un aspect trés important de la statistique inférentielle qui
est les tests statistiques, dont nous avons présenté les notions de base nécessaires & la com-

préhension de ceux-ci, aussi ses différents types sont donnés.

1.1 Principe d’un test

Un test statistique est une mise a ’épreuve d’une hypothése concernant une population sur
la base de données fournie & partir d’un échantillon représentatif de population, qui permet
de prendre la décision d’accepter ou de rejeter les hypotheses. Les tests d’hypothéses sont
des outils statistiques d’aide a la décision. Ils vont permettre de comparer un ou plusieurs

échantillons, et de valider ou d’invalider une hypothése donnée.

1.2 Eléments de Tests

Un test d’hypotheses est une regle de décision qui permet, sur la base des données observées

et avec des risques d’erreur déterminés, d’accepter ou de refuser une hypothése statistique.



Chapitre 1.Généralités sur les Tests Statistiques

1.2.1 Hypothéses

Une hypotheése est I'information qu’on veut confirmer ou infirmer concernant la distribution.
Le principe est de comparer la probabilité d’une hypothése versus le contraire de cette méme
hypothése. On distingue deux types d’hypothéses, dont une et une seule est vraie.
L’hypothése nulle notée Hj est celle que 'on considéré vraie a priori, c’est I’hypothese
principale. Le but du test est de décider si cette hypothése & priori est crédible.
L’hypothése alternative notée H; on peut choisir pour cette hypothése n’importe quelle
hypothése compatible avec le probléme étudié mais différente de Hy.

Hy joue le plus souvent un réle prédominant par rapport a Hy, en effet Hy est I’hypothése

de référence alors que H; est 'hypothése alternative.

1.2.2 Erreurs

La décision d’un test consiste a choisir entre Hy et Hy, il y a donc quatre cas possibles

(

) Accepter Hy et elle est vraie (Rejeter H)
Rejeter Hy et elle est fausse (Accepter Hi)

\

)
) Accepter Hj et elle est fausse (Rejeter Hy)
Rejeter Hy et elle est vraie (Accepter Hy)

\

La décision prise est bonne dans les deux premiers cas, mais elle est erronée dans les deux

derniéres. On peut résumer ceci dans le tableau suivant

Reéalité
Décision / Vérité H, vraie Hy fausse (H; vraie)
Accepter H Pas d’erreur Erreur de deuxiéme espéce
Rejeter Hy (Accepter Hy) | Erreur de premiére espéce Pas d’erreur

TAB. 1.1 — Table de décision d’un test statistique.

On ne pourra jamais conclure avec certitude dans un test statistique. Il y aura toujours des

erreurs de décision.
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Pour effectuer le test statistique, il faudra choisir un certain risque d’erreur qui est la proba-
bilité de se tromper en prenant la décision retenue. Il existe deux types d’erreurs :

Erreur de premiére espéce : C’est 'erreur qui consiste & rejeter ’hypothése H, alors
qu’elle est vraie, c’est-a-dire la probabilité d’avoir un faux-positif, on 'appelle aussi le niveau
du test.

Erreur de deuxiéme espéce : C’est 'erreur qui consiste a accepter Hy alors qu’elle est

fausse, c’est-a-dire la probabilité d’avoir un faux-négatif.

1.2.3 Risque

— La probabilité de I'erreur de premiére espéce est appelé risque de premiére espéce, on la

note généralment par «(6) ou :

a(f) = Py, (rejeter Hy),
= P (rejeter Hy/Hy est vraie),

= P (Ho/Hp).

— La probabilité de cemmettre une erreur de deuxiéme espéce est appelé risque de deuxiéme

espeéce, on la note généralement par 3(6) ou :

B(0) = Py, (accepter Ho),
= P (accepter Hy/Hj est fausse),

= P (Ho/H).

— Le tableau suivant résume simplement le role de ces probabilités :

Décision / Vérité | Hy H,
H() 11—« B
H1 « 1— 5

TAB. 1.2 — Table de probabilité de bonne et mauvaise décision dans un test d’hypothese.
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1.2.4 Niveau de signification

Le niveau de signification (ou seuil de signification) est égale un risque de premiére espéce
maximum. On le note par a.

Les valeurs usuelles de o sont 1%, 5% et 10%.

1.2.5 P-value

La probabilité critique (p-value) est la probabilité pour que la statistique de test dépasse,
sous ’hypothése Hj, la valeur de seuil a. Plus cette probabilité est proche de 0, plus forte
est la contradiction entre Hy et le résultat observé avec ’échantillon.

On compare donc la p-value au risque a que nous avons choisi, et on I'interpréte de la maniére
suivante

p-value < « : Le test est significatif, on rejette I’hypothése nulle Hy en faveur de I’hypotheése
alternative H;.

p-value > « : Le test n’est pas significatif, on retient I’hypothése nulle Hy,.

1.2.6 Puissance

La fonction puissance d’un test est la fonction : 7 : 6; — [0; 1] définie par la relation :

() =1— p(0) Pour tout 0 € 0.

De plus

P (rejeter Hy/Hy fausse) = 1 — P (accepter Hy/H, fausse),

=1-p(6),
= 7(6).
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1.2.7 Variable de décision

La variable de décision ou la statistique de test est la variable aléatoire que I'on utilise pour
tester '’hypothése nulle, c’est la valeur calculée a partir de nos échantillons que nous allons
comparer a la valeur critique. Il y a de nombreuses maniéres de calculer, ceci en fonction de
la situation et de ce que nous souhaitons faire. Cette valeur se calcule en fonction du test
que nous avons choisi initialement. On choisit cette statistique de test pour pouvoir calculer

sa loi sous Hy.

1.2.8 Reégion de rejet et Région d’acceptation

Une région de rejet ou encore zone de rejet est égale a l’ensemble des valeurs de la variable
de décision qui conduisent & Hy écarté ou profit I’hypothése Hi. On rejette Hy si la valeur
observée de la statistique calculée a partir des données, appartient & la région de rejet, sinon
on ’accepte.

On appelle aussi région critique du test et on la note généralement par W. Elle vérifie

P(W / Hy) = a. (1.1)

Le complémentaire de W est appelé région d’acceptation ou encore zone d’acceptation du

test et on la note par W. Elle vérifie

P(W / Hy) =1—a. (1.2)

1.3 Test bilatéral et unilatéral

Avant d’appliquer tout test statistique, il s’agit de bien définir le probléme posé. En effet,

selon les hypothéses formulées, nous appliquerons soit un test bilatéral, soit un test unilatéral.
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1.3.1 Test bilatéral

Un test bilatéral s’applique quand nous chercherons une différence entre deux parameétres,
ou entre un parameétre et une valeur donnée sans se préoccuper du signe ou du sens de la

différence.

1.3.2 Test unilatéral

Un test unilatéral s’applique quand nous chercherons a savoir si un parametre est supérieur

(ou inférieur) & un autre ou & une valeur donnée.

1.4 La démarche d’un test

La construction d’un test est la détermination a priori de la région critique sans connaitre le
résultat de I'expérience. On peut donc résumer cette démarche de la maniére suivante

1. Choix des hypothéses Hy et Hj.

2. Fixation de niveau « de signification.

3. Choix de la variable de décision (statistique du test).

4. Allure de la région critique en fonction de H; : test bilatéral ou unilatéral.

5. Calcul de la région critique en fonction de « et de la statistique du test.

6. Calcul de la variable de décision (et la p-valeur) observée sur ’échantillon.

7. Conclusion de test et prendre la décision : rejet ou acceptation de Hy au risque a. Pour

plus de détailles on se réfere a ([10], [12] et [3]).



Chapitre 2

Tests Statistiques

Dans ce chapite on s’intéresse alors aux tests paramétriques usels et aux tests statistiques
non paramétriques permettant de tester ’adéquation d’une distribution empirique a une
distribution théorique connue, et plus précisément on s’intéresse aux tests d’adéquation a la

loi normale appellés tests de normalité.

2.1 Tests paramétriques

Un test est dit paramétrique si la population meére (parente) est de distribution connue.
L’objet d’un test est alors de vérifier certaine des hypothéses relatives & un ou plusieurs
parametres de cette distribution.

Il existe plusieurs types des tests paramétriques, parmi les quelles

2.1.1 Test de Conformité

Test sur la moyenne d’une population normale

Soit (Xy, Xa, ..., X;,) un échantillon d’une v.a. X de loi normale de moyenne p inconnue et
de variance 0. On veut tester 'hypothése (Hy : = pg) contre (Hy : pu # o), po étant une

valeur donnée par 1’énoncé ou provenant de connaissances théoriques.
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On sait que une estimation ponctuelle de p est la moyenne empirique donnée par
X, - Zn: X (2.1)
o i=1 ) .

Remarque 2.1 1) X,, est un estimateur convergent et sans biais de .
2) La loi exacte de X,, est N (juo; %2) (X ~ N (5 02)).
3) Si X suit ume loi quelconque alors X, tend vers la loi normale lorsque n est grand (en

paratique n > 30 ).

1T Cas : Variance connue
On peut distengue les deux cas suivant
Sous Hy, la variable aléatoire X, suit une loi normale N (120; %2) et par conséquent la statis-

tique
X — o

a

NG

7 —

~ N (0;1) , d’aprées TCL. (2.2)

Si, on considére le test bilatéral suivant

{Ho D= o
Hy:p# o’
pour « fixé, on a donc P (|Z| < ¢1-2) = 1—a, ot g2 est le quantile d’ordre (1—5) de la loi
normale standard, donc la région de rejet sera donnée par W =| — 00; —q1-a [U] g1-a;+00].

Test bilatéral

F1G. 2.1 — Région d’acceptation et de rejet du test bilatéral de la moyenne (02 connue ) au

niveau de signification a.

10
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Remarque 2.2 1) Lorsque le nombre d’observations n est grand (supérieur a 30), on peut
utiliser le théoréme de limite centrale pour approcher la loi de la statistique Z .
2) Pour le test unilatéral o droite d’hypothése alternative Hy : p > po (respectivement o
gauche d’hypothése alternative Hy : p < pg) on a pour « fizé, P (Z < q1_o) = 1 — «. La
région de rejet est donc W =| q1_q;+00 [ (respectivement W =] — 00; —q1-a|)-

Test unilateral a gauche Test unilatéeral a droite

Fic. 2.2 — Région d’acceptation et de rejet du test unilatéral a droite et & gauche de la
moyenne (02 connue) au niveau de signification « .

2¢7¢ Cas : Variance inconnue

. , . > . . 2 .
Sous Hy, la variable aléatoire X,, suit une loi normale N (up; %) Comme la variance est
inconnue on ’estime par la variance empirique donnée par

éi— ! > (X - X)) (2.3)

n—14
=1

Alors la variable de décision est définie par

X — o

v

T —

T (n—1). (2.4)

On remarquera que lorsque n — 400, la distribution de Student se confond avec la loi
normale.

Si, on considére le test bilatéral suivant

{Ho:uzuo
Hy:p# po’

11
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pour « fixé, on a donc P (|T| < t;_2) = 1 — a, ot ¢;_2a est le quantile d’ordre (1 — %)
de la variable aléatoire de Student a (n — 1) ddl, donc la région de rejet sera donnée par
W = } —00; —l1-g [ U} ti—g; —l—oo[.

Test bilatéral

F1G. 2.3 — Région d’acceptation et de rejet du test bilatéral de la moyenne ( 0% inconnue) au
niveau de signification a.

Remarque 2.3 1) Lorsque le nombre d’observations n est grand (supérieur a 30), on peut
utiliser le théoréme de limite centrale pour approcher la loi de la statistique Z .

2) Pour le test unilatéral a droite d’hypothése alternative Hy : jn > o (resp a gauche d’hypo-
thése alternative Hy : p < p), on a pour a fixé, P (T < t1_o) = 1 — a. La région de rejet

sera donnée par W =| t1_q; +oo[ (resp W =| — 00; —t1_4]).

Test unilatéral & gauche Test unilatéral a droite

Fic. 2.4 — Région d’acceptation et de rejet du test unilatéral a droite et a gauche de la
moyenne (02 inconnue) au niveau de signification a.

12
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Exemple 2.1 Avec le médicament A, la durée moyenne de disparition de la douleur était
30mn. On a administré le médicament B a 12 malades et on trouve la moyenne et [’écart
type empirique sont respectivement X = 26.75 et S = 6.08. Est-ce-que le médicament B est
efficace que A ou non ¢ On réalise le test de Hy : p = 30 contre Hy : pn < 30. Au niveau de
signification a = 0.05, T = —1.85 < —1.79 = —t1_, (lue dans la table de Student). Donc on

rejette I’hypothése Hy et on conclut que le médicament B est efficace. (TD [10]).

Test sur la variance d’une population normale

Soit (X7y, Xa, ..., X;,) un échantillon d’une v.a. X de loi normale de moyenne p inconnue et

2= 02), 0g tant

de variance 0. On veut voir si cette variance est égale a la valeur o (Hp : o
une valeur donnée par 1’énoncé ou provenant de connaissances théoriques.
1* Cas : Moyenne connue

On utilise la quantité S2 telle que : S2 = 23" (X; — p)2.

Sous Hy, la variable de décision est définie par
nSﬁ - Xz — U 2
99 i1 90

Si, on considére le test bilatéral suivant

. o2 = o2
52 27
H, : 02 # 0§

pour « fixé, on a donc P(k% <V <L k:l_%) =1—q, avec k% et kl_% sont les quantiles d’ordre

$ et (1— %) respectivement de la loi de Khi-deux & n ddl, donc la région de rejet sera donnée

par W = [O;k%[u]kl_%;—l—oo[.

13
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02
I

01

f=1
=1

Fi1c. 2.5 — Région d’acceptation et de rejet du test bilatéral de la variance (u connue) au
niveau de signification a.

Remarque 2.4 1) Ce test utilise la loi du x? n’est valables que dans le cas ot X suit une
loi de Gauss.

2) Pour le test unilatéral o droite d’hypothése alternative Hy : o > of

(resp a gauche
d’hypotheése alternative Hy : 0? < o) on a pour « fixé, P (V < ky_,) =1—« , la région de

rejet sera donnée par W =|ki_q; 400 (resp P(V < ko) = a et W = [0; ko).

o | o
=1 [
[ I o
= [
— —
[ [
= =
=1 =1

Fi1c. 2.6 — Région d’acceptation et de rejet du test unilatéral a droite et a gauche de la
variance (y connue) au niveau de signification «.

2¢me Cas : Moyenne inconnue
On va estimer la moyenne et la variance a ’aide des fourmulles : (2.1)) et (2.3).

Sous Hy, la variable de décision est

2
o)

U — (n_ 1)57% - i (Xz ;Xn)z

14
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Si, on considére le test bilatéral suivant

C2 2
{HO.O'—O'O

.2 27
Hy : 0% # 0§

pour « fixé, on a donc P(k:% <UK< kl_%) =1—a, ou kget ki_2 sont les quantiles d’ordre
(0%

$ et (1 — 5) respectivement de la loi de Khi-deux & (n — 1) ddl, donc la région de rejet sera

donnée par W = [O; ko [ U}kl_%; ~+00 [

« _]
o

02
|

x}(n—1)

0.1

a2 a2

0.0
v

F1a. 2.7 — Région d’acceptation et de rejet du test bilatéral de la variance (4 inconnue) au
niveau de signification a.

Remarque 2.5 1) Ce test utilise la loi du x? n’est valables que dans le cas ou X suit une
lot de Gauss.
2) Pour le test d’hypothése Hy, : 0% > o2 (resp d’hypothése H, : 0% < 02) on a pour «
fixé, P(U < ki1_,) =1 — «, la région de rejet est W =|ky_n;+o0[ (resp P(U < ko) = « et
W =[0; k4).

03
|
03

Fic. 2.8 — Région d’acceptation et de rejet du test unilatéral a droite et & gauche de la
variance(y inconnue) au niveau de signification a.

15
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Exemple 2.2 Une usine fabrique des boites de conserve de poids p avec une précision
02 =10 - On veut montrer que la chaine de production est déréglée (précision différente

de 02 = 10). Voici les poids d’une série de vingt boites de conserve.

173.6 168.8 171.1 168.8 170.0 166.8 165.6 168.1 171.5 165.1
165.4 163.5 169.9 174.4 171.8 166.0 174.6 174.5 166.4 173.8

On réalise le test de Hy : 02 = 10 contre Hy : 02 # 10. Au niveau de signification o = 0.05,
U= 2420 el k1—2 = 32.85 et ke = 6.84. Donc on accepte Uhypothese Hy et la chaine de

production n’est pas déréglée. (TD [10]).

Test sur une proportion pour un grand échantillon

On se propose de comparer une proportion p (0 < p < 1) d’individus, dans une population
possédant un certain caractére A & une valeur py.

On considére un échantillon d’individus de taille n de cette population, on définit la v.a X;
qui prend 1 si l'individu possede le caractére A et 0 sinon. On sait que > | X; est de loi
binomiale B(n,p).(X; sont des v.a i.i.d de la loi B(p)). Lorsque n est suffisamment élevé,

le TCL s’applique, ., X; tend vers la loi normale N (np;np(1 — p)), d’ou la fréquence

empirique F' = % >, Xi qui est un estimateur de p suit une loi normale N (p; ’@).
Sous Hy, la variable de décision défine par
F—
K=—"2 _ nN0;1). (2.7)
po(1—po)
On définit le test bilatéral suivant
{Ho tD=Do
Hy:p#po

pour « fixé, on a donc P(| K| < ql_%) = 1—a, et larégion de rejet est 1) = ]—oo; —q_o [ U ]qlfg; —i—oo[
2 2

(ot g1—a est le fractile d’ordre (1 — §) de la loi normale standard).

16
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Test bilatéral

F1Gc. 2.9 — Région d’acceptation et de rejet du test bilatéral de la proportion au niveau de
signification «.

Remarque 2.6 1) On peut utiliser une approximation gaussienne, sous condition npy > 5
et npo(1 — po) > 5 qui sont l’espérance et la variance de loi Binomiale respectivement.
2) Pour le test d’hypothése Hy : p > po (resp d’hypothése Hy : p < pg), on a pour « fixé,

P(K <q1-o) =1—a, la région de rejet est W =]qy_q; +00[ (resp W =| — 00; —q1-4])-

Test unilatéral a gauche Test unilatéral a droit

Fic. 2.10 — Région d’acceptation et de rejet du test unilatéral a droite et a gauche de la
proportion au niveau de signification « .

Exemple 2.3 On sait que la grippe touche 30% d’une population lord d’une épidémie. Pour
tester lefficacité d’un vaccin antigrippal, on vaccine 300 personnes. A la fin de la saison
grippale, on dénombre 50 ont atteintes par la grippe. On désire tester efficacité du vac-

cin. Au niveau de signification o = 0.05, on a Hy : p = 0.3 contre Hy : p < 0.3. Comme

17
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F—-03
0.026
pothése Hy, c’est a dire le vaccin est efficace.(TD [11)).

=-5.04 < —1.64 = —q,_, (lue dans la table de gauss [15]), donc on rejette I’hy-

2.1.2 Tests d’homogénéité

Ce test se transforme en test de conformités par changement de variable.

Test d’égalité des moyennes de deux populations normales

Soient (X}l),Xél), ...,X,(lll)) et (sz),XZ(Q), ...,XT(LZ)) deux échantillons indépendants de tailles
respectivement njet ny issus des v.a X et Xy de la loi N (ug;0?) et N(ua; 02) (respective-
ment), On se donne donc ’hypothése nulle (Hy : p1 = p2).

1i€r cas : Variances connues

Sous Hy, la variable aléatoire X, = - 5> X" suit la loi A (p1; & - ) et la variable aléatoire

ni =1

Xny = 75 Loy X® suit la loi A (p2; 22 ) par conséquent la statistique

X, — Xoy
U = ﬂ > N(O, ].) (28)
On définit le test bilatéral suivant
{Ho D = e
Hy oy # g’

pour « fix¢, on a donc P(|U] < ¢1-2) = 1—a, avec q; 2 est le quantile d’ordre (1—%) de la loi

normale standard et donc la région de rejet sera définie par W = } —00; —(1-2 [U] qi-g;+00 [

Remarque 2.7 1) Pour le test d’hypothése Hy : puy > ps (resp d’hypothése Hy : py <
p2). On a pour a firé, P(U < ¢1_o) = 1 — «, la région de rejet est W =|q1_q; +00| (resp

w :] — 005 _C_I1—Oc[ )

2¢Mecqas : Variances inconnues

a) n; et ny sont supérieures a 30

18
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— 2 2
Sous Hy, la variable aléatoire X,,, — X,,, suit la loi N/(0; % + %) Comme les variances sont

inconnues, on les estimes par les variances empiriques

ni

N 1 _
S22 — X X)? 2.9
P R (29)
et
. 1 12 _
52 — D (X7 - Xy (2.10)
n2— 145
Alors la variable de décision
Xn - _n
7 =" 5 N(0;1). (2.11)
St 8%
ni + no
On définit le test bilatéral suivant
{Ho D2 = M2
Hy oy # o’

pour « fix¢, on a donc P(|Z] < ¢q1-2) =1 —a (avec g1—a le quantile d’ordre (1 — §) de la loi

normale standard) et la région de rejet est W = }—oo; —qi-2 [ U ]ql_%; 400 [

Remarque 2.8 Pour le test d’hypothése Hy : py > ps (resp Hy : g < pg ), on a pour «

fixé, P(Z < q1-a) = 1 — «, la région de rejet est W =|q1_q; +00[ (resp W =] — 00; —q1_4])-

b) n; et n, sont inférieures a 30 et 0? = 02 = o2

Sous Hy, la variable aléatoire X,,, — X,,, suit la loi A/ (0; Z—f + Z—%) Comme les variances sont

inconnues, on les estimes par la variance empirique commune donnée par

(ny —1)52 + (ny — 1)52

S% .=
¢ ny + ng — 2
Alors la variable de décision
X, — X,
T = ! 2 ~ T(?’Ll + ng — 2) (212)
Sey/ (= + L)
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On définit le test bilatéral suivant

{Ho D= M2
Hy oy # po’
pour « fixé, on a donc P(|T]| < t;-a) = 1 — a, et donc la région de rejet sera définié

W =]—o0; —t1-a (U ]tl_%; +oo| (avec t1—a le quantile d’ordre (1 — §) de la loi de Student
a (ng +mng —2) ddl).

Remarque 2.9 1) Pour le test d’hypothése Hy : jy > ps (resp d’hypothése Hy : iy < pz).
On a pour « fixé, P(T < t1_o) = 1 — «, la région de rejet est W =|t1_q; +o00[ (resp W =
| — 005 —ti_al)-

¢) n; et n, sont inférieures a 30 et o2 # o3

Sous Hy, la variable aléatoire X,,, — X,,, suit la loi N (0; Z—f + Z—%) Comme les variances sont
inconnues, on les estimes par la variances empiriques.données par et .

Alors la variable de décision

~ T (v), (2.13)

ou v est 'entier le plus proche de

Si, on considére le test bilatéral suivant

{Ho P = e
Hy g # o’
pour un risque d’erreur « fixé, on a donc P(|T]| < t;_2) =1 — « (avec t;_a est le quantile
d’ordre (1 — §) de la loi de Student a v ddl) et donc la région de rejet sera définie par

|74 :]—oo;—tl_%[u]tl_%;—i-oo[.

Remarque 2.10 1) Pour le test d’hypothése Hy : pq > po (resp d’hypothése Hy : pq <
p2). On a pour « fizé, P(T < t;_,) = 1 — «a. La région de rejet est W =|t1_qo;+00| (resp

W :] — OO _tlfa[ )

20



Chapitre 2. Tests Statistiques

Exemple 2.4 On dispose de deux échantillons de tubes, construits suivant deux procédés de
fabrication A et B de tailles ny = 5 et ng = 4, et que les écarts-types sont o4 = Ilmm et
op = 0,4bmm, et les moyennes empiriques T, = 52.38 et Tg = 51.5. Peut-on affirmer qu’il
y a une différence significative entre les procédés de fabrication A et B 2 On veut tester au
niveau de signification o = 0.05, Hy : uy = pe contre Hy @ py # pa. Comme U = 1.76 et
qi—2 = 1.96, donc —q1—2 < U < q1—2, alors on ne rejette pas Uhypotheése Hy et on constate

qu’ il n’y a pas une différence entre les procédés de fabrications A et B.(TD [10]).

Test d’égalité des variances de deux populations normales

Soient (Xfl),Xz(l), v Xfﬁ)) et (Xl(Z),XQQ), ...,X,(lz:) deux échantillons indépendants de taille
respectivement nyet ny issus des v.a X et Xy de la loi N (u1;0%) et N(u2;03) (respective-
2 2).

ment), On se donne donc I’hypothése nulle (Hy : 07 = 03

Sous Hj, la variable de décision

n15%/0? n15% S/Q
. m-1 _ m-1 _ ~1 1. _
2= s ~ms g T Lim—), (2.14)
na—1 na—1 2
ol
2 1 = > \2
St= - 2 X=X (2.15)
M3
et
S IV
S2 = -2 (= X)” (2.16)
N2 =1

La v-a Z suit la loi de Fisher-snédécor a n; — 1 et ny — 1 de ddl, telles que

n1512 77,25%

2 2
2 ~ an—l et 2 ~ Xng—l'
031 )
On veut réaliser le test bilatéral suivant
{Hg 0?2 = o2
.2 23
Hy :0{ # 03
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pour « fixé, on a P(Fa < Z < Fy_s) =1-aq, tels que F'x et F;_2 sont des quantiles d’ordre
5 et (1 — 5) respectivement de loi de Fisher-snédécor a (n; — 1) et (ng — 1) ddl.

La région de rejet est donc W = [0; Fo [U ]Fl_%; ~+00 [

Fic. 2.11 — Région d’acceptation et de rejet du test bilatéral de deux variances au niveau de
signification a.

Remarque 2.11 1) Ce test est encore valable dans le cas non gaussien si les échantillons
sont assez grands (n > 30). Aussi on peut quand méme tester les moyennes en appliquant
la formule de Student que o soit différent ou non de o3.

2) Pour le test d’hypothése Hy : o3 > o3 (resp a d’hypothése Hy : 02 < 03). On a pour « fizé,
P(Z < Fi_,) =1—«, la région de rejet est W =|Fy_,;+oo| (resp P(Z < F,) =«

et W = [0; F,[).

F1c. 2.12 — Région d’acceptation et de rejet du test unilatéral & droite et a gauche de deux
variances au niveau de signification a.
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Exemple 2.5 Deux groupes d’étudiants de tailles respectives ny = 25 et ny = 31, ont suwvi le
méme cours de statistique et passé le méme examen. Les moyennes et écart-type empiriques
sont respectivement T, = 12.8, s1 = 3.4 et xo = 11.3, so = 2.9. Peut-on considérer que le
premier groupe est meilleur que le deuxiéme ¢ Donc on veut tester au niveau de signification
a = 0.05, Hy : 03 = 03 contre Hy : 0} > 03. Comme Z = 1.38 < 1.88 = Fy_,, (lue dans la
table de Fisher-snédécor). Donc on accepte ’hypothése Hy et on conclut que les deuz groupes

sont égaux. (TD [10).

Test d’égalité des deux proportions.

Soient X; = (Xl(l), . X,(ll)) et Xy (Xf2), ...,X,(lz)) deux échantillons i.i.d de loi Bernoulli
B(p1) (resp B(ps)), out p; et py sont inconnus, mais dans |0; 1[. On souhaite comparer p; et
p2.

OnaTli) =", Xi(l) (respectivement Tp = > 72, X 2} suit une loi Binomiale B(ny, p1) (resp
B(ny, p2)).

On se contentera ici de supposer que les tailles d’échantillons sont suffisamment grandes pour
que 'on puisse appliquer le TCL et faire I'approximation de la loi binomiale par la loi nor-

male. Alors T et T; suivent des lois normales N (nipy; nip1(1—p1)) et N (napa; nopa(1 — p2))

respectivement.
Ty T ) ..
Les ESBVM de p; et ps sont F; = — et Fy = — (les fréquences empiriques). Elles sont
ny o
indépendantes et (asymptotiquement) de lois normales N/ (pl; Pl(;—f“) et N ( 1—2”2)>,
donc

1-— 1—
Fi—Fy~ N (p1 _p2;p1( P1) +172( pz)) .

ni no

Sous I’hypothése nulle (Hy : p1 = p2). On peut donc poser p = p; = py. Alors

Fl—FQWN(O;p(l—p) <i+i>)

n Uz
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et
F, — F,

o= (% +2)

Comme p est inconnu, on remplace p par son estimateur p =

T, + T

n1+ na

Donc finalement, sous Hy, la variable aléatoire

P —F

- (% +2)

U:

~ N(0;1). (2.17)

Soit le test bilatéral suivant

{Ho P11 = P2
Hy:py #po’
pour « fixé, on a donc P(|U| < q1-¢) =1 — a, (avec q;—2 est le quantile d’ordre (1 — §) de

la loi normale standard) et la région de rejet est W = | —oo; —q1-a [U] q1-g5;+00 [. (Voir [5]

p 82).

Remarque 2.12 1) Pour le test d’hypothése Hy : py > pe (resp d’hypothése Hy : p1 < p2).
On a pour « fixré, P(U < q1_) = 1 — «, la région de rejet est W =|qy_q; +00[ (resp W =

] = 00 —q1-al)-

Exemple 2.6 On veut tester l'impact de l’assiduité aux travauz dirigés dans la réussite a
Uexamen de statistique [20)]
On choisit un test unilatéral car on suppose que la réussite est meilleure avec plus d’heures

de TD. Ainsi on teste l’hypothése : Hy : py = ps contre Hy : py < ps.

Groupe 1 | Groupe 2
Nombre d’heures en TD 18 h 30h
Nombre d’étudiants 180 150
Nombre d’étudiants ayant réussi a I’examen 126 129

TAB. 2.1 — Exemple de comparaison de deux proportions.

On a:Z = —-3.45 avec p = 0.773.
Décision : avec o = 0.05 et a partir de la table des fractiles de la loi normale on extrait la

valeur z = 1.64 (voir [15], p.365). Comme Z < —z,, Hy est rejetée au seuil de signification
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a = 0.05. Alors comme espéré, le taur de réussite est significativement plus grand lorsque

lassiduité aux TD est plus élevée.

2.2 Tests de Normalité

En statistiques, les tests de normalité permettent de vérifier si des données réelles suivent une
loi normale ou non. Les tests de normalité sont des cas spécifiques des tests de correction (ou

tests d’ajustement, tests servant a comparer des distributions), appliqués a une loi normale.

2.2.1 Meéthodes empiriques

L’appréhension d'un jeu de données passe systématiquement par les statistiques descriptives.
Elles donnent une image globale. Bien souvent, elles permettent de se faire une idéesur les
tec hniques que 'on pourrait utiliser et les dangers ou artefacts dont il faudra se méfier.

Bien avant les techniques complexes et les ratios savants, quelques indicateurs usuels et des
graphiques judicieusement choisis sont le bienvenu. Ces outils sont disponibles dans tous les

outils de traitement exploratoire des données.

Histogramme de fréquence

L’histogramme est un outil graphique & barres verticales accolée, obtenu aprés découpage
en classes des observations d’une variable continue. Il est analogues & la densité d’une v.a.
continue. En 'utilise pour comparer la distribution des données analysées en les représentant
sous forme d’histogramme avec une courbe représentant la loi normale. Ceci ne permet pas
de conclure a la normalité des données mais peut donner une idée du type de loi sous-jacente,
car la loi normale ce n’est pas la seule distribution symétrique, on a aussi la loi de Cauchy et
aussi la loi de Student, et la méme pour les distributions en forme de densités asymétriques,

comme la loi log normale.
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Freguence
00 01 02 03 04
Frequence

norm.dist non. norm.dist

Fic. 2.13 — Ajustement graphique par 1’histogramme de fréquence.

Boite 4 moustaches

La boite & moustaches, (en anglais box-plot), est un outil graphique trés pratique représentant
une distribution empirique a I’aide de quelques parametres de localisation : la médiane (M),
le 1% quartile noté (Q;) et le 3¢¢ quartile noté (Q3). Elle permette aussi de comparer
visuellement deux échantillons sur des critéres de forme, de dispersion et de centrage des

données.

16

14

[

Fi1G. 2.14 — Boite & moustaches.

» La bordure inférieure de la boite représente le (); et la bordure supérieure représente le
(3. La portion du diagramme comprise dans la boite représente donc 1’étendue interquartile
ou la moitié centrale (50%) des observations.

» La ligne horizontale qui traverse la boite représente la médiane des données.

» Les lignes qui sortent de la boite sont appelées moustaches. Les moustaches s’étendent vers
Iextérieur pour indiquer & leurs extrémités la valeur la plus basse et la valeur la plus haute

dans la série.
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La boite & moustaches permet aussi d’évaluer la symétrie des données :

» Lorsque les données sont symétriques, la ligne médiane se situe a peu prés au milieu de la
boite interquartile et les moustaches sont de la méme longueur.

» Si les données sont asymeétriques, il se peut que la médiane ne tombe pas au milieu de la

boite interquartile et une moustache peut étre nettement plus longue que 'autre.

Coefficient d’asymétrie et d’aplatissement

Les coefficients d’asymétrie et d’aplatissement sont également des coefficients qui décrivent
la forme de la distribution, ces coefficients sont intéressantes lorsque ’on veut discuter 1'hy-
pothése de normalité.

Nous abordons ici les coefficients d’asymétrie et d’aplatissement de Pearson, la seule différence

avec ceux de Fisher est que le second coefficient n’est pas normalisé.

Coefficient d’asymétrie (Skewness) IL’asymétrie d’une distribution de probabilité est

mesurée par le coefficient :

g =1 (2.18)

a9
0—3

avec [ représente le moment centré d’ordre k de X définit par :
e =E(X — B(X)) k=12, ..

Lorsque la distribution est symétrique, S est nul, comme c’est le cas de la loi normale, et
il est positif pour une distribution dissymétrique a droite, et négatif pour une distribution
dissymétrique a gauche.

L’estimateur de ce coefficient est donné par :

_ %Zznzl(xl - 1) .
(% Z?:l(xi - j)2)§

(2.19)
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Coefficient d’aplatissement (Kurtosis) L’aplatissement d’une distribution de probabi-
lité est mesuré par le coefficient :

K=

e (2.20)
Il vaut 3 pour une distribution normale, il est strictement supérieur & 3 pour une distribution
moins aplatie que la distribution normale et strictement inférieur & 3 pour une distribution

plus aplatie que la distribution normale.

L’estimateur de ce coefficient est donné par :

(2.21)

Droite de Henry

Droite de Henry est une méthode graphique pour ajuster une distribution gaussienne & celle
d’une série d’observations (d’une variable numérique continue). En cas d’ajustement, elle
permet de lire rapidement la moyenne et I’écart type d’une telle distribution.

Principe de la méthode : On représente les quantiles théoriques en fonction des quantiles
observés (Diagramme Q-Q).

Si X est une variable gaussienne de moyenne T et de variance o2 et si Z est une variable de

loi normale centrée réduite, on a les égalités suivantes :

P(X<t)=P(X;$ < t;l"):P(Z<y):q>(y), (2.22)

ou ® est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.
Pour chaque valeur x; de la variable X , on peut calculer P(X < x;) puis en déduire, a I'aide
d’une table de la fonction ®, y; tel que ®(y;) = P(X < ;).

Si la variable est gaussienne, les points de coordonnées (x;;y;) sont alignés sur la droite
r—2

d’équation y =
o
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2.2.2 Tests statistiques

Il existe plusieurs tests pour affirmer la normalité d’une distribution. Tous ces tests ont en

commun d’avoir comme hypothese nulle : La distribution empirique est Gaussienne.

Test de Shapiro-Wilk

Tres populaire, le test de Shapiro-Wilk est basé sur la statistique W dépendant des données
de constantes générées a l'aide de la moyenne et de la matrice de variance covariance d’un
échantillon de taille n suivant une loi normale. Il est particulierement puissant pour les petits
effectifs (n < 50). Il a été publié en 1965 par Samuel Sanford Shapiro et Martin Bradbury
Wilk.

Statistique de Shapiro-Wilk :

La statistique de Shapiro-Wilk est définie par :

. (ZH i (T (n—it1) — m(i))) 2

ST (o2 (2.23)

ou :

— x; correspond & la série des données triées.

— [%] est la partie entiére de 3.

— Les a; sont des constantes générées a partir de la moyenne et de la matrice de variance
(covariance) des quantiles d’un échantillon de taille n suivant la loi normale.

Ces coeflicients sont fournies sous forme d’une table donné par Shapiro et Wilk (1965).

Région critique :

On rejette 'hypothése de la normalité, lorsque :
W < Wit (2.24)

les valeurs seuils W.,,;; pour différents risques « et effectifs n sont lues dans la table de

Shapiro-Wilk (1965). (Voir [19], p.13).
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Etapes nécessaire pour mise en ceuvre le test
1. On ordonne les valeurs observées x; < x9 < ... < x,,;

2. on calcule la moyenne de ces observations : £ = 1 3" | z;;

2. on calcule T}, qui est la somme des écarts a la moyenne : T;, = > (vi — X)?;

3. on calculer les différences (d; = Z(n—i+1) — %(;)), si 1 est pair on formera ainsi 5 différences,
et si n est impair, on se contentera "T’l de différences ;

4. on calcule la quantité W = ;—i oub= Z:‘:l a;d;, les coefficients a; étant fournis en fonction

de n et de i par une table de valeurs jointe (voir [I§], p.12);

5. pour construire la régle de décision, on compare W & une valeur seuil W,,;.

Exemple 2.7 Soit le tableau suivant correspondant aux résultats de mesures d’un alésage

(en mm)

Piéce n° 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10

mesure | 12.124 | 12.230 | 12.327 | 12.242 | 12.466 | 12.215 | 12.026 | 12.359 | 12.215 | 12.387

TAB. 2.2 — Mesures d’un alésage ( en mm).

Calcul a la main :

1/ Classement des valeurs de mesure par ordre croissant :

12.026 12.124 12.215 12.215 12.230 12.242 12.327 12.359 12.387 12.466

2/ Calculer la moyenne Xde la série de mesure :

X =

SRS

10
ZXi = 12.259.
=1

3/ Calculer le nombre :

T, =) (X;—X)*=0.1514.

i=1
4/ Calculer les différences respectives :

di= X, — Xy; do= X(nfl) X ;...
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dans notre exemple :

dy = 12.466 — 12.026 = 0.440,
dy = 12.387 — 12.124 = 0.263,
ds = 12.359 — 12.215 = 0.144,
dy =12.327 — 12.215 = 0.112,

ds = 12.242 — 12.230 = 0.012.

5/ A chacune de ces différences, on affecte les coefficients a;, donnés par la table, avec n = 10.

Dans notre exemple :

0.440 x 0.5739 = 0.2525,
0.263 x 0.3291 = 0.0865,
0.144 x 0.2141 = 0.0308,
0.112 x 0.1224 = 0.0137,

0.012 x 0.0399 = 0.0005.

6/ Calculer la valeur : b= """ a;d; = 0.384.

7/ Calculer le rapport : W = ;—i = 0.3842/0.1514 = 0.9739.

8/ Comparer W calculé au W,,; de la table, avec n nombre de données.
Si W calculé est supérieur au W,,;; de la table, la normalité est acceptée.
Si W calculé est inférieur au W,.;; de la table, la normalité est rejetée.

Dans le cas de 'exemple, W = 0.9739 > 0.842 I’hypothése de normalité est acceptée avec un

risque de 5%.

Test de Kolmogorov-Smirnov

Le test de Kolmogorov-Smirnov est un test d’adéquation pour des variables aléatoires conti-

nues. On considére donc n variables indépendantes identiquement distribuées dont la fonction
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de répartition F', inconnue et continue.

Statistique du test

La distance utilisée pour définir la statistique D,, de ce test est celle de la norme uniforme.

La statistique D,, de Kolmogorov-Smirnov est alors définie par :

D,, := sup |F,(z) — Fy(x)],

zeR

(2.25)

ou F, la fonction de répartition empirique définie par I’échantillon (xy, zs, ..., z,), telle que

1 n
F,=— 1ix.<x).
DR

Fy la fonction de répartition de la loi normale. Les X; représentent des réalisations de la

variable aléatoire X.

Proposition 2.1 La statistique de Kolmogorov-Smirnov s’écrit comme suit :

1<i<n | n 1<i<n

, q
D,, == max { max [1 — Fo(a:(i))] , max [Fo(x(i)) ! ] ,0} )
n

Preuve. Voir [6], pages 109 — 110. =

Etapes nécessaires pour mise en ceuvre le test

L’exécution du test de Kolmogorov-Smirnov est donnée par les étapes suivantes :

1. ordonner les valeurs observées x7 < x5 < ... < Xy, ;
2. calculer, pour ¢ = 1, les valeurs absolues des écarts
(1-1)

1

3. prendre le plus grand des deux écarts absolus;;

4. répéter les étapes 2 et 3 pour i = 2;...;n;

(2.26)

5. la valeur de la distance de Kolmogorov-Smirnov est égale au maximum des plus grands

écarts.
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La région critique du test est de la forme {D, > D}, o D..; est une certaine valeur
critique vérifiant, P(D,, > D / Hpest vraie) = o, 0 < a < 1. On conclut le test en
acceptant, au seuil de signification, 'hypothése Hj si la distance D,, calculée est inférieure
D..;;. La distribution théorique spécifiée est alors acceptée, c’est a dire : F' = Fy.

La valeur critique D.,.;; est lue dans la table de Kolmogorov-Smirnov (voir, par exemple, [15],
pages 585 — 586). Pour les petites tailles d’échantillon, il y a, dans [5], pages 113 — 114, un

exemple de calcul de D,.;; (pour n = 2) a partir de la loi exacte de D,,.

Test de normalité de Lilliefors

Le test de Lilliefors est une variante du test de Kolmogorov-Smirnov, il a été introduit en 1967
par Hubert Lilliefors. C’est une approche non paramétrique visant & tester si une variable
continue X suit une loi normale de paramétres 1 et 02 inconnus et qui sont alors estimés par
leurs contre parties empiriques Z,, et s2 respectivement.

Statistique de Lilliefors :

La statistique de Lilliefors L est définie par :

L = max {1121%}% [% — @(zz)] » Iax |:®(Zz) ot 7—1 1] 70} 7 (2.27)
ou @ désigne la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite et z(;) est la valeur
ordonnée de z;, ou z; := (x; — Tp)/Sn, i = 1,2, ..., n.
Etapes nécessaires pour la construction du test
Le test se construit comme le test de Kolmogorov-Smirnov, & la différence que les parameétres
de la loi sont estimés et que les valeurs critiques sont modifiées :
1. les données sont triées pour former la série z;);
2. on calcule les parameétres T et s;

T —

3. on calcule alors les données centrées et réduites z;) = ;
s
4

. on calcule les valeurs ®(z(;);

5. on oppose aux fréquences empiriques pour obtenir la statistique du test (2.27)), en calcu-

lant tour & tour L~ = maxi=1, _, (@(zl) - %) ;s puis LT = mazri—y p (% — <I>(zz)) et enfin
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L =max(L™; L") ;
6. on compare L au seuil critique L..; lue dans la table de Lilliefors, I’hypothése Hj est
rejetée avec un risque maximum de se tromper égal & «, sinon elle est acceptée. Les valeurs

critiques L..; sont tabulées (voir, par exemple, [21]).

Test de Anderson-Darling

Construit en 1954 par Theordore W. Anderson et Donald A. Darling dans une premiére
version, puis généralisé par Michael A. Stephens en 1974. Il s’agit d’'une modification du test
de Cramer-von Mises, il donne plus d’importance aux queues de distribution.

Statistique d’Anderson-Darling :

La statistique du test d’Anderson-Darling A? est définie par

s [ E@ - R@P
L /_OO s o). (2.98)

Remarque 2.13 Une simplification de cette statistique est donnée par

A= (Z(% — 1) {log(Fyz) +log(1 - F0($n+1i))}> ~n,

n 5
=1
ou

n

A% = ! (2(22' — Dlog(Fy(z;)) 4+ (2n + 1 — 2i) log(1 — Fo(xi))> —n, (2.29)

n -
=1
La loi de A2 est, comme pour les deux tests précédents, indépendante de Fy dans le cas ou
cette derniére est continue.
La distribution asymptotique de la statistique A2 est présentée dans le théoréme.
Théoréme 2.1
n j

1
A2 £, Z ng, quand n — +00,

ou 4y, Zsy, ... sont des v.a’s de la loi normale standard.
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Preuve. Voir [I7], page 133. m

Etapes nécessaires pour mise en ceuvre le test :

On calcule la distance entre F), et Fy en utilisant la relation (2.29) puis on décide du rejet
ou non du modeéle proposé. L’exécution du test d’Anderson-Darling est donnée par les
étapes suivantes :

1. ordonner les observations de maniére croissante ;

2. obtenir les fréquences théoriques Fy(x;), puis déduire log(Fo(z;)) et log(1 — Fo(x;));

3. calculer > 7" (2t — 1)(log(Fo(z;)) + (2n + 1 — 2i) log(1 — Fy(z;)), puis la valeur de la
statistique AZ.

Pour faire la décision, on compare la valeur A% avec une certaine valeur critique A2 ., au

certain seuil de signification , ’hypothése Hy est rejetée lorsque la statistique A2

2

Al a3 i A2
prend des valeurs trop élevées, c’est a dire que : A7 > AZ ..

Les valeurs critiques de A2 ont été tabulées (voir, par exemple, [4], page 112 et [16]).
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Chapitre 3

Application sous R

R est un logiciel de statistique et un langage de programmation dédie & ’analyse des données
et & leur visualisation. Il contient une collection d’outils pour la statistique et un environne-
ment graphique. Dans ce mémoire, on utilise le logiciel R pour faire les tests statistiques (les
tests paramétriques usuels et les tests de normalité).

Dans ce chapitre, on a essayé d’appliquer tous ce qu’on a parlé dans le chapitre précédent
a l'aide des exemples sous le logiciel R, alors les commandes R pour chaque test et ses

exécutions sont donnés.

3.1 Exemples sur les tests de conformité

3.1.1 Test sur une moyenne

Instruction R : On utilise la fonction t.test().

Exemple 3.1 (Suite de l'exemple 2.1), dont on veut réaliser le test :
Hy: =30 contre Hy : pu < 30.

On applique cet exemple sous R comme suit

> medic < —c(25,28,20,32,17,24, 41,28, 25, 30,27, 24)

> t.test(medic, alternative = "less” ,mu = 30)

One Samplet — test

36



Chapitre 2. Tests Statistique

data : medic

t =—1.8526,df = 11,p — value = 0.04547
alternative hypothesis : true mean is less than 30
95 percent con fidence interval :

—Inf 29.90056

sample estimates :

mean of x

26.75

On remarque que la p- value est inférieure a 0.05, donc on rejette Hy.

3.1.2 Test sur une variance

Instruction R : Il est possible d’utiliser la fonction sigma2.test().

Exemple 3.2 En appliquant l’exzemple 2.2 qui concerne une chaine de production sous R,
on trouve

> poids < —c(165.1,171.5,168.1,165.6, 166.8,170.0, 168.8,171.1, 168.8,173.6,
+163.5,169.9,165.4,174.4,171.8,166.0, 174.6, 174.5, 166.4, 173.8)

> sigma2.test(poids, var0) = 10)

One — sample Chi — squared test for given variance

data : poids

X — squared = 24.2045, df = 19, p — value = 0.3768

alternative hypothesis : true variance is note qual to10

95 percent con fidence interval :

7.36768227.176225

sample estimates :

var of x

12.73924

Alors au risque 5%, on peut dire que la chaine de production n’est pas déréglée.
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3.1.3 Test sur une proportion

Instruction R : On peut utiliser la fonction prop.test().

Exemple 3.3 (Suite de l’exemple 2.3), on va tester sous le logiciel R Uefficacité d’un vaccin
antigrippal, c-a-d, tester [’hypothése Hy : p = 0.3 contre Hy : p < 0.3.

prop.test(50,300, p = 0.3, alternative = "less”, correc = FALSFE)

1 — sample proportions test without continuity correction

data : 50 out of 300, null probability 0.3

X — squared = 25.397, df =1, p — value = 2.333e — 07

alternative hypothesis : true p is less than 0.3

95 percent con fidence interval :

0.0000000..0.2050048

sample estimates :

p
0.1666667

Done, Ihypothése Hy est rejetée au risque « fixé o 5%, cela signifié que le vaccin est efficace.

3.2 Exemples sur les tests de comparaison de popula-

tions indépendantes

3.2.1 Comparaison de deux variances

Le test de comparaison de deux variances est souvent utile comme préalable a d’autres tests,
comme celui de la comparaison de deux moyennes dans le cas de faibles effectifs.

Instruction R : Il est possible d’utiliser la fonction var.test().

Exemple 3.4 (Suite de l'exemple 2.5) En appliquant cet exemple sous R, on obtient
> groupel < —rnorm(25, mean = 12.8, sd = 3.4)

> groupe2 < —rnorm(31, mean = 11.3, sd = 2.9)
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> var.test(groupel, groupe2, alternative = ” greater” con f.level = .95)
F' test to compare two variances

data : groupel and groupe2

F = 1.3787, numdf = 24, denomdf = 30, p — value = 0.2007
alternative hypothesis : true ratio of variances is greater thanl

95 percent con fidence interval :

0.7304938 Inf

sample estimates :

ratio of variances

1.378705

Alors, on peut conclure qu’il n’y a pas une différence significative de la variance de la note

d’examen de statistique entre les deux groupes d’étudiants, au risque o = 5% de se tromper.

3.2.2 Comparaison de deux moyennes

Instruction R : On utilise la fonction t.test().

Exemple 3.5 On veut voir si le poids du cerveau (en grammes) est diffiérent selon le sexe,

alors les poids des cerveaux de 10 hommes et 10 femmes sont donnés dans le tableau ci dessous

hommes | 1393 | 1431 | 1325 | 1455 | 1416 | 1365 | 1248 | 1258 | 1359 | 1381
femmes | 1212 | 1229 | 1197 | 1134 | 1208 | 1252 | 1120 | 1155 | 1305 | 1045

TAB. 3.1 — Le poids du cerveau de 10 hommes et 10 femmes.

Le logiciel R nous donne les résultats suivants
> males = ¢(1393, 1431, 1325, 1455, 1416, 1365, 1248, 1258, 1359, 1381)
> females = ¢(1212,1229, 1197, 1134, 1208, 1252, 1120, 1155, 1305, 1045)
> t.test(males, females,var.eq =T
Two Samplet — test
data : malesandfemales
t =5.5371, df =18, p — value = 2.948e — 05

alternative hypothesis : true dif ference in means is note qual to 0
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95 percent con fidence interval :
110.0892 244.7108

sample estimates :

mean of x mean of y
1363.1...1185.7

Donc au risque 5%, on rejette Uhypothése d’égalité des poids des cerveaux des deux sexes.

3.2.3 Comparaison de deux proportions

Exemple 3.6 (Suite de l'exemple 2.6). L’application de cet exemple sous R est la suivante
> prop.test(c(126, 129), ¢(180, 150))

2 — sample test for equality of proportions with continuity correction

data : ¢(126,129) out of ¢(180,150)

X — squared = 11.033,df = 1, p — value = 0.0008951

alternative hypothesis : two.sided

95 percent con fidence interval :

—0.25308877 —0.06691123

sample estimates :

propl prop2

0.70 0.86

Commentaire : On trouve que la valeur p = 0.0008951 est nettement inférieur o o = 0.05,

cela nous permet de confirmer la décision prise dans [’exemple.

3.3 Exemples sur les tests de normalité

On illustre les résultats théoriques de chapitre 2 sur des exemples de données réelles. Les

résultats numériques sont obtenus a ’aide du logiciel d’analyse statistique R.

40



Chapitre 2. Tests Statistique

3.3.1 Données réelles

L’objectif de cette étude est de vérifier la normalité d’un ensemble de données réelles.

Ces derniéres représentent les résultats (en métres) de I’épreuve du " Le saut en longueur",
de 33 joueurs au concours de décathlon des jeux olympiques de Séoul (Corée du Sud) en
1988 (voir, [1]). C’est un exemple qui est adopté par le logiciel R, sous le nom "olympic"
dans le package ade4.

Les parametres statistiques de cette série sont résumés dans le tableau

minimum 1°"quartile mediane 3mequartile maximum
6.220 7.000 7.090 7.370 7.720

moyenne variance mode asymétrie aplatissement
7.133 0.09 7.05 —0.85 4.36

TAB. 3.2 — Parameétres statistiques des données réelles.

On voit sur ce dernier que les moyenne, médiane et mode sont approximativement égaux, ce
qui implique une symeétrie de la distribution. De plus, la valeur du coefficient d’aplatissement
favorise le modeéle gaussien pour les observations. D’autre part, 'examen du Q-Q plot et de
I’histogramme des fréquences, donné par la figure , permet de conclure que les données
suivent loi normale. En effet, on remarque que I'histogramme a une forme plus ou moins

symétrique et que le Q-Q plot présente une allure linéaire.

-0 plotnomaal F des
E = g
3 -
2 -1 o 1 2 655 70 75

Oumnties e mique s Obsenvalions

Fic. 3.1 — Q-Q plot et Histogramme de fréquences des données réelles.
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Test Statistique | p — valeur
Kolmogorov — Smirnov 0.12194 0.7104
Shapiro — Willk 0.097668 0.5993
Anderson — Darling 0.72673 0.5358
Lilliefors 0.12194 0.2431

TAB. 3.3 — Résultats des tests avec des données réelles d’une hypothése de normalité.

Enfin, les tests statistiques, dont les résultats sont résumés dans le tableau ([3.3)), permettant

d’ajuster les observations & une distribution normale et confirment ainsi les conclusions
obtenues par les considérations numériques et graphiques ci-dessus. En effet, on voit claire-
ment que les p-valeurs des quatre tests sont largement supérieures a tous les niveaux de

signification usuels, ce qui implique que ’hypothése de normalité ne peut étre rejetée.
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Conclusion

7objectif principal de ce travail est de passer en revue les différents tests paramé-

L triques et les tests de normalité comme des cas particuliers des tests d’ajustements
(tests non paramétriques.
Pour ce faire, une grande partie de ce travail est consacré aux principaux tests d’ajuste-
ment tels que le test de Kolmogorov-Smirnov et celui d’Anderson-Darling, parmi ces tests
nous avons fait un accent particulier sur les tests de normalité. En ce qui concerne les tests
paramétriques, on a présenté les tests de conformité et les tests d’homogénéité.
L’application de ces tests sur des données réelles, nous permettrons de conclure que les tests
paramétriques sont tres variés et I'utilisation de I'un ou ’autre demande beaucoup d’attention
et de vérification des conditions d’applications. On vous rappelle que les tests qu’on a abordé
dans ce mémoire ne sont pas les seuls utilisés dans la pratique mais il y a de nombreux autres
tests qui répondent a des problématiques identiques mais s’appuient avec des mécanismes
différents.
Il nous semble intéressant et plus que nécessaire de vérifier que plusieurs échantillons sont
issus d’'une méme population. Ce test est appelé L’analyse de la variance, il s’applique lorsque
I’on mesure une ou plusieurs variables explicatives catégorielles qui ont de I'influence sur la

distribution d’une variable continue & expliquer.
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Annexe A : Abréviations et Notations

Les différentes abréVariations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées

ci-dessous.
(X155 X) Echantillion de taille n de v.a X

1.1.d Indépendantes de méme loi.

« Risque de premiére espéce

15} Risque de deuxiéme espéce.

ddl Degré de liberté.

w Région critique ou zone de rejet

W Région ou zone d’acceptation

Hy Hypothése nulle.

H, Hypothese alternative.

v.a Variable aléatoire

N(0;1) La loi normale standard

B(n;p) Loi binomiale de paramétrenet p
F(n1;n9) Loi de Fisher-snédécor & n; et ny ddl
N (5 02) Loi normale d’espérance u et de variance o>
X2 La statistique de khi-deux
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Annexe B : Abréviations et Notations

7 (n) Loi de student a n ddl

s La fonction puissance

X Moyenne empirique

S2 Variance empirique

o? Variance mathématique d’une v-a

! Espérance mathématique d’une v-a

g1 L’estimateur de coefficient d’asymétrie

Jo L’estimateur de coefficient d’aplatissement
K Coefficient d’aplatissement

S Coeflicient d’asymétrie

A2 Statistique Anderson-Darling

D, Statistique de Kolmogorov-Smirnov

L Statistique de Lilliefors

|14 Statistique de Shapiro-Wilk

£, Convergence en loi, convergence en distribution.
TCL Théoreme central limite

ESBVM Estimation sans biais vriasemblance maximant
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Résumé

Les tests statistiques jouent un réle trés important dans tous les domaines de I'expérimentation
scientifique et a la vie quotidienne, donc ils sont nécessaires dans toute analyse statistique. L'objectif de
ce travail est d'étudier différents types des tests paramétriques (tests sur la moyenne, sur la variance et
sur la proportion, ...) aussi d’étudier les tests de normalité comme un cas particulier des tests
d’ajustement (tests statistiques non paramétriques).

Mots clé : Test statistique ; Hypothése ; Variable de décision ; Risque ; Niveau de signification ;

Acceptation; Rejet ; échantillon ; Normalité.

Summary

Statistical tests play a very important role in all areas of scientific experimentation and in everyday life,
therefore they are necessary in any statistical analysis. The objective of this work is to study different
types of parametric tests (tests on the mean, on the variance and on the proportion, ...) also to study the
tests of normality as a particular case of of Goodness-of-Fit tests (non-parametric statistical tests).

Keywords: Statistical test; Hypothesis ; Decision variable; Risk; Significance level; Acceptance;
Rejection; sample; Normality.




