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Introduction

Ces derniéres années, le calcul fractionnaire est devenu un excellent outil dans la modé-
lisation de nombreux phénomenes physiques, mathématiques appliquées, de la technologie
et des problémes d’ingénierie.

La théorie du chaos est un domaine d’application trés important du calcul fraction-
naire. Le chaos est un phénoméne non linéaire tres intéressant qui a été largement étudié
au cours des décennies passées [4]. On peut trouver 'outil de la théorie du chaos dans
des nombreux domaines comme le cryptage de données, I'ingénierie biomédical [5] et les
systémes financiers [10].

Au cours des derniéres années les systémes dynamiques chaotiques d’ordre fraction-
naire ont éveillé 'attention des chercheurs, ils ont démontré que les systémes d’ordre
fractionnaire peuvent exhibent un comportement chaotique, tels que le systeme de Rosse-
ler fractionnaire, le systéme de Lorenz fractionnaire, le systéme de Chen fractionnaire, le
systéme de Lii fractionnaire...

Ce mémoire présente ’étude d’un systéme chaotique d’ordre fractionnaire, ce travail
est structuré de la maniére suivante :

L’objet du premier chapitre est I’étude des notions fondamentales des systémes chao-
tiques en abordant des définitions des dérivées fractionnaires et des rappels sur les systémes
dynamiques en portant un accent particulier sur le systéme a temps continu et discret, des
notions de base sur les systémes fractionnaires et leurs stabilités. Nous retracerons alors

une bréve définition du chaos et dans un méme temps nous balaierons les différents outils
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mathématiques qui nous servent a caractériser le comportement chaotique d’un systéme,
tels que les attracteurs étranges, les exposants de Lyapunov et la dimension fractale.

Le second chapitre sera consacré a ’étude du systéme de circuit électrique, nous com-
mencerons par une introduction sur le systéme puis nous passerons a 1’étude du stabilité
de ce systéme et ’étude de la bifurcation de systéme.

Enfin nous cloturerons le travail par une bréve conclusion et des références bibliogra-

phiques assez diversifiées.



Chapitre 1
Généralités

Dans ce chapitre, nous intéressons aux systémes fractionnaires chaotiques. Nous avan-
cons d’abord des notions générales des dérivées fractionnaires, et des notions sur les sys-
témes fractionnaires et leurs stabilités. Nous donnons aussi une bréve définition de la

théorie du chaos et de la bifurcation.

1.1 Dérivées fractionnaires

1.1.1 Outils de base

1) Fonction Gamma

Définition 1.1.1 La fonction Gamma I'(«) est une fonction complexe, qui prolonge la

factorielle a ’ensemble des nombres complexes, on la définie par :

+oo
INa) = / t*te~tdt
0

pour tout o € C, tel que Re(a) > 0.

® Par une intégration par parties, on trouve la relation important de I'(«) qui est la
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suivante :

MNa+1) =al(a),

ie :
Dla+1) = [tretdt = [t '] + foe tole7tdt = ol (a).

en particulier :
ra = / t e tdt = / e ldt = [—e_t}zo =1
0 0
Remarque 1.1.1 Vn e N* : I'(n + 1) = n!
Exemple 1.1.1
a) I'(2)=1
b) [ tPetdt =T(6) = 5! = 120
c) [ tPe3at,

posons 3t =y l'intégrale devient alors :

oo NE dy 1 [t 1 8!
Q) y_y:_/ 8 Ydy = —T(9) = —
/0 (3 gy veld=5l0) =g

2) Fonction Béta

Définition 1.1.2 La fonction Béta (qui est un type d’intégrale, au méme titre que la

fonction Gamma) est une fonction définie par :

1
B(zw)z/ 1 —=1)7'dt ; Re(p) >0, Re(q) > 0.
0

Cette fonction posséde quelques propriétés :

® La fonction Béta est une fonction symétrique, c.-a-d. :

B(p,q) = B(q,p).
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® La fonction Béta liée a la fonction Gamma par 1’équation suivante :

B(p,q) = 1;((];)—71:(3’ Vp,q : Re(p) >0, Re(q) > 0.

r)r(s) 8
ro9+s8) 16!

Exemple 1.1.2 fol t3(1 —¢)"dt = B(9,8) =

1.1.2 Dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville
1) L’intégrale fractionnaire

Soit f une fonction continue sur lintervalle [a,b] et —co < a < x < b < 400.

On consideére I'intégrale

10 f(a) = / " ft)t,

la n-ieme itération de 'opérateur I peut s’écrire :

1 £ () :/ iy / d@.../jn_l Fan)dan = (nil)!/;(x—t)(nl)f(t)dt (1.1)

pour tout entier n.

Cette formule est appelée formule de Cauchy, et depuis la généralisation du factoriel par
la fonction Gamma : I'(n) = (n — 1)!, Riemann a rendu compte que le second membre
de pourrait avoir un sens méme lorsque n prend une valeur non-entiére, il a définit

I'intégrale fractionnaire de la maniere suivante :

Définition 1.1.3 (Intégrale de Riemann-Liouville)
Soit f(z) € C([a,b]) eta <z <b

® L’intégrale

[ﬁ) () = ﬁ /;(x — ) f(t)dt telle que o € ]—00, +00|

est appelée intégrale fractionnaire (4 gauche) de Riemann-Liouville d’ordre «.

5
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® FEt lintégrale

1

b
Iéf)f(m) = m/x (x —t)* 1 f(t)dt telle que a € |—00, +00]

est appelée intégrale fractionnaire (o droite) de Riemann-Liouville d’ordre «.

Théoréme 1.1.1 Pour f(x) € C([a,b]). L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

posséde la propriété de semi-groupe
1) [I((f)f(x)} =IC*Af(x)  poura >0, §>0.
Proof. La démonstration s’obtient par calcul direct, d’apres la définition

1 100 = gy [ =0 1 ey
——1 ' T — t —U A-1 u)au
- (/< - /< 7 Fu)dude

/ / VLt — )L f (u)dudt,

or f € C([a,b]), d’aprés Fubini :

par un changement de variable ¢t = u + s(x — u)

1 (19 4(2)] :W | s {(x— W [ s

/ fu)(z —u)* P~ du

_ _ a+61
N a+6/f u

_ ](a+,6 f( )
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2) Dérivée fractionnaire
Définition 1.1.4 Soit a € Jn — 1,n[, n € N*

® L’expression :

“Dg fx) = (I f(@), poura<a <

- oy [ 0= (ol 41

est appelée la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville (4 gauche) d’ordre .

® Kt l’expression :

"Dy fa) = g )" [ o= @t = o]+

est appelée la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville (o droite) d’ordre «.

Propriété 1.1.1 Composition avec l'intégrale fractionnaire :

® L’opérateur de dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est un inverse

gauche de l'opérateur d’intégration fractionnaire :
RDP(IW (1) = (1),

® on a

RO (1)) =" DY (1),

® La dérivation et lintégration fractionnaire ne commutent pas

RDP(ID]f(t) =" DU f(t) Z RDq FE(t) t . F( @) avec m—1 < g < m.
k=1

(p—k+1)
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1.1.3 Dérivées fractionnaires au sens de Caputo

Définition 1.1.5 La dérivée fractionnaire d’ordre o de f au sens de Caputo [6]] est définie

par -
D) = s [ o= s
M- J,
— 1 (G )
Propriétés

1. Relation avec la dérivée de Riemann-Liouville :
Soit p > 0 (avecn —1 < p < n et n € N*), supposons que f est une fonction telle que
cDYf(t) et BDP f(t) existe, alors :

0t = pipe - Y LD L

k=0

On déduit que, si f*)(a) =0 pour k =0,1,2,...,n — 1, on aura

DLf(t) =4 DIf(t)

2. Composition avec 'opérateur d’intégration fractionnaire :

Si f est une fonction continue, on a

DLf()IP = f

et

—_

n—

1y ) = i - Yo L=

0

i

Alors, 'opérateur de dérivation de Caputo est un inverse gauche de 'opérateur d’intégra-

tion fractionnaire mais il n’est pas un inverse droit.
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3. La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo est nulle

°D C = IPC = 0.

1.1.4 Dérivées fractionnaires au sens de Griinwald-Letnikov

Définition 1.1.6 La dérivée de Griinwald-Letnikov a gauche d’ordre o est :

] — «Q
GL Na I T _1\k —
Va > 0,Vt € R, D+f(t)_hhj([)1+_ha E (—1) (k)f(t kh)

Ny « . . .
ot (k) sont les coefficients binomiaux

()= mem

Définition 1.1.7 La dérivée de Griimwald-Letnikov & droite d’ordre a est :

Va > 0,Vt € RS DY f(t) = lim 1 > (-1)F (O‘)f(t + kh).
k=0

1.2 Systémes chaotiques

1.2.1 Systéme dynamique

Définition 1.2.1 Un systéme dynamique est un modéle permettant de décrire [’évolution
au cours du temps d’un ensemble d’objets en interaction, il est défini par un triplet (X, T, f)
constitué de l’espace d’état X, du domaine temporel T', et d’une application de transition
d'état f - X xT — X qui permet de définir a partir d’un vecteur de conditions initiales
[’état du systéme a tout instant.

Cas continu : Dans le cas ot la composante temps est continue le systéme dynamique
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est présenté par un systéme d’équations différentielles de la forme :

dX

E = f(X,t,p)

ou X € R" est le vecteur d’état et p € R" est le vecteur des paramétres.
Cas discret : Dans le cas ot le temps est discret le systéme dynamique est présenté par

une application (fonction itérative) :

Xy = [(Xg,p), X, eR" etpeR", k=1,2,3..

1.2.2 Stabilité des systémes fractionnaires

Soit le systéme différentiel fractionnaire :
°Dia;(t) = fi(X(1)), 1=1,2,...,n (1.2)

ou X(t) = (xi(t))lgign ,0<a;<1et fz :R™ — R.

Définition 1.2.2 Le systeme est dit commensurable si tous les ordres des dérivations

sont égaux, i.e, oy = g = ... = @, = . Sinon le systéme est dit non commensurable.

Définition 1.2.3 Les points d’équilibres du systéme sont les solutions des équations :

1) Stabilité des systémes fractionnaires linéaires

Soit le systéme fractionnaire linéaire suivant
Diimi(t) =Y ayz;(t) i=1,2,..n (1.3)
j=1

ot 0 < a; < 1. Soit A = (ai;)nxn €t M est le multiple commun des dénominateurs de «.

10
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Théoréme 1.2.1 Sia; = as = ... = a,, = «, alors le systéme est asymptotiquement
stable si et seulement si

larg(spec(A))| > ozg.

La figure ([1.1) montre les régions stables et instables selon les régions au-dessus.

Im A

|:| zone stable
[ ] zone instable

F1c. 1.1 — Région de stabilité des systémes d’ordre fractionnaire avec 0 < o < 1

Exemple 1.2.1 Soit le systéme suivant :

D12 (1(t) = —a1(2)
6D (22(t)) = 22(1)

=

la matrice A donnée par

AT,

les valeurs propres de A sont

1
Al =cosm +esinT et )\QZZ(COS’/T“_?;SinT().

Alors

T
larg(A\1)| = m = |arg(A2)| > a5 =

11
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Donc ce systéme est asymptotiquement stable.

Théoréme 1.2.2 [§/Si oy # ag # ... # «,, alors le systéme est asymptotiquement

stable si toutes les racines A de l’équation

det(diag(\Mer, \Mez | \Men) — A) =0

™

tisfont A)| > :
satisfont |arg(\)] i

Exemple 1.2.2 Soit le systéme suivant :

Dizy(t) = —a1(t)

D2 2a(t) = —s(t)

le multiple commun M des dénominateurs de % et % et 6. Alors

A6X3 4] 0
det ) =0
0 A6x3 41

donc les racines sont données comme suit :

.
Al =1 =cos g +ising,

T _

2

™

Ay = —1 = COS isin 7,

A3 =—1=cosm+isinm,

=14 V3, _ T 1 iqink
Ay =5+ 51 =cosz +ising,

V3

PR VA T _
2

3

s

3

As = 1 = cos 7 sin

N =

L T _T
2M 12
donc le systéme est asymptotiquement stable.

alors |arg(\;)] ;7=1,2,3,4,5.

12
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2) Stabilité des systémes fractionnaires non linéaires

Considérons un systéme fractionnaire non linéaire donné par
CD?Z.I'Z@) = fl(X(t)), 1= 1,2,,n (14)

ou f; : R® — R a dérivées partielles secondes continues dans une boule centrée sur un
point d’équilibre z, = 0.
Soit D f(0) est la matrice jacobienne du systéme a l'origine ( le point d’équilibre) et M

est le multiple commun des dénominateurs de «;.

Théoréme 1.2.3 [J/Si oy = as = ... = ay, = «, alors le point d’équilibre x, du systéme

est asymptotiquement stable si et seulement si

larg(spec(A))| > ag.

Théoréme 1.2.4 [13]Si a1 # as # ... # ay, alors le point d’équilibre x, du systéme

est asymptotiqguement stable si toutes les racines A de [’équation
det(diag(A\Mr, \Me2 - AMen)y D F(0)) =0
tisfont Jarg())| > o
satisfont |ar —.
8 oM

Exemple 1.2.3 Soit le systéme non linéaire fractionnaire suivant :

“DEzy(t) = —2a(t) + 1 (8) (22(t) + 23(t) — 1)

“Diwa(t) = m1(t) + () (22(t) + 23(t) — 1)

Le seul point d’équilibre est (0,0), La matrice jacobienne du systéme a l'origine est donnée

13
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par

alors les valeurs propres de Df(0) sont Ay = —1+1i et Ay = —1 —i.

Ce qui donne

3 1
larg(A1)| = Jarg(Az)| = Jm > o7

donc le point d’équilibre est asymptotiquement stable.

3) Méthode de Lyapunov pour les systémes fractionnaires

Soit le systéme fractionnaire suivant
“DEX() = F (X (1)) (1.5)

o X(t) = (zi(t))1<i<n, F: R" - R" 0 < p < 1, et °DY est la dérivée fractionnaire de

Caputo d’ordre a.

Théoréme 1.2.5 [7/La solution trivial du systéme est asymptotiquement stable, s’il

existe une fonction Lyapunov définie positive V(X (t)) telle que
‘DiX(t) <0 pourt > 0.

Lemme 1.2.1 [3Nt > 0:

1C

5 DHXT (X)) < XT(E)DIX()

Exemple 1.2.4 Soit le systéme non linéaire fractionnaire suivant :

DR (1) = —wa(t) + 25(1)

0D wa(t) = —x1(t) — wa(t)

14
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avec 0 < o < 1. Considérons la fonction Lyapunov suivante :
1 1
V(mn(0),22(t)) = 5a3(0) + o)

la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre p de la fonction de Lyapunov peut étre décrit

comme suit
1 1
SDRV (1(0),22(t)) = Dy 3a3(0) + (607 504(0)

alors on obtient

D0V (21(1),2a(0) < (06 DFs (1) + Sa3(1)5DF L a30)

< a1 (t) (=21 (t) + 23(1)) + 23(t)5 D 2o (1)

= —22(t) —23(t) <0
Donc l'origine est asymptotiquement stable.

1.2.3 Bifurcation

Définition 1.2.4 La bifurcation signifie un changement qualitatif de la dynamique du
systéme, qui résulte du changement d’un des parameétres du systéme, par exemple déstabi-

lisation d’un équilibre stable, apparition ou disparition d’un cycle ou d’un attracteur,...

Il existe deux types de bifurcations : bifurcations locales et bifurcations globales, que nous
aborderons dans cette section le premier type.
Bifurcation locale : on parle de la bifurcation de codimention un et il existe quatre types

de bifurcations :

15
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1/ Bifurcation Noeud-col

La forme normale de la bifurcation nceud-col est donnée par :

dx

flop) = — = p—a’ (1.6)

Etudions le comportement de cette équation selon le parameétre p :

fla,p) =0 p-—1>=0s2>=yp

® Sip>0:

PP=per.=+1/0

par conséquent, 1’équation ([1.6) admet deux points d’équilibres :

—df(dg;’“):—Q:z:,avecxe:\/ﬂé —df(d:;’“)x:ﬁ:—Q\/ﬁ<0
W:—Qx,avecxez—\/ﬁjW{E:jﬁ:2\/ﬁ>0

par suite les points d’équilibres :

Tr. = /it  est stable

Te = —4/ft est instable

® Sip < 0:1équation (|1.6) n’admet pas de solution alors il n’est pas de points d’équilibre.

® Sip=0:ilyaun seul point d’équilibre x. = 0 est semi stable.

Remarque 1.2.1 Méme étude faite lorsque f(x,p) = —p — 22, f(z, 1) = +u + 2% et

fla,p) = —p+ a2
Mais dans tous les cas, il y a une transition a = 0 entre existence d’aucun point d’équi-

libre et de deux points d’équilibre dont un est stable et [’autre instable.

16
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—:p—rz

0

F1c. 1.2 — Diagramme de bifurcation noeud -col

2/ Bifurcation Transcritique

Sur le diagramme de bifurcations cela se traduit par deux branches différentes de points
fixes qui se croisent en un point et par le changement de stabilité de deux branches au

passage par le point d’intersection. La forme normale d’une bifurcation transcritique est

donnée par :
dx
fla,p) = — = pz — a? (1.7)
dt
alors
z, =0
flo, ) =0+ pr — 2> =0<= z(p—2) = 0 <= ou
Te =l
L’équation (|1.7) admet deux points d’équilibres :
—dfg;“):u—Qx,avech:O:>—df(;;”) =
re=0
—df(dg;’“):/uo—Qx,avecxe:ui—df(dg;”) =—u
Te=M

® Si p <0, le point d’équilibre z, = 0 est stable, . = u est instable.

® Si p > 0, le point d’équilibre z. = 0 est instable, x. = p est stable.

17
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® Sip=0,il y a un point d’équilibre x. = 0 est semi stable.

F1c. 1.3 — Diagramme de bifurcation transcritique

3/ Bifurcation Fourche

La forme normale d’une bifurcation fourche est donnée par :

dx

flz,p) = il 7’ (sur critique)
On calcule ses points d’équilibres :
z, =10 z, =0
ux—x3:0<:>x(u—x2):0<:> ou = ou
u—22=0 2=

® Si p < 0, alors on a un seul point d’équilibre z. = 0.

® Si p > 0, alors on a trois points d’équilibres :

. =0

18
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La stabilité de ces points d’équilibre sont :

—df(;;’“) =pu—32? avecz, =0 = —df(d:;’“) Tk
—df(dg;’“) = pu—3x* avec z, =%/ = —deZE’“) - = —2u

et donc :
©® Sip >0, le point d’équilibre z, = 0 est instable, x, = 4, /1 est stable.
® Si p < 0, le point d’équilibre z. = 0 est stable.

® Sipu=0,il y aun point d’équilibre x. = 0 est semi stable.

am==

a) b)

F1G. 1.4 — Diagramme de bifurcation fourche a) sur-critique b) sous-critique

% Dans le cas d'une bifurcation fourche (sous-critique) 1’équation est :

dx

fla,p) = = = pw + 2.

4/ Bifurcation de Hopf

La forme normale d’une bifurcation de Hopf est donnée par :

dz
= = w7122 (4)
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La bifurcation de Hopf aura lieu lorsque le parameétre de controle p prend une valeur
critique jp pour laquelle la matrice jacobienne du systéme posséde une paire de valeurs
propres complexes conjuguées qui traversent ’axe imaginaire et le type de stabilité de

I’équilibre existant change avec ’apparition d’un cycle limite.

£) 40 N
[V 0

Fic. 1.5 — Diagramme de bifurcation Hopf

1.2.4 Chaos
1) Définition du chaos

On peut dire qu’il n’existe pas une définition du chaos adoptée de facon universelle, mais
on pourrait dire que c’est un phénomeéne qui peut apparaitre dans les systémes dynamiques
non linéaires, ou simplement linéaires par morceaux. Ils sont caractérisés par une évolution
qui semble aléatoire et un aspect fondamental d’instabilité appelé sensibilité aux conditions
initiales. On cherche donc si le systéme converge vers un état stationnaire & long terme,

ou si le comportement & long terme du systéme dépend des conditions initiales [9].

2) Caractéristiques du chaos

o Un systéme chaotique est un systeme dynamique non linéaire.
o La sensibilité aux conditions initiales constitue sans aucun doute la caractéristique es-

sentielle du comportement chaotique d’un systéme (un changement dans les conditions
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initiales peut engendrer un changement radical dans ’état final de systéme), I’évolution
est par conséquent imprévisible & long terme.
o Attracteurs : sont des formes géométriques qui caractérisent ’évolution & long terme
des systémes dynamiques [I1], il en existe quatre types distincts :

¢ L’attracteur "point fixe" est un point de ’espace de phase vers lequel tendent les
trajectoires, c’est donc une solution stationnaire constante.

¢ L’attracteur "cycle limite" est une trajectoire fermée dans ’espace des phases vers
laquelle tendent les trajectoires, c’est donc une solution périodique du systéme.

" représente les mouvements résultants de deux ou plusieurs

¢ L’attracteur "tore
oscillations indépendantes que I'on appelle parfois "mouvements quasi périodique".
¢ Les attracteurs étranges sont bien plus complexes que les autres, on parle d’attrac-
teur étrange lorsque la dimension fractale n’est pas entiére. La trajectoire dans ’espace
des phases reste confinée dans une région bien définie, aprés une période transitoire de

durée variable.

La figure ([1.6]) suivante illustre l'attracteur chaotique du systéme de Lorenz :

F1G. 1.6 — Attracteur étrange de Lorenz

o Les exposants de Lyapunov :
L’exposant de Lyapunov sert a mesurer le degré de stabilité d’un systéme et permet de

quantifier la sensibilité aux conditions initiales d’un systéme chaotique. Le nombre d’expo-
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sants de Lyapunov est égal a la dimension de 1’espace des phases et ils sont généralement
indexés du plus grand au plus petit Ly, Lo, L3, ...

Une méthode d’approximation des exposants de Lyapunov est ’algorithme de Wolf. Cet
algorithme permet de calculer les exposantes de Lyapunov a partir du calcul effectif de
la divergence de deux trajectoires aprés t pas de temps par rapport a la perturbation
introduite parallelement, et ce au sein d'un attracteur.[12]

1) Exposants de Lyapunov pour un systéme unidimensionnel :

Soit une application discréte f de R dans R qui applique x; sur z;,;. Choisissons deux
conditions initiales tres proches.

Soit xg et zo + ¢ et regardons comment se comportent les trajectoires qui en sont issues.
Supposons qu’elles s’écartent en moyenne & un rythme exponentiel. On pourra alors trouver

un réel L tel qu’apres t itérations :

[f (20 +€) = [f(z0)| m e

En passant au logarithme, on trouve :

NCCERE Lol R

€
si ’on fait tendre ¢ vers 0, il vient :

df (o) '

d[E()

1
Lz—‘
t

Finalement, en faisant tendre ¢ vers l'infini et en utilisant la régle de la dérivation en

chaine, on obtient :

L est appelé exposant de Lyapunov. Il indique le taux moyen de divergence par itération.

- Si L <0, la trajectoire de ’évolution du systéme peut tendre vers un point fixe et avoir
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un comportement périodique ou quasi-périodique.

- Si L > 0, le systéme est chaotique.

2) Ezposants de Lyapunov pour un systéme multidimensionnel :

Pour un systeme de dimension n on parle de spectre d’exposants de Lyapunov dont le
nombre est égal a cette dimension.

La classification des comportements des systémes dynamiques selon les exposants de Lya-

punov est représentée dans le tableau suivant :

TAB. 1.1 — Comportements des systémes dynamiques en fonction des exposonts de Lya-

punov
Régime permanent | Attracteur Exposant de Lyapunov
Point d’équilibre Point A< A1 <. <A <0
périodique Courbe fermée (cycle limite) | A, < Am1 < ... <A =0
==\, =0
Quasi-périodique Tore A <A1 <o <A1 <0
A1>0
Chaotique Attracteur chaotique A <A1 <. <A <0
A1>0 et A2>0
Hyper chaotique Attracteur chaotique M <A1 <...<X3<0

o Dimension fractale :

Cette méthode correspond & une mesure de la dimension de l'attracteur reconstruit du
systéme. Nous pouvons calculer la dimension de 'attracteur du systéme puis déterminer
s’il est construit ou non de maniére fractale. Si nous obtenons une valeur positive non en-
tiere, alors le systéme posséde un attracteur étrange. Plusieurs dimensions ont été proposé,
on peut en citer quelques-unes : la dimension de Kolmogorov, dimension de Corrélation et
dimension de Lyapunov, il y a une légere différence entre chaque dimension, mais elles ca-
ractérisent toutes, 'attracteur étrange avec sa dimension fractale et satisfont les propriétés
suivantes :

- AC B=d(A) <d(B).

-A=0=d(A) =0.

- d(A x B) =d(A) + d(B).
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1.2.5 Systéme chaotique
1) Systéme chaotique a temps continu

Pour un systéme autonome en temps continu, au moins trois variables d’état sont néces-
saires pour générer le chaos, c’est a dire n > 3.

Le systéme de Lorenz est un systéme différentiel au comportement chaotique pour certaines
valeurs de ses paramétres, il s’agit d’un systéme dynamique non linéaire en temps continu

de dimension 3. Le systéme de Lorenz est défini par :

20 ! . | 1
: 5 : ! x(t) pour CI [0.01, 0,01, 0.01]
' ; : x(t) pour CI [0.012,0.01, 0.01]

“o 10 20 30 40 50 60 70
Temps (s)

Fic. 1.7 — Illustration de la sensibilité aux conditions initiales pour I’état x du systéme de
Lorenz

Les conditions initiales sont choisies comme ceci : 2(0) = 0.01, y(0) = 0.01, 2(0) = 0.01 et

x/(0) = 0.012, y/(0) = 0.01 et 2/(0) = 0.01.
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2) Systéme chaotique a temps discret

Le systéeme de Hénon est un modéle proposé en 1976 par le mathématicien Michel Hénon, il
s’agit d’un systéme a temps discret qui introduit des itérations dans le plan, ces itérations
sont définies par :

Tri1 = a — T2 + byy,

Yk4+1 = Tk
Les valeurs des parameétres proposées par Michel Hénon pour observer le phénoméne chao-

tique sont : a = 1.4 et b = 0.3.

T T T T T T
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Fi1G. 1.8 — Etats chaotiques du systéme de Hénon

Les conditions initiales sont choisies comme ceci : g = 0 et yg = 0.

Ainsi la figure (1.8]) montre I’évolution qui semble aléatoire des états xy et y.
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Etude du systéme de circuit

électrique

Dans ce chapitre, nous étudions la stabilité du systéme de circuit électrique et on a

fait ’analyse de bifurcation de ce systéme.

2.1 Introduction du systéme[]]

En 1970, Chua a prédit un nouvel élément électrique "Mémristeur" qui fut réalisé
pour la premiére fois par le laboratoire HP en 2008.

Chua a prouvé que le comportement des mémristeurs ne pouvait étre reproduit par au-
cun circuit construit en utilisant uniquement les trois autres éléments (résistance, conden-

sateur et inductance).(FIG

Abdelouahab, M-S., Lozi, R. et Chua, L.O. introduisent le paradigme de la mém-
fractance qui est adapté pour les éléments de circuit avec mémoire tels que mémristeurs,

méminducteurs, mémcapaciteurs. (FIG [2.2))

Ils ont défini un nouvel élément appelé mémfacteur qui posséde des caractéristiques inter-

polées entre ces quatre éléments de circuit et ils ont prouvé une loi d’Ohm généralisée.
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FiGc. 2.1 — Quatre éléments de base de circuit

Memristor Memecapacitor Meminductor

F1G. 2.2 — Les symboles des éléments du circuit

En raison de la non-linéarité de ’élément mémristeur, les circuits basés sur mémristeur
peuvent facilement générer un signal chaotique.

En 2010, Muthuswamy et Chua ont proposé un circuit a base de mémristeur com-
prenant seulement trois éléments : une inductance passive linéaire, un condensateur passif
linéaire et un mémristeur actif non linéaire avec une mémristance polynomiale du deuxiéme
degré,

M (= () = B (2(t) - 1)

connecté en série comme illustré sur la figure suivante

Le circuit le plus simple proposé dans ce mémoire peut générer un attracteur chaotique
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Wares lpne

Yy 1Pl
e by -@0- It
———

Fic. 2.3 — Schéma du circuit et I'attracteur chaotique & un rouleau

FIG(2.4)), en utilisant seulement une mémristance polynémiale du seconde degré

Fic. 2.4 — (a) Attracteur chaotique a double rouleaux de L = 3H, C' = 1F
L

g = 10.1, v = 0.4. (b) Attracteur chaotique & quatre rouleaux de
a=09 =3 =04

La dynamique du circuit est décrite par :
T =ay

§ = —b(z+ M(2)y)

i=—y—az+y*z
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ou z(t) = V(t) est la tension aux bornes du condensateur, y(t) = I(t) est le courant
traversant I'inductance, z(t) désigne la variable d’état interne du mémristeur, a = 1/C' est
la capacité inverse, b = 1/L est 'inductance inverse et la fonction mémristeur est donnée
par

M(z(t) =~2*(t) - 8

Pour construire le circuit & base de mémristeurs d’ordre fractionnaire, nous remplagons les
¢éléments électriques (condensateur, inducteur et mémristeur) dans le circuit d’origine par
sa version fractionnée (condensateur d’ordre fractionnaire, inductance d’ordre fractionnaire

et mémristeur d’ordre fractionnaire) (voir FIG [2.5).

Cr

Le M F
A Viae

Fic. 2.5 — Exemple de circuit d’ordre fractionnaire

Pour une tension d’entrée générale Vre (), le courant traversant le condensateur d’ordre

fractionnaire est

IrC (t) = CD"Vpe(t),

puis

1
Dq1VFc(t) = EIFL (t) .

La constante ¢; est liée aux pertes du condensateur. Il est & noter que les pertes et les

dissipations ne sont pas toujours les méme. La dissipation signifie la génération de chaleur,
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au lieu de cela les pertes représentent I’énergie perdue du processus & I’étude mais pas
nécessairement sous forme de chaleur.

Pour un courant général a travers I'inductance d’ordre fractionnajre la tension est
)
Ver (t) = LDQZIF[

puis

1
D®]pp = ZVFL(t).

La constante ¢y est liée a «l'effet de proximité». Lorsqu'un courant alternatif traverse
un conducteur électrique, la distribution du courant n’est pas uniforme. L’un des phéno-
meénes électromagnétiques les plus importants, qui affecte considérablement la distribution
du courant a l'intérieur de tout conducteur porteur de courant, est 1’effet de proximité élec-
tromagnétique.

Pour un courant général passant par le mémristeur d’ordre fractionnaire, la tension est

VFM = M (Z (t)) ZFM (t) s
D%z (t) = ipp (t) — az (t) + %y, (1) .

En appliquant la loi de tension de Kirchhoff, nous obtenons

D Iy (1) = —% (Vie(t) + M (= (8)) iws ().

En utilisant les notations précédentes de la variable d’état, nous obtenons

Dz = ay
Dy = —b(x + M(2)y)

D%z = —y — az + y*2
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2.2 Etude de stabilité du systéme

On a le systéme définit comme suivant :

Dix = ay
Dy = —b(x + M(z)y)

Diz = —y — az + y*2

ou
M(z) = 2" = B
alors on a
Dix = ay
Diy = —b(z + 7z°y — By)
Dz = —y — az + 9%z

On cherche les points d’équilibre x, = (x,y, z) vérifiant :

diz __
dt_o
dly

dt_o
iz _

On a un seul point d’équilibre z, = (0,0,0) car

ay =0
—bx — byz?y —bBy =0

—y—az+y*z=0
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alors

(1)=y=0
(1) dans (2) = —bx=0=2=0

(1) dans (3) = —az=0= 2z =0.

La matrice jacobienne A est :

0 a 0
A=| —b —byz2+b8 —2byzy |

0 —1+4+2yz —a+y?

alors
0 a 0
Df(0)=1 —b b8 0
0 -1 —«

Les valeurs propres de la jacobienne D f(0) sont solutions de I’équation en A :

det(Mz —Df(0))=0=|b AX-b3 0 |=0

0 1 A«

alors

det(A3 — Df(0)) =0 = AXA=0b8)(A+a)+abA\+a)=0
= A+ a)AMA=08)+ab) =0
= (A +a)(A?2 = bBA +ab) = 0.

Quand a =1,0=1/3,0a =0.9,7=0.1 et § > 0 on trouve

By 1,
(A+0.9)(A2—§A+§) =0
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donc
A+09=0
ou
15} 1
M-S+ -=0
3 +3
de &)
A+09=0= X\ =-09
de @2)
15} 1
M—ZA4+ =0
3 +3
alors
2
AP 4
9 3
®SiA>0
2
4
A:§—§>0:>52>12:>6>\/12

et on a g > 0 alors : siﬁé]VlQ,—i—oo[, A > 0.

Alors
é_i_ B_2_é 2
N, o8 9 T3  [B+/BF-12
> 2 - 6
N Sk Vi et Y LRV s ¥
5 = —
2 6

et donc : Ay > 0 et A3 > 0.

D’ou le point d’équilibre est instable.
®SiA=0

A= —0==12=8=V12

52
9

Q| >
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alors
Ay = A3 —g
etonaﬁ:\/ﬁdonc
V12 2v3 V3
M=A=—=—=—>0
6 6 3
donc le point d’équilibre est instable.
®SiA<O0
2
4
A:§—§<0:>ﬁ2<12:>6<\/ﬁ

onaf>0etalors 0 <[ <12 c’est & dire : siﬁé]O,VlQ[, A < 0 donc

LB (53 p+iy2-p

2T 6 B 6

Aszﬁ—i —(%—%):5—@\/12—@2
6 6

D’ou : le point d’équilibre est asymptotiquement stable si et seulement si

T
|arg (Ao 3)| > a5

On a
N = 8 iz\/ﬁﬁﬁ
6 6
alors

12— 32
+ +4/12 — 32
arg(Ag3) = arctan(——%—) = arctan(—ﬁ)

ol®
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On a
7r
larg(Az3)| > a5
+/12 — 52
= arctan(—ﬁ) >qz
164 2
+/12 — 32
= qg < arctan(Tﬁ)
P +/12 = 32
= ¢ < = |arctan(=———"2)] .
¢ < |arc an( 5 )

D’ou : le point d’équilibre est asymptotiquement stable pour tout ¢ et J satisfaisant

2] (j: 12— 32
— |arctan{ ——

)

et instable pour tout ¢ et [ satisfaisant

i\/12—62)
5}

2
q > — |arctan(
T

2.3 Analyse de bifurcation

Une condition de bifurcation de Hopf d’ordre fractionnaire est proposée, elle stipule que
le systéme subit une bifurcation de Hopf & travers le point d’équilibre a la valeur g* de (3
si:

1. La matrice jacobienne du systéme a deux valeurs propres complexes conjuguées Az 3

et une valeur propre réelle \; < 0.
2. mgy3(q, 5*) = Oou :

i\/m)

® q = 2 arctan( 5

® [* est la solution ol le point d’équilibre est asymptotiquement stable.
® mz(Qaﬁ) :CJ%_ |arg()‘7,>’ ) = 17273
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Oma 3
3. s

#0

B=p*

Siona/fe ]O, vV 12[, alors la premiére condition est satisfaite car Ay = —0.9 < 0,
in/ — B2
Aoz = M deux complexes conjuguées.

For /3* solution de ma3(q,3*) =0 on a

6m2,3 7( 1 )( —24
OB lopr 14+ 251 T0(67)2/12 - (B2

) # 0.

Ensuite, toutes les conditions proposées sont remplies pour chaque solution de mg 3(q, 8*) =
0.

Par exemple, si ¢ = 0,92, alors $* = 0,4342 est un point de bifurcation de Hopf.

b
- | =2 08 . (=4 61

F1c. 2.6 — Bifurcation par rapport au paramétre § pour g = 0, 92

Si nous considérons l'ordre fractionnaire ¢ comme parameétre de controle, nous avons

(9m2’3

s
=—#0.
dq 2#

q=q*

Par conséquent, toutes les solutions ¢* de mo 3(¢*, 5) = 0 avec § € }O, vV 12[ sont des points
de bifurcation de Hopf.

Par exemple, si 3 = 3,3, on obtient ¢* = 0, 1967 qui est un point de bifurcation de Hopf.
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q= 08216

\

~

Fic. 2.7 — Bifurcation par rapport & l'ordre fractionnaire ¢ pour 5 = 3,3

37



Conclusion

Le travail développé dans ce mémoire a porté sur I’étude d’un systéeme chaotique d’ordre

fractionnaire.

Dans le premier chapitre, nous avons présenté quelques notions fondamentales des dérivées
fractionnaires, les systémes fractionnaires et leurs stabilités et nous avons donné aussi une
bréve définition de la théorie du chaos et de la bifurcation, et nous avons cité les différents

outils mathématiques qui nous servent a caractériser le comportement chaotique.

Au deuxiéme chapitre, nous avons intéressé a ’étude du systéme de circuit électrique
d’ordre fractionnaire, nous avons étudié leur stabilité; nous avons trouvé les points et
les conditions ou ce systéme est stable et ou il est instable et nous avons aussi étudié la

bifurcation de ce systéme.
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Annexe A : Abréviations et

Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expli-

quées ci-dessous.

I'(2) La fonction Gamma de la variable z

B(z,y) La fonction Béta de variable = et y

1 Intégration d’ordre o

L(X) Fonction de Lyapunov

E [x] Partie entiére d’un nombre

Epaf La dérivée fractionnaire d’ordre o au sens de Riemann-Liouville de la fonction f
Cpof La dérivée fractionnaire d’ordre o au sens de Caputo de la fonction f

GLpaf La dérivée fractionnaire d’ordre o > 0 au sens de Griinwald-Letnikov

spec(A)  Spectre de la matrice A
e Exponentielle de A
arg(A) Argument de A

diag(A)  diagonale de A
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g Reuwme A

Le travail abordé dans ce mémoire concerne I'étude d'un systéme chaotique d'ordre
fractionnaire.

Nous définissons d'abord des notions de base sur les dérivées et intégrales
fractionnaires. Ensuite, nous donnons quelques préliminaires sur les systemes
dynamiques et la théorie du chaos, aussi la stabilité des systémes fractionnaires a
étudié.

Enfin, on a étudié le systeme de circuit électrique d'ordre fractionnaire: son point
d’équilibre, leur stabilité suivant lI'ordre fractionnaire et on a étudié leur bifurcation.

Mots clé:
\Chaos, systeme chaotique, calcul fractionnaire, systéme dynamique, bifurcation. /
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The work discussed in this memoir concerns the study of a chaotic fractional order
system.

We first define some basic notions about fractional derivatives and integrals. Then,
we give some preliminaries on dynamic systems and chaos theory, also the stability
of fractional systems is studied.

Finally, we studied the fractional order electrical circuit system: its equilibrium
point, their stability according to the fractional order and we studied their bifurcation.

Key words:
Chaos, chaotic system, fractional calculus, dynamic system, bifurcation.

N /




	Dédicace
	Remerciements
	Table des matières
	Liste des figures
	Liste des tableaux
	Introduction
	blueGénéralités
	Dérivées fractionnaires
	Outils de base
	Dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville
	Dérivées fractionnaires au sens de Caputo
	Dérivées fractionnaires au sens de Grünwald-Letnikov

	Systèmes chaotiques
	Système dynamique
	Stabilité des systèmes fractionnaires
	Bifurcation
	Chaos
	Système chaotique


	blueEtude du système de circuit électrique
	Introduction du système01
	Etude de stabilité du système
	Analyse de bifurcation

	Conclusion
	Bibliographie
	Annexe A: Abréviations et Notations

