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Introduction

a théorie de 'estimation est I'une des branches les plus basiques de la statis-
Ltique mathématique. Cette théorie est habituellement divisée en deux compo-
santes principales, a savoir, ’estimation paramétrique et I’estimation non paramétrique.
Depuis 'apparition de cette théorie, I’estimation de la densité de probabilité est I'un de

ses principaux problémes.

L” approche paramétrique consiste & supposer que la densité de probabilité f appartient a
une famille de densités qui peuvent étre décrites par un petit nombre (connu) de paramétrés
réels. Le statisticien qui opte pour une telle approche posséde une bonne connaissance a
priori du phénomeéne aléatoire. Il sait, par intuition ou par expérience, que la variable
aléatoire X suit une loi f, tout en ignorant la valeur de son espérance ou de sa variance.
Dans un tel contexte, ’estimation de la densité se réduit alors & un probléme d’estimation

de paramétres.

Ainsi, & moins d’avoir sur le phénomeéne aléatoire étudié des informations & priori trés pré-
cises et indiscutables, le champ d’application d’un modéle paramétrique n’est satisfaisant
que lorsque l'inflation du nombre de paramétres est telle que les méthodes d’estimation
du modéle deviennent tout a fait inefficaces.

Pour pallier les insuffisances et les défauts des familles paramétriques, une seconde ap-
proche dite non paramétrique propose de laisser parler les données, sans spécifier au préa-
lable de forme sur f. L’outil d’estimation non paramétrique nous est fourni par 1’histo-

gramme : une fois les données regroupées en classes de valeurs, les fréquences empiriques
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sont représentées par des aires rectangulaires dont les bases correspondent aux classes
elles mémes. L’histogramme convient bien pour des analyses relativement grossiéres, un
probléme vient du fait que I'histogramme donne une fonction qui n’est pas continue.

Il existe d’autre méthodes non paramétriques plus éfficace que la méthode du I’histo-
gramme est celle la méthode du noyau consiste a retrouver la continuité et qui est la plus
utilisée vu sa simplicité et la qualité de P'estimation qu’elle assure. Rosenblatt (1956), et
Parzen (1962) sont les premiers a proposer un estimateur & noyau d’une densité univariée.
Cet estimateur est basé sur un échantillon d’une population statistique et permet d’estimer

la densité en tout point du support.

Dans ce mémoire nous étudions ’estimation de la densité de probabilité a partir d’un

échantillon indépendant et identiquement distribué (i.i.d). Il est contient trois chapitre.

Chapitre 1 : "Définition de la variable aléatoire et I’estimateur "

: Pour le pre-
mier chapitre on pose un petit rappel sur les variables aléatoires par les deux approches
discrétes et continues avec quelques types de convergence et ensuite on pose la définition
de 'estimateur et leurs propriétés.

Chapitre 2 :"Estimation de la fonction de densité" : Dans le deuxiéme chapitre on
fait le point sur I'estimation paramétrique de la fonction de densité. Ensuite, on fait une
étude sur estimation non-paramétrique de la fonction de densité telle qu’ on parle sur la
méthode de I'histogramme et par la méthode de noyau, avec quelque méthodes sur le choix

du parametre de lissage.

Chapitre 3 :"Simulation" : Le troisiéme chapitre est une simulation par logiciel R.



Chapitre 1

Définition de la variable aléatoire et

I’estimateur

Dans des domaines tres différents comme les domaines scientifiques, sociologiques
ou médicaux, on s’intéresse a de nombreux phénomeénes dans lesquels apparait
I’effet du hasard. Ces phénomeénes sont caractérisés par le fait que les résultats des obser-
vations varient d’une expérience a 'autre.

Le but est de rechercher d’estimer, & partir d’un échantillon, (la ou les valeurs numeériques
d’un ou plusieurs paramétres de la population considérée).

Ce chapitre permet de reprendre certaines notions de base des variables aléatoires, ’esti-

mateur et leurs propriétés.

1.1 Espace probabilisé

Une expérience est appelée “aléatoire” s’il est impossible de prévoir a I’avance son résultat
et si, répétée dans des conditions identiques. On appelle ensemble associé & une expérience
aléatoire I’ensemble fondamental Q = {tous les résultats possibles de cette expérience}.
Un espace de probabilité(s) ou espace probabilisé est construit & partir d’'un espace pro-

babilisable en le complétant par une mesure de probabilité : il permet la modélisation
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quantitative de ’expérience aléatoire étudiée en associant une probabilité numérique a
tout événement lié a 'expérience. Formellement, c’est un triplet (€2, F, P), F est un en-
semble des événements ou tribu sur €2, et P est une probabilité sur F, comme définie

ci-dessous, (pour une étude plus détaillée voir, par exemple, Dusart [4] et Veysseyre [17]).

Définition 1.1 Une mesure de probabilité, ou plus simplement une probabilité, sur ) est

une application P : Q — [0, 1] possédant les deux propriétés suivantes :

1. P(Q) = 1.

2. Pour toute famille A;, As, ... € F d’événements deux-a-deux disjoints,
P (U AZ-> =Y P(4).
i=1 i=1

1.2 Variable aléatoire

Dans des nombreuses expériences aléatoires, on n’est pas intéressé directement par le
résultat de I'expérience, mais par une certaine fonction de ce résultat. Considérons par
exemple I'expérience qui consiste & observer, pour chacune des n piéces produites par une
machine, si la piéce est défectueuse ou non. Nous attribuerons la valeur 1 & une piéce

défectueuse et la valeur 0 & une piéce en bon état.

Définition 1.2 (variable aléatoire réelle) Etant donné un ensemble fondamental 2,
une variable aléatoire réelle (v.a.r) est une application mesurable de (2, F) dans (R, B),

tel que B est une tribu borélienne de R :
X:weQ— X(w)eR.

Définition 1.3 (Loi de probabilité de v.a.r) Soit Q un ensemble fondamental muni

d’une probabilité P, et soit X une v.a.r. On appelle loi de probabilité de X, notée Px,
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Uapplication qui a toute partie A de ) associe

Py (A) = P (X € A)

=PH{we: X(w)e A}).

Fonction de répartition

Définition 1.4 La fonction de répartition de la v.a.r X est définie par :

Fx(z)=P(X <z),z € R.

Propriétés de la fonction de répartition :
1. 0< Fx(z) < 1.
2. Fx(x) tend vers 0 en —oo et vers 1 en +o0.

3. Fx(z) est croissante et continue a droite.

Proposition 1.1 Pour toutes les valeurs a et b appartenant a R, on a l’identité :

Pla < X <b)=Fx(b) — Fx(a),a <.

1.2.1 Variables aléatoires réelles discrétes

Définition 1.5 On dit qu’une v.a.r discréte si elle ne prend qu’un nombre fini ou infini

dénombrable de valeurs :

X €{x;,ie K C N}.

Dans ce cas, la loi de la variable aléatoire X est la loi de probabilité sur I’ensemble des
valeurs possibles de X qui affecte la probabilité P(X = x;) au singleton {x;}. En pratique,

I’ensemble des valeurs que peut prendre X est N ou une partie de N.
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Remarque 1.1

1. L’espérance mathématique (moment d’ordre 1) de la v.a.r discréte X, notée E(X)
est définie par (si la série > x;P(X = z;) est absolument converge ou lorsque K est
i€k

fini) :

E(X) =) xP(X = ).

€K
2. Le nombre :

Var(X) = E[(X — E(X))?,

lorsqu’il existe, est appelé variance (moment d’ordrede 2) de X, et 1’écart type de X

est :

o(X) =+/Var(X).

1.2.2 Variables aléatoires réelles continues

Définition 1.6 Une v.a.r prend des valeurs sur un ensemble infini non dénombrable de
points, est dit continues si elle existe une fonction f non négative, définie pour toute valeur

x appartenant a R et vérifiant, pour toute partie A de R, la propriété :

P(X € A) = /A f(w)de,

et telle que :

/R f(x)dr =1

La fonction f est appelée la densité de probabilité de la variable aléatoire X.

La fonction de répartition de la variable aléatoire X est définie par :

F(z) = P(X < z) = /_ " .
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Remarque 1.2

1. L’espérance mathématique de la v.a.r continue X, définie sur l’espace probabilisé

(Q, F, P), est donnée par l'intégrale, si elle converge :

E(X) = /XdP: /deJ;dx,
Q Q

que 'on peut écrire, si f est la densité de probabilité de X
E(X) = /xf(:c)d:c
R

2. La variance, ou carré de I'écart-type o, est donnée par l'intégrale si cette intégrale

et la densité f existent

EIX — B(X))?] = Var(X) = o /Q - B(X)Pf(2)da.

1.3 Convergences des suites des variables aléatoires

Une suite (X,,) des variables aléatoires étant une suite des fonctions de €2 dans N, il existe
diverses fagons de définir la convergence de (X,,) dont certaines jouent un grand role en

calcul des probabilités.

1. Convergence en probabilité

La suite (X,,) converge en probabilité vers une v.a.r X et on note X, L Xosi

Ve >0, on a lirf {|X,, — X| >¢}) =0.

2. La convergence presque siire ou convergence forte

Définissons d’abord 1’égalité presque siire de deux variables aléatoires :
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Définition 1.7 X et Y sont égales presque sirement si
P({w: X(w) #Y(w)}) =0.

La convergence presque stire se définit alors par :

Définition 1.8 La suite (X,,) converge presque sirement (ou forte) vers X et on

note X, 25X s
P ({w : 11111 X (w) # X(w)}> =0

2. La convergence en loi

Bien que la plus faible, elle est trés utilisée en pratique car elle permet d’approximer

fonction de répartition de X,, par celle de X.

Définition 1.9 Soient (X,,) et X des variables aléatoires sur un méme espace pro-
babilisé (Q, F, P), de fonctions de répartition respectives F, et F ; on dit que les
(Xn) convergent vers X en loi (et on note X, = X) si en tout point x ot F est

continue, les F,(x) convergent vers F(zx).

3. Convergence en moyenne quadratique

Une suite de v.a.r (X,),en converge en moyenne quadratique vers une v.a.r X (et on note

m.q

X, = X) si:

lim E[(X, — X)?] =0.

n—-+o00

— Lois des Grands Nombres
Ces lois décrivent le comportement asymptotique de la moyenne de 1’échantillon. Elles
sont de deux types : lois faibles mettant en jeu la convergence en probabilité et lois

fortes relatives a la convergence presque stre.
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Théoréme 1.1 Si (Xq,..., X,,) est un échantillon d’une v.a.r X tel que E|X| < oo, alors

Lot faible X, EiR i quand n — oo.
Loi forte X, B u  quand n — oo,

ot pi=E(X), X, =+3" X,

T on

— Théoréme Central Limite
L’¢tude de somme S, = Y | X; de variables indépendantes et de méme loi joue un role
capital en

statistique. Le théoréme suivant connu sous le nom de théoréme central limite établit

la convergence vers la loi normale.

Théoréme 1.2 Si X1, Xs, ... est une suite des v.a.r (i.i.d) de moyenne u et une variance

2

finie o°, alors

<S7:7\_/%W) LA (0,1)

quand n — Q.

1.3.1 Estimateur

Définition 1.10 On appelle un estimateur de 6 toute fonction mesurable T de X =

(X1, Xs,...X,,) dans © autrement dit :

T:X—06

X —-T(X)

T(X) s’appelle 'estimateur de 6
Propriétés d’un estimateur :
Soit T" un estimateur de 6, lorsque la taille n de I’échantillon intervient dans les propriétés,

nous noterons 7,,.
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Estimateur avec biais : Un estimateur 7,, de 6 est dit avec biais si pour tout § € © (©

ouvert de R) et tout entier positif n

E(T,) = 0 + Biais(T,).

La quantité Biais(T),,) est le biais de 'estimateur T,,.

Par exemple: Y = n+r1 > X, est un estimateur biaisé de E(X) car:E(Y) = -1 Y BE(X;) =
i=1 :
E(X).

_n_
n+1

Estimateur sans biais : Un estimateur 7,, de 0 et 6 € © est dit sans biais si :

Biais(T,) = 0 alors : E(T,) = 6.

Par exemple : la moyenne empirique (X = 2 3" X;) est un estimateur sans biais de la

moyenne /i.
Estimateur asymptotiquement sans biais : Un estimateur 7,, de # est dit asympto-

tiquement sans biais si :

lim Biais(T,) = 0 alors lim E(7,) = 6.

n—oo n—oo

(X; — X)? est un estimateur asymptotiquement sans biaisé¢ de 2.

-

Par exemple : 52 = %

=1

Définition 1.11 soit T,, un estimateur de 0. Le risque quadratique de T}, ou erreur qua-

dratique moyenne (en anglais "Mean squared Error" et on notée (MSE)) est :

MSE(T,) = E[(T, — 0)?].

Remarque 1.3 L’erreur quadratique moyenne peut étre écrite comme une somme de la

variance et du carré du biais de l’estimateur

MSE(T,) = Var(T,) + [E(T,) — 0]>.

10
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Estimation de la fonction de densité

|1 y a plusieurs approches pour estimer une densité & partir de données, Il y a ’ap-
Iproche paramétrique, ot 'objectif est d’estimer les parameétres d’une distribution
connue. Une autre approche est I’estimation non paramétrique, la méthode la plus connue
étant l'estimation & noyau. C’est cette derniére méthode qui sera appliquée. Le principe
d’estimation non paramétrique est de laisser les données elle mémes,donc au lieu de suppo-
ser une loi paramétrique et d’utiliser un échantillon pour estimer les différents paramétres

, on utilise directement 1’échantillon comme estimateur de la densité.

2.0.2 Estimation paramétrique de la fonction de densité

Un estimateur 7" est une fonction T}, : © — T,,(x, X3, ..., X,,) mesurable par rapport a 1’'ob-

servation (X7, ..., X,,). Si’on sait a priori que T" appartient a une famille paramétrique{7'(z, 0),0 € ©}
o © € R? et T'(.,.) est une fonction continue, on parle alors d’estimation paramétrique,

car estimer 7' revient a estimer le paramétre fini dimensionnel 6.

Au phénomeéne étudié, nous associons maintenant un modeéle statistique Py qui dépend

d’un paramétre 0. Pour se faire une idée de la valeur inconnue du paramétre 0, & partir

des observation (X7, ..., X;,) qui sont i.i.d, on calcule ensuite une certaine valeur numérique,

que 'on considérera comme valeur approchée de 6 qu’on appellera une estimateur de 6.

11
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Dans ce cas ou’ il n’y a pas d’estimateur évident, on cherche un estimateur par la méthode

de vraisemblance, ou par la méthode des moments,...etc

1. Soit un échantillon issu d’une v.a.r X normale de fonction de densité f qui dépend

de deux paramétres qui sont inconnus (p, 0?) :

o7 (1)

f(z) = —

CoV2r

Pour estimer la fonction de densité f il se fait d’estimer le paramétre inconnue 6 = (u, 02),
ol 4 est la moyenne de X et o2 est sa variance.

On a dans ce cas :

Donc lestimateur f de f est donné :

2
1 -1 M
=N 7(7)

2

2. Soit X un v.a.r suit la loi exponentielle de fonction de densité f(z) = e ** avec

A > 0 paramétre inconnu.

Pour estimer la fonction de densité f il se fait d’estimer le paramétre inconnue .

[estimateur de A est \ = %

Donc l'estimateur f de f est donné :



Chapitre 2. Estimation non-parométrique

2.1 Estimation non-paramétrique de la fonction de
densité

L’avantage principal de ’estimation non-paramétrique de la densité de probabilité sous-
jacente & un ensemble fini d’observations est de ne pas nécessiter d’hypothéses & priori sur
I’appartenance de cette densité a une famille de lois connues. L’estimation ne concerne pas
les paramétres permettant de sélectionner une loi, mais directement la fonction elle-méme
(d’ou le terme non-paramétrique).

Dans ce chapitre, nous allons présenter une étude de ’estimateur par la méthode I’histo-

gramme et la méthode du noyau ainsi que ses propriétés statistiques.

2.2 Estimation par I’histogramme

En statistique, I’histogramme est une représentation graphique de la répartition de la v.a.r
et le plus simple et ancien des estimateurs non-paramétriques de densité, l'origine des
histogrammes est attribuée & John Graunt au XV Ile siécle répondant a ’objectif d’une
représentation de la distribution de données. A ce titre, il peut étre considéré comme un
estimateur de la densité de probabilité sous-jacente a un ensemble fini d’observations. On
va voir, dans cette section, comment obtenir cette derniére propriété et on va discuter

ensuite les propriétés statistiques de 'estimateur de densité par histogramme.

2.2.1 Histogramme

Construire un histogramme a partir d’'un ensemble d’observations (précises) xi, ..., Z,
consiste & partitionner l'intervalle de référence E = [emin, €max] €n p € N classes Cy,
k € {1,...,p} et & compter le nombre d’observations appartenant a chaque classe Cf. Si
toutes les classes de I'histogramme ont la méme largeur, on dit que I’histogramme est

régulier. On note h € R, la largeur des classes qui est alors appelée le « pas » ou la

13
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fenétre de I’histogramme. La valeur de h est donnée par :

€max — €min
j = Cmax — Cmin

p

Le nombre d’observations appartenant a chaque classe C, est noté vy. Il est défini :

Vi = Z 1Ck (xl)a
=1

ol 1¢, est la fonction indicatrice de I'ensemble C, définie par :

1 si ze€Cy
1Ck - )
0 sinon

Figure 2.1 présente un histogramme de 100 observations tirées aléatoirement d’une loi

normale centrée réduite NV(0,1). La fenétre de ’histogramme est fixée & h = 0.7.

30

Fic. 2.1 — histogramme

14
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2.3 Relation entre densité de probabilité et I’histo-
gramme des données

Une densité de probabilité peut étre vue comme la limite d’un histogramme lorsque le
nombre d’observations tend vers l'infini et que la valeur h de I’histogramme tend vers
z€ro.

On illustre dans la Figure 2.2, cette relation, en considérant le méme processus d’observa-
tions précédent avec un grand nombre d’observations (n = 100000) et un plus faible pas
(h = 0.02). En comparant la Figure 2.1 avec la Figure 2.2, on voit clairement que lallure
de cet histogramme se rapproche de 'allure de la densité de probabilité (N (0,1)) quand

le nombre d’observations n augmente et la valeur de hA diminue.

Fic. 2.2 — histogramme de 100000 observations construit avec h = 0.2

2.4 Estimateur de densité par histogramme

Soit un ensemble fini d’observations (1, ..., z,) de n (v.a.r) (Xi, ..., X,,) i.i.d de densité de
probabilité commune f. Pour tout k € {1, ..., p},s0it v} le nombre d’observation apparte-
nant a la classe C, la probabilité de C} (basée sur les observations z;), notée P(Cy), est

donnée par :



Chapitre 2. Estimation non-parométrique

En émettant ’hypothése, généralement irréaliste, que les observations se répartissent uni-
formément dans la classe C}, (de largeur h), on peut alors construire un estimateur de la

densité f, pour tout x € F, par :

S =

fale) =

Cet estimateur peut aussi s’écrie

1i
_ = 1
hk: ka

2.4.1 Propriétés statistiques de ’estimateur par histogramme

On présente, les propriétés statistiques de I'estimateur par histogramme EL Pour cela,
on évalue, d’une part, ’écart entre la moyenne de ’estimateur et la densité & estimer, ce
critere d’évaluation est appelé biais, et d’autre part, la variance de Iestimateur (due au
caracteére aléatoire d’observations) qui caractérise la dispersion des valeurs de 1'estimateur
dans I’ensemble d’observations. On essaie généralement de réduire au mieux ces deux

quantités.

1. Le biais de D'estimateur f, est donné par :
Biais <ﬁ(x)) —E (ﬁ(az)) — f(z) = gf’(m) +O(h?),
2. La variance de Pestimateur f, est donnée par :
Var (@) = £ | (7@)] - [£ (@) = L8 + 0.

Cette variance tend vers zéro quand le produit nh — oo quand le nombre d’observation

n — Q.

16
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e L’erreur quadratique moyenne (M SE) de I'estimateur ﬁb est donné par

MSE (fh(x)) = [Biais (ﬁ(ac))T + Var (ﬁ(m))
0 2 P + o) + o0r)

nh

Cette erreur quadratique moyenne tend vers zéro quand h tend vers zéro et nh — oo

quand n — o0, ce critére d’erreur quadratique moyenne est un critére local.

L’approximation asymptotique de la M SE est donnée par :
f(x) h?
)

AMSE(fy(z)) = =

La fenétre optimale /** qui minimisant ' AMSE(f,(z)) est donnée par :

Wl

Y

2f(z)

= (g

)

Ierreur quadratique moyenne asymptotique associée & h** est

AMSE™ (ﬁ(@)
e L’erreur quadratique moyenne intégrée (MISE) de 'estimateur fh est donné par :
h? 1022 1 3 ~1
(f'(z)) d:c—l—%—l—O(h )+0(n)

T 12

MISE (fh(:c))

Cette erreur quadratique moyenne intégrée tend vers zéro quand h tend vers zéro et nh —

oo quand n — o0, ce critére d’erreur quadratique moyenne est un critére global.

L’approximation asymptotique de la M ISFE est donné par :
h? 9
!
d —.
J(r@yds+ -

T 12

AMISE (fh(x))

17
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L’utilisation du critere AMISE permet de définir une fenétre optimale de I'histogramme
notée h*. Cette valeur optimale est la valeur qui minimise ce critére pour un nombre

d’observations et une loi donnée. Cette valeur optimale est de la forme :

e |2 | ek (2:2)

JGERE

Cette technique est dédiée a ’estimation de densités dont la loi est inconnue, la valeur de
h* est généralement inconnue. (pour une étude plus détaillée voir, par exemple, Simonoff
[15]).

En remplagant, la valeur de h* (2.2)) dans I'expression (22.1]), on obtient la valeur optimale

de lerreur quadratique moyenne intégrée asymptotique (AMISFE) notée AMISE* :

9 [ (f'(x))ds
AMISE" (ﬁ(@): /T ns.

2.4.2 Estimation & noyau de la densité

En statistique, I'estimation par noyau (ou encore méthode de Parzen-Rosenblatt) est une
méthode non-paramétrique d’estimation de la densité de probabilité d’une variable aléa-
toire. Elle se base sur un échantillon d’'une population statistique et permet d’estimer la
densité en tout point du support. En ce sens, cette méthode généralise

astucieusement la méthode d’estimation par un histogramme.

La construction d’un estimateur a noyaux

Supposons que nous observons n (v.a.r) i.i.d X, ..., X, de densité de probabilité inconnue
f de R dans [0, ool.

Soit F'(z) = P(X; < x) la fonction de répartition de la loi de X, la fonction de répartition

18
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empirique est donne par :

Rappelons que la densité de probabilité f est égale a la dérivée de la fonction de répartition

F' (si cette dérivée existe). On peut donc écrire

dF(x)
g FE R ZF=h)
h—0 2h
. Plx—h<X<z+h)
= lim
h—0 2h

La loi forte des grands nombres nous donne

Ve € R: F,(z) 2 F(z) sin — +oo0.

Rosenblatt (1956) est le premier qui a donné un exemple d’estimateur & partir de F,(x)
pour h > 0 est petit.

Un estimateur de f(z) est alors :

1 1<
— ﬁ {E Z (1(Xi§:r+h) - 1(X,L-§,;h)>}
i=1

1 n

= % Z <1((L-7}L§Xi§w+h))
i=1

1 1

~ nh Z; 2 (1(*1§¥§+1)>

=Sk
nh;O( h )

19
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ou

siy e [-1,1]

5
o
—
<
N—
I
N =

0 sinon

Avec ko(.) est une densité de probabilité uniforme sur U'intervalle [—1, 1] est appelée noyau
de Rosenblatt. Cet estimateur peut étre généralisé en remplagant la fonction de poids ko(.)
par une fonction de poids plus générale k.

Notion de noyau

Nous définitions maintenant plus généralement la notion d’estimateur a noyau.

Définition 2.1 Soit k : R — R™ une fonction positive et intégrable, tel que [, k(t)dt =1,

k est dit noyau.

Pour n € N*on appelle h = h,, > 0 la fenétre ou paramétré de lissage et ﬁ(l’) Pestimateur
a noyau de la densité de probabilité f (ou I'estimateur de Parzen -Rozenblatt) définit pour

tout z € R par :

R =5 ok ().

Lemme 2.1 Si k est une densité de probabilité, alors ]?n est aussi une densité de proba-

bilité, en effet

-
en utilisant un changement de variable ¢t = yT = dt = —%dm, on obtient :

20
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/fn(w)dx = /k(t) dt = 1.

Définition 2.2 Un noyau est dit symétrique si, pour tout t dans son ensemble de défini-

tion

On peut dire que tout noyau symétrique vérifie les conditions suivantes :
1. k(t) >0, Vt € R.
2. / He(t)dt = 0.
R

3.0< /t%(t)dt < 0.
R

4. /k:z(t)dt < 00.
R

6. [ulk(t)|dt <oco, sup |k(t)] < oo, lim [th(t)| < oo.

—oo<t<+00

Le tableau suivant présente un exemple de quelques noyaux continus symétriques et leurs

formes sont présentées dans la figure 2.3

noyau k(1)

Gaussien L e’t2/2, siteR
¥ 21

Epanechnikov 1 (1 - t2) 141<1)
15

Quartique (Biweight ) I (1- t2)2 Le<1)

Triangulaire X =1t Lge<n

TAB. 2.1 — Table du qulque noyau exsistant

Consistance

La consistance de Iestimateur est basée sur le lemme suivant (Lemme de Bochner)

21
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MNowawu Trianmngulaire MNowau Gaussien

il
00 08
LI
galssfy)
00102030
T I |
L«J>

0l
0020406
Ll
by
(00 08
L1111

Fic. 2.3 — Les courbes des noyau :Triangulaire,Gaussien, Epaechnikov, Biwiegh

Lemme 2.2 Soit k une fonction vérifie les conditions précédentes, et soit g € L*(R) i.e
. ([lg(®)]dt < 00), et gn(z) = tfk:(%)g(m — y)dy, ot (hy,) est la suite des constantes

positives ayant lim h, = 0, et si x est un point de continuité de g alors :

lim g, (z) = g(x) / k(y)dy.

n—o0

Théoréme 2.1 L’estimateur a noyau fn dans les conditions précédentes est asymptoti-

quement sans biais st h — 0 quand n — oo i.e

lim E [fn(:c)

n—oo

[

= f(=).

Théoréme 2.2 L’estimateur fn dans les conditions précédentes est cohérent si [’on ajoute

la contrainte supplémentaire lim nh — oo alors
n—oo

lim Var(f,(z)) =0,

n—oo

et
MSE(F(2)) = [Biais(Fa(x)]” + Var(Fa(z)).
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Nous allons démontrer que la variance tend vers zéro si nh_)ngo nh — 00, que le biais tend vers
zéro a été prouvé dans le théoréme précédent ainsi, M SE (ﬁ(w)) — 0, c’est a dire ﬁ(a:)
est un estimateur consistant.(pour une étude plus détaillée voir, par exemple, Achour [I]).
Propriétés
Biais de ﬁl

Soit z fixe dans R. Le biais de l'estimateur & noyau ﬁ(m) est :

Biais(fa()) = E(fu(x)) — f(2)

=) [ e+ o)

— %#Z(k;)f”(x) + o(h?) avec fig(k) = /thk(t)dt.

Variance de fn
Soit x fixe dans R. La variance de D'estimateur f,(z) est :
Var(fula)) = o f(e) [ B0+ o)
ar(fa(z)) = — flz : o —
1

— %R(k)f(:v) + o(%) avec R(k) = /Rk;2(t)dt.

Preuve. Si on a n—échantillon (X7, ..., X,,) des variables aléatoires i.i.d nous avons donc

Pour le biais
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-
on utilise un changement de variable ¢ = yT = dt = %dy, on obtient :

E(f(z)) = / B (8) f(x + thd;

En utilisant le développement de Taylor d’ordre 2 de f au voisinage de x on obtient :

(th)*
2

f(x+th) = f(x) + thf' (z) + f"(z) 4 o(R?).

Alors

B = [ 1) |56+ n50) + SR )+

—f(:v)/Rk(t) dt+hf’(a:)/Rtk (1) dt+h;f”(:z;)/t2k(t) dt + o(h?).

R

Sous les conditions précédentes on a :

B @) = 1)+ 57 [ k6 de+ o),

R
Ainsi on a

Biais(fu(x)) = E(f(x)) — f(x)

= %Qf”(x)/Rt%(t)dHo(h?),

si on pose ps(k) = [, t2k(t)dt alors
R

Biais (7. (x)) = "o o () 1"(2) + of1?).
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Pour la variance

n

a2k (5]
e (b)) E R e
~ | ¥ <$) iy [% | (?) f(y)dyr,

-
on utilise un changement de variable t = yT = dt = %dy, et on obtient :

Var(fn(m)) =Var

Var(]?n(:v)) = % /R E2(t) f(z + th)dt — 1 (/R k() f(z+ th)dt)z.

n

Donc d’apres le développement de Taylor de f au voisinage de x

Var(Fu) = 2 [ B0 +otwyar = 1 ([ o)+ o(wpar)

Sous les conditions précédentes on a :

Var(F (o) = =z f@) [ B0t +o(),

si on pose R(k) = [, k*(t)dt alors
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Remarque 2.1
1. Sih — 0; quand n — oo, alors Bz‘ais(]?n(x)) — 0.
2. Sih — 0 et nh — oo ; quand n — oo, alors Var(ﬁl(x)) — 0.
3. fAnif si h — 0 et nh — oo.

Erreur quadratique moyenne(MSE) de 7

L’erreur quadratique moyenne est donne par :

MSE(F,(x)) = [Biais(F.(@)| + Var(F,(x))

= AR+ F)RE) + o(h) + o ).

oh—>0etnh—>oo;quandnﬁooAlorsMSE(x)—>0:>ﬁlni€f.

L’approximation asymptotique de la M SE est donnée par :

1

W s (k) (7 (x))* + — [ (@) R(k).

1

AMSE(f,(z)) 1

*

opt (le parameétre de lissage optimal locale, qui varie en fonction

Facilement on trouve que h

du z) qui minimise asymptotique de M SE

~

h: . =argmin AMSE(f,(x))

) (u{ggf@») a

o=

)
et I'erreur quadratique moyenne asymptotique associée a hy, est :

Ao = 5 00 (Buz(k)f”(w)] ) ;

Consistance forte (La convergence presque sire)
Dans le méme article, Parzen a établi la normalité asymptotique, ainsi que la convergence

uniforme en probabilité. Son travail est un outil important et a été largement développé
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par plusieurs chercheurs ( Devroye et Gyorfi (1985), Silverman (1986), Izenman (1991),
Scott (1992)). Pour une étude plus détaillée, voir par exemple Bosq et Lecoutre (1987)
et Tsybakov (2009). En (1976) Nadaraya a énonceé le théoréme suivant sur la consistance

forte de 'estimateur.

Théoréme 2.3 Si k(.) est a variation bornée et si pour tout v > 0; la série > e(=7mh?)

neN
converge, alors

lim sup| () = f(1)] =0 pas,

n—oo tGR

si et seulement si la densité f est uniformément continue. (pour une étude plus détaillée
voir, Achour 2.1
Erreur quadratique moyenne intégrée (MISE) :

L’erreur quadratique moyenne intégrée de 'estimateur f,, est donnée par :

MISE(f,(z)) = /R MSE(f,(z))ds

1
4

WRIR(" (@) + —R(E) + o) + o ).

nh n

L’approximation asymptotique de la MISFE est donnée par :

1
4

W) R(f"(2)) + — R(k).

AMISE(fo(x)) —

La fenétre optimale globale de AMISFE (ﬁ(a:)), notée Aoy , est donnée par :

hopt = arg min MISE(f,(z)) (2.3)

- (merr)

L’erreur quadratique moyenne intégrée asymptotique associée & hqp est :

o=
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AMISE,y = 2 () (RO (RO ot

Choix du parameétre de lissage
1. La regle simple de référence

L’idée de cette méthode revient & Deheuvels (1977) avant d’étre publiée par Silvermann
(1986). Le choix du paramétre de lissage par cette méthode consiste a remplacer la partie
inconnue R(f”) dans 'expression de l'estimateur optimal A, donné par I’équation ,
par une distribution classique afin d’obtenir un estimateur pour h. Si on choisit f comme

étant la distribution normale de moyenne 0 et de variance o2, on obtient

1 “1z
f(x) = e2 @)’ aveco e RTet 2 €R
oV2m
1 xr 1/x\2
1 "z) = ( - 1) —3(3)
alors f"(z) Ry (a> e

La quantité inconnue R(f”) s’écrit alors

1 3
%8/

Donc, en faisant référence a une densité de probabilité normale, I’expression du parameétre

R(f") = / (@) do =

de lissage optimal asymptotique devient

(S

Y

ol ¢ est un estimateur de o (d’apres Silverman(1986)), tel que

azlni1i<)@—y)2rv yz%i){i’

=1
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1. Si k noyau Gaussien=- h,,; = 1.066175.

Ut

2. Si k noyau Epanchinkov=- h,,: = 2.34on

_1
5.

3. Si k noyau Quartique=> h,,; = 2.780n

2. La méthode de validation croisée

La méthode de validation croisée du type moindres carrés a été introduite par Rudemo
(1982) et Bowman (1984). Cette méthode permet d’obtenir un parameétre de lissage simple
et attrayant. La méthode est motivée par la décomposition de ’erreur quadratique moyenne
intégrée MISE{};()} de l'estimateur a noyau.
On a
fuila) = ni n > kn(z — X),
j=1

J#i

est I’estimateur de la densité construit a partir de ’ensemble de points sauf le point X;.

La quantité

cv(n) = [ Playds -2 3" Filx)

“validation croisée”.

est appelée la quantité de
Le parameétre de lissage du type “validation croisée” est la valeur de h qui minimise cette

quantité de validation croisée, c’est-a-dire

hLSCV = arg min LSCV (h).

La méthode de ré-injection (plug-in)
En adoptant le critére de l'erreur quadratique moyenne Intégrée (MISE), Scott, Tapia et
Thomson [13] choisissent d’estimer la fonction R(f”) dans I'expression de h,,; donnée par

I’équation 1) a l'aide de I'estimateur naturel fi( f") défini comme suit :
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R(f") = R(f!),

ou f/ désigne la dérivée seconde de l'estimateur a noyau f,,. alors avec un noyau k deux

fois dérivable, on a :

o _L - " Xi—x

En choisissant par exemple le noyau gaussien :

L’estimateur R(f") s’écrit comme suit :

~ 3 " o 1 (z; — ;)2
" __ 4 )22 . N\ ‘ J
R(f)—W;;{h — (i —x4)°h +12(% -’BJ)}@XP{ e }
Scott, Tapia et Thomson [13] proposent finalement d’injecter l'estimateur E( f") dans

I'expression de h,,, on obtient l'estimateur de / :

Ropt = (—R(Zi) >én§.
” p3(k)R(f")

Le choix optimal du noyau
Pour mesurer lefficacité d’un noyau symétrique on peut calculer le rapport de AMISE
des 2 noyaux

AMISE(ky,n,h)

0 <eff(ki ks) = AMISE(ky,n, h) =1

Le choix des noyaux n’influe pas trop dans le cas des noyaux symétrique.
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Le tableau suivant présente quelques noyaux avec ’efficacité.

noyau Equation R(k) | pa(k) | eff(k)
3
3 2 3 1
Epanechinkov %5(1 —t ) L(e<1) £ 5 1
Quartique T (1 - t2)2 Le<) % % 0.994
Triangulaire (T —1th) Le<n % é 0.986
- 1 —t?/2 1

Gaussien ot ,siteR NG 1 0.951
Uniforme ($)1gei<1) 1 1 0.930

TAB. 2.2 — Table du quelque noyau avec 'efficacité
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Simulation

‘objectif de ce chapitre, est de vérifier par simulation I’'influence du choix de pa-
Lramétre de lissage et du noyau pour 'estimateur & noyau de la densité. Les si-
mulations sont réalisées par le logiciel R. On a vu que l'estimateur a noyau de la densité
dépend de la taille de ’échantillon n mais aussi de la fenétre h et du noyau k, nous allons
donc étudier les cas suivants : "choix du noyau, choix de parameétre de lissage".
Plan de simulation
Premiérement, pour I’estimation de la densité nous avons choisi de simuler les densités de
probabilité de deux types de lois, la loi normale qui a une fonction de densité (D1) définie
sur R et la deuxiéme est la loi exponentielle (de parameétre A =1) dont la densité (D2) est
définie sur un support positif [0, +00[. Les deux fonctions de densité sont définies comme

suit :

D1. La loi normale N(0,1) :

D2. La loi exponentielle (1) :

f(z) = Aexp(—Azx),x € [0, +0o0].
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En utilisant I’estimateur a noyau de la densité

e =5k (M),

Algorithme de simulation

L’algorithme de simulation que nous avons utilisé :

-Simuler un échantillon de taille n pour une densité qui appartient a la famille paramétrique
comme : D1, D2.

-Construire I'estimateur par la méthode du noyau & partir des observations.

-Tracer les deux courbes : densité test et la densité estimée.
1. Etude du premier type de loi (La loi normale N (0, 1))

Choix de noyau
En choisissant h = hop = 1.060(n"5) (avec 0 = 1 est I'écart type) fixé et on utili-
sera quelques noyaux k (Triangulaire, Gaussien, Epanechinkov, Quartique.) et la taille de

I’échantillons n = 100, n = 200, n = 1000.

Moyawu Trianguwulaire Mowyau Gaussien

_— Thé_clrique o2 _——— Estirmateur
—_— Estimateur

(ensié
(Y,
I

ensié
0010210
L1

1 = o =2 e (=] s — = o = El 5 8
> >
MNMowyvau Epancechnilkow MNMowyau Bivweiagh
- _| |
—

— Théorigue - _| — Thé&origue
~an ] — = Estimateur ety = ——— Estimateur
T Lo ] == ]
= — | = o
= == = —

— _ | =
T T

F1cG. 3.1 — Comparaison entre la densité théorique N'(0, 1) et celle estimée par des quelques
noyau avec hop = 1.065175 et pour n = 100.
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Moy aw Triamngulaires

— —
—
_— TheEorigue
e ] —— = Estirmateur
= [ —
= —
=
—_ T T T T T T
—q —-= Lo} =2 -1 = =
>
Moyau Epanechnilkow
- _|
—
_— Theorigue
] -] —_— Estirmateur
= [ B—
= —
=
— _]
— T T T T T T T
-1 —= o = 1 = =
T

F1G. 3.2 — Comparaison entre la densité théorique N (0, 1)

noyau avec hops = 1.065n75 et pour n = 200.

Mowyawu Triamnguwulaire

fensite
|

— Theaorigue
Estimateur

PMowy=awu Epamnechnikoyw

ensté
0

Theéeorigue=
Estimateur

F1G. 3.3 — Comparaison entre la densité théorique N (0, 1)
noyau avec hgp = 1.066n"% et pour n = 1000.

Remarque

3.1

ensté

densié

fensite

ensté

Moyawu Gaussienm

_— Theorigue
— Estirmateur

i N

MNMoyawu Bivweigh

_— Theorigue
Estirmateur

N

T T T T T T T
—1 —-= o = =1 = (=1

et celle estimée par des quelques

MNMowyvau Gaussien
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1. Nous remarquons ici que I'estimateur lisse dés que n est grand pour chaque noyau

utilisé.

2. Nous remarquons sur le graphe ci-dessus que quand n est grand 1’estimateur fn est

proche de la densité théorique.

34



Chapitre 3.Simulation

Choix de paramétre de lissage

1. En choisissant h = 0.1, h = 0.3, h = 0.5, h = 0.6 ("h” varié) et on utilisera le noyau

optimale k& de Epanechinkov et la taille de I’échantillons n = 100, n = 200, n = 1000.
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F1G. 3.4 — Comparaison entre la densité théorique N (0,1) et celle estimée par un noyau
d’Epanechnikov avec ”h” varié et pour n = 100.
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F1G. 3.5 — Comparaison entre la densité théorique N (0,1) et celle estimée par un noyau
d’Epanechnikov avec ”h” varié et pour n = 200.
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F1G. 3.6 — Comparaison entre la densité théorique N (0,1) et celle estimée par un noyau
d’Epanechnikov avec ”h” varié et pour n = 1000.

Remarque 3.2 Nous remarquons dans la figure précédente que le choix du paramétre de

lissage a une grande influence sur la qualité de l’estimateur.

2. En choisissant h = hyy = 2.340n"5 (avec 0 = \/Var(z) = 1 est Pécart type) par la
régle simple de référence et on utiliserons le noyaux optimale & de Epanechinkov et

la taille de I’échantillons n = 100, n = 200, n = 1000.

h=0.931, n=100 h=0.810, n=200 h=0.587, n=1000

densie
2

densie

densie

il

F1G. 3.7 — Comparaison entre la densité théorique N (0,1) et celle estimée par un noyau
d’Epanechnikov et un A "optimale" et pour n "varié"
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Remarque 3.3 Nous remarquons dans la figure précédente que si on prend la fenétre

optimale pour AIMSE avec n est grand on obtient un bon estimateur de la densité.

2. Etude du deuxiéme type de loi (La loi exponentielle £(1))

Choix de noyau

En choisissant h = hoy = 1.060(n"5) (avec o = \/3z = 1 est I'écart type) fixé et on
utilisera quelques noyaux k (Triangulaire, Gaussien, Epanechinkov, Quartique.) et la

taille de I’échantillons n = 100, n = 200, n = 1000.
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F1G. 3.8 — Comparaison entre la densité théorique £(1) et celle estimée par des quelques
noyau avec hop = 1.065175 et pour n = 100.
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Fi1c. 3.9 — Comparaison entre la densité théorique £(1) et celle estimée par des quelques
noyau avec hgy = 1.065n"5 et pour n = 200.
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F1G. 3.10 — Comparaison entre la densité théorique £(1) et celle estimée par des quelques
noyau avec hop = 1.065175 et pour n = 1000.
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Choix de paramétre de lissage

1. En choisissant h = 0.1, h = 0.3, h = 0.5, h = 0.6 ("h” varié) et on utilisera le noyau

optimal k£ de Epanechinkov et la taille de ’échantillon n = 100, n. = 200, n = 1000.
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Fic. 3.11 — Comparaison entre la densité théorique £(1) et celle estimée par un noyau
d’Epanechnikov avec ”h” varié et pour n = 100.
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F1G. 3.12 — Comparaison entre la densité théorique £(1) et celle estimée par un noyau
d’Epanechnikov avec ”h” varié et pour n = 200.
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Fi1G. 3.13 — Comparaison entre la densité théorique £(1) et celle estimée par un noyau
d’Epanechnikov avec ”h” varié et pour n = 1000.

2. En choisissant h = hyy = 2.340n "5 (avec 0 = 1 est lécart type) par la regle
simple de référence et on utilisera le noyau optimal k£ d’ Epanechinkov et la taille de

I’échantillon n = 100, n = 200, n = 1000.
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F1G. 3.14 — Comparaison entre la densité théorique £(1) et celle estimée par un noyau
d’Epanechnikov et un A "optimale" et pour n "varié"
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Chapitre 3.Simulation

Remarque 3.4 Nous pouvons faire les mémes remarques que dans [’étude de [’estimateur

de la premiére fonction de densité.

Conclusion de simulation

Le type du noyau n’est pas trés influent sur la qualité de ’estimation contrairement a la
valeur de h, c’est le choix de la fenétre h qui est trés important, par rapport au choix du

noyau.
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Conclusion

’estimation de la fonction de densité joue un role central dans ’estimation fonc-
Ltionnelle.

Dans ce mémoire nous avons étudié ’estimation de la densité de probabilité dans le cadre
de données indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d).

On a vu dans ce mémoire deux méthodes pour estimer la fonction de densité tel que
I’estimation paramétrique et I'estimation non-paramétrique, dans cette derniére on parle
sur la méthode de I'histogramme et la méthode du noyau qui est proposée par Rosenblatt
en 1956 puis améliorée par Parzen en 1962 , cette méthode de noyau est la plus utilisée et
basée sur une fonction k appelée noyau et une fenétre h (parameétre de lissage) qui joue
un role important dans la qualité de I'estimation. On a vu que I'estimateur & noyau de la
densité dépend de la taille de I’échantillon n mais aussi de la fenétre h et du noyau k.
En conclusion, nous disons que le choix du noyau n’a pas d’influence majeure sur la
qualité de 'estimateur par contre le choix de la fenétre h est crucial, ceci est illustré par

les résultats de simulations.
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Annexe : Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expli-

quées ci-dessous.

Notation Signification

Q un ensemble fondamental.

F ensemble des événements.

P loi de probabilité.

(Q,F,P) espace probabilisé.

v.a.r variable aléatoire réelle.

iid indépendant et identiquement distribuées.
f densité de probabilité.

F fonction de répartition.

E(X)oupu espérance mathématique ou moyenne de X.

Var(X) ouo?  variance de X.

R ensemble des nombres réels.

N ensemble des nombres naturel.

N (u,0?) loi normale (ou de Gauss) a deux paramétre u € R et o > 0.
N(0,1) loi normale standard (centrée réduite).

() loi exponentielle de parametre .

AN convergence en probabilité.

L Convergence en loi.
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Notation

m.q

IS I R

gz

€min (reSp- 6max)

Ch

p

Vi

Signification

Convergence en moyenne quadratique.
convergence presque sure.

parameétre inconnu.

ensemble des valeurs possibles du parameétre 6.
un estimateur.

estimateur de la moyenne .

estimateur sans biais de la variance 2.

estimateur asymptotiquement sans biais de la variance o2.

le plus petit (resp. plus grand) élémentde €.
classe.

le nombre de classe.

Lenombre d’observations appartenant a chaque classe Cj.

fenétre.

Lenombre d’observations.

estimateur de la densité f par I'histogramme.
terme résiduel.

la dérivée de f (resp.f’).

erreur quadratique moyenne.

erreur quadratique moyenne intégrée.

erreur quadratique moyenne intégrée asymptotique.
noyau.

paramétre de lissage (h) optimale.

effecacité.

estimateur de la densité f par noyau.

estimateur paramétrique de la densité f.
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Résumeé

Dans ce mémoire, on s’intéresse a I’estimation de la fonction de la densité de
probabilité. Dans un premier temps, on fait un rappel sur I’estimation
paramétrique excitante. Puis on mentionne quelques méthodes de 1’estimation
non paramétrique de la fonction de densité et en particulier la méthode du noyau
qui est basée sur le choix d’un noyau k et d’un paramétre de lissage h (fenétre).

Finalement, on a utilisé le logiciel R, pour realiser des simulations, qui nous
permettent d'observer l'influence cruciale du parametre de lissage h dans
I’estimation a noyau par contre le choix du noyau a un petit role dans la qualite
de I’estimation.
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Abstract

In this dissertation, we are interested in estimating the function of the probability
density. First, we do a reminder on the exciting parametric estimation. Then we
mention a few methods of nonparametric estimation of the density function and
in particular the kernel method which is based on the choice of a kernel k and a
smoothing parameter h (window).

Finally, we used the software R, to carry out simulations, which allow us to
observe the crucial influence of the smoothing parameter h in the kernel
estimation on the other hand the choice of the kernel has a small role in the
quality of | 'estimate.



