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Introduction

La théorie de l�estimation est l�une des branches les plus basiques de la statis-

tique mathématique. Cette théorie est habituellement divisée en deux compo-

santes principales, à savoir, l�estimation paramétrique et l�estimation non paramétrique.

Depuis l�apparition de cette théorie, l�estimation de la densité de probabilité est l�un de

ses principaux problèmes.

L�approche paramétrique consiste à supposer que la densité de probabilité f appartient à

une famille de densités qui peuvent être décrites par un petit nombre (connu) de paramétrés

réels. Le statisticien qui opte pour une telle approche possède une bonne connaissance à

priori du phénomène aléatoire. Il sait, par intuition ou par expérience, que la variable

aléatoire X suit une loi f , tout en ignorant la valeur de son espérance ou de sa variance.

Dans un tel contexte, l�estimation de la densité se réduit alors à un problème d�estimation

de paramétres.

Ainsi, à moins d�avoir sur le phénomène aléatoire étudié des informations à priori très pré-

cises et indiscutables, le champ d�application d�un modèle paramétrique n�est satisfaisant

que lorsque l�in�ation du nombre de paramétres est telle que les méthodes d�estimation

du modèle deviennent tout à fait ine¢ caces.

Pour pallier les insu¢ sances et les défauts des familles paramétriques, une seconde ap-

proche dite non paramétrique propose de laisser parler les données, sans spéci�er au préa-

lable de forme sur f . L�outil d�estimation non paramétrique nous est fourni par l�histo-

gramme : une fois les données regroupées en classes de valeurs, les fréquences empiriques
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Introduction

sont représentées par des aires rectangulaires dont les bases correspondent aux classes

elles mêmes. L�histogramme convient bien pour des analyses relativement grossières, un

problème vient du fait que l�histogramme donne une fonction qui n�est pas continue.

Il existe d�autre méthodes non paramétriques plus é¢ cace que la méthode du l�histo-

gramme est celle la méthode du noyau consiste à retrouver la continuité et qui est la plus

utilisée vu sa simplicité et la qualité de l�estimation qu�elle assure. Rosenblatt (1956), et

Parzen (1962) sont les premiers à proposer un estimateur à noyau d�une densité univariée.

Cet estimateur est basé sur un échantillon d�une population statistique et permet d�estimer

la densité en tout point du support.

Dans ce mémoire nous étudions l�estimation de la densité de probabilité à partir d�un

échantillon indépendant et identiquement distribué (i.i.d). Il est contient trois chapitre.

Chapitre 1 : "Dé�nition de la variable aléatoire et l�estimateur " : Pour le pre-

mier chapitre on pose un petit rappel sur les variables aléatoires par les deux approches

discrètes et continues avec quelques types de convergence et ensuite on pose la dé�nition

de l�estimateur et leurs propriétés.

Chapitre 2 :"Estimation de la fonction de densité" : Dans le deuxième chapitre on

fait le point sur l�estimation paramétrique de la fonction de densité. Ensuite, on fait une

étude sur estimation non-paramétrique de la fonction de densité telle qu�on parle sur la

méthode de l�histogramme et par la méthode de noyau, avec quelque méthodes sur le choix

du paramètre de lissage.

Chapitre 3 :"Simulation" : Le troisième chapitre est une simulation par logiciel R.

2



Chapitre 1

Dé�nition de la variable aléatoire et

l�estimateur

Dans des domaines très di¤érents comme les domaines scienti�ques, sociologiques

ou médicaux, on s�intéresse à de nombreux phénomènes dans lesquels apparaît

l�e¤et du hasard. Ces phénomènes sont caractérisés par le fait que les résultats des obser-

vations varient d�une expérience à l�autre.

Le but est de rechercher d�estimer, à partir d�un échantillon, (la ou les valeurs numériques

d�un ou plusieurs paramètres de la population considérée).

Ce chapitre permet de reprendre certaines notions de base des variables aléatoires, l�esti-

mateur et leurs propriétés.

1.1 Espace probabilisé

Une expérience est appelée �aléatoire�s�il est impossible de prévoir à l�avance son résultat

et si, répétée dans des conditions identiques. On appelle ensemble associé à une expérience

aléatoire l�ensemble fondamental 
 = ftous les résultats possibles de cette expérienceg.

Un espace de probabilité(s) ou espace probabilisé est construit à partir d�un espace pro-

babilisable en le complétant par une mesure de probabilité : il permet la modélisation

3



Chapitre 1. Variable aléatoire et estimation paramétrique de la fonction de densité

quantitative de l�expérience aléatoire étudiée en associant une probabilité numérique à

tout événement lié à l�expérience. Formellement, c�est un triplet (
;F ; P ), F est un en-

semble des événements ou tribu sur 
, et P est une probabilité sur F , comme dé�nie

ci-dessous, (pour une étude plus détaillée voir, par exemple, Dusart [4] et Veysseyre [17]):

Dé�nition 1.1 Une mesure de probabilité, ou plus simplement une probabilité, sur 
 est

une application P : 
! [0; 1] possédant les deux propriétés suivantes :

1. P (
) = 1.

2. Pour toute famille A1; A2; ::: 2 F d�événements deux-à-deux disjoints,

P

 1[
i=1

Ai

!
=

1X
i=1

P (Ai):

1.2 Variable aléatoire

Dans des nombreuses expériences aléatoires, on n�est pas intéressé directement par le

résultat de l�expérience, mais par une certaine fonction de ce résultat. Considérons par

exemple l�expérience qui consiste à observer, pour chacune des n pièces produites par une

machine, si la pièce est défectueuse ou non. Nous attribuerons la valeur 1 à une pièce

défectueuse et la valeur 0 à une pièce en bon état.

Dé�nition 1.2 (variable aléatoire réelle) Etant donné un ensemble fondamental 
,

une variable aléatoire réelle (v.a.r) est une application mesurable de (
;F) dans (R;B) ;

tel que B est une tribu borélienne de R :

X : ! 2 
 7�! X(!) 2 R:

Dé�nition 1.3 (Loi de probabilité de v.a.r) Soit 
 un ensemble fondamental muni

d�une probabilité P , et soit X une v.a.r. On appelle loi de probabilité de X, notée PX ,

4



Chapitre 1. Variable aléatoire et estimation paramétrique de la fonction de densité

l�application qui à toute partie A de 
 associe

PX (A) = P (X 2 A)

= P (f! 2 
 : X(!) 2 Ag) :

Fonction de répartition

Dé�nition 1.4 La fonction de répartition de la v.a.r X est dé�nie par :

FX(x) = P (X � x); x 2 R:

Propriétés de la fonction de répartition :

1. 0 � FX(x) � 1:

2. FX(x) tend vers 0 en �1 et vers 1 en +1.

3. FX(x) est croissante et continue à droite.

Proposition 1.1 Pour toutes les valeurs a et b appartenant à R; on a l�identité :

P (a < X � b) = FX(b)� FX(a); a < b:

1.2.1 Variables aléatoires réelles discrètes

Dé�nition 1.5 On dit qu�une v.a.r discrète si elle ne prend qu�un nombre �ni ou in�ni

dénombrable de valeurs :

X 2 fxi; i 2 K � Ng :

Dans ce cas, la loi de la variable aléatoire X est la loi de probabilité sur l�ensemble des

valeurs possibles de X qui a¤ecte la probabilité P (X = xi) au singleton fxig. En pratique,

l�ensemble des valeurs que peut prendre X est N ou une partie de N.
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Chapitre 1. Variable aléatoire et estimation paramétrique de la fonction de densité

Remarque 1.1

1. L�espérance mathématique (moment d�ordre 1) de la v.a.r discrète X, notée E(X)

est dé�nie par (si la série
P
i2K

xiP (X = xi) est absolument converge ou lorsque K est

�ni) :

E(X) =
X
i2K

xiP (X = xi):

2. Le nombre :

V ar(X) = E[(X � E(X))2];

lorsqu�il existe, est appelé variance (moment d�ordrede 2) de X; et l�écart type de X

est :

�(X) =
p
V ar(X):

1.2.2 Variables aléatoires réelles continues

Dé�nition 1.6 Une v.a.r prend des valeurs sur un ensemble in�ni non dénombrable de

points, est dit continues si elle existe une fonction f non négative, dé�nie pour toute valeur

x appartenant à R et véri�ant, pour toute partie A de R, la propriété :

P (X 2 A) =
Z
A

f(x)dx;

et telle que :

Z
R
f(x)dx = 1

La fonction f est appelée la densité de probabilité de la variable aléatoire X.

La fonction de répartition de la variable aléatoire X est dé�nie par :

F (x) = P (X < x) =

Z x

�1
f(t)dt:
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Chapitre 1. Variable aléatoire et estimation paramétrique de la fonction de densité

Remarque 1.2

1. L�espérance mathématique de la v.a.r continue X, dé�nie sur l�espace probabilisé

(
;F ; P ), est donnée par l�intégrale, si elle converge :

E(X) =

Z



XdP =

Z



xdPxdx;

que l�on peut écrire, si f est la densité de probabilité de X

E(X) =

Z
R
xf(x)dx:

2. La variance, ou carré de l�écart-type �, est donnée par l�intégrale si cette intégrale

et la densité f existent

E[X � E(X))2] = V ar(X) = �2 =
Z



[x� E(X)]2f(x)dx:

1.3 Convergences des suites des variables aléatoires

Une suite (Xn) des variables aléatoires étant une suite des fonctions de 
 dans N, il existe

diverses façons de dé�nir la convergence de (Xn) dont certaines jouent un grand rôle en

calcul des probabilités.

1. Convergence en probabilité

La suite (Xn) converge en probabilité vers une v.a.r X et on note Xn
P�! X si :

8" > 0; on a lim
n!+1

P (fjXn �Xj > "g) = 0:

2. La convergence presque sûre ou convergence forte

Dé�nissons d�abord l�égalité presque sûre de deux variables aléatoires :
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Chapitre 1. Variable aléatoire et estimation paramétrique de la fonction de densité

Dé�nition 1.7 X et Y sont égales presque sûrement si

P (fw : X(w) 6= Y (w)g) = 0:

La convergence presque sûre se dé�nit alors par :

Dé�nition 1.8 La suite (Xn) converge presque sûrement (ou forte) vers X et on

note Xn
p:s�! X si

P

��
w : lim

n!+1
Xn(w) 6= X(w)

��
= 0

2. La convergence en loi

Bien que la plus faible, elle est très utilisée en pratique car elle permet d�approximer

fonction de répartition de Xn par celle de X:

Dé�nition 1.9 Soient (Xn) et X des variables aléatoires sur un même espace pro-

babilisé (
;F ; P ), de fonctions de répartition respectives Fn et F ; on dit que les

(Xn) convergent vers X en loi (et on note Xn
L! X) si en tout point x où F est

continue, les Fn(x) convergent vers F (x):

3. Convergence en moyenne quadratique

Une suite de v.a.r (Xn)n2N converge en moyenne quadratique vers une v.a.r X (et on note

Xn
m:q! X) si :

lim
n!+1

E[(Xn �X)2] = 0:

� Lois des Grands Nombres

Ces lois décrivent le comportement asymptotique de la moyenne de l�échantillon. Elles

sont de deux types : lois faibles mettant en jeu la convergence en probabilité et lois

fortes relatives à la convergence presque sûre.
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Chapitre 1. Variable aléatoire et estimation paramétrique de la fonction de densité

Théoréme 1.1 Si (X1; :::; Xn) est un échantillon d�une v.a.r X tel que EjXj <1, alors

Loi faible Xn
P! � quand n!1:

Loi forte Xn
p:s! � quand n!1;

où � := E(X); Xn =
1
n

Pn
i=1Xi:

�Théorème Central Limite

L�étude de somme Sn =
Pn

i=1Xi de variables indépendantes et de même loi joue un rôle

capital en

statistique. Le théorème suivant connu sous le nom de théorème central limite établit

la convergence vers la loi normale.

Théoréme 1.2 Si X1; X2; ::: est une suite des v.a.r (i.i.d) de moyenne � et une variance

�nie �2; alors
(Sn � n�)
�
p
n

L! N (0; 1) quand n!1:

1.3.1 Estimateur

Dé�nition 1.10 On appelle un estimateur de � toute fonction mesurable T de X =

(X1; X2; :::Xn) dans � autrement dit :

T : X ! �

X ! T (X)

T (X) s�appelle l�estimateur de �

Propriétés d�un estimateur :

Soit T un estimateur de �; lorsque la taille n de l�échantillon intervient dans les propriétés,

nous noterons Tn.

9



Chapitre 1. Variable aléatoire et estimation paramétrique de la fonction de densité

Estimateur avec biais : Un estimateur Tn de � est dit avec biais si pour tout � 2 � (�

ouvert de R) et tout entier positif n

E(Tn) = � +Biais(Tn):

La quantité Biais(Tn) est le biais de l�estimateur Tn:

Par exemple : Y = 1
n+1

nP
i=1

Xi; est un estimateur biaisé deE(X) car :E(Y ) = 1
n+1

nP
i=1

E(Xi) =

n
n+1
E(X):

Estimateur sans biais : Un estimateur Tn de � et � 2 � est dit sans biais si :

Biais(Tn) = 0 alors : E(Tn) = �:

Par exemple : la moyenne empirique (X = 1
n

Pn
i=1Xi) est un estimateur sans biais de la

moyenne �:

Estimateur asymptotiquement sans biais : Un estimateur Tn de � est dit asympto-

tiquement sans biais si :

lim
n!1

Biais(Tn) = 0 alors lim
n!1

E(Tn) = �:

Par exemple : eS2 = 1
n

nP
i=1

(Xi�X)2 est un estimateur asymptotiquement sans biaisé de �2.

Dé�nition 1.11 soit Tn un estimateur de �. Le risque quadratique de Tn ou erreur qua-

dratique moyenne (en anglais "Mean squared Error" et on notée (MSE)) est :

MSE(Tn) = E[(Tn � �)2]:

Remarque 1.3 L�erreur quadratique moyenne peut être écrite comme une somme de la

variance et du carré du biais de l�estimateur

MSE(Tn) = V ar(Tn) + [E(Tn)� �]2:

10



Chapitre 2

Estimation de la fonction de densité

Il y a plusieurs approches pour estimer une densité à partir de données, Il y a l�ap-proche paramétrique, où l�objectif est d�estimer les paramètres d�une distribution

connue. Une autre approche est l�estimation non paramétrique, la méthode la plus connue

étant l�estimation à noyau. C�est cette dernière méthode qui sera appliquée. Le principe

d�estimation non paramétrique est de laisser les données elle mêmes,donc au lieu de suppo-

ser une loi paramétrique et d�utiliser un échantillon pour estimer les di¤érents paramétres

, on utilise directement l�échantillon comme estimateur de la densité.

2.0.2 Estimation paramétrique de la fonction de densité

Un estimateur T est une fonction Tn : x! Tn(x;X1; :::; Xn) mesurable par rapport à l�ob-

servation (X1; :::; Xn). Si l�on sait à priori que T appartient à une famille paramétriquefT (x; �); � 2 �g

où � 2 Rd et T (:; :) est une fonction continue, on parle alors d�estimation paramétrique,

car estimer T revient à estimer le paramétre �ni dimensionnel �:

Au phénomène étudié, nous associons maintenant un modèle statistique P� qui dépend

d�un paramètre �. Pour se faire une idée de la valeur inconnue du paramétre �, à partir

des observation (X1; :::; Xn) qui sont i.i.d, on calcule ensuite une certaine valeur numérique,

que l�on considérera comme valeur approchée de � qu�on appellera une estimateur de �.
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Chapitre 2. Estimation non-parométrique

Dans ce cas ou�il n�y a pas d�estimateur évident, on cherche un estimateur par la méthode

de vraisemblance, ou par la méthode des moments,...etc

1. Soit un échantillon issu d�une v.a.r X normale de fonction de densité f qui dépend

de deux paramètres qui sont inconnus (�; �2) :

f(x) =
1

�
p
2�
e
�1
2
(x��

�
)2 :

Pour estimer la fonction de densité f il se fait d�estimer le paramètre inconnue � = (�; �2),

où � est la moyenne de X et �2 est sa variance.

On a dans ce cas :

b� = X et b�2 = 1

n� 1

nX
i=1

(Xi �X)2,

et l�estimateur de � = (�; �2) est b� = (b�; b�2) = (X; 1
n�1

nP
i=1

(Xi �X)2).

Donc l�estimateur �f de f est donné :

f(x) =
1

p
2�
pb�2 exp

24�1
2

 
x� b�pb�2

!235

=
1

p
2�

r
1
n�1

nP
i=1

(Xi �X)2
exp

2664�12
0BB@ x�Xr

1
n�1

nP
i=1

(Xi �X)2

1CCA
23775 :

2. Soit X un v.a.r suit la loi exponentielle de fonction de densité f(x) = �e��x avec

� > 0 paramètre inconnu.

Pour estimer la fonction de densité f il se fait d�estimer le paramètre inconnue �:

L�estimateur de � est b� = 1
X
:

Donc l�estimateur �f de f est donné :

f(x) = b�e�b�x = 1

X
e�

1
X
x:
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Chapitre 2. Estimation non-parométrique

2.1 Estimation non-paramétrique de la fonction de

densité

L�avantage principal de l�estimation non-paramétrique de la densité de probabilité sous-

jacente à un ensemble �ni d�observations est de ne pas nécessiter d�hypothèses à priori sur

l�appartenance de cette densité à une famille de lois connues. L�estimation ne concerne pas

les paramètres permettant de sélectionner une loi, mais directement la fonction elle-même

(d�où le terme non-paramétrique).

Dans ce chapitre, nous allons présenter une étude de l�estimateur par la méthode l�histo-

gramme et la méthode du noyau ainsi que ses propriétés statistiques.

2.2 Estimation par l�histogramme

En statistique, l�histogramme est une représentation graphique de la répartition de la v.a.r

et le plus simple et ancien des estimateurs non-paramétriques de densité, l�origine des

histogrammes est attribuée à John Graunt au XV IIe siècle répondant à l�objectif d�une

représentation de la distribution de données. À ce titre, il peut être considéré comme un

estimateur de la densité de probabilité sous-jacente à un ensemble �ni d�observations. On

va voir, dans cette section, comment obtenir cette dernière propriété et on va discuter

ensuite les propriétés statistiques de l�estimateur de densité par histogramme.

2.2.1 Histogramme

Construire un histogramme à partir d�un ensemble d�observations (précises) x1; :::; xn

consiste à partitionner l�intervalle de référence E = [emin; emax] en p 2 N classes Ck;

k 2 f1; :::; pg et à compter le nombre d�observations appartenant à chaque classe Ck: Si

toutes les classes de l�histogramme ont la même largeur, on dit que l�histogramme est

régulier. On note h 2 R+, la largeur des classes qui est alors appelée le « pas » ou la

13



Chapitre 2. Estimation non-parométrique

fenêtre de l�histogramme. La valeur de h est donnée par :

h =
emax � emin

p
:

Le nombre d�observations appartenant à chaque classe Ck est noté �k: Il est dé�ni :

�k =
nX
i=1

1Ck(xi);

où 1Ck est la fonction indicatrice de l�ensemble Ck dé�nie par :

1Ck =

8><>: 1 si x 2 Ck

0 sinon
;

Figure 2:1 présente un histogramme de 100 observations tirées aléatoirement d�une loi

normale centrée réduite N (0; 1). La fenêtre de l�histogramme est �xée à h = 0:7.

Fig. 2.1 �histogramme

14



Chapitre 2. Estimation non-parométrique

2.3 Relation entre densité de probabilité et l�histo-

gramme des données

Une densité de probabilité peut être vue comme la limite d�un histogramme lorsque le

nombre d�observations tend vers l�in�ni et que la valeur h de l�histogramme tend vers

zéro.

On illustre dans la Figure 2:2, cette relation, en considérant le même processus d�observa-

tions précédent avec un grand nombre d�observations (n = 100000) et un plus faible pas

(h = 0:02). En comparant la Figure 2:1 avec la Figure 2:2, on voit clairement que l�allure

de cet histogramme se rapproche de l�allure de la densité de probabilité (N (0; 1)) quand

le nombre d�observations n augmente et la valeur de h diminue.

Fig. 2.2 �histogramme de 100000 observations construit avec h = 0:2

2.4 Estimateur de densité par histogramme

Soit un ensemble �ni d�observations (x1; :::; xn) de n (v.a.r) (X1; :::; Xn) i.i.d de densité de

probabilité commune f: Pour tout k 2 f1; :::; pg;soit �k le nombre d�observation apparte-

nant à la classe Ck; la probabilité de Ck (basée sur les observations xi), notée P (Ck), est

donnée par :

P (Ck) =
�k
n
:

15



Chapitre 2. Estimation non-parométrique

En émettant l�hypothèse, généralement irréaliste, que les observations se répartissent uni-

formément dans la classe Ck (de largeur h), on peut alors construire un estimateur de la

densité f , pour tout x 2 E, par :

efh(x) = 1

h

pX
k=1

P (Ck)1Ck(x):

Cet estimateur peut aussi s�écrie

efh(x) = 1

nh

pX
k=1

�k1Ck(x):

2.4.1 Propriétés statistiques de l�estimateur par histogramme

On présente, les propriétés statistiques de l�estimateur par histogramme efh: Pour cela,
on évalue, d�une part, l�écart entre la moyenne de l�estimateur et la densité à estimer, ce

critère d�évaluation est appelé biais, et d�autre part, la variance de l�estimateur (due au

caractère aléatoire d�observations) qui caractérise la dispersion des valeurs de l�estimateur

dans l�ensemble d�observations. On essaie généralement de réduire au mieux ces deux

quantités.

1. Le biais de l�estimateur efh est donné par :
Biais

� efh(x)� = E � efh(x)�� f(x) = h

2
f 0(x) +O(h2);

2. La variance de l�estimateur efh est donnée par :
V ar

� efh(x)� = E �� efh(x)�2�� hE � efh(x)�i2 = f(x)

nh
+O(n�1):

Cette variance tend vers zéro quand le produit nh ! 1 quand le nombre d�observation

n!1.

16



Chapitre 2. Estimation non-parométrique

� L�erreur quadratique moyenne (MSE) de l�estimateur efh est donné par
MSE

� efh(x)� = hBiais� efh(x)�i2 + V ar � efh(x)�
=
f(x)

nh
+
h2

4
(f 0(x))2 +O(n�1) +O(h4):

Cette erreur quadratique moyenne tend vers zéro quand h tend vers zéro et nh ! 1

quand n!1, ce critère d�erreur quadratique moyenne est un critère local.

L�approximation asymptotique de la MSE est donnée par :

AMSE( efh(x)) = f(x)

nh
+
h2

4
(f 0(x))2:

La fenêtre optimale h�� qui minimisant l�AMSE( efh(x)) est donnée par :
h�� =

�
2f(x)

(f 0(x))2

� 1
3

n�
1
3 ;

l�erreur quadratique moyenne asymptotique associée à h�� est

AMSE��
� efh(x)� = 3

(4)
2
3

(f(x)f 0(x))
2
3 n�

2
3 :

� L�erreur quadratique moyenne intégrée (MISE) de l�estimateur efh est donné par :
MISE

� efh(x)� = h2

12

Z
(f 0(x))2dx+

1

nh
+O(h3) +O(n�1):

Cette erreur quadratique moyenne intégrée tend vers zéro quand h tend vers zéro et nh!

1 quand n!1, ce critère d�erreur quadratique moyenne est un critère global.

L�approximation asymptotique de la MISE est donné par :

AMISE
� efh(x)� = h2

12

Z
(f 0(x))2dx+

1

nh
: (2.1)
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Chapitre 2. Estimation non-parométrique

L�utilisation du critère AMISE permet de dé�nir une fenêtre optimale de l�histogramme

notée h�. Cette valeur optimale est la valeur qui minimise ce critère pour un nombre

d�observations et une loi donnée. Cette valeur optimale est de la forme :

h� =

2664 6Z
(f 0(x))2dx

3775
1
3

n�
1
3 : (2.2)

Cette technique est dédiée à l�estimation de densités dont la loi est inconnue, la valeur de

h� est généralement inconnue. (pour une étude plus détaillée voir, par exemple, Simono¤

[15]).

En remplaçant, la valeur de h� (2:2) dans l�expression (2:1), on obtient la valeur optimale

de l�erreur quadratique moyenne intégrée asymptotique (AMISE) notée AMISE� :

AMISE�
� efh(x)� =

26649
Z
(f 0(x))2dx

16

3775
1
3

n�
2
3 :

2.4.2 Estimation à noyau de la densité

En statistique, l�estimation par noyau (ou encore méthode de Parzen-Rosenblatt) est une

méthode non-paramétrique d�estimation de la densité de probabilité d�une variable aléa-

toire. Elle se base sur un échantillon d�une population statistique et permet d�estimer la

densité en tout point du support. En ce sens, cette méthode généralise

astucieusement la méthode d�estimation par un histogramme.

La construction d�un estimateur à noyaux

Supposons que nous observons n (v.a.r) i.i.d X1; :::; Xn de densité de probabilité inconnue

f de R dans [0;1[.

Soit F (x) = P (X1 � x) la fonction de répartition de la loi de X, la fonction de répartition

18



Chapitre 2. Estimation non-parométrique

empirique est donne par :

Fn(x) =
1

n

nX
i=1

1(Xi�x):

Rappelons que la densité de probabilité f est égale à la dérivée de la fonction de répartition

F (si cette dérivée existe). On peut donc écrire

f(x) =
dF (x)

dx

= lim
h!0

F (x+ h)� F (x� h)
2h

; h > 0

= lim
h!0

P (x� h � X � x+ h)
2h

:

La loi forte des grands nombres nous donne

8x 2 R : Fn(x)
p:s! F (x) si n! +1:

Rosenblatt (1956) est le premier qui a donné un exemple d�estimateur à partir de Fn(x)

pour h > 0 est petit.

Un estimateur de f(x) est alors :

bfn(x) = Fn(x+ h)� Fn(x� h)
2h

=
1

2h

(
1

n

nX
i=1

�
1(Xi�x+h) � 1(Xi�x�h)

�)

=
1

2nh

nX
i=1

�
1
(x�h�Xi�x+h)

�
=
1

nh

nX
i=1

1

2

�
1(�1�Xi�x

h
�+1)

�
=
1

nh

nX
i=1

k0

�
Xi � x
h

�
;
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Chapitre 2. Estimation non-parométrique

où

k0(y) =

8><>:
1
2
si y 2 [�1; 1]

0 sinon

Avec k0(:) est une densité de probabilité uniforme sur l�intervalle [�1; 1] est appelée noyau

de Rosenblatt. Cet estimateur peut être généralisé en remplaçant la fonction de poids k0(:)

par une fonction de poids plus générale k:

Notion de noyau

Nous dé�nitions maintenant plus généralement la notion d�estimateur à noyau.

Dé�nition 2.1 Soit k : R! R+ une fonction positive et intégrable, tel que
R
R k(t)dt = 1;

k est dit noyau.

Pour n 2 N�on appelle h = hn > 0 la fenêtre ou paramétré de lissage et bfn(x) l�estimateur
à noyau de la densité de probabilité f (ou l�estimateur de Parzen -Rozenblatt) dé�nit pour

tout x 2 R par : bfn(x) = 1

nh

nX
i=1

k

�
Xi � x
h

�
:

Lemme 2.1 Si k est une densité de probabilité, alors bfn est aussi une densité de proba-
bilité, en e¤et

Z
R

bfn(x)dx = Z
R

1

nh

nX
i=1

k

�
Xi � x
h

�
dx

=
1

nh

nX
i=1

Z
R

k

�
Xi � x
h

�
dx

=
1

h

Z
R

k

�
y � x
h

�
dx;

en utilisant un changement de variable t =
y � x
h

) dt = � 1
h
dx; on obtient :
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Chapitre 2. Estimation non-parométrique

Z
R

bfn(x)dx = Z
R

k (t) dt = 1:

Dé�nition 2.2 Un noyau est dit symétrique si, pour tout t dans son ensemble de dé�ni-

tion

k(t) = k(�t):

On peut dire que tout noyau symétrique véri�e les conditions suivantes :

1. k(t) � 0; 8t 2 R:

2.
Z
R
tk(t)dt = 0:

3. 0 <
Z
R
t2k(t)dt <1:

4.
Z
R
k2(t)dt <1:

5.
R
R
k(t)dt = 1:

6.
R
R jk(t)jdt <1; sup

�1<t<+1
jk(t)j <1; lim

t!1
jtk(t)j <1:

Le tableau suivant présente un exemple de quelques noyaux continus symétriques et leurs

formes sont présentées dans la �gure 2:3

noyau k(t)

Gaussien 1p
2�
e�t

2=2; si t 2 R

Epanechnikov
3

4

�
1� t2

�
1(jtj�1)

Quartique (Biweight )
15

16

�
1� t2

�2
1(jtj�1)

Triangulaire (1� jtj) 1(jtj�1)

Tab. 2.1 �Table du qulque noyau exsistant

Consistance

La consistance de l�estimateur est basée sur le lemme suivant (Lemme de Bochner)
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Chapitre 2. Estimation non-parométrique

Fig. 2.3 �Les courbes des noyau :Triangulaire,Gaussien, Epaechnikov, Biwiegh

Lemme 2.2 Soit k une fonction véri�e les conditions précédentes, et soit g 2 L1(R) i.e

, (
R
jg(t)jdt < 1), et gn(x) = 1

hn

R
k( 1

h
)g(x � y)dy; où (hn) est la suite des constantes

positives ayant lim
n!1

hn = 0; et si x est un point de continuité de g alors :

lim
n!1

gn(x) = g(x)

Z
R
k(y)dy:

Théoréme 2.1 L�estimateur à noyau bfn dans les conditions précédentes est asymptoti-
quement sans biais si h! 0 quand n!1 i.e

lim
n!1

E
h bfn(x)i = f(x):

Théoréme 2.2 L�estimateur bfn dans les conditions précédentes est cohérent si l�on ajoute
la contrainte supplémentaire lim

n!1
nh!1 alors

lim
n!1

V ar( bfn(x)) = 0;
et

MSE( bfn(x)) = hBiais( bfn(x))i2 + V ar( bfn(x)):
22
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Nous allons démontrer que la variance tend vers zéro si lim
n!1

nh!1, que le biais tend vers

zéro a été prouvé dans le théorème précédent ainsi, MSE( bfn(x)) ! 0, c�est à dire bfn(x)
est un estimateur consistant.(pour une étude plus détaillée voir, par exemple, Achour [1]):

Propriétés

Biais de bfn
Soit x �xe dans R. Le biais de l�estimateur à noyau bfn(x) est :

Biais( bfn(x)) = E( bfn(x))� f(x)
=
h2

2
f 00(x)

Z
R
t2k(t)dt+ o(h2)

=
h2

2
�2(k)f

00(x) + o(h2) avec �2(k) =
Z
R
t2k(t)dt:

Variance de bfn
Soit x �xe dans R. La variance de l�estimateur bfn(x) est :

V ar( bfn(x)) = 1

nh
f(x)

Z
R
k2(t)dt+ o(

1

nh
)

=
1

nh
R(k)f(x) + o(

1

nh
) avec R(k) =

Z
R
k2(t)dt:

Preuve. Si on a n�échantillon (X1; :::; Xn) des variables aléatoires i.i.d nous avons donc

Pour le biais

E( bfn(x)) = 1

nh
E

 
nX
i=1

k

�
Xi � x
h

�!

=
1

h
E

�
k

�
y � x
h

��
=
1

h

Z
R
k

�
y � x
h

�
f(y)dy;
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on utilise un changement de variable t =
y � x
h

) dt = 1
h
dy; on obtient :

E( bfn(x)) = Z
R
k (t) f(x+ th)dt;

En utilisant le développement de Taylor d�ordre 2 de f au voisinage de x on obtient :

f(x+ th) = f(x) + thf 0(x) +
(th)2

2
f 00(x) + o(h2):

Alors

E( bfn(x)) = Z
R
k (t)

�
f(x) + thf 0(x) +

(th)2

2
f 00(x) + o(h2)

�
dt

= f(x)

Z
R
k (t) dt+ hf 0(x)

Z
R
tk (t) dt+

h2

2
f 00(x)

Z
R
t2k (t) dt+ o(h2):

Sous les conditions précédentes on a :

E( bfn(x)) = f(x) + h2
2
f 00(x)

Z
R
t2k (t) dt+ o(h2):

Ainsi on a

Biais( bfn(x)) = E( bf(x))� f(x)
=
h2

2
f 00(x)

Z
R
t2k(t)dt+ o(h2);

si on pose �2(k) =
R
R t

2k(t)dt alors

Biais( bfn(x)) = h2

2
�2(k)f

00(x) + o(h2):
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Pour la variance

V ar( bfn(x)) = V ar " 1
nh

nX
i=1

k

�
Xi � x
h

�#

=
1

n

(
1

h2
E

 �
k

�
y � x
h

��2!
� 1

h2

�
E

�
k

�
y � x
h

���2)

=
1

nh2

Z
k2
�
y � x
h

�
f(y)dy � 1

n

�
1

h

Z
k2
�
y � x
h

�
f(y)dy

�2
;

on utilise un changement de variable t =
y � x
h

) dt = 1
h
dy; et on obtient :

V ar( bfn(x)) = 1

nh

Z
R
k2(t)f(x+ th)dt� 1

n

�Z
R
k(t)f(x+ th)dt

�2
:

Donc d�après le développement de Taylor de f au voisinage de x

V ar( bfn(x)) = 1

nh

Z
R
k2(t)(f(x) + o(1))dt� 1

n

�Z
R
k(t)(f(x) + o(1))dt

�2
:

Sous les conditions précédentes on a :

V ar( bfn(x)) = 1

nh
f(x)

Z
R
k2(t)dt+ o(

1

nh
);

si on pose R(k) =
R
R k

2(t)dt alors

V ar( bfn(x)) = 1

nh
R(k)f(x) + o(

1

nh
):
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Remarque 2.1

1. Si h! 0 ; quand n!1, alors Biais( bfn(x))! 0:

2. Si h! 0 et nh!1 ; quand n!1, alors V ar( bfn(x))! 0:

3. bfn P! f si h! 0 et nh!1:

Erreur quadratique moyenne(MSE) de bfn
L�erreur quadratique moyenne est donne par :

MSE( bfn(x)) = hBiais( bfn(x))i2 + V ar( bfn(x))
=
1

4
h4�22(k)(f

00(x))2 +
1

nh
f(x)R(k) + o(h4) + o(

1

nh
):

� h! 0 et nh!1; quand n!1 Alors MSE(x)! 0) bfn m:q! f:

L�approximation asymptotique de la MSE est donnée par :

AMSE( bfn(x)) = 1

4
h4�22(k)(f

00(x))2 +
1

nh
f(x)R(k):

Facilement on trouve que h�opt (le paramètre de lissage optimal locale, qui varie en fonction

du x) qui minimise asymptotique de MSE

h�opt = argminAMSE(
bfn(x))

=

�
f(x)R(k)

�22(k)(f
00(x))2

� 1
5

n
� 1
5 ;

et l�erreur quadratique moyenne asymptotique associée à h�opt est :

AMSE�opt(
bfn(x)) = 5� 1

4n
f(x)R(k)

� 4
5

 �
1

2
�2(k)f

00(x)

�2! 1
5

:

Consistance forte (La convergence presque sûre)

Dans le même article, Parzen a établi la normalité asymptotique, ainsi que la convergence

uniforme en probabilité. Son travail est un outil important et a été largement développé
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par plusieurs chercheurs ( Devroye et Györ� (1985), Silverman (1986), Izenman (1991),

Scott (1992)). Pour une étude plus détaillée, voir par exemple Bosq et Lecoutre (1987)

et Tsybakov (2009). En (1976) Nadaraya a énoncé le théorème suivant sur la consistance

forte de l�estimateur.

Théoréme 2.3 Si k(:) est à variation bornée et si pour tout 
 > 0 ; la série
P
n2N

e(�
nh
2)

converge, alors

lim
n!1

sup
t2R

j bfn(t)� f(t)j = 0 p:s;

si et seulement si la densité f est uniformément continue. (pour une étude plus détaillée

voir, Achour 2:1)

Erreur quadratique moyenne intégrée (MISE) :

L�erreur quadratique moyenne intégrée de l�estimateur bfn est donnée par :

MISE( bfn(x)) = Z
R
MSE( bfn(x))dx

=
1

4
h4�22(k)R(f

00(x)) +
1

nh
R(k) + o(h4) + o(

1

nh
):

L�approximation asymptotique de la MISE est donnée par :

AMISE( bfn(x)) = 1

4
h4�22(k)R(f

00(x)) +
1

nh
R(k):

La fenêtre optimale globale de AMISE( bfn(x)), notée hopt , est donnée par :

hopt = argminMISE( bfn(x)) (2.3)

=

�
R(k)

�22(k)R(f
00)

� 1
5

n�
1
5 :

L�erreur quadratique moyenne intégrée asymptotique associée à hopt est :
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AMISEopt =
5

4
(�2)

2
5 (R(k))

4
5 (R(f 00))

1
5n�

4
5 :

Choix du paramètre de lissage

1. La règle simple de référence

L�idée de cette méthode revient à Deheuvels (1977) avant d�être publiée par Silvermann

(1986). Le choix du paramètre de lissage par cette méthode consiste à remplacer la partie

inconnue R(f 00) dans l�expression de l�estimateur optimal hopt, donné par l�équation (2:3),

par une distribution classique a�n d�obtenir un estimateur pour h. Si on choisit f comme

étant la distribution normale de moyenne 0 et de variance �2, on obtient

f(x) =
1

�
p
2�
e
�1
2
( x
�
)2 ; avec � 2 R+ et x 2 R

alors f 00(x) =
1

�3
p
2�

�
(
x

�
)2 � 1

�
e�

1
2
( x
�
)2 :

La quantité inconnue R(f 00) s�écrit alors

R(f 00) =

Z
R
[f 00(x)]

2
dx =

1

�5
3

8
p
�
:

Donc, en faisant référence à une densité de probabilité normale, l�expression du paramètre

de lissage optimal asymptotique devient

hopt =

�
8
p
�R(k)

3�22(k)

� 1
5 b�n� 1

5 ;

où b� est un estimateur de � (d�après Silverman(1986)), tel que
b� = " 1

n� 1

nX
i=1

(Xi �X)2
# 1
2

; X =
1

n

nX
i=1

Xi:
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Chapitre 2. Estimation non-parométrique

1. Si k noyau Gaussien) hopt = 1:06b�n� 1
5 :

2. Si k noyau Epanchinkov) hopt = 2:34b�n� 1
5 :

3. Si k noyau Quartique) hopt = 2:78b�n� 1
5 :

2. La méthode de validation croisée

La méthode de validation croisée du type moindres carrés a été introduite par Rudemo

(1982) et Bowman (1984). Cette méthode permet d�obtenir un paramètre de lissage simple

et attrayant. La méthode est motivée par la décomposition de l�erreur quadratique moyenne

intégrée MISEf bfn(�)g de l�estimateur à noyau.
On a

bf�i(x) = 1

n� 1

nX
j=1
j 6=i

kh(x�Xj);

est l�estimateur de la densité construit à partir de l�ensemble de points sauf le point Xi:

La quantité

CV (h) =

Z bf 2n(x)dx� 2

n

nX
i=i

bf�i(Xi)

est appelée la quantité de �validation croisée�.

Le paramètre de lissage du type �validation croisée�est la valeur de h qui minimise cette

quantité de validation croisée, c�est-à-dire

bhLSCV = argmin
h
LSCV (h):

La méthode de ré-injection (plug-in)

En adoptant le critère de l�erreur quadratique moyenne Intégrée (MISE), Scott, Tapia et

Thomson [13] choisissent d�estimer la fonction R(f 00) dans l�expression de hopt donnée par

l�équation (2:3) à l�aide de l�estimateur naturel bR(f 00) dé�ni comme suit :
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Chapitre 2. Estimation non-parométrique

bR(f 00) = R( bf 00n);
où bf 00n désigne la dérivée seconde de l�estimateur à noyau bfn. alors avec un noyau k deux
fois dérivable, on a :

bf 00n(x) = 1

nh3

nX
i=1

k00
�
Xi � x
h

�
En choisissant par exemple le noyau gaussien :

k(t) =
1p
2�
e�t

2=2; si t 2 R

L�estimateur bR(f 00) s�écrit comme suit :
bR(f 00) = 3

8n2h9
p
�

nX
i=1

nX
j=1

�
h4 � (xi � xj)2h2 +

1

12
(xi � xj)4

�
exp

�
(xi � xj)2
4h2

�
:

Scott, Tapia et Thomson [13] proposent �nalement d�injecter l�estimateur bR(f 00) dans
l�expression de hopt, on obtient l�estimateur de h :

hopt =

 
R(k)

�22(k) bR(f 00)
! 1

5

n�
1
5 :

Le choix optimal du noyau

Pour mesurer l�e¢ cacité d�un noyau symétrique on peut calculer le rapport de AMISE

des 2 noyaux

0 < eff(k1; k2) =
AMISE(k1; n; h)

AMISE(k2; n; h)
� 1

Le choix des noyaux n�in�ue pas trop dans le cas des noyaux symétrique.
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Chapitre 2. Estimation non-parométrique

Le tableau suivant présente quelques noyaux avec l�e¢ cacité.

noyau Equation R(k) �2(k) eff(k)

Epanechinkov
3

4

�
1� t2

�
1(jtj�1)

3
5

1
5

1

Quartique
15

16

�
1� t2

�2
1(jtj�1)

5
7

1
7

0:994

Triangulaire (1� jtj) 1(jtj�1) 350
429

1
9

0:986

Gaussien 1p
2�
e�t

2=2; si t 2 R 1
2
p
�

1 0:951

Uniforme ( 1
2
)1(jtj�1)

1
2

1
3

0:930

Tab. 2.2 �Table du quelque noyau avec l�e¢ cacité
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Chapitre 3

Simulation

L�objectif de ce chapitre, est de véri�er par simulation l�in�uence du choix de pa-

ramètre de lissage et du noyau pour l�estimateur à noyau de la densité. Les si-

mulations sont réalisées par le logiciel R. On a vu que l�estimateur à noyau de la densité

dépend de la taille de l�échantillon n mais aussi de la fenêtre h et du noyau k, nous allons

donc étudier les cas suivants : "choix du noyau, choix de paramètre de lissage".

Plan de simulation

Premièrement, pour l�estimation de la densité nous avons choisi de simuler les densités de

probabilité de deux types de lois, la loi normale qui a une fonction de densité (D1) dé�nie

sur R et la deuxième est la loi exponentielle (de paramètre � =1) dont la densité (D2) est

dé�nie sur un support positif [0;+1[. Les deux fonctions de densité sont dé�nies comme

suit :

D1: La loi normale N (0; 1) :

f(x) =
1p
2�
e�

x2

2 ; x 2 R:

D2: La loi exponentielle �(1) :

f(x) = � exp(��x); x 2 [0;+1[:
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Chapitre 3.Simulation

En utilisant l�estimateur à noyau de la densité

bfn(x) = 1

nh

nX
i=1

k

�
Xi � x
h

�
:

Algorithme de simulation

L�algorithme de simulation que nous avons utilisé :

-Simuler un échantillon de taille n pour une densité qui appartient à la famille paramétrique

comme : D1; D2.

-Construire l�estimateur par la méthode du noyau à partir des observations.

-Tracer les deux courbes : densité test et la densité estimée.

1. Etude du premier type de loi (La loi normale N (0; 1))

Choix de noyau

En choisissant h = hopt = 1:06�(n�
1
5 ) (avec � = 1 est l�écart type) �xé et on utili-

sera quelques noyaux k (Triangulaire, Gaussien, Epanechinkov, Quartique.) et la taille de

l�échantillons n = 100; n = 200; n = 1000:

Fig. 3.1 �Comparaison entre la densité théoriqueN (0; 1) et celle estimée par des quelques
noyau avec hopt = 1:06b�n� 1

5 et pour n = 100.
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Chapitre 3.Simulation

Fig. 3.2 �Comparaison entre la densité théoriqueN (0; 1) et celle estimée par des quelques
noyau avec hopt = 1:06b�n� 1

5 et pour n = 200.

Fig. 3.3 �Comparaison entre la densité théoriqueN (0; 1) et celle estimée par des quelques
noyau avec hopt = 1:06b�n� 1

5 et pour n = 1000.

Remarque 3.1

1. Nous remarquons ici que l�estimateur lisse dés que n est grand pour chaque noyau

utilisé.

2. Nous remarquons sur le graphe ci-dessus que quand n est grand l�estimateur bfn est
proche de la densité théorique.
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Chapitre 3.Simulation

Choix de paramètre de lissage

1. En choisissant h = 0:1; h = 0:3; h = 0:5; h = 0:6 ("h" varié) et on utilisera le noyau

optimale k de Epanechinkov et la taille de l�échantillons n = 100; n = 200; n = 1000:

Fig. 3.4 �Comparaison entre la densité théorique N (0; 1) et celle estimée par un noyau
d�Epanechnikov avec "h" varié et pour n = 100.

Fig. 3.5 �Comparaison entre la densité théorique N (0; 1) et celle estimée par un noyau
d�Epanechnikov avec "h" varié et pour n = 200.
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Chapitre 3.Simulation

Fig. 3.6 �Comparaison entre la densité théorique N (0; 1) et celle estimée par un noyau
d�Epanechnikov avec "h" varié et pour n = 1000.

Remarque 3.2 Nous remarquons dans la �gure précédente que le choix du paramètre de

lissage a une grande in�uence sur la qualité de l�estimateur.

2. En choisissant h = hopt = 2:34�n�
1
5 (avec � =

p
V ar(x) = 1 est l�écart type) par la

règle simple de référence et on utiliserons le noyaux optimale k de Epanechinkov et

la taille de l�échantillons n = 100; n = 200; n = 1000:

Fig. 3.7 �Comparaison entre la densité théorique N (0; 1) et celle estimée par un noyau
d�Epanechnikov et un h "optimale" et pour n "varié"
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Chapitre 3.Simulation

Remarque 3.3 Nous remarquons dans la �gure précédente que si on prend la fenêtre

optimale pour AIMSE avec n est grand on obtient un bon estimateur de la densité.

2. Etude du deuxième type de loi (La loi exponentielle �(1))

Choix de noyau

En choisissant h = hopt = 1:06�(n�
1
5 ) (avec � =

q
1
�2
= 1 est l�écart type) �xé et on

utilisera quelques noyaux k (Triangulaire, Gaussien, Epanechinkov, Quartique.) et la

taille de l�échantillons n = 100; n = 200; n = 1000:

Fig. 3.8 �Comparaison entre la densité théorique �(1) et celle estimée par des quelques
noyau avec hopt = 1:06b�n� 1

5 et pour n = 100.
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Chapitre 3.Simulation

Fig. 3.9 �Comparaison entre la densité théorique �(1) et celle estimée par des quelques
noyau avec hopt = 1:06b�n� 1

5 et pour n = 200.

Fig. 3.10 �Comparaison entre la densité théorique �(1) et celle estimée par des quelques
noyau avec hopt = 1:06b�n� 1

5 et pour n = 1000.
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Chapitre 3.Simulation

Choix de paramètre de lissage

1. En choisissant h = 0:1; h = 0:3; h = 0:5; h = 0:6 ("h" varié) et on utilisera le noyau

optimal k de Epanechinkov et la taille de l�échantillon n = 100; n = 200; n = 1000:

Fig. 3.11 �Comparaison entre la densité théorique �(1) et celle estimée par un noyau
d�Epanechnikov avec "h" varié et pour n = 100.

Fig. 3.12 �Comparaison entre la densité théorique �(1) et celle estimée par un noyau
d�Epanechnikov avec "h" varié et pour n = 200.
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Chapitre 3.Simulation

Fig. 3.13 �Comparaison entre la densité théorique �(1) et celle estimée par un noyau
d�Epanechnikov avec "h" varié et pour n = 1000.

2. En choisissant h = hopt = 2:34�n�
1
5 (avec � = 1 est l�écart type) par la règle

simple de référence et on utilisera le noyau optimal k d�Epanechinkov et la taille de

l�échantillon n = 100; n = 200; n = 1000:

Fig. 3.14 �Comparaison entre la densité théorique �(1) et celle estimée par un noyau
d�Epanechnikov et un h "optimale" et pour n "varié"
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Chapitre 3.Simulation

Remarque 3.4 Nous pouvons faire les mêmes remarques que dans l�étude de l�estimateur

de la première fonction de densité.

Conclusion de simulation

Le type du noyau n�est pas très in�uent sur la qualité de l�estimation contrairement à la

valeur de h, c�est le choix de la fenêtre h qui est très important, par rapport au choix du

noyau.
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Conclusion

L�estimation de la fonction de densité joue un rôle central dans l�estimation fonc-

tionnelle.

Dans ce mémoire nous avons étudié l�estimation de la densité de probabilité dans le cadre

de données indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d):

On a vu dans ce mémoire deux méthodes pour estimer la fonction de densité tel que

l�estimation paramétrique et l�estimation non-paramétrique, dans cette dernière on parle

sur la méthode de l�histogramme et la méthode du noyau qui est proposée par Rosenblatt

en 1956 puis améliorée par Parzen en 1962 , cette méthode de noyau est la plus utilisée et

basée sur une fonction k appelée noyau et une fenêtre h (paramètre de lissage) qui joue

un rôle important dans la qualité de l�estimation. On a vu que l�estimateur à noyau de la

densité dépend de la taille de l�échantillon n mais aussi de la fenêtre h et du noyau k.

En conclusion, nous disons que le choix du noyau n�a pas d�in�uence majeure sur la

qualité de l�estimateur par contre le choix de la fenêtre h est crucial, ceci est illustré par

les résultats de simulations.
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Annexe : Abréviations et Notations

Les di¤érentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expli-

quées ci-dessous.

Notation Signi�cation


 un ensemble fondamental.

F ensemble des événements.

P loi de probabilité.

(
;F ; P ) espace probabilisé.

v.a.r variable aléatoire réelle.

i.i.d indépendant et identiquement distribuées.

f densité de probabilité.

F fonction de répartition.

E(X) ou � espérance mathématique ou moyenne de X:

V ar(X) ou �2 variance de X:

R ensemble des nombres réels.

N ensemble des nombres naturel.

N (�; �2) loi normale (ou de Gauss) à deux paramètre � 2 R et �2 > 0:

N (0; 1) loi normale standard (centrée réduite):

�(�) loi exponentielle de paramètre �:

P�! convergence en probabilité.

L! Convergence en loi.
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Annexe : Abréviations et Notations

Notation Signi�cation
m:q! Convergence en moyenne quadratique.
p:s�! convergence presque sûre.

� paramètre inconnu.

� ensemble des valeurs possibles du paramètre �:

T un estimateur.

X estimateur de la moyenne �:

S2 estimateur sans biais de la variance �2:eS2 estimateur asymptotiquement sans biais de la variance �2:

emin (resp. emax) le plus petit (resp. plus grand) élémentde 
:

Ck classe.

p le nombre de classe.

�k Lenombre d�observations appartenant à chaque classe Ck:

h fenêtre.

n Lenombre d�observations.efh estimateur de la densité f par l�histogramme.

O(:) terme résiduel.

f 0 (resp. f 00) la dérivée de f (resp.f 0):

MSE erreur quadratique moyenne.

MISE erreur quadratique moyenne intégrée.

AMISE erreur quadratique moyenne intégrée asymptotique.

k noyau.

hopt paramétre de lissage (h) optimale.

eff e¤ecacité.bfn estimateur de la densité f par noyau.

f estimateur paramétrique de la densité f .
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Résumé 

Dans ce mémoire, on  s’intéresse à l’estimation de la fonction de la densité de 

probabilité. Dans un premier temps, on fait un rappel sur l’estimation 

paramétrique excitante. Puis on mentionne  quelques  méthodes  de l’estimation 

non paramétrique de la fonction de densité et en particulier la méthode du noyau 

qui est basée sur le choix d’un noyau k et d’un paramètre de lissage h (fenêtre). 

Finalement, on a utilisé le logiciel R,  pour réaliser des simulations, qui nous 

permettent d'observer l'influence cruciale du  paramètre de lissage h dans 

l’estimation à noyau par contre le choix du noyau a un petit rôle dans la qualité 

de l’estimation. 

 

 ملخـــــص

في البداية نقوم بالتذكيربطربقة . كثافة الاحتمال دالة بتقديرنحن مهتمون  ، في هذه المذكرة

من ثم التقديرالغيرالوسيطي بحيث نتطرق لبعض الطرق و من بين هذه الطرق الأكثر . التقديرالوسيطي

 .  h و وسيط التنعيم kفعالية هي طريقة النواة التي تتميز باختيار النواة 

مليات المحاكاة ، والتي تسمح لنا بمراقبة التأثير الفعال لمعامل لإجراء ع ،Rاستخدمنا البرنامج . أخيرا

، ومن ناحية أخرى ، فإن اختيار النواة له دور صغير في التقديرالغيرالوسيطي بطريقة النواةفي  h التنعيم

 .التقدير جودة

 

Abstract 

In this dissertation, we are interested in estimating the function of the probability 

density. First, we do a reminder on the exciting parametric estimation. Then we 

mention a few methods of nonparametric estimation of the density function and 

in particular the kernel method which is based on the choice of a kernel k and a 

smoothing parameter h (window). 

Finally, we used the software R, to carry out simulations, which allow us to 

observe the crucial influence of the smoothing parameter h in the kernel 

estimation on the other hand the choice of the kernel has a small role in the 

quality of  l 'estimate. 

 


