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Introduction

Dans les années 60, Mandelbrot étudie les fluctuations boursiéres, pour les quelles il était
tout-a-fait clair que le modéle gaussien ne convenait pas. Il s’appuie alors sur les lois de
Pareto pour mettre en évidence un nouveau modeéle de variation des prix, appelé "lois «
-stables". Le parametre o, compris entre 0 et 2, représente ’exposant caractéristique des
lois stables et lorsque celui-ci est strictement inférieur & 2, la variance de la loi stable est
infinie. Mandelbrot [108] confirme que son modele décrit de fagon réaliste la variation des
prix pratiqués sur certaines bourses des valeurs. D’une part elles peuvent rendre compte
des queues lourdes et du comportement asymétrique, d’autre part, dépendant de quatre
parametres, les lois stables sont plus flexibles que les lois normales pour ajuster des données
empiriques dans les processus d’estimation et de test de modéle. Une autre bonne propriété
est que ces lois ont un domaine d’attraction, c¢’est-a-dire qu’elles sont des limites de sommes
de variables aléatoires. Les lois stables ont été généralisées aussi au cas multivarié ou elles
peuvent étre utiles pour exprimer des dépendances trés complexes.

Dans les 20 années suivantes, le travail théorique a porté plus précisément sur ’estimation
du paramétre . En effet, c’est le parameétre le plus important car c’est lui qui indique si la
variance est infinie ou non, i.e. nous aide & déterminer la forme ou le degré d’épaisseur de la
queue de distribution. Il semble donc de pouvoir ’estimer de la maniére la plus correcte qui
soit. En 1971, Fama et Roll [2] ont utilisé les propriétés relatives aux quantiles. De nouvelles
méthodes d’estimation utilisant la forme de la fonction caractéristique vont apparaitre dans

les années 80; comme celle de Koutrouvelis [4] qui semble étre la meilleure méthode selon



Introduction

plusieurs études faites par autres auteurs.
Dans une premiére partie, le cas univarié est traité. Les lois sont définies et diverses propriétés

sont présentées. Puis, sont abordés le probléme du test d’une variance finie ou infinie

Dans une seconde partie, I’estimation des parameétres caractérisant une loi alpha stable via
les approches de queue, quantiles, moments, maximum de vraisemblance et de fonction ca-

ractéristique. comme celle de TOUBA Sonia



Chapitre 1

Les lois stables univariées

Les distributions stables sont une classe riche des distributions de probabilité qui permettent
a l'asymétrie et les queues lourdes et ont nombreuses propriétés mathématiques. Les lois
Pareto- stables, appelées aussi lois 1évy-stables ou tout simplement lois stables, ont été intro-
duites par Paul Lévy en 1924 dans on étude de la somme de variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées Cette propriété de stabilité par addition a incité de nombreux
chercheurs a utiliser les lois stables pour représenter la loi des rendements financiers. Dans
cette partie nous rappelons les définitions d’une distribution stable de quatre maniére équi-
valentes et nous donnons 'interprétation pratique de chaque parameétre de cette distribution.
Plusieurs livres sont consacrés a ces lois : Zolotarev [16] qui a étudié les lois alpha-stables dans
le contexte univarié; Samorodnitisky et Tagqu [13] qui ont étudié de maniére approfondie

beaucoup de propriétés de ces lois dans le cas univarié comme dans le cas multivarié.

1.1  Quelques définitions

Définition 1.1 Une variable aléatoire X est dite stable si pour tout réels positifs a’ et a”,

il existe des réels a > 0 et b telle que :

a X1+ d"Xo L aX +b. (1.1)
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Ou X, X5, sont des variables aléatoires indépendantes qui ont chacune la méme distribution

que X si b =0 on dit que X est strictement stable.

Remarque 1.1 pour tout v.a. stable X, il existe un nombre réel o, 0 < a < 2 tels que les

nombres réels positifs o, d et ¢ vérifient,
a® =c* +d” (1.2)

La constante a et appelée indice de stabilité ou exposant caractéristique de X. La variable
X est alors dite a-stable.
pour généralisée la relation 1.1 avec un nombre finie de copies indépendantes d’une variable

a-stable, on peut utiliser la définition suivante qui est équivalente & la premiére.

Définition 1.2 On dit que d’une variable aléatoire réelle X qu’elle suit une loi stable si pour

tout n > 2, il existe un réel strictement positif a,, et un réel b, telle que :
S "X £ 0, X + b (1.3)

Ou Xy, Xs,..., X,, sont indépendantes X.

On utilise la relation 1.2 en procédant par récurrence, il est facile de voir que la constante
1

a, = nao ou « et celui définit dans la relation 1.2.

Une autre définition équivalente aux définitions 1.1 et 1.2.

Définition 1.3 X a un domaine d”attraction, i.e, il existe une suite de variable aléatoires
i.1.d.{Y; }ien,une suite de nombres réels positifs {a;},. et une suite de nombres réels {b;},;

tels que

1 n
— ( E Y — bn> — X en distribution (1.4)
an \ 4

i=1

Définition 1.4 (fonction caractéristique) on dit que d’une variable aléatoire réelle X
que’elle suit une lot stable de paramétres o, 3,0 et i, si sa fonction caractéristique est

définie par :
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exp [ip.t — o®|t]*. (1 — if.sign(t). tan (%2))] sia #1,

exp [ip.t — olt|. (14 2iB.sign(t). In[¢t])] si =1,

avec «€1]0,2], se[-1,1], 0 >0, peR.

1sit>0
sign(t) = O0sit=0
—1s1t<O0

une variable aléatoire Xqu’elle suit une loi stable de parameétres «, 3,0 et p, sera notée

X ~ S, (B,0,u).

1.2 Interprétation des parameétres de la fonction carac-
téristique d’une loi a-stable

loi stable est caractérisée par quatre parameétres, ce qui signifie que les lois stables sont
paramétriques. il est important de connaitre la signification de chaque paramétre ainsi que
son influence sur l'allure de courbe de la densité.

1) a : L’exposant caractéristique, ou indice de stabilité ,(0 < a < 2).I1 détermine la
vitesse de décroissace de la queue de distribution de la queue de distribution.

donnée dans la figure 1.1

- Plus « est petit, plus les queues de la distribution sont épisses. Autrement dit, plus « est
petit, plus on constante ’existante de trés grandes fluctuation. Une distribution X gaussienne
a la valeur maximun « de soit a = 2.

- Quand « est proche de 2, la probabilité d’bserver des valeurs de la variable aléatoire loin

de la position centrale est faible.
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Density

F1G. 1.1 — Courbe de la densité pour o € {2,1.6,1.4};58=0;0 =1, =0

- Remarquant que, le paramétre « est petit, plus la courbe de la densité est pointue et a des

quzues de distribution épaisse.

2) 5 : Parameétre d’asymétrie, ou parametre de biais, (—1 < 4 < 1).Il mesure la tendance

centrale de la distribution

donnée dans la figure 1.2

05
|

04

Density

F1a. 1.2 — Courbe de la densité pour o = 1.5; 5 € {—1,0,1};0 =1, =0

- Lorsque [ est positif (resp. négatif), le mode est a gauche (resp. a droite)de la moyenne.

Autrement dit, Lorsque [ est positif (resp. négatif), la queue de distribution est plus épaisse

a droite (resp. & gauche).
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- Si 3 est égal a -1 (resp. 1) la distribution est totalement asymétrique a gauche (resp.droite).
-Lorsque 3 vaut zéro alors la distribution est symétrique.
3) o : Paramétre d’échelle, ou parameétre de dispersion,o > 0.

donnée dans la figure 1.3

|
[

04

Density

F1a. 1.3 — Courbe de la densité pour « = 1.5 0 € {2,1,0.8};8 =04 =0

-Plus o est grand, plus les données sont volatiles. Le parametre o de cintrer plus ou moins le
corps de la distribution.

4) p : Parameétre de localisation, ou paramétre de position, (4 € R) . Il mesure la tendance
centrale de la distribution.

la caractéristique la plus importante de ces lois est leur indice de stabilité «, puisque ce
parameétre la vitesse de décroissance des queues de distributions.

donnée dans la figure 1.4
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L)
s |
= N
=
[} —a
—
=
—
—
T T T T T
-4 -2 o 2 4
=

F1a. 1.4 — Courbe de la densité pour o = 1.5; u € {—2,0,2};6=0;0 =1

- Lorsque p est positif (resp. négatif), la courbe décal vers la droite (resp. vers la gauche).

- Si f =0 alors u est la médiane.

1.3 Variables aléatoires a-stables symétriques

Proposition 1.1 si 8 =0, la lot est symétrique par rapport a paramétre j. Si de plus p =0

la loi est dite symétrique a-stables, c’est-a-dire X ~ S,(0,0,0).

Corollaire 1.1 Une wvariable aléatoire X est symétrique a-stables et on note SaS, si et

seulement si sa fonction caractéristique est donnée par :
ox(t) = exp(—o®|t]?) teR, a€]0,2]

Dans le cas o = 1 alors la variable aléatoire est dite Sa.S standard.

Exemple 1.1 la aussi, centaines des lois connues appartiennent a cette classe :

1 o

;m est une loi 51(0, g, m)
2

- La loi cauchy généralisée de densité f(x) =

- La loi normale N(m,c?) est une loi Sy(f, %, m) (et réciproquement une loi So(3, 0, 11)).

- La loi de poisson P(\) n’est pas stable.
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preuve.soient X; et X5 deux variable aléatoire réelles suivant une loi de poisson.

supposons que X; et X, sont stables, alors il existe C' > 0 et D avec :
X1+ X 20X, +D
par égalité des moyennes et des variances, nous pouvons voir que

2\ =CA+ D D = (2—2)),
—
2\ = C?)\ C =42

Ce qui entraine une contradiction car (X; + X3) a ses valeurs uniquement dans N alors que

V2X, + (2 — \/5))\ n’est pas que des valeurs dans N.

1.4 Diverses propriétés

dans cette partie, quelques propriétés des lois a-stables seront présentées; en particulier,

celles du calcul des moments et de la simulation,...

1.4.1 Densité

Pour la plupart des lois cinnues, nous avons une forme explicite de la densité (normale,Cauchy,gamma,...).
la loi a-stable, nous
n’avons que la forme explicite de la fonction caractéristique.A 1'aide de la transformée inverse

de la fonction caractéristique, est donnée par :

+oo
1

frela) = o / exp(—itz)px (t)dt. (16)

—00

Nous pouvons obtenir f sous la forme d’une intégrale
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fx(z) = %/ exp(—t%) cos [zt + St* w (t, a)] dt, (1.7)

0

tan (Ta) a#1

Oun w(t,a)=
) —2In|t] a=1

Proposition 1.2 (Propriété de réflexion) : Pour toute o et [ ; nous avons

Sal(1;=5;0) £ —Sa(1; 5;0)

C’est que
fx(—z/a,B) = fx(z/a,=B) et Fx(—z/a, B) =1 — Fx(x/a, —03)
ou fx et Fx sont la fonction de densité et la fonction de répartition respectivement d’une

v.a X ~ S,(1;5;0).
Zolotarev [15] a démontré que Fx et fx peuvent s’écrire respectivement pour o # 1 et = > 0,

comme suivant :

T1=8)+L [ exp(—Va(z,0))db sia <1,

7ﬂﬁ
FX(.’L‘) = g 2
1-1 [ exp(—Va(z,0))df si o > 1
_mgl-li-al
2 o
et i
3
ﬂ(lcia)xl/(l_o‘) [ a(0) exp(—z/A=2a(6))dl si a < 1,
fx(x) == z
—ﬂ(lo‘_a)atl/(l_a) [ a(0) exp(—2¥/a(0))d si o > 1
_gﬁlf\};w\
ou
sin(af + ZA(1 — |1 — o)\ " cos((a — 1) + Z5(1 — |1 — )
a(f) := )
cos cos

10
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et

V= 2/07%q(h).

qui peut s’écrire plus simplement Vo # 1, en rappelant que w = —7 3 #

fix(w) = =t/

= Ti—al a(0) exp(—z/3=Ya(0))dl , a > 1,

£ — ..

Les seules trois distributions stables qui ont des formes explicites de la fonction de densité
sont :

1. La distribution gaussienne S3(0, o, i) o

@) = oz e —( Ly

2. La distribution de Cauchy 51(0, 0, i) ou

3. La distribution de Lévy S%(l, o, i) ol

(SIS

f@) = ()@=

2

o (3 et

L’absence des formules de forme explicites des fonctions de densité pour la plus parts des lois
a-stables et les fonctions de distributions ont des conséquences négatives. Généralement, il y
a deux approches a ce probléme, la transformé de Fourier (fft, "fast Fourier transform") doit
étre appliqué a la fonction caractéristique voir, Mittnik, Doganoglu et Chenyao, [8] ou bien

I'intégration directe numérique qui a été utilisé par Nolan, [10],[9].
Proposition 1.3 (prpriétés de la densité)

1. La densité de probabilité d’une distribution a-stable est une fonction bornée.

2. La densité de probabilité d’une distribution a-stable est la classe C'™°.

11
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1.4.2 Stabilité

Proposition 1.4 Pour a # 1, on a l’équivalence suivante :

X suit une loi S, (8,0,u) <Y = P suit une loi Sa (8,1,0).

o
preuve de proposition : Tout d’abord, remarquons que

Pmxap(t) = B [ = My (mt).

. T . 1
condition nécessaire . prenons m = —et” p = —=. On a alors :
o o

vl =exp (<) o (1)
) [1 — iB.sign <§> _tan %} } ,

3|~

t
ol sign (—) = sign (t) car o® > 0.
o

Donc :

oy (t) = exp {— |t [1 —if3.sign (t) . tan ?] } .

qui est bien la forme de la fonction caractéristique d’une loi S, (3, 1,0).

condition suffisante :la démenstration est similaire & la condition nécessaire en prenant
m=oetp=Lu.

Pour la simulation, il suffit de générer des lois S, (3,1,0) et par changement de variables,

nous pouvons obtenir des lois S, (3, 0, i)

1.4.3 Propriétés arithmétiques

Proposition 1.5 Les variables aléatoires stables ont les propriétés suivantes :

1)soient X7, X5 deux variables aléatoirs idépendantes avec X; ~ S, (5;, 0, ;) pour i = {1,2} .

alors

12
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(X1 +X3) ~ Sy (B,0,p) ou

_ Bi0% + Bros

1
o= (o +0%)e ;
(1 2) aB 0'?4‘0'(21

D= pi1 - o

Notons que si 31 = (5 alors 8 = 1 = [s.

cette propriété d’additivité est trés intéressante en finance, car deux titree ayant les mémes
valeurs des parameétres o mais les autres parametres seront modifiés.

2)si X1, X, suivente une loi a-stable S, (5,0,1), A € RTet B € Rtet C' € R alors

AX, + BX,+C <8, (5,U(Aa+3a)§ (A% 4 Bo)a +c) .

3)si X ~ S, (B,0,p)et a € R, alors :

X+aw S, (B,0,n+a).

4)si X ~ S, (8,0, 1) et a un constante réel non nul,

aX ~ S, (|la|o,sign(a)B, ap) siaw#0
alors 9
aX ~ S, (\a! o, sign(a)f,ap — —a (In \a|)50) sia=0
0
S5) por 0 < a <2 X ~ S, (8,0,0) <= —X ~ 5, (8,—0,0).

6)soit X une variable aléatoire de loi S, (5,0, 1) avec o € ]1,2] alors E (X) = p

1.4.4 Queues lourdes

Proposition 1.6 soit X une variable aléatoire suit une loi S, (B,0, 1) on a deux désultats

sutvants :

1
t*p (X >t) — 0°C, il B.quand t— 00
123 (1.8)
t*p (X < —t) — 0°C, .quand t — oo
Ou C, est une constante donnée par :
_ 1—
e ' a —~sia#1
C, = /aj_o‘ sin xdz =9 5 T'(2 - a)cos () (1.9)
0 — sia#1

13
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la démenstration est détaillée dans Samorodnitsky et Taqqu (1994, pages 16-18).
Remarque 1.2 L’égalité précédente nous fait penser a la caractérisation des lois pareto.

En effet, une V.A.R.suit une loi du type pareto si :

P(X > x)=x"“h(z),

ou h(x) est une fonction & variation lente, c’est -a-dire pour tout ¢ > 0 lim
T—+00 h(I)

Mandelbrot (1962) a montré que pour les lois a—stable, nous avons
p(X>2)=3"[fi(a)+ fa(@)z*+o0(z7)].

par passage a la limite quand = tend vers 400, on s’aperecoit que les lois stable sont asymp-

totiquement parétiennes.

1.4.5 Calcul des moments

Proposition 1.7 si X ~ S, (8,0, 1) alors :

1) Sia=2,Vp, F|X| < +oo,
VO<p<a, E|X|’<+oo,
2) Si0<a<2,
Vp > a, E|X|" = +oo,

Remarque 1.3 1) Dés que « est strictement inférieur o 2, la variance d’une loi a-stable

est infinie.

2) Deés que « est strictement inférieur a 1, c’est la moyenne qui devient infinie.

3) Si « est plus grand que 1, la moyenne d’une loi a-stable est p.

soit X < Sa (8,0, 1)

Toutes les lois stables non-gaussiennes ont une variance infinie ou. L’existence d’une variance
finie pour la loi normale est simplement liée &, une plus grande décroissance de queue par

rapport aux autres lois stables.

14
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O<a<l|0<a<2|a=2
E(X) 00 0 [
Var(X) 00 00 20

TAB. 1.1 — Moyenne et variance théorique d’une loi stable

1.5 Algorithme de simulation

pour simuler les lois stables, il existe un algorithme développé par Chambers et al. (1976).
Celui-ci permet de générer une loi S, (3,1,0). Pour obtenir une loi S, (3,0, i), il suffit de

faire un changement de variables.

1.5.1 Premiére étape

T
Elle consiste & générer une loi uniforme ® sur } 53 [et une loi W exponentielle de parameétre
1. Pour cela, il faut d’abord générer 2 v.a.r. uniformes sur |0, 1[ (notéesU; et Us). puis en

utilisant le changement de variables suivant

1.5.2 Deuxiéme étape

Elle consiste a calculer différentes quantités (fonction de ® et de W).

;

e=1-aq,
— tan —
a = tan o,
b:tang—,
cos (e®) — tan (agpg) sin (¢ )
Zz =
W cos (P) ’
g zl-e — 17
€
T = —ctan (ago) ,
b
3 2

15



Chapitre 1. Les lois stables univariées

1.5.3 Troisiéme étape

Elle consiste & générer une loi Y stable S, (3,1,0). pour obtenire cela, il faut utiliser la

proposition suivante.

Proposition 1.8 soit ® une loi uniforme sur } —g, g [et W une loi exponentielle de para-

meétre 1, si on pose

- pour a # 1

R T S I )

1—a
_ sina (P — ¢o) (cos(@—a(@—%))) o
— T T ’
(cos®)a
ou
. mBl1-[1—q
¢0__ 2 o )
- pour a =1

2 1 Lo W cos @
Y =— — d|)tan® — 51 2z
= ((Greoe) e —sie (57 )

alors la v.a.r Y suit une loi S,(53,1,0)

Exemple 1.2 Dans le cas d’une loi SaS (c’est -a-dire f = 0),nous avons

l—«

y - Sin(a®) (COS((l - a)(I))) -

T
(cos @) w

plus particulierement, dans le cas ou « est égale & 2, nous avons

1

sin(2) (cos @)5 ,
Y = =2V W sin ®.
vcos ® 14

16



Chapitre 1. Les lois stables univariées

Enfin, dans le cas ol v est égale a 1 et 3 égal a 0, nous avons

Y =tan ®,

formule connue, qui permet de simuler une loi de Cauchy.

Remarque 1.4 le cas a = 1 se résout de maniére similaire.

1.5.4 Quelques exemples

Nous avons simulé 5000 réalisation de lois Sa.S pour différentes valeurs de «. la table 1.2
présente les histogrammes faits & partir de ces simulation. Pour le cas a égale & 2, on peut
reconnaitre I’histogrammes de la figure 1.5 d’une loi normale de moyenne 0 et de variance 2.
le tableau suivant représente la moyenne et la variance empirique des 5000 réalisation.

Ces résultats confirment 1’équation sur le calcul des moments. En effet, lorsque « décroit vers
1, la variance explose et lorsque o devient plus petit que 1, c’est la moyenne qui commence

a exploser.

Q 2 1,7 | 1,5 1,2 1 0,9
moyenne | 0,02 | 0,02 | 0,03 0,01 -0,33 27,58
variance | 2,02 | 6,70 | 36,96 | 150,97 | 2071,94 | 3214.206,71

TAB. 1.2 — Moyenne et variance empirique calculées sur 5000 réalisation.

1.6 Statistiques sur les lois symétriques alpha-stables

Dans cette partie, nous allons nous attarder sur les différentes maniéres de tester et d’esti-
mer les parameétres d'une loi symétrique alpha-stable (Sa.S) dont je rappelle la forme de la
fonction caractéristique : px(t) = exp{—olt|*}. Que ce soit pour les problémes de test de
variance ou d’estimation des parameétres, nous supposons pour la suite que nous avons la suite

d’observations (z1, ..., x,) de la V.A.R. X définie juste avant par sa fonction caractéristique.

17



Chapitre 1. Les lois stables univariées

1.6.1 Tests sur la variance

Nous allons voir deux facons de tester si on est en présence d’une loi & variance infinie ou non
(ces deux tests graphiques sont aussi valables pour n’importe quelle loi stable, symétrique ou
non).

a) Test graphique 1

Ce premier test est trés simple et se décompose en 2 étapes :

3=

n

n
: . N2 -
- calculer la variance empirique S2 = £ 3 (2; — 7)” (o1 Z =
i=1 %

3 x;) pour différentes valeurs
de n, -

- tracer le graphique (n, S?).

Intuitivement, lorsque n augmente et lorsque la variance est finie, le tracé doit converger.

Au contraire, si on est en présence d’une loi a variance infinie, le tracé diverge.

b) Test graphique 2
dlog P (| X| > t)

Ce deuxiéme test est basé sur le fait que tlirgotaP (|X] >t) = oC(a). Donc en +o0, dlog!
est équivalent & a. La aussi, 2 étapes sont nécessaires :

- fixer t et calculer la quantité g(t) = log (% i 1|Xi|>t) :

- tracer le graphique (logt, g(t)) et voir si la 1;;111’56 devient finie & partir d’une certaine valeur
de t.

c) Quelques exemples

Pour cela, nous avons repris les simulations de la section précédente. Les graphiques de
la figure (1.6) représentent le test graphique 1. Ceux de la figure (1.7)représentent le test
graphique 2. On peut remarquer que seul le cas égal a 2 fait converger la variance. Pour tous

les

autres cas, il y a divergence.
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his1 his2
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Fic. 1.5 — Histogrammes normalisés de lois SaS pour différentes valeurs de « calculés sur
5000 réalisations.
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F1G. 1.6 — Test graphique 1 : variance empirique calculée pas & pas sur I’échantillon de 5000
réalisations d’une loiSa.S pour différentes valeurs de .
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1|

(a) =2 (b) a=1,7
(c)a=15 (d) o =12
I:E} =1 [f‘l a=109

Fic. 1.7 — Test graphique 2 calculé sur I’échantillon de 5000 réalisations d’une loi Sa.S pour
différentes valeurs de .
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Chapitre 2

Estimation des paramétres des loi

a~-stable

Une loi a-stable est caractérisée par quatre paramétres d’otl on peut les estimer, mais le vrai
inconvénient dans cette estimation est ’absence d’une forme explicite de la fonction de densité
(pdf). Cependant, un grand nombre des procédures numériques ont été proposé par plusieurs
approches (Maximum de vraisemblance, régression utilisant la fonction caractéristique, la

méthode des quantiles (McCulloch) et la méthode des moments), pour

2.1 Meéthodes fondées sur les quantiles

Les méthodes présentées dans cette section utilisent les quantiles afin d’estimer les parameétres

d’une distribution a-stable.

2.1.1 Meéthode de fama-Roll

Fama et Roll [2]ont devloppé une méthode permettant d’estimer les parameétres les distri-
bution a-stable a partir d’échantillons. Cependant, il existe plusieurs contraintes puisque les
distributions doivent étre symétriques et a € |1,2].La méthode développée s’appuie sur les
quantiles des échantillons empiriques. Le f-quantile de la variable aléatoire X est calculé par

P(X <z)=>f.
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Chapitre 2. Estimation des parameétres des loi a-stable

Dans un premier temps, on estime la quantité o :

Zo.72 — T0.28

1.654

o=

pour des valeurs de fractiles f élevés (0,95;0,96 ou 0,97), Fama et Roll proposent de calculer

la quantité :
. Ty —Ti—f
T T

Zr correspond & un estimateur du fractile f d’une distribution a-stable symétrique réduite.

2.1.2 Meéthode de McCulloch

McCulloch [7] a proposé un algorithme dérivé de 'estimateur de Fama-Roll. Il a I'avantage
de travailler dans le cas non -symétrique mais présente la contrainte a € [0.6,2] . McCulloch
définit :

Z0.95 — 20.05 To.95 + To.05 — 205
Vg = ———— et vg =

Zo.75 — T0.25 Zo.95 — 20.05

On peu pose

Vo = @1(0576) et Vg = @2(0575)
A partir de ces valeurs, il est possible d’estimer « et 8 par :

~

& = ¢1 (0, 05) €t B = ba(Da, 05)

En effet, pour chaque 5, McCulloch a remarqué que la fonction v, est une fonction strictement
décroissante de a; ce qui permet une estimation de a. De méme, pour chaque «, la fonction
vgest une fonction strictement décroissante de 3 ; ce qui permet d’estimer S3.

Ensuite, on définit la foction v, par :

_ Zo.r5 — X0.25

; =
g
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Chapitre 2. Estimation des parameétres des loi a-stable

Il est posible de connaitre les variation de v, en fonction de ys(a, ). On obtient alors :

Zo.75 — L0.25

002903(@76);(7: @3(@75)

Pour paramétre de localisation ;¢ McCulloch est définie v,, comme

H— Tos

ou

on pose v, = @4, B).

L’estimateur de 7 est donné par :

A

= Zo5 + 6pa(&, B)
L’estimateur de parameétre p est donné par :

N — B& tan (%) pour o # 1,

~

Ui pour o = 1.

=
I

comme 7, est estimateur de z, est un estimateur consistant de z,, et que les fonction ; sont

continues alors les estimateur des parametre sont consistant.

2.2 Meéthodes fondées sur la fonction caractéristique

Pour déterminer les parameétre de la loi a-stable, d’autres méthodes sont fondées sur 'util-

sation de la fonction caractéristique empirique :
1 n
p(1) = = > exp(jtn)
i=1
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Chapitre 2. Estimation des parameétres des loi a-stable

La loi des grands nombres permet de dire que la fonction caractéristique empirique ¢(t) est
un estimateur cohérent de ¢. Ces méthodes s’appuient sur des transformations de la fonction

caractéristique.

2.2.1 Méthode de Press (moment)

Press [11,12] propose une estimation fondée sur des transformations de la fonction caracté-

ristique. Cette méthode est simple & mettre en oeuvre. Pour tout « :

o(t)| = exp(—o®[t]*)

En passant au logarithme décimal pour t; # t5 :

log |4(t1)]
4 = B logle(ta)l

log

t1
to

et pour o # 1

log 4 — 108 |11 108(~ log |5(t1)]) — log|ts| log(~ log [4(t2)))

log | &

[2)

En définissant u(t) = S(log ¢(t)), il est possible de déterminer 5 et p :

u(t) = pt + 0°|t|*Bsign(t) tan(%”)

En choisissant deux valeurs t3 # t4, on obtient 2 équations :

u(ty)
12

—u+ 5 [o—ama*l tan(%)] (2.1)

n

> sin(tz;)

tan G(t) = S—— (2.2)

zn: cos(tx;)

=1
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Chapitre 2. Estimation des parameétres des loi a-stable

A partir des équations (2.1) et (2.2), on résout un systéme linéaire a deux équations :

B _ ty t3 _
([ta]®=t = [ts|*1) 4% tan(5F)

et
|ty 071 8D |y |a-18le)

t3 ta
T

=

Dans le cas o a = 1, on obtient :

L logla()
[t1]
a(ts) _ a(ta)
A _t3 ty
b %6log|i—§
- log [ty || — log || )
a log | %]

Weron [14] souléve le probléme du choix des valeurs ¢y, t5, t3 et t4. Par exemple, Koutrouvelis
[4] propose de travailler avec t; = 0.2,t = 0.8, t3 = 0.1 et t4 = 0.4. Cependant, Weron
remarque que la méthode de Press [11,12] est efficace dans le cas d’une distribution a-stable

symétrique (5 = 0 et = 0) avec o proche de 1 avec t; = 0.2 et t5 = 0.8.

2.2.2 Méthode de régression

Koutrouvelis (1980)[4] propose une méthode de type régrission qui estime les parameétres de

loi stable & partir de la fonction caractéristique , on peut en déduire ensemble d’équations

|ox ()] = exp(—20°[t|%).

In(—In|ex(®)*) = n(20%) + aln|t|.
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pour « # 1 les parties réelles et imaginaires de ¢y (t) sont données par :
, T
Re px(t) = exp(—|ot|*) cos [ut + |ot|*Bsign(t) tan 7} :

Im @y (t) = exp(—|ot|”) sin [,ut + |ot|“Bsign(t) tan ?] 7

D’apres les deux derniéres équations, on peut déduit sans considération sur la valeur princi-

pale de la fonction arctan.

Im @ x ()

arctan
(Re ox(t)

) = ut + fo” tan ?sign(tﬂﬂa

Dans le cas symétrique, il y a seulement deux paramétres a fixer a et o.

Posons

y = In(—Inlex(t)]*),
w = In|t|,
A =1n(20%).

Ainsi, estimer « et o revient & estimer les parameétres o et A du modeéle
w=Ataw,+e k=12 ., K.

ou A = In(20%), wy, = In |ty].
ye=Ataw,+e k=12 ., K.

ol € est un terme d’erreur.
Si on pose
gk = In(—1In |px (1))
2
+

2
) 1| [& n
ou [gx(te)* = 2 [Z cos(trx;) Zsm(thi)] :
i=1 i=1
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on peut proposer alors comme modéle, modéle linéaire suivant :
Y=\A+ow+e

1. D’apreés la définition, on sait que la partie imaginaire de la fonction caractéristique est

nulle. On peut estimer la fonction caractéristique sans la partie sinus. On a alors :

1 n
D t - — t i
Ox (tr) n ;:1 cos(tre;)

2. Le choix des t;, ainsi que le choix de K par rapport a n, se fait suivant la méthode décrite

par Koutrouvelis (1980), c’est-a-dire

7k

kell; K|, t, = —
VE[, ]7k 25

et le constante K est choisi suivant le tableau (2.1) ci dessous.

n\e | 19| 1.7]15/13]11]09|0.7 05| 0.3
200 | 9 |10 | 11 | 22 | 24 | 28 | 30 | 86 | 134
800 | 9 | 10| 11 | 16 | 18 | 22 | 24 | 68 | 124
1600 | 10 | 10 | 11 | 14 | 15 | 18 | 20 | 56 | 118

TAB. 2.1 — Valeurs optimales de K en fonction de n et de alpha

a) Estimation du paramétre «

Par régression linéaire, on obtient

K R K K R
K> wele — Y we Y Uk
k=1 k=1 k=1

o =

G- (E)

k=1 k=1
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K
Si on prend Y wy = 0, 'estimation précédente est égale a
k=1

K A
Z WrYk
~ k=1
o =

K
> wy
k=1

b) Estimation du paramétre o

De méme, par régression linéaire, on obtient

M=
S
TN
M=
Nal
El
|
M=
S
Enl
M=
S
El
Nal
Eal

e k=1 k=1
K K 2
K3 wp — <Z ’wk)
k=1 k=1
K
On peut prendre > wy = 0, Pestimation devient alors
k=1

Ce qui entraine que

2.3 Meéthode par moindres carrés

L’estimation & partir de la méthode des moindres carrés (Least Squares Estimation en anglais

noté LSE) est un algorithme d’optimisation permettant d’approcher des données expérimen-

tales, déterminées par les points (x1,%1), ..., (Tn,ys) & partir d’'un modele donné f. Cette

méthode a été élaborée indépendamment par Gauss et Legendre. Le but est de minimiser la

fonction de cott :

. _ . Ja 2
min £(x) = min ||F(2)|
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avec
[z, @) =
F(x) =
f(@,an) = yn
On parle de régression linéaire lorsque la fonction utilisée est affine. Dans le cas de modéles
non-linéaires, les algorithmes tels que la méthode a région de confiance [1] ou la méthode de

Levenberg-Marquardt|[5], [6]|permettent d’estimer les valeurs des paramétres.

2.4 Meéthode du maximun de vraisemblance

La méthode du maximum de vraisemblance, pour ses bonnes propriétés asymptotiques, est
toujours une méthode a considérer. Dans notre probléme, I'implantation de cette méthode
a plusieurs incinvénients. La difficulté principale est dans le calcul de la vraisemblance, qui
doit se faire de fagon approchée, avec des méthodes numériques. Ceci implique que le cotit

calcul est significatif, sans compter I'erreur d’approximation induite par la formule intégrale.

2.5 Comparaison entre les différents estimateurs

Dans cette partie, nous proposons de comparer les différents estimateurs au travers de cas :
— une densité de probabilité unimodale.

nous comparons les performances des estimateurs suivants :

— la méthode des quantiles de McCulloch [7] (Quantile).

— la méthode de la fonction caractéristique de Koutrouvelis [4] (Moment).

— la méthode par maximum de vraisemblance (MLE).

— la méthode des moindres carrés (LSE).

En effet, les autres méthodes sont soient trés cotiteuses en temps de calcul, ou ont des
contraintes de calculs trop fortes (par exemple la méthode de Fama et Roll ne doit pas
étre utilisée pour @ < 1, la méthode de Press donne un écart-type élevé pour des valeurs

de o n’étant pas égal a 1). Les performances des estimateurs sont évaluées en comparant les
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temps de calcul moyens ainsi que la somme des résidus moyens. Nous donnons notamment
un intervalle de confiance ou la borne inférieure correspond au premier quartile et la borne
supérieure au troisiéme quartile. Les temps de calcul des algorithmes proprement dits ont
été déterminés sous Matlab, avec un processeur Intel Xeon a 3,47GH z, sans optimisation

particuliere. Les temps de calcul sont donnés en unité C'PU.
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F1a. 2.1 — Performances des estimateurs (temps de calcul, somme des résidus, paramétres de
la loi stable) en fonction du parameétre o dans le cas d’une densité de probabilité unimodale
Sa(1,1,0).

donnée dans la figure 2.1

Dans un premier temps, nous faisons varier I'exposant caractéristique o = [0,8 1,2 1,4 1,6
1,8 2|, et en fixant le parametre d’asymétrie 5 = 1, le parameétre de dispersion o = 1 et
le paramétre de position g = 0. A paramétre fixé, nous générons une distribution a-stable
composée de n = 1000 échantillons en estimant chaque parameétre. La procédure d’estimation
est répétée 15 fois sur des échantillons indépendants et de méme loi. Nous observons sur la
Figure 2.1 que le maximum de vraisemblance a le temps de calcul moyen le plus élevé avec
une grande dispersion. La méthode de Koutrouvelis et des quantiles ont sensiblement le
méme temps de calcul qui est de 'ordre de la milliseconde avec une faible dispersion, tandis
que la méthode des moindres carrés donne un temps de calcul de 'ordre de la seconde avec

une faible dispersion. En termes de minimisation de la somme des résidus, on remarque
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que les estimateurs ont le méme comportement. On note aussi que la somme des résidus
augmente lorsque v > 1,6. En termes d’estimation des parameétres, on remarque que les
quatre méthodes

donnent des résultats satisfaisants pour le parameétre .. Pour les autres parameétres, les valeurs
exactes ne sont pas forcément vérifiées mais les ordres de grandeurs sont respectés. En réalité,
une distribution a-stable est caractérisée par quatre parameétres lui permettant d’avoir plus
de souplesse en termes d’estimation, en ce sens qu’il y a plus de degrés de liberté pour

I’estimation des parameétres.
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F1G. 2.2 — Performances des estimateurs (temps de calcul, somme des résidus, parameétres de
la loi stable) en fonction du parameétre S dans le cas d’une densité de probabilité unimodale

donnée dans la figure 2.2

Dans un second temps, nous varions le parameétre d’asymétrie f = [—-1 —0,5 0 0,5 1] et nous
fixons ’exposant caractéristique oo = 1, 4, le paramétre de dispersion o = 1 et le paramétre de
position pu = 0. La Figure 2.2 permet d’observer les performances des différents estimateurs
en faisant varier le parametre . Nous remarquons que le maximum de vraisemblance est
plus cotteux en temps de calcul mais reste raisonnable (environ 3 minutes). En terme de
minimisation de la somme des résidus, la méthode des moindres carrés est la plus perfor-

mante. Les estimateurs permettent d’offrir une estimation exacte du parameétre d’asymétrie
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(. Cependant, les autres parametres sont plus ou moins bien estimés.
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F1G. 2.3 — Performances des estimateurs (temps de calcul, somme des résidus, paramétres de
la loi stable) en fonction du parameétre o dans le cas d’une densité de probabilité unimodale
5174(1, g, O)

donnée dans la figure 2.3

Ensuite, le parametre de dispersion est étudié en le faisant varier pour des valeurs o = [0,5
1 5let en fixant exposant caractéristique a = 1,4, le parameétre d’asymétrie § = 1 et le
parameétre de position p = 0. Comme dans les cas précédents, le maximum de vraisemblance
est le moins performant en terme de temps de calcul tandis que la méthode des moindres
carrés est la plus performante en terme de minimisation de la somme des résidus (Figure 2.3).
Pour les quatre méthodes, le paramétre de location o semble étre bien estimé tandis que les

ordres de grandeur des autres parameétres sont respectés.
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Chapitre 2. Estimation des parameétres des loi a-stable
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F1G. 2.4 — Performances des estimateurs (temps de calcul, somme des résidus, parameétres de
la loi stable) en fonction du parameétre p dans le cas d’une densité de probabilité unimodale

51,4(17 17 :u)

donnée dans la figure 2.4

Enfin, le parameétre de position est modifié sur une plage de valeurs 0 = [—5 0 5] tandis
que nous fixons 'exposant caractéristique o = 1.4, le paramétre d’asymétrie 5 = 1 et le
parametre de dispersion o = 1. La performance du maximum de vraisemblance est faible
en terme de temps de calcul tandis que la méthode des moindres carrés offre la meilleure

performance pour la minimisation de la somme des résidus (Figure 2.4).
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons présenté une classe particuliére de distributions statistiques :
les distribution a-stables dans le cas univarié. Dans une premiére partie nous du premier
chapitre , nous avons présenté les différentes définition de loi stable de quatre maniére équi-
valentes nous donnons l'interprétation pratique de chaque parameétre de cette distribution
et ses diverses propriétés de ces lois (densité, Propriétés arithmétiques, stabilité, calcul des
moments, simulation). Ensuite qui dit que Toutes les lois stables non-gaussiennes ont une
variance infinie ou et L’existence d’une variance finie pour la loi normale est simplement
liée a une plus grande décroissance de queue par rapport aux autres lois stables. Dans un
deuxiéme chapitre nous présentons ensuite les différentes approches classiques pour estimer
les parameétres caractérisant les lois stables, Il existe quatre grandes familles d’estimateurs
permettant d’estimer une variable aléatoire a-stable unimodale : la méthode des quantiles, la
méthodes utilisant la fonction caractéristique, le maximum de vraisemblance et la méthode
des moindres carrés. La méthode par maximum de vraisemblance est tres peu utilisée car elle
est cotiteuse en temps de calcul. La méthode utilisant la fonction caractéristique proposée
par Koutrouvelis semble étre un meilleur algorithme lorsque ’on prend en compte le temps
de calcul et la qualité de ’estimation que celui de la méthode des quantiles proposée par Mc-
Culloch. Curieusement, nous n’avons pas retrouvé de méthodes utilisant les moindres carrés
dans la littérature. Cette méthode a été programmée et nous constatons qu’elle permet de

bien minimiser I'erreur quadratique lorsqu’on la compare aux autres méthodes.
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Annexe A : Logiciel R

R est un systéeme, communément appelé langage et logiciel, qui permet de réaliser des ana-
lyses statistiques. Plus particuliérement, il comporte des moyens qui rendent possible la ma-
nipulation des données, les calculs et les représentations graphiques. R a aussi la possibilité
d’exécuter des programmes stockés dans des fichiers textes et comporte un grand nombre
de procédures statistiques appelées paquets. Ces derniers permettent de traiter assez rapide-
ment des sujets aussi variés que les modeles linéaires (simples et généralisés), la régression
(linéaire et non linéaire), les séries chronologiques, les tests paramétriques et non paramé-
triques classiques, les différentes méthodes d’analyse des données,... Plusieurs paquets, tels
ade4, FactoMineR, MASS, multivariate, scatterplot3d et rgl entre autres sont destinés a

I’analyse des données statistiques multidimensionnelles.

F1Gg. 2.5 — titre

Il a été initialement créé, en 1996, par Robert Gentleman et Ross Ihaka du département

de statistique de I’Université d’Auckland en Nouvelle Zélande. Depuis 1997, il s’est formé
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Annexe A : Logiciel R

une équipe "R Core Team" qui développe R. Il est congu pour pouvoir étre utilisé avec les

systemes d’exploitation Uniz, Linux, Windows et MacOS.

Un élément clé dans la mission de développement de R est le Comprehensive R Archive
Network (CRAN) qui est un ensemble de sites qui fournit tout ce qui est nécessaire a la
distribution de R, ses extensions, sa documentation, ses fichiers sources et ses fichiers binaires.
Le site maitre du CRAN est situé en Autriche & Vienne, on peut y accéder par 'URL :
"hitp ://cran.r-project.org/". Les autres sites du CRAN, appelés sites miroirs, sont répandus

partout dans le monde.

R est un logiciel libre distribué sous les termes de la "GNU Public Licence". 1l fait partie
intégrante du projet GNU et possede un site officiel a Padresse "http ://www.R-project.org”.
Il est souvent présenté comme un clone de S qui est un langage de haut niveau développé
par les ATET Bell Laboratories et plus particulierement par Rick Becker, John Chambers et
Allan Wilks. S est utilisable a travers le logiciel S-Plus qui est commercialisé par la société
Insightful (http : //www.splus.com/).

A.1-Programme pour déssiner les Courbes de la densité.

(Meéme chose pour les autresparameétres, chaque fois on change la valeur d’un seul parameétre)
n<-5000

x1<-c(1,n)

x2<-c(1,n)

x3<-¢(1,n)

beta<-0

sigma<-1

mu<

alpha<-2

y<-c(1 :n)

for(iin 1 )

{v<-runif(1,-pi/2,pi/2)

w<-rexp(1)
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Annexe A : Logiciel R

c<-(1/alpha)*atan(beta*tan(pi*alpha/2))
d<-(14((beta)~2)*(tan(pi*alpha/2))~2)~(1/(2*alpha))
2<-(cos(v-alpha* (v-+c)) /w) " ((1-alpha) /alpha)
x1[i]<-d*sin(alpha*(v+c))/((cos(v)) ~(1/alpha))*z}
x1<-sigma™*x1+mu

sl<-sd(x1)

stabl<-density(x1)

alpha<-1.6

y<-¢(1 m)

for(i in 1 )

{v<-runif(1,-pi/2,pi/2)

w<-rexp(1)

c<-(1/alpha)*atan(beta*tan(pi*alpha/2))
d<-(1+((beta)~2)*(tan(pi*alpha/2))~2)~(1/(2*alpha))
z<-(cos(v-alpha*(v+c))/w) " ((1-alpha)/alpha)
x2[i]<-d*sin(alpha*(v+c))/((cos(v)) ~(1/alpha))*z}
x2<-sigma*x2+mu

s2<-sd(x2)

stab2<-density(x2)

alpha<-1.4

y<-c(1 n)

for(iin 1 :n)

{v<-runif(1,-pi/2,pi/2)

w<-rexp(1)

c<-(1/alpha)*atan(beta*tan(pi*alpha/2))
d<-(14((beta)~2)*(tan(pi*alpha/2))~2)~(1/(2*alpha))
z<-(cos(v-alpha*(v+c))/w) " ((1-alpha)/alpha)
x3[i]<-d*sin(alpha*(v+c))/((cos(v)) ~(1/alpha))*z}
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Annexe A : Logiciel R

x3<-sigma*x3-+mu

s3<-sd(x3)

stab3<-density(x3)

plot(density (rnorm(n),bw=300),lty=3,xlim=c(-5,5),ylim=c(0,0.5),main="",xlab="x",ylab="Density")
lines(stabl,col=3)

lines(stab2,col=4)

lines(stab3,col=2)
legend(3,0.3,c("alpha=1.4","alpha=1.6","alpha=2"),col=c(2,4,3),lty=c(1,5),cex=0.6)
A.2-Programme pour déssiner les Histogrammes normalisés de lois SaS pour
différentes valeurs de a calculés.

par(mfrow=c(2,2))

n<-1000

alpha<-0.9

y<-c(1,n)

for(i in 1 :)

{v<-runif(1,-pi/2,pi/2)

w<-rexp(1)

c<-(1/alpha)*atan(beta*tan(pi*alpha/2))
d<-((1+(beta)~2)*(tan(pi*alpha/2))~2)~(1/(2*alpha))
z<-(cos(v-alpha*(v+c))/w) " ((1-alpha)/alpha)
x1[i]<-d*sin(alpha*(v+c))/((cos(v)) ~(1/alpha))*z}
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x<-sigma*x1+mu

y<-density(x)

alpha<-1.2

y<-c(1n)

for(iin 1 )

{v<-runif(1,-pi/2,pi/2)

w<-rexp(1)
c<-(1/alpha)*atan(beta*tan(pi*alpha/2))
d<-((1+(beta)~2)*(tan(pi*alpha/2))~2)~(1/(2*alpha))
z<-(cos(v-alpha™(v+c))/w) " ((1-alpha)/alpha)
y1[i]<-d*sin(alpha™(v+c))/((cos(v)) "~ (1/alpha))*z}
x<-sigma*yl+mu

y<-density(x)

alpha<-1.7

y<-c(1n)

for(iin 1 :n)

{v<-runif(1,-pi/2,pi/2)

w<-rexp(1)
c<-(1/alpha)*atan(beta*tan(pi*alpha/2))
d<-((1+(beta)~2)*(tan(pi*alpha/2))~2)~(1/(2*alpha))
z<-(cos(v-alpha*(v+c))/w) " ((1-alpha)/alpha)
zl[i]<-d*sin(alpha™(v+c))/((cos(v)) " (1/alpha))*z}
x<-sigma*z1+mu

y<-density(x)

alpha<-2

y<-c(1n)

for(iin 1 )

{v<-runif(1,-pi/2,pi/2)
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w<-rexp(1)

c<-(1/alpha)*atan(beta*tan(pi*alpha/2))

d<-((1+(beta)~2)*(tan(pi*alpha/2))~2)~(1/(2*alpha))

z<-(cos(v-alpha*(v+c))/w) " ((1-alpha)/alpha)
t1[i]<-d*sin(alpha*(v+c))/((cos(v))~(1/alpha))*z}

x<-sigma*t14+mu
y<-density(x)
hist

hist

hist

,probability=T,xlab="pour alpha=0.9",ylab=

(x

(x,probability=T,xlab="pour alpha=1.2" ylab=
hist(x,probability=T,xlab="pour alpha=1.7",ylab=

(x

,probability=T ,xlab="pour alpha=2",ylab=

" " col="orange" ,nclass=30,main="his1" ,lwd=2,lty

" " col="orange" ,nclass=30,main="his2" lwd=2,lty

" " col="orange" ,nclass=30,main="his3" lwd=2,lty

" " col="orange" ,nclass=30,main="his4" lwd=2,1ty=

43



Annexe B : Abréviations et Notations

Symbole  Signification
exp exponentiel

fonction de répartition

F, fonction de répartition empirique

R Partie imaginaire

ie. en d’autre terme

Rt ensemble réel positif

R ensemble réel

var X variance de X

< égale en distribution

iid indépendantes identiquement distribuées

v.a. variable aléatoire

v.a.r variable aléatoire réel

E[X] espérance mathématique ou moyenne du v.a. X.
“ f(x) v~ g(x); quand © — x :f(x)/g(x) — 1; quand x — x
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Résume :

Les lois stables sont une famille de lois qui présentent un grand intérét dans la
modélisation des problemes dans plusieurs domaines, elles sont utilisées pour
modéliser les rendements des actifs. Ces lois sont caractérisées par quatre
parameétres dont |'estimation est faite selon plusieurs méthodes. Dans ce
mémoire, on étudié les méthodes d’estimation suivant quantiles, moments,
maximum de vraisemblance et de fonction caractéristique, et on Compare
entre les différents estimateurs.

Mots clés : Estimation des parametres, Loi a-stable, Modélisation, simulation.

Abstract :

Stable laws are a family of laws that are of great interest in modeling
problems in several areas, they are used to model asset returns. These laws are
characterized by four parameters, the estimation of which is made according to
several methods. In this thesis, we studied the estimation methods according
to quantiles, moments, maximum likelihood and characteristic function, and
we compare between the different estimators.

Key words : Estimation of parameters, a-stable laws, Modeling, Simulation.
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