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Introduction

La statistique est la science dont 1’objet est de recueillir, de traiter et d’analyser des données

issues de I'observation de phénomeénes aléatoires, c’est-a-dire dans les quels le hasard intervient.

La statistique peut étre divisée en deux composantes majeures : la statistique descriptive et la
statistique inférentielle . La statistique descriptive s’occupe de la collection ainsi que du calcul
des parameétres descriptifs (moyenne, variance, écart-type, ...) et de la présentation des données.
La statistique inférentielle va au-dela des données échantillonnées pour les généraliser&?a une
population entiére, ce qui suppose par conséquent la formulation de prédictions et comme toute
prédiction comporte un certain degré d’incertitude, une décision issue de l'inférence statistique

n’est jamais stre a 100%.

Dans tous les domaines, de 'expérimentation scientifique a la vie quotidienne, on est amené a
prendre des décisions sur une activité risquée au vu de résultats d’expériences ou d’observation de

phénomeénes dans un contexte incertain, par exemple :

Informatique/ au vu des résultats des tests d’un nouveau systéme informatique, on doit décider si

ce systéeme est suffisamment fiable et performant pour étre mis en vente.

Essais thérapeutiques : décider si un nouveau traitement médical est meilleur qu’un ancien au vu

du résultat de son expérimentation sur des malades.

Finance : au vu du marché, décider si on doit ou pas se lancer dans une opération financiére donnée.

Dans chaque cas, le probléme de décision consiste a trancher, au vu d’observations, entre une

hypothése appelée hypothese nulle , et une autre hypothése dite hypothése alternative

En général, on suppose qu’une et une seule de ces deux hypothéses est vraie.



Chapitre 2. Test statistique

Ce mémoire est divisé en trois chapitres :

Dans le premier chapitre, nous nous limitons & un bref rappel sur des notions et définitions de
base sur les parameétres statistique et sur quelques éléments fondamentaux( variable aléatoire et
fonction de repartions et le théoréme central-limite) que nous jugeons utiles pour la suite de notre

travail.

Dans le deuxiéme chapitre nous nous intéressons essentiellement aux tests d’hypothése , nous
exposons l'idée des notions générales des tests et nous étudions deux types de tests : tests de

conformité et tests de d’homogénéité.

Dans le troisieme chapitre, est, quant a lui, consacré a I’application sous logiciel R de quelques

procédures présentées dans les chapitres antérieurs.



Chapitre 1

Généralités sur les parameétres

La base de toute étude statistiques, il y a une population formée d’individus sur lequel on observe
un ou des caractéres. Par exemple pour fixer les idées, on peut penser en terme de population hu-
maine, les individus sont des personnes et les caractéres observés peuvent étre : morphologiques
(taille, poids, couleur des yeux,..), physiologiques (groupe sanguin, taux de cholestérol,..) et psy-

chologiques (réaction & un test, sondage,...).

1.1 Les caractéres statistique

1.1.1 Population

En statistique, on travaille sur des populations. Ce terme vient du fait que la démographie, étude
des populations humaines, a occupé une place centrale aux débuts de la statistique, notamment au
travers des recensements de population. Mais, en statistique, le terme de population s’applique a
tout objet statistique étudié, qu'il s’agisse d’étudiants (d’une université ou d’un pays), de ménages

ou de n’importe quel autre ensemble sur lequel on fait des observations statistiques.
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Définition 1.1.1 On appelle population ’ensemble sur lequel porte notre étude statistique. Cette
ensemble est noté ), par exemple : Ensemble des habitants d’une wville, ensemble des étudiants

d’une école.

1.1.2 Echantillon

De nombreux problémes faisant intervenir le calcul des probabilités se raménent aux problémes de
tirer des échantillons de taille » dans un ensemble de taille n, appelé population, quelle que soit la

nature de ses éléments. Suivant la regle du tirage, cet échantillon est :
e ordonné ou non.
e avec ou sans répétitions (on dit aussi avec ou sans remise).

Deux autres espaces interviennent souvent dans des problémes élémentaires, ’espace des sous-

populations de taille r avec répétitions et I’espace des permutations de n objets.

Remarque 1.1.1 Choisir un élément au hasard, signifie que les divers choix possibles sont équi-
probables donc que l’ensemble ) est muni de la loi de probabilité uniforme. Dans ce cas, tous les

calculs sont simples et se rameénent souvent & des calculs d’analyse combinatoire.

1.1.3 Individu (unité statistique)

Une population est composée d’individus. Les individus qui composent une population statistique

sont appelés unités statistiques.

Définition 1.1.2 On appelle individu tout élément de la population Q, il est noté w (w dans 2).
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1.1.4 Caractére (variable statistique)

La statistique « descriptive », comme son nom l’indique cherche & décrire une population donnée.

Nous nous intéressons au caractéristique des unités qui peuvent prendre différentes valeurs.

Définition 1.1.3 On appelle caractére (ou variable statistique, dé notée v.s) toute application

X:0—C.

L’ensemble C' est dit : ensemble des valeurs du caractére X (c’est ce qui est mesuré ou observé sur

les individus).

Exemple 1.1.1 Tuille, température, nationalité, couleur des yeux, ...

1.1.5 Variable aléatoire réelle

On appelle variable aléatoire réelle (abréviation : v.a.r) toute application de Q dans R.

X:0—-R.

wi— X(w).

e [ un sous-ensemble de R.L’ensemble X !(I) = {w € Q /X (w) € I} ,qui est un sous-ensemble de

Q,est un événement aléatoire : on le note(X € 7).
On dit que la variable aléatoire X est :
e discréete finie si 'ensemble X (2) est fini, discréte infinie si 'ensemble X (2) est infini dénombrable.

e continue si ’ensemble X (2) est un intervalle de R non réduit & un point(ou une réunion d’inter-

valles de R).
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1.1.6 Fonction de répartion

Soit X une variable aléatoire réelle, on appelle fonction de répartion de X, que 'on note F'(ou F,),

la fonction définie par :

qui est croissante monotone et telle que lim F(x) =0et lim F(z)=1.

T——00 T—-+00

e Si la variable aléatoire X absolument continue la dérivée de F' notée f est appelée densité de
+oo
probabilité de la variable aléatoire X.La fonction f ,définie sur tout R,vérifie : [ f(z)dx = 1.Et

—00

ona la relation fondamentale suivante :

Ve e R, F(zx) = /f(t)dt.

1.1.7 Le théoréme central-limite

[’étude de sommes de variables indépendantes et de méme loi joue un role capital en statistique.Le
théoréme suivant connu sous le nom de théoréme central-limite (il vaudrait mieux dire théoréme de

la limite centrée) établit la convergence vers la loi de Gauss sous des hypothéses peu contraignantes.

Théoréme 1.1.1 Soit (X,,) une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi d’espé-

rance i et d’écart-type 6.Alors :

n

2 ovn Vh

) ~ N(0; 1).

o
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1.1.8 Les différents types de caractéres

Un caractere peut étre qualitatif ou quantitatif. Les méthodes d’analyse d’une population différente

suivant la nature du caractére étudié.

a) caractére qualitatif

Définition 1.1.4 Un caractére qualitatif est un caractére dont les modalités échappent a la mesure.

b) caractére quantitatif

Définition 1.1.5 Un caractére est qualifié de quantitatif lorsqu’il est mesurable ou repérable.

Remarque 1.1.2 Quand il est quantitatif, un caractére peut étre :
e discret, quand il prend un nombre fini de valeurs.

e continu, quand il prend toute valeur comprise entre deux nombres donnés.

1.1.9 Modalités

Les modalités d’une variable statistique sont les différentes valeurs que peut prendre celle-ci par

exemple le variable est " situation familiale" et modalités sont " célibataire, marié, divorcé "

1.1.10 Les effectifs et les fréquences
Les effectifs

L’effectif total est le nombre d’individus appartenant a la population.

Définition 1.1.6 L’effectif d’une modalité x; d’un caractére X est le nombre d’individus présen-
tant cette modalité On compte ainsi le nombre de fois que cette modalité du caractére apparait
dans la population étudiée. L’effectif total est noté N. L’effectif correspondant a la modalité x; du

caractére X est noté n; Ona donc :

k
1=1
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Les fréquences

Définition 1.1.7 La fréquence d’une modalité x; d’une caractére X est la proportion d’undividus

de la population totale qui présentent cette modalité. On la note généralement f;.Elle est égale a :

ni

1.2 Parameétres de position(les valeurs centrales)

Il existe trois valeurs centrales : le mode, la moyenne arithmétique et la médiane.

1.2.1 Le mode

Valeur la plus fréquente pour une distribution discréte,classe correspondant au pic de ’histogramme

pour une variable continue sa détermination est malisée et dépend du découpage en classes.

1.2.2 La moyenne arithmétique

Pour calculer la moyenne arithmétique, deux cas sont & distinguer selon la facon dont les donnée

sont été recueillies.

e Cas 1 : n données non réparties en classes :

Exemple 1.2.1 Les nombres d’enfants de 6 familles sont les suivants : 0, 1, 2, 2, 3,4.

0+1+2+2+3+4
- -

2.

La moyenne est : X =

e Cas 2 : n données réparties en k classes, z; la valeur de la iéme modalité et n; I'effectif corres-

pondant a cette modalité et en utilisant la fréquence f; :

. 1 k k
i=1 i=1

8



Chapitre 2. Test statistique

Exemple 1.2.2 On considére le tableau :

n 111211

TAB. 1.1 — Les valeurs distinctes et les effectifs

0x1+1x1+2x2+3x1+4x1_2
5 —

X =

1.2.3 La médiane

La médiane est la valeur que partage la lise des observations, parélabelement classées en ordre
croissant en deux sous-listes qui contiennent le meme nombre d’observations. Soit /N est le nombre

d’observations classés alors, la médiane notée X vaut :

e Si N est impair, la médiane est :

e Si N est pair, la médiane est :

1.3 Parameétres dispersion

Les indicateurs statistiques de dispersion sont : I’étendue, la variance, I’écart type, les quartiles et

I’écart interquartile.

1.3.1 L’étendue

La différence entre la plus grande valeur et la plus petite valeur du caractére, donnée par la
quantité :

€ = Tmax — Tmin
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1.3.2 La variance

Soit une série de valeurs d’une variable X : {xy, zs, ..., 7} .Soit les effectifs associés {ny, na, ..., nx },la

variance de cette série s’écrit :
&
1- 0% = 23 n,;(z; — 7)%.Si Veffectif considéré est celui d’une population.

k
2- 0% = LS ny(x; — 7)2.Si leffectif considéré est celui d’un échantillon.
i=1

1.3.3 L’écart-type

L’écart type est égal a la racine carrée de la varince :

k
1
— | = (e — )2
o niglm(xZ T)

1.3.4 Les quartiles

Pour une comparaison différente, on peut déterminer les quartiles.

Définition 1.3.1 Les quartiles d’une série statistique sont les trois valeurs Q1,02 et QQ3.Du ca-

ractére qui partagent la population en quatre parties de méme effectif :

e Premier quartile QQ; :est la plus petite valeur du caractere telle qu’au moins 25% des données lui

sont inférieures ou égales.
e Deuxieme quartile Qo : C’est la médiane.

e Troisieme quartile Q3 : est la plus petite valeur du caractére telle qu’au moins 75% des données

lui sont inférieures ou égales.

1.3.5 L’écart interquartile

C’est la différence entre le troisiéme et le premier quartile

Ecart interquartile = QY35 — Q1.

10
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Test statistique

2.1 Introduction

Les tests d’hypotheses font appel & un certain nombre d’hypothéses concernant la nature de la

population dont provient I’échantillon étudié (normalité de la variable, égalité des variances, etc).
En fonction de I’hypotheése testée, plusieurs types de tests peuvent étre réalisés :

e Les tests destinés a vérifier si un échantillon peut étre considéré comme extrait d’une population
donnée, vis-a-vis d’'un parametre comme la moyenne ou la fréquence observée (tests de conformité)
ou par rapport a sa distribution observée (tests d’ajustement). Dans ce cas la loi théorique du

parameétre est connue au niveau de la population.

e Les tests destinés a comparer plusieurs populations & I’aide d’un nombre équivalent d’échantillons
(tests d’égalité ou d’homogénéité) sont les plus couramment utilisés. Dans ce cas la loi théorique

du parametre est inconnue au niveau des populations.

11
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2.2 Notions générales

2.2.1 Hypothése

Un test statistique permet de trancher entre deux hypothéses :

1- Hypothése nulle notée Hy : c’est I’hypothése a tester.

2- Hypothése alternative notée H; : hypothése contraire.

2.2.2 Différentes formes d’hypothéses

Dans le cas d'un test paramétrique, Il existe deux sorte d’hypothéses : hypothése simple et hypo-

theése multiple (composite).
e Une hypothese simple est du type H : “ 0 = 6y, ot fyest une valeur isolée du parametre.fy, € ©
(O est un ensemble de touts les valeure de 0).

e Une hypothése composite est du type H : § € I, ott I est une partie de R non réduite a un

élément.

Remarque 2.2.1 On dit que le test est :
e Bilatéral si elle est la forme : “ 6 £ 0y “.
e Unilatéral a gauche si elle est la forme : “60 < 6, “

o Unilatéral a droite si elle est la forme : “6 > 6 “.

12
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Test unilatéral & gauche

Rjel = i Arceano

Test bilabéral

Test unilatéral & drode

Arcepiles

Rept =

FiG. 2.1 — Les trois tests :" Unilatéral a gauche,Bélatéral, Unilatéral & droit "

2.2.3 Types d’erreurs

Lorsqu’on effectue un test statistique quatre situations sont possibles :

1) Accepter Hy alors qu’elle est vraie.
2) Rejeter Hy alors qu’elle est fausse.
3) Accepter Hy alors qu'elle est fausse.

4) Rejeter Hy alors qu'elle est vraie.

On distingue deux types de erreurs :

e Erreur de premiere espéce : on rejeter Hy alors qu’elle est vraie.

e Erreur de deuxiéme espéce : on accepter Hy alors qu’elle est fausse.

13
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2.2.4 Risques de premiére et deuxiéme espéce

Définition 2.2.1 On appelle risque d’erreur de premiére espéce, notée “a“la probabilité de rejeter

Hy et d’accepter Hy alors que Hy est vraie,telle que :

a = P(rejeterHy| Hovraie) = P(H|Hp).

Définition 2.2.2 On appelle risque d’erreur de deuxiéme espéce ,notée “5 “la probabilité de rejeter

Hiet d’accepter Hy ,alors que Hy est vraie, telle que :

p = P(accepterHy|Hofausse) = P(Hy|Hy).

En résumé, nous avons le tableau suivant :

vérité
décision Ho H
Ho 11—« 5
H1 « 1-— ﬁ

TAB. 2.1 — Les Risques associés a un test

Définition 2.2.3 1 — «a et 1 — [ sont les bornes decision telle que :
o l—a= P(E’H@) = P(H@’H@)

Remarque 2.2.2 Dans la pratique des tests statistiques on fixe o :

a € {0.05,0.01,0.1} .

14
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2.2.5 Reégion critique et région d’acceptation

Définition 2.2.4 La région critique d’un test,est un ensemble des valeurs (xi1,xs,...,x,) de la

variable de décision, qui conduisent a écarter Hy au profit de Hy, et la note :

W = {(z1, 22, ...,x,) € R"/Hy est rejetée} .

Elle est défini par :

La région complémentaire est appelé région d’acceptation,est on la note W.

Elle est défini par :
1 —a=PW|H,).

Définition 2.2.5 Pour un test d’hypothése nulle multiple ,on appelle niveau du test (ou seuil du
test) o si :
a = sup«a(f).

UASICH)

2.2.6 La valeur p ou p-value

Pour conclure quant au rejet ou non de I’hypothése nulle, il convient de comparer la réalisation de
la statistique de test & la région critique. Une autre fagon de conclure consiste a utiliser la valeur
p. Nous avons vu, que pour une réalisation donnée de la statistique de test T, (x) , la conclusion du
test peut changer lorsque ’on modifie le niveau de risque. L’idée de la p-value consiste & déterminer

le plus petit niveau pour lequel on peut rejeter I’hypothése nulle.

15
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Il existe une fagon directe de déterminer la p-value .La régle est alors suivante :

Définition 2.2.6 Suivant la nature du test (unilatéral ou bilatéral), la p-value associée a une
réalisation T, (x) est égale a :

Test unilatéral droit : p-value= 1 — Fr, (T,,(x)).

Test unilatéral gauche : p-value = Fr, (T, (x)).

Test bilatéral : p-value = 2 X Fr, (—|T,(x)]).

ou Fr,(.) désigne la fonction de répartition de la statistique de test T, sous l’hypothése nulle Hy.

régle de décision :

p —value < o = rejet de Hy.

p —value > o = ne rejet de Hy.

2.2.7 Puissance d’un test

Définition 2.2.7 On appelle la puissance d ‘un test la quantité “ 1 — [ “qui correspond a la

probabilité de rejeter Hy quand Hyest vraie :

Puissance =1 — § = P(W|Hy).

On peut aussi voir cela sur le graphique suivant :

F1G. 2.2 — La relation entre les deux risques d’erreur
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2.2.8 Fonction de puissance

Définition 2.2.8 On appelle fonction puissance la fonction qui & une valeur 6 du parameétre as-

socie :

Tm:0 — R.

0 — mw(0) = P(rejet Hp).

6 € Ogest le seuil du test: m(0) = a(6).
la valeur de la fonction puissance pour :

0 € Oyest la puissance : 7(0) =1 — [(0).
Exemple 2.2.1 Soit (X3,...X,) un échantillon,de taille n = 9, d’une population normale d’espé-
HO Y g 5.
rance [ et de variance 1. Testons . on consideére la région critique W = {(x1, ..., xz,) €
Hy:p>5.
R"/X > 5+ \/Lg} Pour un niveau o = 0.05, la fonction puissance est définie par : w(u) = P(X >

5+ 1.645(\%)) pour X ~ N(u;1).En posant Z = /9(X — p) ~ N(0;1) on obtient :

m(p) =P(Z > 1.645 — VO(u — 5) = P(Z > vV9(5.55 — 1) = 1 — ®(+/9(5.55 — p)).

Cette valeur croit avec i comme le montre la figure

J—
bl
w_
[
an IZD_.
= y
= /
= - _1
[ =N —
o | /
[ )
] ——/—/_/_/./
=1
T T T T T
4.5 5.0 55 6.0 6.5

F1c. 2.3 — Fonction puissance pour Hy : p < 5.sur une loi N(0;1)

17



Chapitre 2. Test statistique

2.3 Tests de conformité

Le test de conformité consiste a confronter un parametre calculé sur I’échantillon & une valeur
pré-établie. Les plus connus sont certainement les tests portant sur la moyenne, la variance ou sur

les proportions.

2.3.1 Tests sur la moyenne d’une population Normale

2

Cas ou 0° est connu

Soit X = (X1, X5, ..., X,,) un n-échantillon d'une loi gaussienne N (y;0?). Alors la loi exacte de X

est N (u; %).on définit la statistique Z avec :

7 —

D’aprés la théorem central limite la statistique Z suit une loi normale centrée réduite. N (0; 1).

Ho : = po.
Hy o # po.

La regle de Décision : on rejette Hy au risque « si :

a) Pour une hypothéses bilatéral

[N]1)

ou ® est la fonction de répartition de la loi normale centré réduite.
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Donc la zone de rejet est :

o

il

Irejet = | =00, o — Z% —+00

X Doy Ho : = po.
b) Pour une hypothéses unilatéral a droite
Hl T > o
La regle de Décision : on rejette Hy au risque « si :
X —
= a = Zqa-
=

Donc la zone de rejet est :

I B o
rejet = | Mo + Z%%; +00

Exemple 2.3.1 Un contréle anti-dopage a été effectué sur 16 sportifs. On a mesuré la variable X
de moyenne p ,qui est le taux (dans le sang) d’une certaine substance interdite. Voici les données

obtenues :

0.35| 04 1065027044 |0.59|0.73 | 0.23
0241048 1042 ]0.70 | 0.21 | 0.13 | 0.74 | 0.18

TAB. 2.2 — Les donnée de taux (dans le sang) d’une certaine substance interdite.

La variable X est supposée gausienne et de variance o? = 0.04. On veut teste, ’hypothése selon
laquelle le taux moyen dans le sang de la population des sportifs est égal 0.4.

Hy:n= =04.
On testons : 0= Ho avec : o« = 0.05
H1:/L>,M0:0.4.

Sous U’hypothése Hy, on obtient :

X—p 042-04

e 02 4.
Vn V16

Pour un niveau o = 0.05,0n trove : z, = 1.96 alors on rejette Hy car : Z =4 > 1.96 = z,.

Conclusion : le tauxr moyen dans le sang de la population des sportifs est non égal 0.4 au risque

5%.
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. o Ho : = po-
c) Pour une hypothéses unilatéral a gauche
Hy:p < po.
La regle de Décision : on rejette Hy au risque « si :
X —
o a < —Za
ND
Donc la zone de rejet est :
o
Irejet = | 700, o — 2y

vn

Cas ol ¢? est inconnu

—~

n
Dans ce cas la variance o2 est estimée par son estimateur empirique S? = ﬁ
i=1
On définit la statistique T avec :

X —p

Tsz n—1-

=

n—

Donc T suit une loi de Student & (n — 1) degrés de liberté.

Ho : = po.
Hy = p# po.

La regle de Décision : on rejette Hy au risque « si :

a) Pour une hypothéses bilatéral

>
|
=

WV
~

[N]])

o

ou tele quantile d’ordre 1 — § de loi T, telle que :

X —u o
/n
= Fltg) =1-5 =ty =F'(1-3)

ou F' est la fonction de répartition de la loi Student.

20
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Donc la zone de rejet est :

X s Ho : pp = pio-
b) Pour une hypothéses unilatéral a droite
Hy:p> po.
La regle de Décision : on rejette Hy au risque « si :
X —
>4,
=
Donc la zone de rejet est :
I B S
rejet — | MO +t% \/ﬁ)’FOO .
R RPN Ho = 1= pio-
c) Pour une hypothéses unilatéral a gauche
Hy:p < po.
La régle de Décision : on rejette Hy au risque « si :
X —
L
S
vn

Donc la zone de rejet est :

S
Irejet: —OO,,UO—t%\/ﬁ .

Remarque 2.3.1 Si la variable X ne suit pas une loi normale les tests précédents s’appliquent

encore dés que n est assez grand(n > 30),en raison du théoréme centrale limite.
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2.3.2 Tests sur la variance d’une population Normale

Cas ou 1 est connu

n
Lorsque la moyenne est connue,on prend comme variable de décision V? = %Z (X, — p)? telle que :
i=1

nV?2

o2

2
A XTL'

ol X2 est une loi du khi-deux a (n) degrés de libertés.

Hy:0?=0c}.
a) Pour une hypothéses bilatéral

Hy : 0% +# o?.
La regle de Décision : on rejette Hy au risque « si :
nV? nV?

—2<11011—2>l2.
g g

ou [y le quantile d’ordre ¢, et Iy le quantile d’ordre 1 — 5 de loi X2 telle que :

POxn <h)=3% P(x2<l)=2 L= F(2)
P(X%}lg):% P(Xigb):l_% 12:F—1(1_%>

ot F est la fonction de répartition de la loi x2.
Donc la zone de rejet est :

[rejet = ]07 Zl[ U ]l27 +OO[

b) Pour une hypothéses unilatéral a droite

La regle de Décision : on rejette Hy au risque « si :
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ou [ le quantile d’ordre 1 — a de loi x2.

Donc la zone de rejet est :

Irejet = N? +OO[ .

c) Pour une hypothéses unilatéral a gauche

La regle de Décision : on rejette Hy au risque « si :

nV?
ou [ le quantile d’ordre « de loi x2.
Donc la zone de rejet est :
Irejet - [07 l[ .

Cas ou j est inconnu

n

Dans ce cas i n’est pas connue,ona la statistique S? = 137 (X;

n
=1
nS? 9
0_2 ~ Xnp—1-

ol x2_; est une loi du khi-deux a (n — 1) degrés de libertés.

. HO : O'2 = 0'8.
a) Pour une hypothéses bilatéral
Hy : 0% # o2.

La régle de Décision : on rejette Hy au risque « si :

nS? nS?
5 < kl ou 5 2 k‘z.
o o

23
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ou k; le quantile d’ordre §,et kole quantile d’ordre 1 — 5 de loi X2, telle que :

PO < ki) =§ P(x2_, < ki) =2 by = F1(2)
POGaZk) =5 | PUGa<k)=1-5 | k=F'1-3%

ot F est la fonction de répartition de la loi x2 ;.

Donc la zone de rejet est :

[rejet - ]07 kl[ ) ]k27 _'_OO[ .

a2 2
Ho.O' = 0yp-

b) Pour une hypothéses unilatéral a droite
Hy:0%> o}

La regle de Décision : on rejette Hy au risque « si :

ou k le quantile d’ordre 1 — « de loi x2_;.
Donc la zone de rejet est :

]rejet = ]ka +OO[ .

c) Pour une hypothéses unilatéral a gauche

La regle de Décision : on rejette Hy au risque « si :

2
nT
o2
ou k le quantile d’ordre « de loi x2_;.
Donc la zone de rejet est :
Irejet - [07 k[ .

Remarque 2.3.2 Les résultats précédents ne sont valables que avec une population normale.
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2.3.3 Tests sur une proportion pour un grand échantillon

Soit p la proportion de la population possédant le caractére considéré.On considére un échantillon-
d’individus de taille n de cette population,et soit la variable aléatoire K,le nombre d’individus qui

vérifier un certain caractére. La fréquence empirique F' = % est 'estimateur de p,et la loi de F’

p(1—p)

peut étre approchée par N (p; ).Ainsi d’apres le théoréme de centrale limite :

F—p

p(1—p)

n

~» N(0;1).

Hy :p = po.
Hy : p # po.

On la note par f la fréquence empirique de py.

a) Pour une hypothéses bilatéral

La regle de Décision : on rejette Hy au risque « si :

b N B
po(1—po) 2
n
ol za le quantile d’ordre 1 — § de loi N(0;1).
donc la zone de rejet est :
1— 1—
[Tejet:]_oogp[)_z; M[U p0+2% pO( pO),+OO
n n
A a1 . 0P = Ppo
b) Pour une hypothéses unilatéral a droite
Hy: P > Do.
La regle de Décision : on rejette Hy au risque « si :
J = po > 2
po(1—po)

n
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Donc la zone de rejet est :

[rejet -

[oa(1 —
Do + po( - Po)’+oo

P = Do-

Hy
¢) Pour une hypothéses unilatéral a gauche
Hy :p < po.

La regle de Décision : on rejette Hy au risque « si :

J = Do

po(1—po)
n

< —2g.-

Donc la zone de rejet est :

n

Pol(l — po
Irejet - ] —00,Po — ¥ [
Exemple 2.3.2 Sachant que 20% des personnes vaccinées par la formule F' d’un vaccin présentent
des allergies ou troubles secondaires, un laboratoire pharmaceutique propose une formule améliorée
de ce vaccin Fa et espére diminuer le taux d’allergies et de troubles secondaires. Sur un échantillon
de 400 personnes prises au hasard et ayant opté pour la formuleFa on observe 60 cas d’allergies

ou troubles secondaires. On veut tester si la formule améliorée apporte réellement un bénéfice.

Hy : p=po.
On testons : avec : o = 0.05

Hl Y < Po-
Sous U’hypothése Hy, on obtient :

7 = = 40 =-25
po(L—po) 0.2(1-0.2)
n 400
Pour un niveau o = 0.05,0n trove : —z, = —1.65 alors on rejette Hy car :Z = —2.5 < —1.65 = z,.

Conclusion : le taur d’allergies ou troubles secondaires est diminué par la formule Fa du vaccin

au risque 5%.
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2.4 Tests de d’homogénéité

Le test d’homogénéité il vise & comparer deux ou plus de deux séries d’observations afin de savoir

si leurs distributions sont ou ne sont pas équivalentes.

2.4.1 Tests de comparaisons de deux moyennes de deux populations

Normale

Soient X; et Xy deux variables définies sur deux population,de moyenne noté pu, et us et de

variancenoté oiet o2 respectivement.On préléve dans chacune des populations un échantillon et

noton respectivement n; et n, les tailles de ces échantillons indépendants.

Cas ou o est connu

Onapouri=12:

On définit la statistique Z avec :

Z=21"22 . N(0;1).

Hoy @ py = po.

Hy :pn # po.

La regle de Décision : on rejette Hy au risque « si :

a) Pour une hypothéses bilatéral

X —X

7] = | 22| > ..
91 93
ni | np

N]])

ol za le quantile d’ordre 1 — § de loi N(0;1).
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Donc la zone de rejet est :

Lejr = | =00, =25 | =+ 22 | U | 204/ 2 + 22, too
2\ ny  ne 2V ne o ng
X e a Ho : piy = pa.
b) Pour une hypothéses unilatéral a droite
Hy:pg > po.
La regle de Décision : on rejette Hy au risque « si :
X — X
7 =1 2 > zZ,

2 2
of L %3
ni n2

ou z, le quantile d’ordre 1 — o de loi N(0;1).

Donc la zone de rejet est :

o o2
[rejet = | Ra — + _27 +00
ny N2
. L . Ho : g = po.
c) Pour une hypothéses unilatéral a gauche
Hy:py < po.
La régle de Décision : on rejette Hy au risque « si :
X - X,
of | o3 :
Vi T
ou z, le quantile d’ordre 1 — o de loi N(0;1).
Donc la zone de rejet est :
2 42
[rejet = | =00, —Za — + 2
ny N2
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Cas ot ¢ est inconnu et o7 = 72

i) Sinjou ny < 30 :

Onapouri=12:
7%51-2 - o?

n1512 + n2522

n 5 ,et ona la statistique T :
ny+~ng —

on pose S? =

Xi-X;

T = ~ nitng—2-

52 (n%—l-n%)

ou S? et S2 sont les estimateurs de 0% et o3.

Donc T suit une loi de Student a n; + ny — 2 degrés de liberté.

Ho : py = pa.
Hy oy # pa.

La régle de Décision : on rejette Hy au risque « si :

a) Pour une hypothéses bilatéral

X — X,
T — 1 2 > ta

52 (nil+n—12)

ou tele quantile d’ordre 1 — ¢ de loi Ty, 15, —2.

Donc la zone de rejet est :

2 2 2 2
o o o o
1 2 1 2
Lcjer = —oo,—t%XSU——i-— U t%XS“——i-—,—l—oo
nq No ny ng

29



Chapitre 2. Test statistique

. L . ) Hy: = po
b) Pour une hypothéses unilatéral a droite
H, : M1 > o
La regle de Décision : on rejette Hy au risque « si :
X, — Xz
T = L 22 >4,

S%%+%>

ou t, le quantile d’ordre 1 — a de loi T, p,—2-

2 2
01 | 93

Irejet: la xS — + —,+0
n D)

Donc la zone de rejet est :

. L . Ho @ pp = po
c) Pour une hypothéses unilatéral a gauche
Hy:py < peo
La regle de Décision : on rejette Hy au risque « si :
X - X,
T — L 22 <,

2 (1 4 1
S (TLl + n2 )
ou t, le quantile d’ordre 1 — a de loi T}, 4p,—2.

Donc la zone de rejet est :

2 2
91 | 92

Lrejet = | =00, —tg X S popia e
1 2

Exemple 2.4.1 Pour tester un nouveau médicament qui réduit le cholestérol total. Un test a été
effectué, un total de 30 échantillons qui ont été sélectionnés au hasard,15 personnes ont testé le
nouveau médicament tandis que les 15 autres ont testé un placebo pendant 6 semaines pour chaque

groupe.

Les résultats du taux de cholestérol total de chaque patient sont indiqués dans le tableau ci-dessous :
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Traitement Taille de I’échantillon | Moyenne | Ecart-type
Nouveau médicament 15 195.9 28.7
Placebo 15 227.4 30.3

TAB. 2.3 — Statistiques pour mesurer le taux de cholestérol

Nous vérifierons statistiquement si le cholestérol total moyen a diminué chez les patients prenant

le nouveau médicament par rapport aux participants prenant le placebo.

Ho : iy = pio
On testons : ;avec : a = 0.05.Comme les deuz échantillons sont petits (< 30), nous

Hy oz < o
utilisons la statistique du test T dans lequel :

n1S} +neS3  15(28.7% 4 30.3?)

O - 8% = —
na N+ 1y — 2 15+ 15 — 2

= 933.1.

X, -X,  1959-2274  —315
\/52 (L R L) \/933.1 (11 111

Nous avons besoin de degrés de liberté(ddl), définis par : ddl =ny +ny —2 =15+ 15 — 2 = 28.

donc: T = —2.73.

Pour un niweau o« = 0.05 et ddl = 28 ona : t, = —1.701 alors on rejette Hy car T = —2.73 <
t, = —1.701.

Enfin nous avons des preuves statistiquement pour un niveau o = 0.05,pour montrer que le taux
moyen de cholestérol total est plus faible chez les patients prenant le nouveau médicament pendant

6 semaines que chez les patients prenant un placebo.

ii) Sinjet ng > 30 : on a la statistique T :

X - X5
T=2L_22 5 N(0:1).

st S

ni no
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2.4.2 Tests de comparaisons de deux variance de deux populations

Normale
La statistique de test est définie par :

nyS? (ng — 1) 02
(ny — 1) 02 n9S3

F = ~ F(ng—1ing —1).

onapourt=12: ——
ponre == (ni — 1)o7

2
~ Xnifl‘

Sous I’hypothése Hj, on obtient :

nle % (n2 - 1)

F p—
(n1 — 1) HQS%

~ F(ng—1ng —1).
ou F (ny — 1;ny — 1) est une loi de Fisher a (n; — 1,1y — 1) degrés de libertés.

Hy: o2 =02
a) Pour une hypothéses bilatéral
H, : 0} +# o2

La regle de Décision : on rejette Hy au risque « si :

Exemple 2.4.2 On veut comparer les variances de deux populations X ~ N(uj;ol)et Y ~

N(ug;03) . On dispose de deux échantillons de taille 25 et 30 respectivement, avec des variances

empirique S; = 121.2 et S7 = 53.8.0n testons : ;avec 1 oo = 0.05
H,: 02 # o2

Sous I’hypothése Hy, on obtient :

2 _ _
mS  (mm-1) 2x1212  (30-1) ..

F = = % =
(ng — 1) n9S3 (25 —1) 30 x 53.8

Pour un niweau o = 0.05,0n trove :C; = 2.15;Cy = 0.45 alors on rejette Hy car :F = 2.27 >
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0.45 = C5 on conclut Il y a une différence sur les deux variance .

b) Pour une hypothéses unilatéral a droite

La régle de Décision : on rejette Hy au risque « si :

F > C.ou C est solution de : P(F (ny — L;ne — 1) > C) = a.

c) Pour une hypothéses unilatéral a gauche

La regle de Décision : on rejette Hy au risque « si :

F < d.ou d est solution de : P(F (ny — 1;ny — 1) < d) = .

2.4.3 Tests de comparaison de deux proportions, pour de grands échan-

tillons

On veut comparer deux proportions p; et p, & partir de deux échantillons de tailles n; et ng
(respectivement), dans la pratique les tailles sont supposées suffisamment grandes : n; > 30 et
ng > 30.et ny.p1(1 — p1) > 5 et na.pa(l — po) > 5.

Soient Fy et Fy deux fréquences empiriques associée a I’échantillons de piet po( respectivement).

Ainsi les fréquences empiriques F; et F, sont indépendantes et de lois normales, et on a pour

P=1,2: F ~ N(p; 22,

ng

1-— 1-—
Pl( pl) +p2( p2)).
nq N9

donc : Fy — Fy ~> N(p1 — po;

Sous I’hypothese Hy, (p1 = p2 = p) on obtient :

F, - F
U= L2 ~ N(0;1).

VP =D+ )
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Si p est inconnue on la remplace par son estimation :

ny f1 + nafo

.ou f1 et fosont les estimations de p; et ps.
ni + No

p=f=
Hy :p1 = pa.
Hy :p1 # pa.

La regle de Décision : on rejette Hy au risque « si :

a) Pour une hypothéses bilatéral

S
VIO= DG+ 5

za.,
= 2

Exemple 2.4.3 Les données du tableau suivant représentent les mesures de glycémie pour 120

patients : Deux médicaments A et B en concurrence ont été administrés o deux groupes distincts

Glycémie mg/dL | Centre de la classe | Effectif
[50-100] 75 19
[100-150] 125 25
[150-200] 175 41
[200-250] 225 18
[250-300] 275 10
[300-350] 325 7

TAB. 2.4 — Le taux de sucre dans le sang est pour 120 patients

de 60 personnes atteintes glycémie. Les patients sont suivis de fagon absolument identique. Aprés
15 jours, on remarque que 55 personnes parmi les 60 traitées par A ont guéri alors qu’il y en a 51
guéries parmi les 60 personnes traitées par B. On veut tester au risque 5% si les deux médicaments

sont significativement différents.

Hy:p1 = po.
On testons : o ’ ;avec @ = 0.05 On calcule fi et fo :
Hy @ p1 # pa.
55 51
=—=092. ; = — = 0.85.
fl 60 ) f2 60
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Les deux échantillons ny et ny est grandes (ny = ny = 60 > 30 ) donc :

~ 60x0.92460 x0.85  106.2

= (.88.
60 + 60 120 088

f

On a la statistique du test U dans lequel :

- 92 — 0. .
fi—fo 0.92 — 0.85 _ 007

U= - =
JIO=DE+L) Jossa—oss)(gh+g) 00

Pour un niveau o = 0.05 le quantile ze = 1.96 alors on ne rejette pas Hy car : |U| =1.19 < Zg =

1.96. Enfin les deux médicaments ne sont pas significativement différents en termes d’efficacité au

risque 5%.
. a1 a Ho : pr = pa.
b) Pour une hypothéses unilatéral a droite
Hy i p1 > po.
La regle de Décision : on rejette Hy au risque « si :
U fi—fe S .

VI =N+ 5)

. L . Hy : p1 = po.
c) Pour une hypothéses unilatéral a gauche
Hy :p1 <po.
La regle de Décision : on rejette Hy au risque « si :
I fi— [ <—a

VIO=DGE+5)
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Partie D’application

Nous allons examiner dans cette section quelques unes des commandes de R, numériques ou
graphiques.Ces commandes sont trés utiles pour mettre en évidence de maniére descriptive cer-
taines particularités des données. Ils permettent d’avoir une premiere impression d’ensemble sur
les données. Les résultats numériques et graphiques obtenus aident beaucoup au choix de modeéles
et aux hypothéses que I’on sera amené a formuler pour poursuivre une étude statistique.R contient
une multitude de fonctions pour calculer des fonctions statistiques de base sur des échantillons de

données, qu’elles soient numériques ou catégorielles.

Nous résolvons ’exemple précédent 2.4.3 avec langage R :

3.1 Application sur le ler chapiter :

En langage R :

> X=c(75,125,175,225,275,325)
> N=c(19,25,41,18,10,7)

> Y=rep(X,N)

> mean(Y)

[1] 173.3333
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> n=sum(N)

> n

[1] 120

> median(Y)# le mediane

[1] 175

> var(Y) # la variance

[1] 4661.064

> sqrt(var(Y))# 1’écart type
[1] 68.27199

> nxvar(Y)/(n-1)# estimateur sans biais de la variance
[1] 4700.233

> sqrt(n*var(Y)/(n-1))#352

[1] 68.55825

3.2 Application sur le 2em chapiter :

En langage R :

> tabac <- matrix(c(05, 55, 09, 51), 2)

> colnames (tabac) c("A", "B")

> rownames(tabac) = c("non_guéries", "guéries")

> tabac

A B
non_guéries 5 9
guéries 55 51

Si nous appliquons la valeur de la statistique du test a ces données :
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Chapitre 3. D’application

_ fimfo
Sous R :
> eg.prop<-function (ml, nl, m2, n2)
+ {
+ risque=0.05
+ fl=round(mi/n1,2)
+ f2=round(m2/n2,2)
+ f <- round((ni1*f1 + n2*f2)/(nl1 + n2),2)
+ u <- abs(round((f1 -£f2)/sqrt(f * (1 - £f) * (1/n1 + 1/n2)),2))
+ p_value <- 2 * (1 - pnorm(u))
+ cat("\n")

+ cat("Test de 1’égalité de 2 proportions", "\n")

+ cat("\n")

+ cat("Valeur de U : ", round(u,2), "\n")

+ cat("\n")

+ cat("p-value observé, test bilatéral : ", round(p_value * 100, 2), "%", "\n")
+ cat("\n")

+ if (risque > p_value)
+ {
+ cat ("On rejette HO alors les deux médicaments significativement différents en termes

d’ffcacité au risque

_|_ 5% n, "\Il")
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Chapitre 3. D’application

+ cat("On ne rejette pas HO alors les deux médicaments ne sont pas significativement

différents en termes d’ffcacité au risque
+ 5%", "\n")

+ }

+ }

> eg.prop(55,60,51,60)

Test de 1’égalité de 2 proportions
Valeur de U : 1.18

p-value observé : 23.8 ¥

On ne rejette pas HO alors les deux médicaments ne sont pas significativement diffé-

rents en termes d’ffcacité au risque

5%

Nous appliquons la fonction prop.test pour comparer deux proportions observées

est :

> prop.test(c(55, 51), c(60, 60), correct = F)

2-sample test for equality of proportions without continuity correction
data : c(b5, 51) out of c(60, 60)
X-squared = 1.2938, df = 1, p-value = 0.2553

alternative hypothesis : two.sided

95 percent confidence interval :

-0.04758676 0.18092010

sample estimates :

prop 1 prop 2

0.9166667 0.8500000
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Conclusion

Dans ce travail Nous avons appris a effectuer un certain nombre de test paramétrique et il existe

d’autres. Tous fonctionnent sur le méme principe. On a basé sur trois chapiter :

Premiérement, on a définit les différents parameétres statistique et sur quelques éléments fonda-

mentau qu’on peut utilse sur le tests.

Deuxiémement, on a parlé sur les principe de tests et on a étudie les tests de conformité et comment
comparé une moyenne et une variance aussi une proportion.Plus de c¢a, les tests d’homogénéité et

comment comparer les moyennes et les va-riances aussi les proportions.
Troisitmement, la partie pratique en utilisant le langage R pour faire les tests et vérifier les résultats.

En fin,tout ceci pour faire un test statistique. Il nous permet d’indiquer si oui ou non.
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Annexe A : Logiciel R

3.3 Qu’est-ce-que le langage R 7

e Le langage R est un langage de programmation et un environnement mathématique utilisés
pour le traitement de données. Il permet de faire des analyses statistiques aussi bien simples que
complexes comme des modeéles linéaires ou non-linéaires, des tests d’hypothése, de la modélisation
de séries chronologiques, de la classification, etc. Il dispose également de nombreuses fonctions

graphiques trés utiles et de qualité professionnelle.

e R a été créé par Ross Thaka et Robert Gentleman en 1993 a 1’Université d’Auckland, Nouvelle

Zélande, et est maintenant développé par la R Developement Core Team.

L’origine du nom du langage provient, d’une part, des initiales des prénoms des deux auteurs (Ross
Thaka et Robert Gentleman) et, d’autre part, d’un jeu de mots sur le nom du langage S auquel il

est apparenté.
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Annexe B : Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées

ci-dessous :
Abreviations ou Notations Explication
Q . L’ensemble sur lequel porte notre étude statistique
n :  La taille d'un échantillon.
N :  La taill d’une population
w . Individu.
V.S : Variable statistique
X . Caractere.
v.a.r : Variable aléatoire réelle.
R Ensemble des valeurs réelles
I Un sous-ensemble de R
X4 : Un sous-ensemble de
F . Fonction de répartition
f Fonction de densitée.
P Probabilité
X, : Suite de variables aléatoires
1 . Espérance ou moyenne d’une va
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Annexe B : Abréviations et Notations

o . Ecart-type.

o? :  La variance.

~ : Converge en distribution.

N(0;1) :  Loi normale standard.

fi . La fréquence

X :  La moyenne arithmétique

X . La médiane

Q) . Fonction quantile

H, . Hypothése nulle

H, . Hypothése alternative

e . Ensemble de touts les valeure de 6

« :  Risque d’erreur de premiére espéce.

I5; Risque d’erreur de deuxieme espéce.

w : La région critique.

w : La région d’acceptation.

1-p :  La puissance d "un test.

s . Fonction de puissance.

d . La fonction de répartition de la loi normale centré réduite.
52 :  Estimateur empirique de la variance o>
T . Statistique suit une loi de Student

ddl : degrés de libertés

X2 : Loi du khi-deux & (n) degrés de libertés
P La proportion de la population

F : Est une loi de Fisher.

D Estimation de p
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Test d'hypothese statistique
Résumeé:

Cette recherche vise a étudier les tests d'hypothése, précisément, les tests
parameétriques et a expliquer les deux types; test d'homogénéité et test de
conformité.

Et des exemples d'illustration des méthodes étudiées complétent I'étude
théorique.

Mots clés : tests paramétriques , test d'homogénéité, test de conformitée.

Statistical hypothesis testing
Summary :

This research aims to study the hypothesis tests, precisely, the parametric tests
and explain the two types ; homogeneity test and compliance testing.

We also provided examples to explain the methods considered to complete the
theoretical study.

Key words : parametric tests, homogeneity test, compliance testing.
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