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Introduction

Le processus stochastique est un phénomeéne qui évolue dans le temps d’'une maniére
aléatoire. Il existe de nombreuses applications des processus aléatoires notamment en phy-
sique statistique, en biologie (évolution génétique et génétique des populations), médecine
(croissance de tumeurs épidémie), et bien entendu les sciences de 'ingénieur. Dans ce dernier
domaine, les applications principales sont pour I'administration des réseaux de l'internet,
des télécommunications et bien entendu dans les domaines économique et financier. Dans ce

dernier, nous avons utilisés les processus de Lévy.

Le terme “Processus de Lévy” honore le travail du Mathématicien Francais “Paul
Lévy”, qui bien que n’étant pas le seul dans sa contribution, il a joué un réle déterminant en
réunissant la compréhension et la caractérisation des processus avec des incréments dépen-
dants stationnaires. Dans 1940s, Lévy lui-méme les désignait comme une sous-classe de pro-
cessus additifs, c’est-a-dire des processus ont des incréments indépendants. Ils comprennent
un certain nombre de processus trés importants en tant que cas spéciaux, notamment le
mouvement Brownien le processus de Poisson, le processus stables et auto-décomposables et
les subordonnés, les deux premiers sont les plus connus et courants dans la nature et la vie

quotidienne, que nous étudierons dans ce qui suit :

e Premiérement, le phénomene naturel et I’'objet mathématique le mouvement Brownien est
le mouvement désordonné de particules en suspension dans un liquide. Il a été observé
dés le 18°™¢ siécle, sinon avant. L’objet mathématique est un processus gaussien dont
la variance des accroissements est égale au temps écoulé. Le champ d’application du

MB est beaucoup plus vaste que ’étude des particules microscopiques en suspension, il



Introduction

permet de décrire le comportement thermodynamique des gaz (théorie cinétique des
gaz), il est utilisé aussi dans la modélisation du bruit thermique dans les circuits élec-

triques, etc.

e Deuxiémement, le processus de Poisson, et il est nommé d’aprés le mathématicien francais
“Siméon Denis Poisson”, le processus de Poisson est un modéle de comptage d’éve-
nements aléatoires isolés dans le temps, comme des “tops” d’horloge séparés par des
durées aléatoires. En langage non mathématique, un processus de Poisson dans le temps
est le processus qui est souvent le mieux adapté pour expliquer un processus “d’arri-
vées”, ce dernier mot étant pris au sens large. En effet, une arrivée peut étre une panne
se produisant sur une machine, un coup de téléphone arrivant & un standard, un client
accédant & un guichet... tous ces arrivées ont des saut de taille 1, mais les arrivées
d’avion dans un aéroport, les arrivées de clients aux caisses d’un supermarché son taille
du sauts sont des variables i.i.d. d’une loi donnée, ce type des processus constitue les
processus de Poisson composées, ces processus sont utilisés pour modéliser des temps
d’arrivée aléatoires aussi (comme les processus de Poisson simples), sont constant par
morceaux qui saute aux instants de sauts d’un processus de Poisson standard, et c’est

ce qui le distingue.
Apres cette introduction générale, ce mémoire est organisé comme suit :

< Le premier chapitre, on commence par un rappel des notions de base : la tribu et
les variables aléatoires (I'indépendance, ’espérance...). Ainsi, on étudier le processus

stochastique avec certaines idées comme la filtration, le temps d’arrét et les martingales.

< Le deuxiéme chapitre, aprés avoir donné les définitions du processus stochastiques on
vu le processus de Lévy (Iobjectif de ce mémoire) et étudié comme une loi infini-
ment divisible, piu présenter la Formule de Lévy-Khintchine. En plus, on donne deux

exemples : le mouvement Brownien et le processus de Poisson.



Chapitre 1

Généralités sur les processus

stochastiques

Dans ce premier chapitre on donne des définitions des mesures, puis on donne des notions
générales sur les variables aléatoires... Enfin, on rappelle aussi la définition de processus

stochastique et leurs concepts comme le temps d’arrét et les martingales.

1.1 Fonction mesurable

Définition 1.1.1 : (Tribu) On appelle tribu (ou o-algébre) sur E un sous-ensemble
A C P(E) tel que :

i) E€ A;

ii) A est stable par passage au complémentaire :
Ae A= A°=FE\ A€ A;
iii) A est stable par réunion dénombrable :

A, € A, VneN=|JA, €A

neN
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Définition 1.1.2 : On dit alors que (E,A) est un espace mesurable, et les éléments de A

sont appelés les ensembles mesurables.
Exemple 1.1.1 :
1. {¢, E} est une tribu (parfois appelée la tribu grossiére).

2. P(E) est une tribu (parfois appelée la tribu triviale).

Définition 1.1.3 : (Tribu engendrée) Soit ¢ C P(E) quelconque. L’ensemble de parties :
o(e) == mA
A tribu De
est une tribu, c’est la plus petite tribu contenant €. On ['appelle tribu engendrée par €.
Exemple 1.1.2 : (Tribu borélienne)

1. La tribu engendrée par les intervalles ouverts de R est appelée tribu borélienne, et notée
B(R).
2. On définit :

R:=RU{+ oo}.

La tribu borélienne B (R) de R est la tribu engendrée par les intervalles ouverts de R

et les ensembles de la forme [—00,al, Ja,+o0], a € R.

Proposition 1.1.1 : (Fonction mesurable) Soit (Ey, A1) et (Ey, As) deux espaces mesu-

rables. Une fonction :

fiE — By
est dite mesurable si :
7Y (V) e A pour tous V € As.

Définition 1.1.4 : (Probabilité) Soit ) un ensemble muni d’une tribu A.

Une probabilité P sur (2, A) est une application :

P:A—[0,1],

4
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vérifiant les propriétés suivantes :
i) P(Q)=1;
ii) (o-additivité). Siles (Ay), oy sont des éléments de A deur-a-deux disjoints, alors :

P (UAZ) => P(4).

neN neN

Définition 1.1.5 : Le triplet (2, A, P) est alors appelé un espace de probabilité.

1.2 Variables aléatoires

Définition 1.2.1 : Soient (2, A, P) un espace probabilisé et (E,e) un espace mesurable. On

appelle variable aléatoire de ) vers E, toute fonction mesurable X de ) vers E :

X: Q —- F
w o= X (w).
Exemple 1.2.1 :

1. (Variable aléatoire discréte) : On jette deux dés distincts et on s’intéresse au plus

grand chiffre X obtenu. On a alors :
X: Q — R
(w1,w2) > max (wy,ws),

avec !

0 =1{(1,1),(1,2), ..., (6,5), (6,6)}.

La variable X est a valeurs dans {1,2,...,6}.

2. (Variable aléatoire continue) : On observe deux bactéries et on s’intéresse a la durée
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de vie T de la bactérie qui disparaitra la premiére. L’ensemble fondamental est :
2 = [0, +o0[x[0, +oo.

La variable T s’écrit alors :

T: Q — R

(wl,wg) = ll'lf {w17w2} .

Définition 1.2.2 : Un vecteur X = (X1, Xo, ..., X,)T est gaussien si toute combinaison
linéaire :

n
E a; X;
i=1

est une variable gaussienne a valeurs réelles.

Définition 1.2.3 : Une variable aléatoire X est indépendante d’une sous-tribu G si les tribus

o(X) et G sont indépendantes.

Proposition 1.2.1 : Deuz variables (X,Y) sont indépendantes si les tribus o(X) et o(Y)

sont indépendantes.

1.2.1 Espérance

Définition 1.2.4 : L’espérance d’une variable aléatoire X est notée B[X]. Elle représente la

valeur moyenne prise par la variable X .

i) Si X est une variable discréte a valeurs dans D = {z1,...,x,}, son espérance est :
BIX] = 2iP(X = 21) + oo + 2, P(X = 2,) = ) _aiP(X = xy).
i=1

ii) Si X est une variable discréte a valeurs dans l’ensemble infini D = {x; : i > 1}, lorsque
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la somme est bien définie, son espérance est :
+oo
BIX] =) zP(X = ;).
i=1

iii) Si X est une variable continue o densité f, lorsque lintégrale est bien définie, son espé-

rance est :

o0
E[X] = / xf (z)dx. (1.1)

Définition 1.2.5 : La variance d’une variable aléatoire X, notée Var(X), est définie par :
Var(X) =E[X — E[X]]*. (1.2)

Exemple 1.2.2 : Supposons que la durée de vie T d’une bactérie est modélisée par la loi

exponentielle de densité :

f(t) = Aexp(—=At) pour tout t >0,

pour une certaine valeur de A. Alors :

1. D’aprés (L.1)) sa durée de vie moyenne est :

E[T]= .

2. D’apreés (1.2) la variance de la durée de vie de la bactérie étudiée est :

1
Var(T) = IeR
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Espérance conditionnelle par rapport a une tribu

Soit Y une v.a.réel (intégrable) définie sur (2, .A,P) et G est sous tribu de A.

Définition 1.2.6 : L’espérance conditionnelle B[Y | G| de Y quand G est 'unique variable :

i) G-mesurable ;

ii) Telle que :
/E[Y | g]d]P’—/YdP, VA €G.
A A

o (Vest aussi l'unique variable G-mesurable telle que :
EE]Y |G]Z] =E[YZ],

pour toute variable Z, G-mesurable bornée.
o [l en résulte que si'Y est de carré intégrable, B [Y | G| est la projection de'Y sur ’espace des

variables aléatoires G-mesurables, de carré intégrable, c’est-a-dire la variable aléatoire

G-mesurable qui minimise B[(Y — Z)?] parmi les v.a. Z, G-mesurable.

Graphique :
%
A

/1 (- 27)

/W
/

L~

Y|g]

Fic. 1.1 — Espérance conditionnelle comme projection orthogonale

Proposition 1.2.2 : On a les propriétés suivantes :

a) Y = a constante réelle = E[Y | G] = a.
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b) E[. | G] est lincaire.

) Y>0=E[Y|G]>0.

d) Y>Z=E[Y |G| >E[Z]|g].
e) [E[Y |Gl =E[Y]]d].

f) Soient G et H deux sous-tribus de A telles que H C G. Alors on a :

EEY [Gl[H =EE[Y [H] |G =B} |H].

1.3 Processus stochastiques

On va s’intéresser & des phénoménes dépendant du temps. Ce qui est connu a la date ¢ est

rassemblé dans une tribu A;, c’est 'information & la date ¢ .

Définition 1.3.1 : (Processus stochastique) Un processus stochastique X = (X;)ier est

une famille de variables aléatoires X; indexée par un ensemble T.

e En général T =R ou R, et on considére que le processus est indexé par le temps .
e Si T est un ensemble fini, le processus est un vecteur aléatoire.

e Si T = N alors le processus est une suite de variables aléatoires. Plus généralement quand

T C Z, le processus est dit discret.

Définition 1.3.2 : Un processus dépend de deuzr paramétres, X;(w) dépend de t (en général

le temps) et de l'aléatoire w € ) :

i) Pourt € T fizé, w € Q — Xi(w) est une variable aléatoire sur ’espace de probabilité

(Q,F,P).

ii) Pourw € Q fizé, t € T — Xy (w) est une fonction a valeurs réelles appelée trajectoire du

processus X .
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Graphique :

Espace témoin 2

X (te, ..:-:J/

F1G. 1.2 — Processus stochastique

Exemple 1.3.1 : On considére une séquence infinie de tirage (pile ou face) de Bernoulli.

Ces tirages sont supposés indépendants. L’ensemble des résultats possibles est :

0= {(wl,w2,...) fwp = {5}},

ol
P(P)=p, PF)=q=1-p, 0<p<1

Pour tout w € Q et pour tout n € N, on définit des variables aléatoires X,, comme suit :

1 st w=~P
VneN: X, (w) =

0 st w=F,
donc : (Xy),cy €5t un processus défini par :

1. X1, X5, ... indépendantes.

2.P(X,=1)=p,P(X,=0)=¢q,p+q=1.

10
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Définition 1.3.3 : Un processus X est gaussien si toute combinaison linéaire finie de (X;)i>o

est une variable aléatoire gaussienne, c’est-a-dire si :

n
Vn, Vt;, 1<i<n, Va,, E a; Xy, est une v.a.r. gaussienne.
i=1

Définition 1.3.4 : On dit que le processus (X;)i>o est continu (ou & trajectoires continues)

si les trajectoires t — Xy(w) sont continues pour presque tout w.

Définition 1.3.5 : Un processus est dit cadlag si ses trajectoires sont continues a droite et

pourvues de limites a gauche pour presque tout w.

Définition 1.3.6 : Un processus est dit caglad si ses trajectoires sont continues a gauche et

pourvues de limites a droite pour presque tout w.

Définition 1.3.7 : (Egalités de processus)

i) Deux processus X et Y ont méme lois s’ils ont méme lois fini-dimensionnelles :

pour tout p € N* et ty,...,t, € T,

On écrira :

ii) On dira que Y est une version (ou une modification) du processus X si pour toutt € T,
on a :

P(X,=Y,) =1

iii) Deux processus X et Y sont dit indistinguables s’il existe N' € A négligeable tels que,

pour tout w & N, on a :

Xi(w) =Y (w) pour tout teT,

11
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de fagon un peu abusive (parce que {X; =Y, : ¥Vt € T} n'est pas nécessaires un événe-
ment), on écrit :

Proposition 1.3.1 : Indistinguable = modification = méme lois fini-dimensionnelles.

Exemple 1.3.2 :

1. Soit N ~ N(0,1) et pour toutt : X, = N, Y, = —N. Alors (X;)i>0 et (Y;)i>0 ont méme

lois fini-dimensionnelles tandis que :

(X, = Y;) = P(2N = 0) =0,

1.e. X, Y ne sont pas version l'un de [’autre.

2. Soit lespace de probabilité ([0, 1], B([0,1]),\) et T = [0,1]. Considérons D la diagonale

de [0,1] x [0, 1] et définissons :

X(t,w) =0, Y(t,w), Y(t,w)=1p(t,w).

Pour t fixé, on a :

X(t,w)=0 et Y(t,w)=1g(w).
On a donc :

X(t,w) =Y (t,w) pour tout w #t,

c’est a dire presque stirement : les processus X, Y sont versions l'un de l’autre.

Pourtant,

P{w: X(t,w) =Y(t,w),Vt € [0,1]}) =0,
les processus X et Y ne sont pas indistinguables.

Corollaire 1.3.1 : Soit X etY deux processus stochastiques cadlag. St X est une modifica-

tion de Y, alors X et'Y sont indistinguables.

12
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Définition 1.3.8 :

i) Un processus X = (X;)i>0 est dit a variation bornée sur [0,t] si :
Supz ‘Xti+1 - th‘ S K?
t; i

le sup étant pris sur les subdivisions 0 < tg < ... <t; <t <.

ii) Un processus X = (Xi)i>0 est dit & variation finie sur [0,t] si :

< 00,

Sltlpz | X1 — Xy,
i

le sup étant pris sur les subdivisions 0 < tg < ... <t; <t;41 <t.

Définition 1.3.9 : Le processus (Xt)tzo est appelé processus croissant si de plus ces trajec-

toires sont croissantes.
Définition 1.3.10 : Un processus (Xt),5, tel que Xo = 0 est a accroissements indépendants
st pour tout suit fini 0 < t1 <ty < ... < t,, les variables aléatoires :

Xy, Xoy — Xy ooy Xy, — X,y 4

sont indépendantes.
Définition 1.3.11 : Un processus a accroissements indépendants est & accroissements sta-
tionnaires si la lot de l’accroissement :

Xt-‘,—s = Xta

ne dépend pas de t, pour tout t > 0.

Exemple 1.3.3 : (T = N) Soit (X;)i>1 une suite de variables aléatoires indépendantes. On

considére :
t
St == E X’i?
i=1

13
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le processus discret des sommes partielles. On parle de marche aléatoire. Alors (S;)i>1 est un

processus 4 accroissements indépendants. St en plus les variables aléatoires :

X, Vt>1

sont de méme loi (les variables aléatoires sont i.i.d.), le processus est a accroissements indé-

pendants et stationnaires.

Définition 1.3.12 : (Lois infiniment divistbles) Soit X une variable aléatoire o valeurs

dans R? de loi ux. On dit que X est infiniment divisible si pour tout n € N, il existe des

)

variables aléatoires i.i.d. Y™, ..., Y, telles que :

XEy™W 4 4y ™,

1.3.1 Filtration et Temps d’arrét

Définition 1.3.13 : (Filtration)

i) Une filtration est une famille croissante de sous tribus de F, telle que :

Fs CF; pour tout s <t.

ii) On interpréte F; comme linformation antérieure au temps t, plus le temps croit (s < t)

plus on a des informations (Fs C F;).
Définition 1.3.14 : Le quadruple (0, F, (F;),,P) est dit espace de probabilité filtré.

Définition 1.3.15 : Un processus (Xi)i>o est dit adapté si pour tout t > 0, X; est Fi-

mesurable.

Définition 1.3.16 : L’espace de probabilité filtré (0, F, (F.), ,P) est dit complet si N C Fy.

14
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Définition 1.3.17 : On dit qu’un espace de probabilité complet filtré (Q, F, (F), ,P) satisfait

les hypothéses usuelles si :

i) Fo contient tous les ensembles P-nuls de F ;

ii) Et on a :

Fi = (N Fu, pourtout 0<t< oo,

u>t

c’est-a-dire que la filtration F est continue & droite.

Proposition 1.3.2 : Si la filtration est compléte et si (X;)i>0 un processus F-adapté, alors

toutes modifications de X est encor F-adapté.

Définition 1.3.18 :

i) On appelle tribu prévisible et on note P, la tribu sur R, x ) engendré par les processus

X de Ry x Q dans R, adaptés continue & gauche en tout t > 0 (cag).

ii) Un processus mesurable de (R, x Q,P) dans (R, B (R)) est dit prévisible.

Définition 1.3.19 : (Temps d’arrét) Une variable aléatoire T' est un temps d’arrét si
l’événement :

{T <t} eF pourtout 0<t< oo.

Exemple 1.3.4 : Si T est constante presque stirement, alors c’est un temps d’arrét.

Proposition 1.3.3 : Si (1), est une filtration continue a droite alors T est un Fi-temps
d’arrét ssi :

pour tout t >0, {T <t}eF.

Preuve. C’est suffisant car :

{Tﬁt}:m{T<t+5}Eﬂftﬁ:fﬁ:ft-

>0 €20

15
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Et c’est nécessaire car :

(T<t}=|J{T<t-e}er,

e>0

puisque {T'<t—c} e F . CF. n

1.3.2 Martingales

Le nom martingale est synonyme de jeu équitable.

Définition 1.3.20 : Un processus (M;);>o adapté par rapport une filtration (F),, et tel que

pour tout t > 0, M; € L' est appelé :

i) Une martingale si pour s <t :

E[M, | Fs] = M.

ii) Une sur-martingale si pour s <t :

E[M,; | Fs] < M.
iii) Une sous-martingale si pour s <t :

E[M, | | > M.

Exemple 1.3.5 : Si X est un processus & accroissement indépendants avec X; € L' pour

tout t > 0 et (F),5q sa filtration naturelle. Alors :
(X; —E[X{]), t >0

est une F;<-martingale.

16



Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastiques

Théoréme 1.3.1 : Soit M sur-martingale continue & droite (resp. martingale), et soit S et

T deux temps d’arrét bornés tels que S < T. Alors Mg et My sont intégrables et :

Mg > B[My | Ms| p.s. (resp. =)

Théoréme 1.3.2 : (Théoréme des processus arrétés) Si M est une martingale (resp.

sur-martingale, sous-martingale) et T un temps d’arrét, alors le processus arrété :

Myr = (Mran)n>o0

est aussi une martingale (resp. sur-martingale, sous-martingale).

Preuve. Démonstration du théoréme de sur-martingales arrétées on a juste & montrer le
théoréeme pour M sur-martingale puisque M sous-martingale équivaut & —M sur-martingale

et M est une martingale ssi c’est a la fois une sur-martingale et une sous-martingale.

1) My est F,-mesurable car :

n—1

Mrppy (W) = ZMk (W) )= + My (W) Liz(w)>n)-
k=0

C’est une somme de variables aléatoires JF,,-mesurables.

2) Pour tout n € N, Mr,, est intégrable car :

n—1
[ Mranl < O 1 M|) + | My
k=0
3) Ona:
n—1
E[Mrp, | Fooa]l = D E[Mply—y | Fooa] + E[My 11>, | Fooi
k=0

n—1
= Z ]-T:k:E [Mk | Fn—l] + ]-TZnE [Mn | Fn—l}
k=0
n—1

<3 1My + 1rs, My = Mppp—1,
k=0

17



Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastiques

Proposition 1.3.4 : (Décomposition de Doob) Soit (X;): un processus aléatoire inté-

grable. Alors il existe une martingale (M), et un processus F-prévisible (V;), tels que :

M(]:%:()a

et

Xy =Xo+ M; +V,, pourtout t>0.

De plus, cette décomposition est unique.

Définition 1.3.21 : On dit qu’un processus M = (Mt)t20 est une martingale locale s’il existe

une suite de temps d’arrét (T;), telle que :

T, — oo, P-p.s.

et le processus arrété M™t est une martingale pour tout t.

Définition 1.3.22 : Une semi-martingale est un processus

X=Xy+A+ M,

o A est un processus a variation finie, Xo est une variable Fo-mesurable et M est une

martingale locale, ces deux deniers processus étant issus de 0.

Conclusion 1.3.1 : Les processus stochastiques sont des phénomeénes réels. D’aprés ces dé-
finitions, on va décrire dans le chapitre suivant un processus a des trajectoires continues et

idépendantes stationnaires appelé “Processus de Lévy”.
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Chapitre 2

Processus de Lévy

Dans ce deuxiéme chapitre, on présente le processus de Lévy avec ses propriétés et donne

deux exemples : le mouvement Brownien et le processus de Poisson.

2.1 Définitions et exemples
Définition 2.1.1 : Un processus (Xi),5o défini sur un espace de probabilité (S0, F,IP) est dit
étre un processus de Lévy s’il posséde les propriétés suivantes :

i) Les trajectoires de X sont P-presque surement continue & droite avec limites a gauche ;
ii) P(Xo=0)=1;
iii) Pour 0 < s <t, X; — X, est égal en distributions a X; s ;

iv) Pour 0 < s <t, X; — X; est indépendant de (X,,u < s).

Remarque 2.1.1 : La propriété (iv) s’appelle propriété des accroissements indépendants, et

la propriété (iii) s’appelle stationnarité.

Lemme 2.1.1 : Soit (X;),5, un processus de Lévy sur R. Si Var (X;) < oo, alors

Var (X;) < oo pour tout t > 0 et

E[X, =tE[Xy]:=tp et Var(X;)=tVar (X;) :=to?
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Chapitre 2. Processus de Lévy

Preuve. Sion a: Var (X;) < oo, alors E [| X;|] < oo avec I'identité de Bienaymé, on obtient :

k=m k=m
Var (X,,) = ZVCZT (Xg — Xg-1) = ZV(M’ (Xg—rt1) = mVar (Xy),
k=0 k=0

et

Var (Xy) = nVar (X%> :

d’aprés la condition (#i¢). En particulier,
Var (X,,), Var <X;> < 00,
ceci, et un argument similaire pour ’attente, on montre :

Var (X,) = qVar (X;1) et E[X,] =¢E[X;] pourtous ¢e Q7.

De plus

Var (X, — X,) = Var (X,—,) = (¢ —r) Var (X;) pour tous r <qeQT,

et cela montre que :

Xy —E[X] =X, —qpu,

converge dans L? si ¢ — t. Puisque t — X, est continue en probabilité, nous pouvons identifier
la limite et trouver :

Xy —qu — Xy —tp.

En conséquence,

Var (X;) =te? et E[X] = tu.
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Chapitre 2. Processus de Lévy

Proposition 2.1.1 : 57 X est un processus de Lévy, alors X; est une loi infiniment divisible

pour tout t > 0.

Preuve. Pour tout n € N, il existe des v.a. (i.i.d.) x™ x L xM. On peut écrire

n

X=X X e XM=Y (Xﬁt - X@t> .
k=1

Pour conclure, on remarque ensuite que les variables :

{Xﬁt_thv 1§kSn}7

n
sont (i.i.d.) par indépendance et stationnarité des accroissements. m

Corollaire 2.1.1 : Soit Y une variable aléatoire infiniment divisible. Il existe alors un pro-

cessus de Lévy (X),s, tel que X1 ~Y.

Proposition 2.1.2 : Tout processus de Lévy est continu en probabilité :
Vt>0, Ve>0: lsiir%IP(|Xt — X >¢e)=0.
Théoréme 2.1.1 : Si X est un processus de Lévy, alors :
Vu e RY: ¢y, (u) = e,

ou n est le symbole de Lévy de X;.

Preuve. Pour u € R? et ¢ > 0, on définit :¢,(t) = ¢x, (u).

Comme X est stochastiquement continu, 'application ¢ — ¢, (t) est
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Chapitre 2. Processus de Lévy

continue. De plus, comme X est un PAIS, on a pour t,s > 0 :

bu(t+s) =E [ei(u7Xt+s):|
_ B [ein X —X0]  [ei(X0]
— K [ei(u,Xs—Xo)] E [ei(u,Xt)}

- ¢U(t)¢u(8)

Comme ¢, est continue, elle est nécessairement de la forme ¢, (t) = Ce'®.
Or ¢,(0) =1, donc :

C=1 et ¢,(1)=E [ei(le)] — (W)
donc : a =n(u). m

Théoréme 2.1.2 : (Formule de Lévy-Khintchine)

(1) Si(Xi)iso est un processus de Lévy, il existe un unique triplet (b,c, F') avecb € R, ¢ >0

et F' mesure positive sur R vérifiant :

F{0})=0 et /(1 A %) F(dx) < +o0, (2.1)
R

tel que :

VE>0, Vu€eR, E[e"¥]=ever)
ot

; U2C ux .
¢b,c,F(U) = jbu — 7 + (6 —1- ZU$1{|$|S1})F(CZI>
R

(2) Inversement, pour tout triplet (b,c, F') avec b € R, ¢ > 0 et F' mesure positive sur R

vérifiant (2.1)), il existe un processus de Lévy (Xi)i>o tel que :

Vti>0, YVueR, E [eiuxt} — et r(u)
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Chapitre 2. Processus de Lévy

Proposition 2.1.3 : Soit (X;)>0 a processus de Lévy dans RY. Puis,
E[e¥] = [Be*X1]", ¢>0, €eR™
Preuve. Voir [10]. m
Proposition 2.1.4 : Si X = (X;);>0 est un processus stochastique et s’il existe une suite

(X" = (X{")t>0)n de processus de Lévy telle que :

a) X]' converge en probabilité vers X, pour tout t > 0.

b) Pour tout e > 0,

lim supP (| X} — Xi| >¢) =0,

n—-+00 150

alors X est un processus de Lévy.

Théoréme 2.1.3 : Tout processus de Lévy admet une modification cadlag, qui est encore un

processus de Lévy avec les mémes caractéristiques.

Proposition 2.1.5 : Les processus de Lévy cadlag, leur filtration naturelle satisfait alors les

hypothéses usuelles.

Théoréme 2.1.4 : (Propriété de Markov Forte) Si X est un processus de Lévy et si T

est un temps d’arrét adapté a la filtration F~, alors sur {T < +oo} :

(1) Le processus X* = (Xyy o — X7, T > 0) est un processus de Lévy indépendant de la tribu
Fi.
(2) Pour toutt >0, X' a méme loi que X;.

(3) X7 est a trajectoires cadlag et est Fr,; adapté.

Preuve. Voir [9] =
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Chapitre 2. Processus de Lévy

2.2 Exemples de processus de Lévy

2.2.1 Mouvement Brownien (MB)

Le mouvement Brownien est en général noté (;)>o en référence & Wiener ou (B;)i>o

en référence & Brown.

On se met dans un espace probabilisé complet (Q2, F,P).

Définition 2.2.1 : On dit que B = (B;)i>0 est un mouvement Brownien (réel, nul en 0), si

les conditions suivantes sont satisfaites :

i) Les trajectoires t — By sont p.s. continues sur R, .

ii) By =0, P-p.s.

iii) Pour tout n > 2, et tous 0 < t; < t5 < ...

mdépendantes.

S t'ru Btn - Btnfp

iv) Pour toust > s > 0, B, — By suit la loi gaussienne N(0,t — s).

Graphique :

0,00 Ay

Fic. 2.1 — Mouvement Brownien

24
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Chapitre 2. Processus de Lévy

Exemple 2.2.1 : Soit Z une variable aléatoire de loi normale centrée et réduite.
Pour tout t > 0, nous posons X; = \/tZ. Le processus stochastique X = (Xt)tzo a des
trajectoires continues et ¥Vt > 0, X; est de loi N (0,t). Est-ce que X est un mouvement

Brownien ¢ Justifiez votre réponse.
Réponse : Non, puisque pour 0 < s <t < o0 :
Var [X, — X,] = Var [VtZ — \/sZ]
= (V- \/E)ZVCLT [Z]
=t —2Vt\/s+s#t—s.

Proposition 2.2.1 : (Propriétés des trajectoires) Si B un mouvement Brownien, alors

presque strement, on a :

a) t+— By(w) n’est dérivable en aucun point t.

b) ¢ +— Bi(w) n’est pas & variation finie en aucun point ¢.

Théoréme 2.2.1 : Soit B un mouvement Brownien. Il existe une modification de B qui a

des trajectoires continues p.s.

Proposition 2.2.2 : Un processus X = (Xi)i>0 est un mouvement Brownien si et seule-
ment les trajectoires t — X; sont p.s. continues et X est un processus gaussien centré de

covariance :

E[X:X;] = min{s,t} =:sAt, s>0, t>0.

Preuve.

=) Soient t > s>0.On a:

E[X,X,] = E[X,(X, — X,)] + E [X?].
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Chapitre 2. Processus de Lévy

L’indépendance entre X, et X; — X, nous dit que :
E X (X — X,)] =0,
tandis que d’apres (4ii), E[X?] = s. Donc :
E[X:X{] = s.

Evidemment, si (s,t) € ]Ri est quelconque, on a alors par symétrie
E [XSXt] =s AL

<) Supposons maintenant que X satisfait les conditions dans la proposition.
Alors : E[X?] = 0, d’ou (i4). Soient ¢ > s > 0. La variable aléatoire X; — X, suit une

loi gaussienne centrée, de variance :

=t+s—2s=

t— s,

d‘ou iv).
Il reste a prouver iii). Soient 0 < t; < t5 < ... < t,,. On sait que (th — X, gy Xy — Xy, th)
est un vecteur gaussien. En plus, la matrice de covariances de ce vecteur gaussien est

diagonale, car pour j > i,

E[(th - th—l)(Xti - Xti—l)] =E [thXti] —E [th—lXti] —E [thXti—l] +E [th—lXti—J
- tl - tl - tifl + ti,1 == 0

Alors, les composantes de ce vecteur gaussien sont indépendantes. m
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Chapitre 2. Processus de Lévy

Proposition 2.2.3 : Si B est un mouvement Brownien, alors les processus suivants sont

aussi des mouvements Browniens :

a) X; = —DB;. (Symétrie).

b) S ZO, Xt:Bt+s_Bs-

Preuve. D’apres la définition (2.2.1]) on a :

a) Posons : X; = —B;.
i) Yw € Q, la trajectoire ¢ — X;(w) = —B;(w) est continue puisque ¢ — By(w) est continue.
ii) XQ = _BO = 0, P—p.S.

iii) Puisque X; —Xi, |, = B, , — By, et que VO < to < t; < ... < 1y, les variables aléatoires :

B, — By, By, — By, ..., By, — By, _,

sont indépendantes, alors V0 < ty < t; < ... < t;, les variables aléatoires :

By, — By, By, — By, ..., By, |, — By

k
sont indépendantes, ce qui implique que :

th - XtoaXt2 - Xt17 "'>Xt th 1

ko _

sont indépendantes.

iv) Vs, t > 0, tel que s < t, X; — X, = (Bs — B,) est de distribution normale d’espérance 0

et de variance t — s.
b) Posons : X; = By s — Bs.

i) Yw € Q, la trajectoire t — X;(w) = Byys(w) — Bs(w) est continue puisque t — By(w) est

continue.

ii) Xo= By, — Bs =0, P-p.s.
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iii) Puisque

th - th—l - (Btk+5 - BS) - (Btk—1+8 - BS)

= Bthrs - Btk,,1+$7

et que V0O <ty < t; < ... < t, les variables aléatoires :

Bt1+s - Bt0+87 Bt2+s - Bt1+87 ceey Btk—‘rs - Btk,1+s

sont indépendantes, alors VO < £y < t; < ... < t, les variables aléatoires :

X — X, Xpy — Xpyy ooy X, — Xy,

sont indépendantes.

iv) Yu,t >0, tel que : u < t,

X=Xy, = (Bt+s - Bs) - (Bqus -

- Bt+s - Bu—l—s

est de distribution normale d’espérance 0 et de variance :

(t+s)—(u+s)=t—u.

Proposition 2.2.4 :

a) By est une martingale.
b) B2Z —t est une martingale.

c) Pour tout réel o, exp (oth — %2t> est une martingale.

28
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Chapitre 2. Processus de Lévy

Preuve. On a :

a) B, est un processus adapté et intégrable, comme il est centré et a accroissements indé-

pendants, alors :

E[(Bt_Bs) ’fs]:E[Bt_Bs]:()'

Et
E[(Bt_BS)|FS]ZE[Bt|JTS]_BSa

alors :

E[B; | Fs| = Bs.

On en déduire le premier point.
b) Pour démontrer le deuxiéme, remarquons que :

e Mesurabilité : B, c’est un processus adapté et la fonction qui muni B; — B;? —t est

continu alors le processus (B;* — t) est adapté.

e Intégrabilité : Vi > 0 :

E[|B2—t] <E[B2+E[t|=E[B2+t=2xt< .

La derniére condition est :

E((B? - B?*) | FJ] =E[(B,—Bs)*+2B, (B~ B.) | 7]

—E[(B, — B,)2 | F.| + 2B.E[(B, — B,) | i,

mais comme (By),., est une martingale B [(B; — B;) | F] = 0, et donc :

E[(B? - B>2) | 7] =E[(B - B.)*| 7.

La stationnarité et 'indépendance des accroissements du mouvement Brownien permettent

de plus d’affirmer que : La derniére égalité est due au fait que B; suit une loi gaussienne
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centrée de variance t.
E[(B:i— B,)?| 7| =E[(B:— B;)?]
=E[B%_]
=t—s.

¢) On démontrer le dernier point remarquons que :

e Mesurabilité : B; c’est un processus adapté et la fonction qui muni :

o2
By — exp (oth — 775)

. o?
est continu alors le processus (exp <Oth — 715)) est adapté.

e Intégrabilité : V¢t > 0

& Jop (o2~ )| = & o (o 4]
[ (o o= ) e () )
_ /R ( \/% exp(—x2+(2t20;x)—a2t2) dx)

- [ (Gmee () ) o

=1< 0.

Si g est une fonction gaussienne centrée réduit, on a :

Efexp (Ag)] = /R \/:lz_ﬂexp()\x)exp (‘Tﬁ) da

)\2
= exXp (?) .
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De plus, si s < t,

2 2
E {exp (aBt — %t) | fs} = exp (ozBs — %t) E [exp (o (B: — Bs)) | Fs)
Car X, est F,-mesurable, et comme B; — B, est indépendante de F;, on a :

Elexp (o (B; = B;)) | F5] = Elexp (a(B; — By))]
= E[exp (aB;_s)]

=E [exp (ag\/mn

= exp (%oﬂ (t — s)) .

Ce qui donne le résultat annoncé.

Proposition 2.2.5 : Si By et By sont deux Browniens indépendants, alors le produit By Bs

est une martingale.

Théoréme 2.2.2 : (Propriété de Markov forte) Soit B un Fi-mouvement Brownien, et

soit T un temps d’arrét fini p.s. le processus
(Bt = Bryy — Byt > 0)

est un mouvement Brownien indépendant de Fr.
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2.2.2 Processus de Poisson

Nous considérerons dans un premier temps le processus de comptage le plus élémentaire,
le processus de Poisson qui est fréquemment utilisé pour modéliser les occurrences d’un
événement pouvant survenir a tout instant avec une probabilité constante et indépendamment

des occurrences passées .

Définition 2.2.2 : Un processus (Ny)icr+ est appelé processus de comptage s’il prend des

valeurs dans N et s’il vérifie les trois propriétés suivantes :
i) 0<s<t=N,<N,;
ii) N, a des trajectoires "cadlag”, i.e. continues a droite et avec des limites a gauche ;
iii) P(Ny— N,- > 1) =0.
Exemple 2.2.2 :
1. Appels téléphoniques a un standard.
2. Prise d’un poisson par un pécheur.

Définition 2.2.3 : Un processus de comptage est un processus discret a temps continu.

Définition 2.2.4 : Un processus de Poisson de densité A > 0 est un processus de comptage

(Ni)i>o tel que :

i) Le processus est a accroissement indépendants Vtg < t; < ... < ty les variables aléatoires :

Ny, — Ny )i Ny — N,

n—1)

sont indépendantes.

ii) Pour tout (s,t) € R%, Nyyy — N suit la loi de Poisson de paramétre \t.
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Graphique :

el | 5 A n 12 14 16 1A o
Temps

F1G. 2.2 — Simulation d’un processus de Poisson

Exemple 2.2.3 : (Guichet) Ici, N, représente le nombre de clients qui sont arrivés au
guichet avant linstant t. L’hypothése sur les sauts d’amplitude 1 exprime le fait que les

clients arrivent un par un au guichet.

Proposition 2.2.6 : Un processus de Poisson est localement continu :

lim ]P)<Nt+h - Nt Z 1) =0.

h—0t

Proposition 2.2.7 : Le processus de Poisson N est sans mémoire, c-a-d : sachant le com-

portement du processus a un instant donné t ne modifie pas les prévisions pour le futurt+ s.
Preuve. On a :

P(Nys—Ny=k|Ny=n) = MNHS?A[];(ZJ\]ZS”])VﬁNO:n)

P(Nt+S—Nt:k‘)]P(Nt:n)
P(Nt :n)

=P(N, = k)

s (As)*

k!
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Théoréme 2.2.3 : Le temps d’attente entre deuxr événements successifs suit une loi expo-

1
nentielle d’espérance T c’est-a-dire que si : Ty = 0 et pour tout n € {1,2,...},
T, := l'instant auquel se produit le n-iéme événement,
alors pour tout entier positif n et pour tout nombre réel positif t :

P(T, —Tp 1 <t)=1—e

Preuve. Généralement,

P(T,—T, 1 <t) =1-P(T,—T, 1>1)

Exemple 2.2.4 : Dans le cadre d’une modélisation des arrivées de clients a un guichet, T},
représente l'instant d’arrivée du client n au guichet, et (T,, — T,_1) représente le temps qui

s’est écoulé entre les arrivées du (n — 1)-éme et du n-éme client au guichet.

Corollaire 2.2.1 : Pour toutn > 0, la v.a. T, suit la loi Gamma de paramétres n et \ notée

[(n, ), dont la densité est donnée par :

)\nl,n—le—)\:c
A VY
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Preuve. 1l suffit de voir que :

THZZ(E_E—1>>

i=1
et utiliser le fait que la somme de n v.a. i.i.d. de loi exponentielle de parameétre \ suit la

L(n,A). m

Exercise 2.2.1 : Calculer l’espérance et la variance de T,.

Solution 2.2.1 : On utilise le fait que les différences T; — T; 1 sont des variables exponen-
tielles indépendantes :

1
-3 BT -3 5 -5

=1

et

Var (T,) = Var (Z (T, — TH)) =Y Var(T, - T,-1) = Z% - %

i=1 =1

Proposition 2.2.8 : Les temps de sauts de N sont des F-temps d’arrét.

Preuve. D’abord :

{Ty >t} = {N, =0} € T,

par définition de la filtration.

Supposons par récurrence que 1), ; est un F-temps d’arrét, soit ¢t > 0,

{T, >t} ={T, 1>t} U{T,1 <t<T,} ={T-1 >t} U{N;=n—1} € F,.

Proposition 2.2.9 : Si N est un processus de Poisson alors :

a) La somme :

VE>0, Ni=) lir<y

n>0
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est presque strement finie pour tout t > 0.
b) Les trajectoires de N sont constantes par morceauz, avec des sauts de taille 1 seulement.

c) Les trajectoires sont cadlag.
d) Vt >0, P(Ni- = Ny) = 1.

e) Vt > 0, N; suit une loi de Poisson de paramétre At :

VneN, P(N,=n)= e~ A DT (2.2)

n!

En particulier on a :

E[N;] = M = Var (N;), et Ble™Nt] =exp (M(e™ —1)).
Remarque 2.2.1 : On a :
Ny ~P(A), E[N] =),

ce qui signifie que le nombre moyen d’événements survenant en une unité de temps est égal

a A
Exercise 2.2.2 : Montrer par récurrence [’expression (2.2]) .
Solution 2.2.2 : On note : P(N; =n) = p,(t). On a :

_ >\ n _ >\ n
pa(t) = e MO — (1) = A e M ()]

on a donc :

pn-i-l(t) = Cny1 (t) eM = p/n+1(t) =e M [O/n—i—l (t) — AChp1 (t)] )
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et, en reportant,

)"
M O (1)~ M (0] = DA a0 0]

d’ot

n n+1
Clya () =2 = () = M ey,

n! (n+1)!
et, en utilisant p,+1(0) = 0, on obtient finalement :
At)’l’b-‘rl
() = T
b +1( ) € (n n 1)|

La propriété étant vérifiée pourn =0 (et n = 1), elle est ainsi démontrée pour tout n. Donc :

P(N; =n)=p,(t) = e_’\t();lLl)n.

Proposition 2.2.10 : Les relations suivantes sont triviales a vérifier :

a) N, =sup{n € N|T,, < t}.
c) P(Ny=n)=P(T, <t <Th,u1).
d) P(N, >n)=P(T, <t).

e) Ps<T,<t)=P(N; <n<N).

Propriété 2.2.1 : La somme de deux processus de Poisson indépendants de parameétres res-

pectifs Ay et Ao est un processus de Poisson de paramétre \i + As.

Proposition 2.2.11 : (N;);>o est une sous-martingale, et (N — At);>o est une martingale.

Preuve. Pour tous 0 < s <t:

E[N; — M| Fo,u<s] =B[N, — Ny | Fu,u<s|+ Ny — M

=B[N,y + N, — At = N, — As.
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Théoréme 2.2.4 : Si X est un processus de Lévy a valeurs réelles, croissant (presque sire-

ment) et ne faisant que des sauts de taille 1, alors X est un processus de Poisson.

Théoréme 2.2.5 : Soit (N,)>o un processus de Poisson et T un F" -temps d’arrét presque
sdrement fini. Alors, le processus X :t +— Ny r — Np est un processus de Poisson issu de 0

indépendant de FXN .

Processus de Poisson composés

Définition 2.2.5 : Le processus de Poisson composé
Ny
X = E Y;
i=1
est une somme des variables aléatoires i.i.d. Y;, ot N; est un processus de Poisson indépen-

dant.

Exemple 2.2.5 :

1. Arrivées d’avion dans un aéroport : chaque avion transporte un certain nombre de

passagers.

2. Arrivées de clients aux caisses d’un supermarché : chaque client dépense une certaine

somme d’argent.

Propriété 2.2.2 : On a : Gy, (s) = exp(At(Gy(s) — 1)), et
E[X, = ME[Y] et Var[X,]=XE[Y?.
Preuve. On a : Gy, (s) = E [EM [s*]], avec :

E[Ntzn] [S‘Xq _ E[Nt:n] [8Y1+Y2+...+Yn} — (Gy(S))n,
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car les Y; sont indépendantes entre elles et indépendantes de V.

Donc : BV [sX1] = (Gy(s))™, et

=EK [Gy(S)Nt]
= Gu, (Gy(s))

= exp (A (Gy(s) — 1)),
car NV, suit la loi de Poisson de paramétre At. On a alors :
o (5) = MGy (5)Bx,(s) et Gl (s) = MG, (5) (G (s) + M (G (5))°).
En prenant la limite quand s tend vers 1, on obtient :
E[X;] = ME[Y],
et

HmGY, (s) = Mt ((Var (V) = E[Y] +E[Y]?) + Xt (E[Y]?)) = Var (X,) — E[X,] + (B[X,])?,

S—>1

d’ou

Var (X;) = M (Var (V) + E[Y]?) = ME [Y?].

Exemple 2.2.6 : Le nombre d’accidents par jour dans une ville suit un processus de Poisson
de parameétre 2 et le nombre de personnes impliquées suit la loi géométrique de paramétre
1

3 Quelle est la moyenne et la variance du nombre de personnes accidentées durant une

semaine ¢
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Réponse : B[Y] =2 et Var (Y)=2=E([Y? -E[Y]*, douE[Y]* =6, et pourt =7,

E[X:]=2x7x2=28 et Var(X;)=2x7x6=284.

Proposition 2.2.12 : Un processus de Poisson composé est clairement un processus cadlag

et constant par morceaux.

Proposition 2.2.13 : Soit X un processus de Poisson composé. Alors X est a accroisse-

ments indépendants et stationnaires.

Théoréme 2.2.6 : St X est un processus de Lévy cadlag a valeurs réelles, presque stirement
a trajectoires constantes par morceauz, alors X est un processus de Poisson composé. La

réciproque est trivialement vraze.

Preuve. Soit N; := {0 < s <t, X;- # X;}. Comme X est a trajectoires constantes par

morceaux, /N est fini pour tout ¢ fini. C’est donc un processus de comptage. De plus :

Ny—Ng:={s<r<t, X,- #X,} ={s<r<t, X,- - X, # X, — Xi}.

On en déduit que N a des accroissements indépendants et stationnaires. C’est donc un pro-
cessus de Poisson. Soit (77,), la suite de ses temps d’arrivées. On définit Y,, = X7, — X
Il ne reste plus qu’a montrer que les (Y;,), sont i.i.d. Comme X est & trajectoires constantes
par morceaux, on a : Y, = Xp, — Xp,_,. Or si l'on applique la propriété de Markov forte, il
est facile de voir que les (Y},), sont i.i.d. Par exemple, on montre qu’ils ont méme loi.

Soit n € N*. D’apres la propriété de Markov forte, le processus {XHTTH1 — Xy, 1t 2> O}
est un processus de Lévy ayant méme loi que le processus X, et est indépendant de Fr, ,.

On en déduit :

P(Y, € A) =P(Xy, — X, , € A) =P(X7, — Xp € A) =P(Y1€A).

L’indépendance se montre de la méme facon. =
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Conclusion

Les processus de Lévy sont essentiellement des processus stochastiques avec des incré-
ments stationnaires et dépendants, sont utilisés dans plusieurs domaines de science comme
la physique, I’Architecture et bien stire en Mathématiques financiers, car ils décrivent avec
précision les réalités des marchés financiers. Enfin, Le mouvement Brownien et le processus

de Poisson sont les deux exemples fondamentaux.
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Annexe A : Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées

ci-dessous :
N,R . Ensemble des nombres naturelles réels respectivement.
E . Ensemble quelconque.
L :  Espace des fonctions intégrables.
L? :  Ensemble des fonctions mesurables de carré intégrables.
ii.d. :  Indépendante identiquement distribuées..
A,V :  Inf, sup respectivement.
inf . Inférieur.
N :  La famille de toutes les ensembles négligeable de (€2, F, P).
lim :  Limite.
p-s. . Presque sur.
P-p.s . Presque stirement pour la mesure de probabilité P.
PAIS . Processus accroissements indépendant stationnaires.
sup :  Supérieur.
Q :  Une ensemble fondamental.
v.a. : Variable aléatoire.
X ~N(0,t) : Variable X suit la loi normale centrée et de variance ¢.
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Annexe B : Rappel

Mesure :

Soit un ensemble muni d’une tribu 4. On dit que p est une mesure sur (£2,.4) si :

i) p: A —[0,+0o0] (elle prendre la valeur co);
ii) p (@) =0;

ii) Si Ag, A1, As, ... € A et sont deux a deux disjoints alors :

I (UAn> = n(A).

neN neN

eOn dit que (92, A, 1) est un espace mesuré.
Lois fini-dimensionnelles :

On appelle lois fini-dimensionnelles d’un processus 1’ensemble des lois
{E (th, ...,ti) . tl, ...,tp c T, pE N*} .

Cadlag : continu a gauche et pourvu de limite a droite.
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4 Ghtane N

Dans cette modeste contribution, nous sommes intéressées au processus de Lévy,
le plus utilisé dans la finance.

Au début, nous introduisons les processus stochastiques en général, puis nous nous
sommes concentrés sur |'objectif principal i.e. nous avons défini le processus de
Lévy et présenté ses propriétés générales, comme qu'il s'agit d'une loi infiniment
divisible et avons donné la Formule de Lévy-Khintchine. Enfin, nous avons présenté
les plus simples exemples pour I'étude: mouvement Brownien, processus de
Poisson.

Mots clés: Processus stochastiques, temps d’arrét, martingale, processus de Lévy,

\mouvement Brownien, processus de Poisson. /

4 s

In this modest contribution, we are interested in the Lévy process, the most used in

finance.

At first, we introduce stochastic processes in general, and then we focused on the
main objective i.e. we have defined the Lévy process and presented its general
properties, as it is an infinitely divisible law and have given the Lévy-Khintchine
formula. Finally, we presented the simplest examples for the study: Brownian
motion, Poisson process.

Key words: Stochastic processes, martingale, stopping time, Lévy process, Brownian

Qotion, Poisson process. /
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