Université Mohamed khider — Biskra Bomany -yl daa Bralp
Faculté des Sciences et de la Technologie L sl siSill g pp—tal) 418
Département de Génie Civil et d’Hydraulique o= 5 Aisall duigl) aud
Référence :2019/ 2020 2020 /2019: 24— sl

Mémoire de Master

Spécialité :GENIE CIVIL
Option :STRUCTURE

Théme :

ETUDE NEMURIQUE DE LA STABILITES DES
PLAQUES COMPOSITES STRATIFIEES

Encadreur :

Etudient: o Dr. BELARBI. MED.OUEJDI
e MARAH BILLEL

Promotion: Sept 2020




REMERCIEMENTS

Avant tout nous remercions Allah tout puissant qui nous a donné la bonne

santé et le courage, la volonté et la force pour accomplir ce présent travail.

J’ exprime mes sinceres et profonds remerciements et reconnaissances

a mon encadreur. Ses encouragements, sa patience et sonsoutien favorable

pour ['aboutissement de ce travall.

Que tous ceux qui, de pres ou de loin, ont contribué a ma Formation,

trouvent ici magratitude et mes remerciements.

Je tiens a exprimer ma profonde gratitude et mes remerciements a tous

les enseignantsde I’ institut de Génie Civil de I’ Universite de Biskra



DEDICACE

Je dedie ce travall a lamémoire de mon pere bien aime,

qgu’ Allah ait son ame pour tous ce qu’ Il m’ adonné et appris

specialement " amour de la science et la patience.

Ft ma mere que j* estime beaucoup pour ce qu’ elle est.



RESUME

Le flambement est un mode d’instabilité s’attaquant a tous les ¢éléments de
structures sollicités par des contraintes normales de compression. Le présent travail a
pour but de déterminer la charge critique des plaques isotropes et des plaques
composites stratifiées. Les calculs ont été effectués numériqguement en utilisant un
programme en langage en Fortran et un autre programme en langage Matlab. Un
élement fini de forme rectangulaire avec cing degres de libertés est formulé sur la
base de la théorie du premier ordre (FSDT). La bonne performance de I’élément est
montrée a travers une série de tests en comparant les résultats obtenus par le présent

élément avec ceux trouvés via des modeles analytiques et numériques (EF).

Le travail a été acheve par étude paramétrique afin de montrer les effets de

différents parametres agissant sur la charge critique.

MOTS CLES : Flambement, Isotrope, Composites, Charge critique.



ABSTRACT

The buckling is an instability mode addressing all elements of structures sought
by normal stresses of compression: columns of buildings, piles of bridges, braces,

poles, towers...

The present work aims to determine the critical load of beams isotropic and
beams anisotropic (sandwich). The calculations were performed numerically using a

program in Fortran language and another program in Matlab.

The work was completed by parametric study to show the effects of different

parameters affecting the critical load.

KEY WORDS: Buckling, Isotropic, Sandwich, Critical load
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Introduction géenérale

Introduction géneérale

1.Introduction :

Le développement des technologies moderne exige que l'on utilise des matériaux ayant des
caracteéristiques spécifiques élevées (bons rapports rigidité-poids et résistance-poids, faible
colt d'entretien, excellente durabilité et bien d’amples qualités). Les matériaux composites
sont des matériaux qui répondent a ces exigences. lls deviennent de plus en plus
incontournables dans de nombreuses composantes structurales comme la marine, le transport,
la navigation, les sports, les applications aérospatiales et ils ont été utilisés récemment dans
les structures de génie civil comme des compléments aux materiaux classiques (acier, bois et
béton).

Parmi les composites les plus convoités, on peut distinguer deux grandes catégories de
matériaux composites structuraux : les stratifiés et les sandwichs. Les stratifiés sont des
matériaux couramment rencontrés dans les éléments structuraux. Ces derniers sont constitues
par ’empilement de plusieurs couches ou chaque couche peut avoir une orientation différente,
i.e. les caractéristiques mécaniques varient selon les directions considérées. Les sandwichs

sont des structures composites dont l'utilisation connait un essor important.

Malgré les nombreux avantages que présentent ces matériaux, leur comportement est assez
complexe a cause des problemes spécifiques liés principalement a leur hétérogénéité. L’étude
du comportement flambage de ces composites stratifiées est trés importante, tant d’un point
de vue académique qu’industrielle, car ils aident les ingénieurs a concevoir les meilleures

structures.
2. Objectif de mémoire :

% L'objectif principal de cette mémoire c’est I’étude numérique de la stabilité des

plaques composites stratifiées en utilisant un élément fini de forme rectangulaire.

¢+ Par ailleurs, une étude paramétrique a également été menée pour mettre en évidence
I'effet de certains paramétres sur les fréquences propres des plaques sandwichs

multicouches.
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3. Plan de mémoire :
Le travail de cette mémoire est divisé en quatre chapitres :

Le premier chapitre : on a expose quelques définitions sur les matériaux composites
et les sandwichs en particuliers. Puis, nous avons présenté les trois théories des plaques :
Théorie classique des stratifies (CLPT), la théorie du premier ordre de cisaillement transverse
(FSDT et la théorie d’ordre supérieur (HSDT).

Le deuxieme chapitre : nous avons fait premierement un rappel sur la théorie du
premier ordre de cisaillement transversal, ainsi que 1’écriture da la loi de comportement d’un

stratifié. Puis nous allons décrire les efforts résultants des stratifiées.

Le troisieme chapitre : porte sur la formulation d’un élément fini bidimensionnelle
(2D), construit sur la base de ’approche monocouche équivalente en utilisant la théorie du
premier ordre (FSDT). L’¢lément formulé est de forme rectangulaire défini par quatre nceuds
et cing degreés de liberté (5DDL) par nceud. Cet élément est destiné a I’analyse statique et du
flambage des plaques isotropes et composites stratifiées. Le principe de I'énergie potentielle
totale a eté adopté pour établir la relation entre les forces et les déplacements.

Le quatrieme chapitre : Aprés la formulation de I’élément fini rectangulaire, ce
chapitre est consacreé, dans la premiére partie, a la validation de 1’élément utilisé en termes de
précision, de convergence et de stabilité, a travers une série de tests. Des plaques isotropes et
composites stratifiées sont considérés. Les résultats obtenus seront comparés avec les
solutions obtenus analytiquement et ceux obtenus par d’autres modeles d’éléments finis
disponibles dans la littérature. Ainsi, on procéde a une étude paramétrique pour mettre en
évidence les effets de certains paramétres tels que l’orientation des fibres, le nombre de

couches et le degré d’anisotropie sur la charge critique des plagues composites stratifiées.
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Chapitre |

Géneéralités Sur Les Matériaux Composites

1.1. Introduction :

La réalisation d’une structure est nécessairement liée a la nature de ses constituants c'esta-

dire ses matériaux.

De ce fait la technologie nouvelle exige de ses derniers qu’ils soient a la fois résistants,
rigides, légers et surtout adaptables a des utilisations spécifiques. Rares sont les matériaux qui

répondent d’une fagon entiére a ces exigences.

Les matériaux traditionnels sont limités dans leurs champs d’actions de par leurs propriétés

mécaniques et leurs techniques de mise en ceuvre.

La naissance de produits nouveaux tels que les matériaux composites ouvre un large
éventail d’application, et répond a des utilisations bien spécifiques (I’¢laboration du matériau

se realise selon la fonction avancée). (Benachour A., 2010). [1]

L’art de I'ingénieur dans la conception et I'utilisation de matériaux ou de structures
composites réside dans le fait de placer le bon matériau sous la bonne forme (morphologie des

renforts), et au bon endroit (notion de répartition spatiale).

Au sens strict du terme, il faut parler de matériau ou de structure composite dés lors qu’une
piéce est composée de plusieurs types de constituants. Le but recherché dans ces associations
est de combiner les propriétés de plusieurs classes de matériau pour obtenir des propriétés

moyennes améliorées. (Mechab 1., 2009). [2]

Un matériau composite est une combinaison de deux matériaux distincts que 1’on appelle
généralement la matrice et le renfort, aux propriétés souvent complémentaires, qui associés
possedent des caractéristiques physiques complétement différentes de leurs composants. La

matrice a généralement pour rble mécanique de fournir une certaine cohésion entre les
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différents éléments de renfort et ainsi joue le réle de « ciment » en assurant un minimum

d’homogénéité a I’ensemble.

Dans la majorité des matériaux composites, les propriétés mécaniques sont
essentiellement fournies par les renforts, de telle sorte que le taux de renfort dans la matrice
ainsi que la qualité de I’interface renfort / matrice conditionnent directement les propriétés
mécaniques du matériau composite. Les renforts peuvent se trouver utilisés sous différentes
formes, comme par exemple en fibres longues, en fibres courtes, en sphéres et méme en tissu

de fibres plus ou moins complexe (tissage 2D, voire méme 3D).

Ainsi, Danos jours, un tres grand nombre de composites sont utilisés de maniere
courante et il est pratiguement impossible de les traiter tous de la méme maniére, tant leurs
propriétés sont variables. Du point de vue des applications industrielles, les composites les
plus répandus sont caractérisés generalement par une matrice polymere et des renforts sous
forme de fibres longues tissées ou non. Les principales fibres employées aujourd’hui sont de
type fibres de verre pour les applications a codts réduits, ainsi que fibres de carbone et

aramide pour les applications plus exigeantes. (Draiche K., 2015) [3]

Les matériaux composites permettent de concevoir et de réaliser des structures améliorées
possédant de bonnes propriétés mécaniques alliees a un poids minimal. Ces matériaux ont
suscit¢ un intérét particulier dans de nombreux secteurs tel que, 1’aéronautique, les

constructions navales, I’industrie automobile, etc....
1.2. Définition genéral des composites :

D’aprés Berthelot(2010), << Un matériau composite est constitué de 1’assemblage d'au
moins deux matériaux non miscibles (mais ayant une forte capacité d’adhésion) et de nature
différente, (donc lls sont des matériaux artificiels), se complétant et permettant d'obtenir un
matériau dont les performances globales sont améliorées, vis-a-vis d'un besoin spécifique, par

rapport a celles de ses constituants éléementaires>>.

Les composites sont constitués d'une matrice dans laquelle on a dispersé de facon
contr6lée des renforts. La matrice maintient les renforts et assure les transferts de charge,

tandis que les renforts apportent principalement leurs caractéristiqgues mécaniques élevées
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(Modules et limites d'élasticité, résistance mécanique...) Cette association a pour but d'obtenir
un matériau dont les propriétés spécifiques (propriétés mécaniques rapportées a la masse
volumique) sont supérieures a celles de la matrice non renforcée. Le concept de matériau
composite, par le choix des constituants et de leurs proportions respectives, ainsi que le choix
de la forme, des dimensions et de la disposition des renforts, permet donc de concevoir un

matériau présentant les caractéristiques spécifiques recherchées.

matrice

renfort

Fig. 1.1 Matériau composite

1.3. Définitions de base :

v' Homogene : mémes propriétés physiques en tout point du matériau.

v Hétérogeéne : propriétés physiques différentes d’un point a un autre.

v’ Isotrope : mémes propriétés mécaniques dans toutes les directions.

v' Orthotrope : propriétés mécaniques symétriques par rapport a 2 plans de symétrie.

v" Anisotrope : l'anisotropie (contraire d'isotropie) est la propriété mécanique d'étre
dépendant de la direction. Quelque chose d'anisotrope pourra présenter différentes

caractéristiques selon son orientation

——
(o
| —
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|.4. Avantages des matériaux composites :

L’utilisation des matériaux composites apporte de nombreux avantages en termes de
propriétés des matériaux. En effet, le but de leur fabrication est de profiter des bonnes
propriétés de chaque matériau afin d’en former un qui sera mieux adapté a certaines

applications.

La combinaison de deux matériaux permet donc d’améliorer les propriétés d’un
matériau, par exemple, la résistance, la rigidité, la conductivité, le poids, etc.... Ainsi, les
composites permettront d’augmenter la performance de la structure dans laquelle ils seront
inclus. Dans le cas d’une structure mince, le laminé composite de fibre permet une

augmentation considérable de la résistance en traction et de la ductilité.

1.5. Utilisation des matériaux composites dans les structures :

L'utilisation des matériaux composites est tres répandue dans divers domaines tels que
I'aérospatiale, I'aéronautique, l'industrie automobile, I'industrie navale, de méme que dans
I'industrie sportive et le génie civil. Ces matériaux sont connus par leurs grands rapports
rigidité — poids et résistance-poids, ainsi que pour d'autres propriétés mécaniques intéressantes

telles que la résistance a la corrosion.

En outre, l'utilisation des matériaux composites dans le domaine de génie civil peut étre
avantageuse par rapport aux matériaux traditionnels comme ’acier, car ils permettent la
conception de structures aux propriétés globales qui répondent mieux aux exigences

particuliéres d'une situation donnée. Parmi ces propriétés globales, on retrouve la rigidité
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Composites
| | |

Renforcés par des particules Renforcés par des fibres Structuraux

| | | | |

Fibres Fibres Stratifiés Sandwichs

Grosses Renforcement . .

) discontinues
articules par dispersion  Continues (courtes)

(alignées)
| |
Fibres Fibres orientées
alignées aléatoirement

Fig. 1.2.Classification schématique des types de composites.

La Fig. 1.2présente une classification schématique des matériaux composites.

Nous distinguons trois catégories principales : les composites renforces par des particules, les
composites renforcés par des fibres et les composites structuraux. Dans le présent chapitre, on

va parler sur les composites structuraux de type sandwich.

1.6. Les type de matériaux composites :

En général, le domaine des composites est tres vaste et, ceux-ci peuvent étre divisés en

quatre types

eComposites a renforts de particules
eComposites a renforts de fibres
eComposites a renforts de paillettes

eComposites stratifiés

10

——
| —
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1.6.1. Composites a renforts de particules :

Les matériaux composites de particules consistent a mettre des particules d’un ou

plusieurs matériaux en suspension dans une matrice.

En fait, le meilleur exemple est slirement le béton. Le béton est composé de particules de
sable et de gravier et elles sont liées ensemble par la réaction chimique du ciment et de I’ecau
qui donne la pate (matrice). Le béton est donc un composite de particules trés complexes
puisqu’une multitude de parametres influence ses propriétés. Plusieurs ouvrages de référence

traitent de ces parameétres. (Draiche K., 2015) (Beeby A.W., 1979).[ 3, 4]
1.6.2. Composites a renforts de fibres :

Les composites de fibres sont des matériaux composés d’une matrice dans laquelle divers
types de fibres sont ajoutés. Le comportement des composites de fibres est beaucoup

influencé par le type de fibres et leur nature.

Il existe deux grands types de fibres ; les macros fibres et les microfibres. Les macros-
fibres (=10 mm de longueur et plus) qui sont ajoutées a la structure afin d’augmenter sa
ténacité et les microfibres (=10 mm de longueur et moins) qui sont ajoutées afin d’améliorer
principalement la résistance a la traction. La longueur qui caractérise les fibres comme

microfibres ou macro-fibres peut varier en fonction de la composition de la matrice.

Le r6le des fibres dans la structure est le méme que celui des armatures, c’est-a-dire
reprendre les efforts de traction. Les composites a renforts de fibres limitent la formation, la

propagation et la coalescence des microfissures au sein de la matrice.

Les fibres cousent a la fois les fissures existantes en empéchant leur développement et,

limitent la formation d’autres fissures en renfor¢ant la matrice d’acier. (Draiche

K.,2015)(Pierre P., 1998) (Beaudoin J.J., 1990). [3, 5,6]
1.6.3. Composites a renforts de paillettes :

Les paillettes ont une dimension tres faible par rapport aux autres dimensions. La

dispersion de ces « particules minces » est généralement aléatoire. Cependant, les paillettes

11
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peuvent étre rangées parallelement 1’'un a ’autre afin d’avoir des propriétés plus uniformes

dans le plan. Les composites de fibres. (Draiche K., 2015). [3]
1.6.4. Composites stratifiés :

Un stratifié se compose d’au moins deux couches minces de matériau. Les couches
peuvent étre constituées de différents matériaux monolithiques comme dans les métaux
plaqués ou de méme matériau composite empilé selon différentes orientations comme pour

des stratifiés composites a renforts de fibres longues.

Ce dernier devient une classe hybride du composite comportant a la fois le composite a
renfort de fibres et la technique de stratification (Draiche K., 2015). [3]

Composite Composite Composite Composite
a particules a fibres stratifié a paillettes

Fig. I. 3Les différents types de composites

1.7. Les matériaux composites et leur fondamentaux de base :

En général les fondamentaux essentiels d’un matériau composite sont : le renfort, la
9

matrice et I’interface. Dans certains cas des charges et des additifs peuvent étre utilisés.

——
| —
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Matrice
*
W Matériau composite

Renfort

Fig. I. 4Schéma typique d’un matériau composite

Composite
|
Matrice Renfort
1
[ | |
Organique Meétallique Cer_arfnque
minérale
Résine phénolique Magnésium Carbone Verre Fils
+  Apoxyde Aluminium Graphite Aramide Tissus
+  Polyester Titane Carbure Carbone Fils
+ Polymide | | cooieieeeninnnn Dilice Métaux coupés
* Epoxyde Alumine Carbure (whiskers)
+  Polysulfone | | | | e Alumine Poudre
Elastomere Silice Armature
................ Bore

Fig. 1.5 Déférent composants de matériau composite

1.7.1. Renforts :

Les renforts forment les armatures du matériau composite, ils aident a ameéliorer la
résistance mécanique et la rigidité et se présentent sous forme filamentaire, allant de la
particule de forme allongée a la fibre continue. Ainsi les fibres sont constituées par plusieurs

milliers de filaments de diameétres variant de 5 a 25 pm.

13
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Les renforts sont présents sous plusieurs formes : simple linéique, tissu surfacique simple,

tissu complexe.
Les renforts sont caractérises par :

e La nature de la fibre, minérale ou organique,

e [ ’architecture du renfort.

Organiques Inorganiques
Polyesters Aramides Minéraux Végétaux
Céramiques Métalliques Bois Coton
/ il \ Papier
Verre Carbone Bore Jute

Fig. 1. 6 Classification schématique des principaux matériaux de renfort.
1.7.2. Matrices :

Dans le composite la matrice ou bien la résine comme elle est appelee communément a
pour rble de maintenir les fibres entre elles toute en jouant le réle de liant. Elle assure
également le transfert de charge entre les renforts, tout en les maintenant dans leur position et

leur orientation.

Enfin, elle protége le composite des agressions extérieures et donne la forme désirée au
produit final. Pour obtenir des caractéristiques d’imprégnation plus élevées, la résine doit,
dans sa configuration finale, occuper tous les espaces inter-fibres et présenter le moins de
bulles d’air possible. Pour réaliser cette imprégnation, la viscosité de la résine est diminuée

avec un apport thermique.

On peut classer les matériaux composites en fonction de leur nature, ils sont classés en

trois grandes catégories : les composites a matrice organique (CMO) qui ne peuvent étre

14

——
| —



CHAPITRE | GENERALITES SUR LES MATERIAUX COMPOSITES

utilisés a des températures supérieurs a 300°C, les composites a matrice métallique (CMM)
qui sont utilisés jusqu’a 600°C, et les composites a matrice céramique (CMC) dont

I’utilisation est possible méme au-dela de 1000°C.

Matrices

organiques / \; minérales

thermodurcissables | | thermoplastique | | élastoméres | | céramique | | métalliques

borures carbures nifrures

Figure 1.7Classification schématique des principaux matéeriaux de matrice
1.8. Les matériaux composites structuraux :

Les matériaux composites structuraux sont classés en trois catégories : Les monocouches,
Les stratifiés et Les sandwichs. Leur rigidité est conditionnée par le nombre et I’empilement

des couches, leur nature, leur orientation, leur séquence d’empilement, etc.

1.8.1. Les monocouches :

L’¢lément de base des structures composites ces les monocouches, ils sont constituées
d’une maticre plastique (résine) renforcée d’un matériau fibreux (renfort). La variation des
multitudes types de monocouches sont définis par la forme du renfort : fibres longues, fibres

tissées, ou a fibres courtes.

15
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2

(Sens transverse)
trtransverse)

(Sens long)

Fig. 1.8 Schématisation d’une monocouche

1.8.2. Les stratifiés :

La superposition de plusieurs monocouches dans la direction de I’épaisseur permet
d’obtenir des structures composites stratifiées qui sont constituées de couches de renforts
imprégnés de résines. Les couches sont également désignées plis. Les structures stratifiées
réalisées a partir de matériaux composites sont constituées d’empilements de nappes
unidirectionnelles ou bidirectionnelles. La résistance mécanique aux efforts est assurée par le
renfort. La résine quant a elle assure la cohésion entre les renforts de sorte a distribuer les

excitations mécaniques.

Fig. 1.9 Matériau composite stratifié

16
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1.8.3. Les sandwichs :

La structure des composites sandwiches est constituée de deux peaux ou bien de
couvercle en matériaux composites entre lesquelles est collé un noyau a faible densité

permettant d’augmenter les propriétés du matériau en flexion tout en conservant un poids tres

faible (fig. 1.10).

Typiquement, I’industrie aéronautique utilise un noyau en forme de nid d’abeille constitué

de feuilles ondulées collées ensemble.

Ces feuilles sont fabriquées en imprégnant des fibres d’aramide dans une résine
phénolique ayant des propriétés ignifuges. Lors de la mise en forme de ce type de panneaux
sandwichs, il est souvent nécessaire d’utiliser plusieurs morceaux de noyau afin de fabriquer

de grandes piéces.

La jonction entre deux noyaux pose un probléeme de discontinuité qui est réglé dans

I’industrie en injectant une mousse dans I’interstice.

L’injection de cette mousse ajoute une €tape a la fabrication de grandes picces et constitue
un ajout de masse a la structure. Dans le domaine aéronautiques Les panneaux sandwichs
intégrés dans les structures sont légers et rigides ce qui en fait de tres bon transmetteurs de
vibration mécaniques et sonores. Ces derniéres vont a I’encontre du confort des passagers et

peuvent méme causer des bris mécaniques si elles ne sont pas amorties.

Généralement les matériaux composites ont un amortissement plus élevé que les métaux,

mais celui-ci demeure insuffisant et il est nécessaire de trouver des solutions pour ’améliorer.

Peaux

o gl % Gy i m Coeur

Figure 1.10 Schématisation d'une plaque sandwich
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1.9. Les théories utilisées pour la modélisation des plaques stratifiées

composites :

Il existe plusieurs théories utilisées pour décrire le comportement mécanique des
matériaux multicouches. On peut citer la théorie classique de la plaque stratifiée (CLPT), la
théorie de déformation de cisaillement du premier ordre (FSDT), les théories de déformation

de cisaillement d’ordre supérieur (HSDT).

1.9.1. Théorie classique des plaques de Love-Kirchhoff (CPT)

Cette théorie qui néglige I’effet du cisaillement transverse est appréciée par les
ingénieurs vu sa simplicité. Les éléments basés sur cette théorie sont en principe des mieux
adaptés a la modélisation des plaques minces. Leur formulation ne nécessite que
I’approximation d’une seule composants de déplacement w(X, y). Or ceci n’est qu’une
simplicité apparente puisque des dérivées secondes des déplacements interviennent dans

I’expression de 1’énergie de déformation. Anis, la condition de la compatibilité inter-€léments

N - ] 0 i)
correspond a la continuité C! du déplacement transverse, en d’autres termes (a—‘;v),(%)
et W doivent étre contenu a travers les interfaces des éléments. Cette condition ne peut

généralement éEtre satisfaite qu’avec des €éléments sophistiqués et d’ordre élevé.

La théorie classique des plagues minces (CPT) se base sur les hypothéses de Love-
Kirchhoff, d’ou :

- Une section droite normale au plan moyen de la plaque reste perpendiculaire aprés
déformation, (fig.1.11 et fig.1.12), ce qui revient a négliger les effets de déformation en

cisaillement transverse (ez=yxz=yyz=0).

- L'épaisseur est faible ; en conséquence, les contraintes dans le sens de I'épaisseur sont

supposées nulles (6z=0).

——
| —
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Basant sur ces hypothéses, le champ de déplacement est donné par :

ow,
U(xy,z) = Up(xy) — 2o
V(x,y,z) = Vo(x,y) — Zaa—v;o (1.1)

W(x,y,z) = Wy(x,y)
Ou

Uo, Vo, wo les composantes du champ de déplacement du plan moyen de la plaque (z = 0).

Fig. 1.11Géometrie déformée et non déformée d’un coté de plaque selon les hypothéses
de la théorie classique de Kirchhoff (Reddy .J .N, 2004)[9]

——
| —
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4 F4
CLT
|
/ 0
Displacements Transverse stresses

Fig. 1.12 : Variation du déplacement et des contraintes transversales a travers 1’épaisseur

pour la théorie classique (CLT).

1.9.2.La théorie de déformation en cisaillement du premier ordre de Reissner-
Mindlin (FSDT)

Cette théorie proposée par Mindlin, en 1951, prend en compte les déformations dues a
I’effort tranchant et I’effet da a I’inertie de rotation. Cette approche plus fine du probléme des
plaques repose également sur une autre cinématique de la déformation, et donc une autre

expression des conditions aux limites.

Cette théorie peut étre considérée comme une amélioration par rapport a la théorie

classique (CLPT). Et elle est basée essentiellement sur I’hypothése de Reissner-Mindlin.

La théorie de déformation en cisaillement du premier ordre (FSDT) se base sur les

hypothéses de Reissner-Mindlin, d’ou :

- Lacontrainte normale (o) est négligeable devant les autres composantes ;
- Toute section droite et perpendiculaire a la surface moyenne non-déformée reste
droite, mais pas nécessairement perpendiculaire a la surface moyenne déformée.
- L'effet de l'inertie de rotation est inclus.
La troisieme hypothése implique que la déformation de cisaillement transversale est différente
de zéro, mais elle dépend également a la contrainte de cisaillement qui est nulle sur les

surfaces extérieures puisque la contrainte de cisaillement devient constante suivant toute

20
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I’épaisseur de la plaque. Pour compenser cette erreur, Mindlin a proposé un facteur g de

correction de cisaillement a appliquer pour la force de cisaillement.

- Dans la théorie de déformation en cisaillement du premier ordre, le champ de
déplacement (fig. 1.13) est exprimé sous la forme (Mindlin R. D., 1951).[7]

Ux,y,2) =Uy(x,y) — zp (x,y)
V(x,y,2) = Vo(x,y) — 2z, (x,y) (1.2)
W(x,y,z) = Wo(x,y)

Ou:
Uo, Vo, wo les composantes du champ de déplacement du plan moyen de la plaque (z = 0), et
d,, @y les rotations autour des axes y, x, respectivement.

Dans la théorie de déformation en cisaillement du premier ordre, les déformations
transversales sont constantes en Z, Les contraintes de cisaillement sont donc uniformes a
n’importe quel point suivant I’épaisseur et ¢a évite la discontinuité entre les couches dans les
composites conventionnels. Cette mauvaise description d’uniformité de distribution des
contraintes oblige a introduire des coefficients correcteurs pour mieux prendre en compte,

dans I’écriture de I'énergie, les effets du cisaillement transversal (Whitney J.M., 1973). [8]

Fig. 1.13 Géométrie déformée et non déformée d’un coté de plaque selon les hypothéses de la

théorie du premier ordre Reissner-Mindlin(Reddy .J .N, 2004). [9]

——
| —
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z
FSDT
| /
|
Displacements Transverse stresses

Fig. 1.14 : Variation du déplacement et des contraintes transversales a travers I’épaisseur

pour la théorie du premier ordre

Les resultats obtenus par cette théorie dépendent essentiellement du choix empirique
des coefficients correcteurs, donc I'étude des plaques épaisses reste aléatoire par la théorie de

déformation en cisaillement du premier ordre.

Pour éviter I'introduction d’un facteur de correction, des théories de déformation en

cisaillement d’ordre élevée ont été développées.
1.9.3.Les théories de déformation en cisaillement d’ordre élevé (HSDT)

Plusieurs auteurs ont proposé des théories plus élaborées pour franchir les limites des
théories CLT et FSDT, parmi lesquelles on a la théorie des déformations de cisaillement
d’ordre supérieur HSDT. Celle-ci adopte une variation cubique pour le champ des

déplacements au long de I’épaisseur du stratifié.

Dans cette théorie, il n’est pas nécessaire d’introduire les facteurs de correction de
cisaillement, car la distribution des déformations de CT ont la forme parabolique le long de
I’épaisseur et qui est similaire & la condition réelle prévue par la théorie de 1’élasticité
tridimensionnelle. Nombreuses auteurs proposent des théories de déformation en cisaillement
d’ordre élevé, on peut citer (Hildebrand F.B., 1949) ; (Naghdi P. M., 1957) ; (Reissner E.,
1975); (Reddy J.N., 1984) ; (Kant T., 2002); (Liberscu L., 1967); (Whitney J.M., 1973);
(Touratier M., 1991); (Nguyen. 2004). [10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18]

——
| —
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Fig. 1.15 : Géométrie déformée et non déformée d’un co6té de plaque selon les hypothéses

de la théorie d’ordre élevé (Reddy .J .N, 2004).[9]

Nous avons introduit ici quelques modeles de plaque utilisés pour analyser le

comportement des plaques en matériaux a gradient de propriétés.

Le champ de déplacement généralement s’écrit comme suit :

ow

U(X, N/ Z) = UO (X, Y) - Za—xo + \V(Z)(PX(X, Y)
V(xy,2) = Vo y) = 252 + y(D)@y(x,y) (13)

W, y,z) = Wy(x,y)
ou:

Uy, V, et W, sont les composantes du champ de déplacement en membrane du plan moyen

de la plaque (z = 0).

——
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@, sont les rotations autour des axesy,x, respectivement,

_ 0wy adw,

¢X_W+¢x D Py =5

y+¢y

W¥(z) est une fonction de cisaillement transverse caractérisant les théories correspondantes.

En effet, les déplacements de la théorie classique de plaque (CPT) est obtenue par la
supposition suivante (W(z) = 0), alors que la théorie de premier ordre (FSDT) peut étre
obtenue par (¥(z) = z).

1.10. Phénomenes de flambage :
1.10.1. Qu’est-ce que le flambement ?

En résistance des matériaux (RDM), le flambage est un phénomeéne d’instabilité
¢lastique mis en évidence lorsqu’une poutre est comprimée, il se développe un moment de
flexion parasite amplifié par les déformations et déplacements de la poutre chargée.

Le flambement d'une structure se produit lorsqu'un léger accroissement du chargement
entraine des déformations importantes, provoquant I'effondrement. Le calcul du flambement

se déroule en deux étapes:

a) La structure est sollicitée par un chargement qui produit une distribution de contraintes
(s).
b) b) le chargement initial est multiplié par un facteur de charge A.
Le flambement apparait lorsque I'énergie de déformation élastique est équivalente au
travail des contraintes initiales (s). Dans ce cas, un accroissement infime du chargement

produit des déplacements infinis.

= Le phénoméne du flambage est affecté par :

+ La résistance du matériau : plus le matériau est résistant, plus la valeur de charge de
flambement sera élevée.

+ L’inertie, respectivement le rayon de giration de la barre : plus I’inertie est élevée, plus
la résistance de flambement sera élevée.

+ La longueur de flambage : plus la longueur de flambage est grande, plus la résistance de

flambement sera faible.

——
| —
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I1.10.2 Forme et importance des phénomeénes de flambement :

Le flambement affecte tous les éléments structuraux comprimé : colonnes des

batiments, piles des ponts, barres des treillis, étais des fouilles, pylones, tours, etc...

Lorsque le flambement se produit par accroissement flexionnel de la déformée dans un

plan, le phénoméne s’appelle flambement plan ou par flexion (Fig.I .16.a). C’est le cas le

plus courant.
Deux autres types de flambement sont toutefois aussi possibles :

La piéce comprimée peut s’enrouler (se visser) sur elle-méme en hélice : c’est le
flambement par torsion, chaque section tournant autour de son centre de torsion (Fig. 1.16.b).
Ce type de flambement est rare et n’est déterminant que pour les pieces a section ouverte et

parois minces.

La poutre comprimée peut devenir instable par flexion oblique et torsion
simultanément ; c’est une sorte combinaison des deux précédents, appelé flambement spatial

ou par flexion et torsion (Fig. 1.16.c). Ce cas est difficile a calculer. [19]

(@) (b) (©)

Fig. 1.16 Flambement des poutres droites comprimees.
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1 .11 Conclusion :

De leur importance, on a fait appel aux définitions et des notations liées aux matériaux
composites, dans le but de donner une vision assez large des différents constituants d’un

matériau composite et leurs caractéristiques mécaniques.

Nous avons aussi discuté sur les matériaux composites structuraux et leurs avantages
principaux qu’offrent ces matériaux pour le renforcement des structures a hautes

performances.

Dans cette partie, nous avons également donné un apercu général sur les différentes
theéories des plaques a savoir la théorie classique (CPT) de Love-Kirchhoff utilisée pour
I’étude des plaques minces, la théorie de déformation en cisaillement d’ordre un (FSDT) qui
prenne en considération I’effet de cisaillement transverse, pour avoir des résultats précises par
cette théorie le plus souvent un coefficient de correction est utilisé, et la théorie d’ordre
supérieur. Finalement, nous avons présentés quelques notions de base sur le phénomene de

flambement des structures.
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COMPORTEMENT MECANIQUE DES PLAQUES STRATIFIEES SELON LA THEORIE
DU PREMIER ORDRE

CHAPITRE Il :

Chapitre I

Comportement mécanique des plaques stratifiées selon la théorie

du premier ordre

I1.1. Introduction :

De tous les temps, un des objectifs prioritaires dans la conception des structures a été de
concevoir des structures les plus résistantes possibles pour un poids minimum. De nos jours,
I'existence de matériaux performants et l'utilisation de techniques d'optimisation de plus en
plus perfectionnées permettent de bien remplir ces critéres. Cependant, cela conduit tres
souvent a des structures minces et élancées pour lesquelles la stabilité peut devenir un
probleme primordial. (BAGUET S., 2001).[20]

Pour mieux connaitre, le comportement statique et dynamique de la structure, il est
impératif d'approcher de la maniere la plus correcte possible les phénoménes mis en jeu par
les plagues composite qui sont plus ou moins complexes. Ainsi, une caisse de voiture, une aile
d'avion, parois d’une centrale nucléaire, un bateau... Parmi tous ces domaines d’application,
on peut distinguer plusieurs types de plaques : des plaques minces, modeérées et épaisses. Afin
de résoudre les problemes des structures en plaques stratifiées, il est nécessaire de choisir la
bonne théorie décrivant le comportement statique et dynamique de la structure ainsi que la

méthode de résolution a appliquer.

La théorie des plaques est une théorie permettant de calculer les déformations et les
contraintes dans une plaque soumise a des charges, elle s'inspire de la théorie des poutres. On

distingue quatre équations, dans un modele de mécanique des solides, comportant :

e Les équations du mouvement
e Relations déformations-déplacements (et rotations)
e Loide comportement, les relations de contrainte-déformations

e Et les équations de compatibilité
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CHAPITRE Il :

Dans ce chapitre, nous allons faire premiérement un rappel sur la théorie du premier ordre de
cisaillement transversal, ainsi que 1’écriture da la loi de comportement d’un stratifié. Puis

nous allons décrire les efforts résultants dans le stratifié.

11.2. Définition des plaques :

Les plaques sont des éléments structuraux couramment utilisés, définies par une surface de
référence plane (plan xy) et par une épaisseur, notée h(x ,y), petite par rapport aux autres
dimensions, a savoir la longueur et la largeur, suivant I’ordre de grandeur de I’épaisseur h par

rapport aux autres dimensions, on introduit I’adjectif mince ou épais aux plaques et coques.

Différents types de plaques sont disponibles suivant les besoins du site industriel, d’ou
différentes hypothéses sont necessaires pour caractériser le modele analytique régnant le

comportement :

a) Les plaques minces avec de petites fleches (Kirchhoff) ou [I’énergic de
contribution de I’effet de cisaillement est négligée.

b) Les plaques minces avec de grandes fleches (Karman).

c) plaques modérées ou épaisses (Mindlin-Reissner) ou I’énergie de contribution de

I’effet de cisaillement est préservée.

Fig. 11.1EIément plaque
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Wi Plan de référence

v
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Fig. 11.2 Description d’une plaque

11.3. Historique des plaques :

Du point de vue historique, c’est Love qui utilisa les hypotheéses de Gustav Kirchhoff en
1888, elles-mémes inspirées des hypothéses d’Euler-Bernoulli pour les théories des poutres,
pour fonder une théorie des plagues minces, appelée théorie classigue CPT ou théorie de
Love-Kirchhoff (Love A. E. H., 1888) [21]. La théorie des plagues modérées ou semi-
épaisses, théorie des déformations du premier ordre, a été consolidée par Mindlin a partir des
travaux de (Timoshenko S., 1921), (Reissner E., 1945) et (Uflyand Y.S., 1948) (Mindlin R.
D., 1951), [22, 23, 24,25] cette theéorie utilise un coefficient de correction pour obtenir des

résultats plus exactes, K ars Ensuite, des théories d’ordre supérieur sont venues améliorer les

hypothéses des theories classiques et du premier ordre lorsque I’épaisseur de la plaque devient

importante. I1 existe aussi la théorie basée sur 1’¢lasticité tridimensionnelle

I1.4La théorie de déformation en cisaillement du premier ordre de Reissner-
Mindlin (FSDT)

La théorie de déformation en cisaillement du premier ordre (FSDT) (Fisrt-OrderShear
Déformation Plate Theory) a prolongé la théorie classique des plaques en tenant compte de

I’effet de cisaillement transverse.

30

——
| —



COMPORTEMENT MECANIQUE DES PLAQUES STRATIFIEES SELON LA THEORIE
DU PREMIER ORDRE

CHAPITRE Il :

La théorie de déformation en cisaillement du premier ordre (FSDT) se base sur les

hypothéses de Reissner-Mindlin, d’ou :
- Aucune déformation ne se produit dans le plan moyen de la plaque ;
- La contrainte normale (o) est négligeable devant les autres composantes ;

- Toute section droite et perpendiculaire a la surface moyenne non-déformée reste

droite, mais pas nécessairement perpendiculaire a la surface moyenne déformée.

- L'effet de l'inertie de rotation est inclus.

- La troisieme hypothese implique que la deformation de cisaillement transversale est
différente de zéro, mais elle dépend également a la contrainte de cisaillement qui est nulle sur
les surfaces extérieures puisque la contrainte de cisaillement devient constante suivant toute
I’épaisseur de la plaque. Pour compenser cette erreur, Mindlina proposé un facteur K de
correction de cisaillement a appliquer pour la force de cisaillement.

- Dans la théorie de deéformation en cisaillement du premier ordre, le champ de
déplacement (fig. 11.3) est exprimé sous la forme (Mindlin R. D., 1951). [21]

Ulx,y,2) = Up(x,y) — 29, (x,¥)
V(x,y,2) = Vo(x,y) — 2z, (x,y) (1.1)
W(x,y,z) = Wy (x,y)
Ou:
Uo, Vo, wo les composantes du champ de déplacement du plan moyen de la plaque (z = 0), et
@, @, les rotations autour des axes y, x, respectivement.

Dans la théorie de déformation en cisaillement du premier ordre, les déformations
transversales sont constantes en Z, Les contraintes de cisaillement sont donc uniformes a
n’importe quel point suivant I’épaisseur et ¢a évite la discontinuité entre les couches dans les
composites conventionnels. Cette mauvaise description d’uniformité de distribution des
contraintes oblige a introduire des coefficients correcteurs pour mieux prendre en compte,

dans I’écriture de 1'énergie, les effets du cisaillement 1973 transversal (Whitney J.M.,). [26]
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Fig. 11.3Géométrie déformée et non déformée d’un coté de plaque selon les hypothéses de la

théorie du premier ordre Reissner-Mindlin(Reddy .J .N, 2004). [9]

Zz
FSDT
/
iR/
Displacements Transverse stresses

Fig. 1.4 Variation du déplacement et des contraintes transversales a travers I’épaisseur pour la

théorie du premier ordre

Les résultats obtenus par cette théorie dépendent essentiellement du choix empirique
des coefficients correcteurs, donc I'étude des plaques épaisses reste aléatoire par la théorie de

déformation en cisaillement du premier ordre.

Pour éviter I’introduction d’un facteur de correction, des théories de déformation en

cisaillement d’ordre ¢élevée ont été développées.
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11.5. comportement mécanique des plaques stratifiées selon la théorie du
premier ordre :

I1.5.1. Comportement dans les axes du matériau :
Le comportement ¢lastique d‘un matériau orthotrope, rapporte a ses axes principaux

(Fig.11.5), peut étre décrit soit par sa matrice de rigidité C,

Repére local de la structure

Repéere d'orthotropie du matériau

Couche k

<, \
Repére global

Fig. 1. 50rientation des couches d’un stratifié¢ orthotrope

r0'11\ _Cll C12 C13 0 0 O 1 €11
022 Ciz Cpz (23 0 00 &2
033 | _|Ciz3 C3 C33 0 0 O é33
< 023 > B 0O 0 O C4_4_ 0 0 ) 723 ( (“2)
013 0 0 O 0 Csg O [’
0127 | 0 0 0 0 0 Cgol V22

Soit par la matrice de souplesse en définie par S :
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Eu Su Si S 0 0 0 Ou
Exn S, S» S O 0 0 Oz
Ea| _ St S Sis 0 0 0 _JOs (1.3)
Y 2 0 0 0 S44 0 0 O 2
7/13 0 0 0 0 S 55 0 O1s
Vo 0 0 0 0 0 S 66 O

11.5.2. Etat de contraintes planes :
Un état de contraintes a deux dimensions est caractérisé par un tenseur des contraintes

de la forme :

O« Ty 0
ocM)=|r, o, O (11.4)
0 0 0

La déformation normale «gz» peut étre exprimée en fonction des composantes des

contraintes planes en utilisant le faite que o,=0

gz:SlSO-X + SseTxy+ SZSO-Y

Dans le plan matériau principal, les termes des coefficients de rigidité C 16 (i # 6) sont
nuls, par conséquent Q16=Q26=0, .Ainsi, dans le plan principal d‘un matériau orthotrope, les

équations constitutives en contraintes planes auront la forme simplifiée :

O Qll le 0 Ex
Oy~ le sz 0 &y (“'5)
Ty 0 0 Q|7

En inversant cette derniere équation, nous aurons :

Les eléments de cette matrice en contrainte plane sont :

Ex 811 812 0 O
8y = SlZ SZZ O O-y (”6)
Txy O 0 866 Txy
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__ Sw _ Su
Qll 811822_8122 QZZ SllSzz_sz

Sy _ 1
le 811822_8122 Q66 SGG

Etant donné que la matrice de souplesse est symétrique S21= S21 donc nous aurons :

U, _ Un

E. E

Les constantes qui peuvent étre mesurées dans le laboratoire d‘une fagcon exacte sont. Ej,
E>,G21, v21 .Une mesure exacte du coefficient de poisson, v21 est souvent tres difficile car, il
est tres petit pour plusieurs matériaux composites.

Les expressions explicites des termes Qjj en fonction des constantes de 1‘ingénieur :

Q-—E Q-

1- D120 1- D12Un

Q.- viE,  viE, Q-G
2 1-0pUs 10D T .

I1.5.3. Constantes de rigidités réduites d’'un composite orthotrope en dehors de
ces axes principaux :

On consideére la rotation a travers un angle autour d‘un axe « z» comme est indiqué dans la
(Fig. 11-6)
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Fig. Il. 6 Transformation par rapport a un axe

Les cosinus directeurs pour ces transformations sont exprimés en fonctions de 1‘angle 6

c=cosf et s=sin@
L‘équation constitutive de contrainte plane dans un repére arbitraire x-y est alors écrite

comme Suit :

oyy(~|Q21 Q22 Q26[1eyy
oxy] |Qe1 Q62 Qs6 |l€XY (1.7)

o[ &
{O' } = [(_?]{8} (11.8)

Ou sous forme matricielle :

O« Qll le Q16 Ex
Oy(~ le sz Q26 &y (11.9)
Ty le Q26 st Ty

()
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Ou les termesQ;; sont définis comme suit :

Q. =Q,¢" +Q,,5* +2(Q,, + 2Q,; )s°c?

Quy =(Qu +Qu ~4Qu )52 + Q5" +¢*)

Qu =(Q,, — Q) —2Q,, )s¢® +(Qy, — Q,, +2Q,, )s°c
Q,,=Q,5* +Q,,c* +2(Q,, + 2Q,; )s°c?

Que = (Qu — Qi —2Qg5)s°c +(Qu — Qzy +2Qgs )5C”
Qs =[Qu1 + Qpo — 2(Qu, + Qs )5%¢? + Qgels* +¢*)

(11.10)

11.6.Theorie des stratifies
I1.6.1. Champ de déplacements :

Les schémas les plus simples et les plus utilises (par exemple schéma de Henkey-

Mindlin, schéma de Kirchhoff) se reduisent a des schémas du premier degré de la forme :

Ulx,y,z,t) = Up(x,y,t) + 2z, (x, y,1),
V(x,y,z,t) =Vy(x,y,t) + zpy(x,y,t), (1.11)
W(x,y,zt) = Wy(x,y,t)

(Uo,Vo,Wo) est le déplacement du plan moyen.
I1.6.2. Champ de déformations :
Le champ des déformations se déduit du champ des déplacements soit
_OJu_ du dox

o T ox T ax 7 ox
dv _ 0dvg dpy

Syy:@—aﬁ'ZW

ad owg
ezzzgza—tzo (11.12)
_5 _6u+6w_ +6W0
T 90 0l v B o
_ _ o, v _ (B, TVo oex | 99y
Yoy = 28Xy =50 50 (ay+6x>+z(8y+ ax)
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Pour un schéma ou les déformations en cisaillement transverse sont nulles :

y,=0ety =0 (11.13)
Cette hypotheése implique :
oW,
¢X (Xl y)_ - ax
oW (11.14)
X,y)=——"2
¢x( ) ay

Le champ de déformation s‘écrit alors :

eM) =|exy &yy ¢&yz

exz eyz 0

(11.15)

EXX &EXY EXZ]

La matrice de la déformation se réduit a trois composantes non nulles :

EXX

[
€YY
e(M) =exy| (11.16)
4
EXZ
Le champ des déformations est la superposition :
e des déformations en membrane :
[ 2
SR
em(M) = |eyy =1 - | (1.17)
Vay l"i v
6x+6y
[ 3]
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S¢exprimant exclusivement en fonction des déplacements (Uo,Vo ) dans le plan (Oxy) des
points de ce plan ;

e des déformations en flexion et torsion :

99x
ng [ dax —I
dp
g(M) = |e)y| =] | (11.18)
f a )
Y. Px , 9%y
g ay + 6xJ

S‘exprimant en fonction des angles de rotation de la déformée du plan moyen et de la cote Z

du point M. Généralement, les déformations en flexion et torsion s‘expriment suivant la

relation :
g (M) = zk(x,y) (11.19)
Avec :
a
1 | o ]
X
a
kGoy) =|ky [=] 52| (11.20)
sy |a¢x+aﬂ|
|-ay axJ

La matrice k (X, y) est appelée matrice des courbures de la plague sollicitée en flexion :

Ou plus simplement :

Sy(c)x kx

em(M) = [Eyy [ + 2 ky] (11.21)
y)?y kxy

Avec :

0 _ 9 0 _ 0w 0 _ du, , o

& & = = —
xx ax 7YY ayx Yay ox oy

— 9¢x — 9oy — 9¢x | 99y
kx = ky = kxy = 3y + (11.22)
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Le champ des déformations s’écrit donc sous une forme analogue a la relation de la
théorie classique des stratifiés :

eM) = em(x,y,z) = em(x,y) + zk(x,y) (11.23)

Seules les expressions des courbures sont modifiées
el ={e% 2k, (12)

Crest I’équation fondamentale de la théorie des stratifiés.
I1.6.3. Champ de contraintes :

Les contraintes dans la couche k s‘expriment de la fagon suivante :

B
h
X AZ
)
)
ol @ J
X a | )
Fig. 1. 7Lescouches d’un stratifié
Lfexpression des contraintes peut étre maintenant déterminée comme suit :
11 12 16 || Ex
(11.25)

B
|
QIO
Yollelle]
Yollelle]
o

N
[=2]

Txy

=
[=2]
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Soit :

)-Q] e (120

Ou matrice [(3”. ]¥ de rigidité réduite transformée du k™™ correspondant & la cote z.

A partir d*équation (111.27) nous pouvons obtenir :

{O' }K - [QT {80}+ [QT z {K }X (11.27)

I1.6.4. Expression des résultantes et moments :

Il .6.4.1. Résultantes en membrane :

Les forces par unité de longueur { Nx,Ny,Nxy} (voir Figure ci-dessous) sont définies

+h/2

N, = [0z (11.28)
-h/2
+h/2

N, = [o,dz (11.29)
-h/2
+h/2

Ny = [r,dz (11.30)
-h/2

Comme suit :
Efforts membranaires : N, N, N
vy
by
x £ h,

Fig. I1. 8Forces par unités de longueur
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Les trois équations peuvent étre sous la forme condensée :
+h/2
IN}= [lodz (11.31)
—h/2

Nous aurons :

n hi

-3 el bk Tlal e (132)

k=1 _h/2 ~h/2

Ou bien sous une autre forme :

{N}:i[T[@hzj{g°}+i([6]kzdz)<k} 39

21 k-1
Cette derniére équation peut étre écrite sous la forme suivante :

(N} =[Allg’}+ B}
W= [0[(z.- z..) (11.34)

k-1

s>z 22, )

k-1

Ou:

La matrice [(_)ij]K est constante a travers chaque couche mais peut étre différente d‘une

couche a une autre.

L‘équation (III-34) relie les forces de membrane par unité de longueur aux déformations du
plan médium {&°}, et les courbures du stratifié {k} par les matrices [A] et [B]. La matrice [A]
représente « la membrane » et la matrice [B] représente « la matrice de couplage membrane —

flexion ».
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11 .6.4.2. Moments de flexion et de torsion :

On définit les moments par unité de longueur {My,My,Myy} comme I‘intégrale des

forces « oizdz», ainsi :

Moments de flexion : M M M

Fig. Il. 9Moments par unités de longueur

Mx: Moment fléchissant d‘axe y, di aux contraintes ox par unité de largeur suivant la

direction y.

h/2

M, = [lo ez (11.35)

-h/2

My: Moment fléchissant d‘axe x, di aux contraintes oy par unité de largeur suivant la

direction x.

h/2

M, = j{gy}zdz (11.36)

-h/2

Myxy: Moment de torsion d‘axe X, dii aux contraintes Txy

h/2

M, = j {o)zdz (11.37)

—-h/2
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Ou hien sous une forme condensée :

h/2

M}= [{o}edz (11.38)

-h/2

Substituant 1‘équation (II1.25) dans les équations (I1.36), (I11.37) et (11.38), nous aurons

I‘expression des moments par unité de longueur :
(M }=[Ble’}+ [Dlik} (11:39)
Ou la matrice de flexion est définie comme suit :
pl-13[Q[ -2 (1.40)
11.6.4.3. Resultantes en cisaillement :
Les résultantes en cisaillement sont définies de la méme maniére par :
V(x,y) = [“g] . [g;jk dz (11.41)

Comme les résultantes en membrane, les résultantes en cisaillement sont définies par unité

de longueur du stratifié. Elles sont schématisées sur la figure suivante :

Figure 11.10 Représentation schématique des résultantes de cisaillement.
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\Y F44 F45
V(x,y):{vy}z{F c H;W} (11.42)

F, = i(hk —h,)Cu ) (11.43)

CHAPITRE Il :

Les coefficients F ont méme forme que les coefficients A;.lls en different par
I'utilisation des coefficients C;de rigidit¢é en cisaillement transverse au lieu des

coefficients Q de rigidité reduit.

11.6.5. Equation constitutive d’un stratifié :
L’équation constitutive des stratifiés avec cisaillement transverse s’écrit en rassemblant les

résultantes et les moments sous la forme :

N, A, A, Ag By B, By 0 0 |lg \
N, Ay Ayp Ag By By By 000 g;)y A= ;(hk —hey )(aij )k
N, As A A By B B 0 0 1y Xy 17 N
2 2
M, _ By B, By Dy Dp Dy 0 0 Ky OU Eé h = 1XQ'J) (11.44)
M, By Byp By Dy Dy Dy 00 0 ik, 1
D, ==Y (h¢-h,)Q, )

M, Bee Bsz Bss Dgi D, Dgg 0 0 Ky 3 k:1 AT
\ 0O 0 0 O 0 0 F, F N —

y . Tus ||V y F = Z(hk “h, )(C i )k
Vv, 0 0 0 0 0 0 F, Fsllre =}

Avec

L’équation constitutive peut également étre écrite sous forme contractée suivant :

NT [A B 0e,
M, [=|B D 0« (11.45)
VI||oo Fy
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Sous cette écriture, I’analyse de la matrice de rigidité assemblée du stratifi¢ (la matrice
ABDF) permet de mettre en évidence certains comportements élastiques caractéristiques des

stratifiés :

%

% La matrice A correspond au comportement de membrane,

X/
°

La matrice D correspond au comportement de flexion,

%

% La matrice B correspond aux termes de couplage entre les phénomenes de membrane
et de flexion,

++ La matrice F correspond au comportement de cisaillement transverse,

Ainsi, si B n'est pas nul, un effort de traction dans le plan moyen entraine une flexion du
stratifié. Toutefois d'autres couplages existent a l'intérieur méme des comportements de

membrane et de plaque :

* Les termes A, et A, correspondent aux couplages plans entre traction et cisaillement.
* Les termes D,etD, quantifient les couplages entre flexion et torsion de la plaque

stratifiée. Le plus souvent ces couplages constituent une difficulté supplémentaire de la

conception composite.

11.6.6. Facteurs de correction de cisaillement transverse pour des plaques

Stratifiées :

Un premier choix du champ de déplacement est basé sur la théorie du premier ordre. En
optant pour ce nt constantes a travers 1’épaisseur d’une structure composite.
Dans le cas réel, ceci n’est pas vrai. En effet, les contraintes de cisaillement sont
quadratiques a travers 1’épaisseur (Fig. 11.11).
Pour corriger les contraintes de cisaillement transversal, dont ’expression est issue de la
théorie du premier ordre, des facteurs de corrections doivent étre introduits, comme cela a été

souligné précédemment.
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Les resultats de Reissner-Mindlin qui supposent une variation parabolique de la

distribution des contraintes de cisaillement, donnent :

T Theéorie du premier ordre
Ty, constant en z

Appr?xunat}on q}ladl'athue <
(représentation reelle de 1y,)

X

-
L

Fig. 11.11 : Approximations de la contrainte du cisaillement transversal CT Constante
(FSDT) et quadratique (HSDT).
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Chapitre 111

Formulation de I’élément fini utilise

I11.1 Introduction :

L’évolution actuelle de la technologie améne 1’ingénieur a réaliser des projets de
plus en plus complexes, couteux, et soumis a des contraintes de sécurité de plus en
plus séveres. Nous pensons bien sur aux projets spatiaux, aéronautiques et nucléaires
dans lesquels la sécurité est vitale. La méthode éléments finis tres générale qui
s’applique a la majorité des problemes rencontrés dans le pratique : problemes
stationnaires ou non stationnaires, linéaires ou non linéaires, définis dans un domaine
géométrique quelconque a une, deux ou trois dimensions .De plus elle s’adapte trés

bien aux milieux hétérogénes souvent rencontrés dans la pratique par I’ingénieur.

Dans ce chapitre, nous allons présenter la formulation d’un ¢élément fini
bidimensionnelle (2D), construit sur la base de I’approche monocouche équivalente en
utilisant la théorie du premier ordre (FSDT). L’élément formulé estde forme
rectangulaire défini par quatre nceuds et cinq degrés de liberté (5DDL) par nceud. Cet
¢lément est destiné a 1’analyse statique des plaques isotropes, composites stratifiées et
sandwichs, qu’elles soient symétriques ou non-symétriques. Le principe de I'énergie
potentielle totale a éte adopté pour établir la relation entre les forces et les
déplacements. Ainsi, nous allons présenter 1’organigramme du programme de

I’élément utilisé.
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111.2 Historique :

Bien que Dl’appellation de la méthode des éléments finis soit nouvelle, le

concept est ancien et a été utilisé a chaque fois qu'une solution d'un probleme réel par
une méthode approximative s'est avérée indispensable. L'origine de la méthode
remonte a l'aube du XX siecle ol une technique de subdivision d'une structure
complexe en un maillage régulier de poutre élastique était utilisée.
La méthode des éléments finis est apparue avec l'analyse des structures, née vers
1850. Les premiéres études ont été menées sur la résistance des matériaux dans des
conditions de petites déformations, ce qui a permis d'obtenir des systémes simples
résolus « manuellement », notamment par Maxwell, Castigliano, Mohr. La
formalisation, et le concept mathématique d'élément fini est apparu bien plus tard,
vers 1940 et la définition est posée par Newmark,Hrenikoff, Mc Henry et Courant.

L'arrivée du calcul numerique et de méthodes de résolution performantes par
ordinateur a permis de populariser la méthode.

Dans le temps la théorie des poutres élastiques était connue et utilisée pour
approcher la solution exacte des structures. Il a fallu attendre le début des années 1940
pour que le mathématicien Courant suggere une approche similaire a celle de la M.E.F
qui consiste a subdiviser la structure en maillage triangulaire défini par une
interpolation polynomiale.

Comme il manquait les ordinateurs pour effectuer les calculs, l'utilisation de
cette méthode est restée trés restreinte. Une décennie aprés, La méthode des Eléments
Finis est mise au point au début des années 50 chez Boeing (Seattle, USA, calcul des
structures d'aile d'avion) ; on y développe le premier élément fini, sa matrice de
rigidité, I'assemblage et la résolution par la méthode des déplacements (publié par

Turner, Clough, Martin et Topp en 1956).

Quant aux basses théoriques générales, alliant I'analyse des structures en
barres et poutres avec celle des solides, elles sont étudiées de 1954 a1960 (Argyris,
Kelsy) [ARG 60].certaines idées apparurent auparavant, en particulier chez les

mathématiciens pour résoudre divers problémes aux limites par exemple celui
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de la torsion de Saint-Venant en divisant la section en triangles, mais elles restérent
sans suite.

Dés 1970, la méthode envahit tous les créneaux de I’ingénieric et des
mathématiques appliquées. Il faut ajouter que son essor est, dés le début et

aujourd’hui encore, indissociable de celui des ordinateurs.

II1.3 Formulation de I’élément fini utilisé :

111.3.1 Principe de la méthode des éléments finis :

La méthode des élements finis consiste a mailler la structure & étudier en un
certain nombre d'éléments finis de géométrie simple (segment de droite ou arc pour une
structure linéique ; triangle ou quadrangle pour une structure surfacique ; tétraedre,
prisme ou hexaedre pour une structure volumique, etc.). Le champ des déplacements en
un point quelconque est ensuite évalué par interpolation des valeurs des déplacements aux
nceuds du maillage, qui constituent les variables nodales du probléme. Les équations de
I'élasticité permettent ensuite d'exprimer en fonction des variables nodales I'énergie de
déformation, I'énergie cinétique et le travail des actionsmécaniques exercées sur la
structure. L'application du théoréme de I'énergie potentielle totale conduit enfin au

systeme d'équations dont les variables nodales sont solutions.

I11.3.2Description de I’élément utilisé :

Dans la présente étude, un élément fini bi-dimensionnelle (2D), construit sur la
base de la théorie du premier ordre (FSDT) a été utilisé. L’élément formulé estde
forme rectangulaire défini par quatre nceuds et cing degrés de liberté (5DDL) par

nceud.Deux degrés dans le plan(x, y) qui sont ue(x, ), vo(x, y) et trois hors plan

Wo(X, y)l (Px(x, y)r ‘Pv(xr y) (Flg 1 Il)
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Y
&
(wr 1’1‘;? “‘4r q‘.Ii, q‘.}ri) (ujr 1-'13, H"jr q"ﬂ, q"}';})
2b » X
(HL TI: “‘L {pil, q}}"l) (H}_, 1'1-?-: “‘-'If: q}ﬂ, q}}i)
2a

Figure 111.1 Géométrie de I’¢élément rectangulaire et variable nodales

correspondantes.
111.3.3Cinématique de la théorie :

L’¢lément utilisé est basé sur la théorie du premier ordre, alors les

déplacements dans le plan et hors plan sont données par :

Ulx,y,2) = Upg(x,y) + 2, (x,¥),
V(x,y,z) =Vo(x,y) + zpy(x,y), (1n.1)
W(x!:VJZ) = Wo(x,}’)

Les variables des déplacements sont: UO(X,y), Vo(X,Yy), Wo(x, ¥), ox(x,y), ov(X,Y)

111.3.4 Approximation nodale des déplacements :

Les variables : Uo(x,y), Vo(x, y), Wo(X,y), ox(X Y), @v(x,Yy)sont interpolées

en fonctions des variables nodales pour :
0(Xy) = ap + a4x + apy + ozxy
Les coefficients (a0 - a3) peuvent étre déterminés a partir des variables nodales.

Les fonctions de formes sont les fonctions Ni qui relient les déplacements d’un point

quelconques intérieur a un élément aux n déplacements nodaux qi.
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1
N1 =E(a—X)(b -y)
N2=:E(a+x)(b—y). (111.2)

1
N3 ZE(3+X)(b+Y)

1
N4=E(a—x)(b+y)

111.3.5 Champs des déplacements :

Le vecteur déplacement en tous points de coordonnées (X, y) de la plaque peut

étre exprime par :
5(x,y) = Xt Ni(x,y).5i (111.3)
Ou:
§(x,y) : est le vecteur des déplacements.
Ni(x,y) : Les fonctions de forme pour I’élément.
&i : est le vecteur des déplacements.

Pour cet élément qui est un rectangulaire de quatre nceuds on a :

4
u(x,y) = Z Ni (x,y).ui
i=1
v(x,y) = X1 Ni(x,y).vi (111.4)

4
w(x,y) = z Ni (x,y).wi
i=1

4
ox(x,y) = z Ni(x,y). pxi
i=1
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4
Py(ey) = Y Ni(xy).gyi
i=1

Ou ,vi, wi, @xi, @yi: sont les déplacements d’un nceud i.

Est le vecteur des déplacements nodaux de I’¢élément, étant le numéro du nceud
considéré i

§(x,y) = Ll Ni(x,¥). q (111.5)

Sous forme matricielle : (111.6)

U
U1
Wy
Px1
Py2

VU2
Wy
Px2
<Py2

0
0 V3
0 N, 0 0]{ws
N, 0l]ox
0 N4J Py3

cocoo o
co=Xoco
ofococo
L2oococo
coocoZI
coco o
co oo
ocZXocoo
2oocoo
cococo
o
&
Zoococo
coocoZ
=
o

Pxa
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111.3.6 Relations cinématiques :
Les déformations sont liés aux déplacements par :

_6u_6u0+ d,

& T ox T ox 7 ox
dv 0dv, dp,
Syy—a—a'l'Zw,

_ou, 0v _ (duy, 0w , (9¢x , 09y
Vxy _ay+6x_ (6y N 6x)+(6y + 0x ) (11.7)
_av 6W_ +6W
Wz =5, 8y T T oy
Ju OJw ow

e =97 Tox T T ox

Sous forme contracté nous permet d’avoir :

eM) =ep(x,y) +zk(x,y) (111.8)
EJ(C)x Kx

e= ey | +Z| Ky . (111.9)
%?y ny

Avec :{e}déformations

( %u
gl | gx |
V|
(M) = { ey b =4 Wy $ (111.10)

0 I |

Yxy dug 4 9vo

k X + ay}

{k}Courbures

( |
L > )
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(%%
k) | aa;f I
k(x,y) =1 Ky ={ a—yy } (111.12)
Kev)  ag, | o9,
k dy W)

Les déformations en membranesont exprimées par :

{gm} = [Bm]{q} (|||.12)
ou: (111.13)
N IN. AN. N
% % 00 022 o 00 028 o 00 02 o o0 0 ol
| 9x 0x 0x 0x |
[B]—IO 6N10000 6N20000 a1v30000 aN“oooI
"oy, an o, an o, an on, an |
1 1 2 2 3 3 4 4

lay d0x 00 an 0x 000 dy Ox 00 an d0x 0 OJ

[B,] : La matrice qui relie les déformations a I’intérieur de 1’¢lément et les

déplacements aux nceuds.

Les déformations en flexion et torsion s’expriment en fonction de la matrice des

courbures suivant la relation :
g (M) = zk(x,y). (111.14)
Ou k la matrice de courbure s’écrit :

{k} = [B;){q}. (111.15)
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En introduisant les fonctions de forme : (111.16)
r o on, ons LT
000 == 0000 == 0000 == 0000 —= 0|

Io 00 0 My 00 0 P00 0 Mpoo0 o0 aN“I

(8] = B B dy dy |
aN, ON, aN, oN, dN; 9N, aN, a1v4J

lO 00 ay 6x0 00 dy axo 00 dy axo 00 dy Ox

Les déformations en cisaillement transverse sont exprimées par :

{r} = [B{q} (111.17)

Les déformations peuvent étre en fonction de vecteur des déplacements :

sz
{yyz} = [Bcl{q). (111.18)
dwg
+ @,
Vxz _ | oy
Ye {yyz} T lowe | (111.19)
ox (px
Ona:
6W 6Nl
Px(x, y)_ZN(x y). QDxlet(s W-Wl
i=1
n Sw n 6Nl
Py (x,y) = Zilei(x,y)mpyieta =, 5 (111.20)

w(y) = ) NG y)w,
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Donc : (1m.21)
[B.]

[ooaNlN oooaNzN 0006N3N oooaN‘*N 0]
_| dx " dx 2 ox 3 ax ¢ |
= oN, N, ON, N,

o o 5 0 N0 0 5 0 N,0 0 5 0 N;O 0 5 0 N,|

111.3.7 Loi de comportement :
Les expressions des résultantes et des moments sont :
{N} = [Al{en,} + [BI{k}
{M} = [Bl{e} + [DI{k}. (1.22)

{0} = [Hl{y}

I11. 3.8 Evaluation de la matrice de rigidité :

111.3.8.1Energie potentielle de déformation et travail des forces

appliquées :
L'énergie potentielle de déformation d'une plagque est donnée par :
1
U= ng5 eldv. (111.23)
Ou v est le volume de la plaque.

En utilisant les relations contraintes-déformations et les relations constitutives des

stratifiés, I'énergie potentielle de déformation peut s'écrire : (11.24)

o U==[,{en"IN}+ UM} + ()T {QDdA
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o U=1[,{en} [Alen} + {en} (B} + (k)T [Bl{en} + )T [DI{K} +
WY IH )
o U =1, ((Bu) @) [AHBMa} + (B} {0} BB, }a) +

(B} ()T [BIBHa} + (B} (@} [D)B }a} + (T (BT [H{q}Bc}) dA
Donc :

U =2{a}" J, (B} [A)(Byu} + (B} [BYBf} + (B} [B1(Bu} + (B} [DI{B,} +

(BT [HI{B}q}) dA. (111.25)

I11. 3.8.2 Probléme de flexion :

Le principe de I'énergie potentielle totale d'une plague soumise a un chargement

transversal répartie a travers sa surface est donnée par :
[I=U+W. (111.26)

La configuration d’équilibre est définie par la minimisation de I’énergie potentielle

totale qui signifie I'annulation de sa premiére variation, soit :

6[1=6U — W = 0. (11.27)
[, [0a3™ (BT [A4)(Byn} + (B} [BY{By} + (B} [BNB} + (B} [DI{B} +
(BATIH1(B.}) (q}] dA — {0q}{Fe} = 0 . (111.28)

Qui permet d’obtenir I’équation d’équilibre suivante :

[k¢]{q} = {F¢}. (111.29)

Ou la matrice de rigidité élémentaire :

[k€] = f, ({Bm)"[A1{Byn} + (B} [BI{B;} + (B} [BN(By} + (B} [DI{B/} +

(BT [HI{B.}) dA. (111.30)
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La matrice[k€] peut étre écrite sous la forme :
[ke] = [kS] + [KS] + [KS] + [K§] + [KkE] (111.31)

Avec : . (111.32)

[ke] = fA (B [A] (B }dA
k51 = [ (B} Bl(BJA
g1 = fA (B} [BI{B}dA
K51 = [ (BTl BYdA

[ke] = fA (BJT[H]{B.}dA

[k$] : Matrice de rigidité élémentaire membranaire.

[k5]Et [k$]: Matrices de rigidité élémentaire de couplage membrane-flexion.,
[k$] : Matrice de rigidité élémentaire flexionnelle.

[kE] : Matrice de rigidité élémentaire de cisaillement transverse.

L'assemblage des matrices de rigidité et des vecteurs forces élémentaires

permet d'obtenir I'équation suivante :
[k]{q} = {F}. (111.33)

Avec [K] est la matrice de rigidité globale, {F} est le vecteur de force global et {q} est

le vecteur des déplacements global des nceuds de la plaque.
I11.4 Evaluation la matrice géométrique [Kg]

Les effets des forces de membrane sont estimés par une matrice [K;] qui

augmente la matrice de rigidité conventionnelle[K] . Matrice [K;] a été donnée une
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variété noms, comme suit: matrice de rigidité de contrainte initiale, matrice de
rigidité différentielle, matrice de rigidité géométrique, matrice de coefficient de
stabilité. Dans ce qui suit nous donnons le nom de [K;] matrice de rigidité
géométrique. Matrice [K,] est défini par la géométrie d'un élément, champ de
déplacement, 1’état de contrainte. Ainsi [K;] est indépendante des propriétés
d’¢lasticité.

La déformation de membrane este, = u,x"'%W,x,z , & une distance z de l'axe

centroidal, la contribution de la flexion a la déformation axiale este = —zw,,

toute la déformation axiale d'une fibre arbitrairement localisée est donc

du dwn? d?w

1
Ex = E-l-z (d_x) A _dzx (111.34)

Le champ de déformation se compose a deux modes:
{ex} = {a +{en} (111. 35)
avec:
{&;}: Déformation linéaire.
{&,,;}: Déformation non linéaire.
Ainsi que la matrice géométrique élémentaire :

Les parties de grande déformation due au grand déplacement de Von-karman

peuvent étre écrites sous la forme matricielle comme suit en changeant les variables :

ow.
_!SJA_\,L WPA:L[% %}ﬁ; iﬁ] P‘: dd = jljl " [GT [V, ][G]{5) detlr|d &d
v
(111.36)
On note que :
[K.J-J[G]INJeld.d, n.27
(&)
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111.5 Etat de I’équilibre élastique :
L’¢état de 1’équilibre d’un corps ¢élastique est donné par le signe de la seconde

variation de I’énergie potentielle totale :

stable 81> 0
Equiliber § indifférent 8’I1=0
instable 8’11 <0

On appelle état d’équilibre critique (indifférent), celui pour lequel 1’équilibre
cesse d’étre stable, le niveau de charge correspondant est aussi critique.
Cela correspond a I’annulation dela deuxiéme variation de I’énergie potentielle.
821 = 62U —62W =0 (111. 38)
En posant P.. = 1 P, D’expression précédent s’écrit :
52U — A8%2W =0 (111. 39)
Ou:
52U : est la deuxiéme variante de I'énergie de déformation stockée dans chaque
élément.
A82W : est la deuxiéme variante du travail effectué sur chaque élément par la charge
critique.
852W : est représenté la deuxieéme variation du travail qui est fait sur une charge la
configuration initiale

A :Paramétre de flambement.

En substituant les équations (II1.34) dans (III. 39) on obtient :

8211 = {6d,}T [K1{6d,} + 2{6d,}"[K;1{6d,} =0 (111. 40)
8211 = {6d, )T ([K] + AIK;1){8d,} =0 (1. 41)

Ce qui permet d’avoir :
([K]+ AlKgD{dd.} =0 (111.42)
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Apres introduction les conditions aux limites a des matrices de rigidité dans
I’équation (I11.42), I’équation peut étre utilisée pour déterminer la charge de
flambement de la structure.

L’équation (II1.42) est sous la forme d’un probléme linéaire de valeurs propres
géneralisées.

Pour qu’il y ait flambage, il faut{Sd,} # 0, dans ce cas:

det([K]1+ A[K;]D) =0 (111. 43)
Cela permet de trouver les valeurs propres de flambement.

La recherche des flambements se raméne au calcul des vecteurs propres et
valeurs propres qui sont respectivement les modes de flambement et les coefficients
d'amplification des charges:

La charge critique correspond a la plus petite valeur propre, c'est-a-dire le plus
petitcoefficient d'amplification du chargement initial. Le mode propre associé

correspond a la déformée de ce coefficient d'amplification.
I11.5.1Charge critique de flambement :

Les charges de flambement sont les charges du proces a appliquer multiplié par
la plus petite valeur propre, A, qui peut étre décrite par la relation [34] :
(P}, =2 {P} (111. 44)
Ou:
{P}., : est le vecteur des charges de flambage.

{P} : est le vecteur des charges d’essai.
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111.6. Présentation du programme :

111.6.1 Introduction :

La mise au point d’un programme efficace de calcul des structures est

subordonnée a la connaissance de trois disciplines scientifiques :

+ La mécanique des structures.
4+ L’analyse numérique.
4+ L’informatique .

Un programme est divisé en trois parties, une pour I’introduction des données,
une deuxiéme pour effectuer les calculs et exécuter les instructions, la derniére est
réservée surtout a 1’affichage des résultats.

Dans cette étude on utilise un programme en langage FORTRAN et un autre
programme en langage MATLAB,le premier programme permet de résoudre
I’équation F = K U et calculer la matrice de rigidité [K] et géométrique [K,], le
deuxiéme programme destiné pour trouver les valeurs propres a partir de résoudre
I’équation suivante :

det([K] - A [K,]) = 0

Tableau (111.1): Rolesdes subroutines

Les subroutines Lerdle
Force création du vecteur forces élémentaire.
Hich construction du tableau de localisation.
création de la matrice de rigidité élémentaire dans lerepére
ELEMO1
globale.
Assemb assembler les matrices de rigidité élémentaire.
Limit 1 introduire les conditions aux limites.
GAUSS résolution du systéme et calculer des déplacements a partir de
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I’équation F = KU
ELEMENT création de la matrice de rigidité élémentaire dans le repére local.
Local localiser les matrices locales réduites dans la matrice globale.
Xelem réduire la matrice de rigidité élémentaire.
Assemb k assembler les matrices de rigidité élémentaires réduites
o Introduire les conditions aux limites dans la matrice de rigidité
Limitl K o
réduite.
o éliminations les lignes et les colonnes de la matrice de rigidité
Elimin K o .
réduite dans les eléments sont nulles.
Stability création de la matrice de rigidité géométrique élémentaire.
Assemb g assembler les matrices de rigidité géométrique.
o introduire les conditions aux limites dans la matrice de rigidité
Limitlg .
géomeétrique.
| éliminations les lignes et les colonnes de la matrice géométrique
Eliming
dans les éléments sont nulles.
111.7 Conclusion :

Dans ce chapitre, nous avons présenté la formulation d’un élément fini
rectangulaire a quatre nceuds en se basant sur la théorie du premier ordre de
déformation en cisaillement (FSDT). Le chapitre suivant sera destiné a valider
1’élément proposé (FSDT) afin de vérifier sa performance en termes de la précision et
stabilit¢ a partir d’une série d’exemples concernent les plaques isotropes et

composites stratifiées sur le comportement de flexion et de flambage.
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Chapitre IV

Validation de I’élément

V.1 Introduction :

Ce chapitre est consacré, dans la premiere partie, a la validation de I’élément
utilisé en termes de précision, de convergence et de stabilité, a travers une série de
tests. Des plaques isotropes et composites stratifiées sont considérés. Les résultats
obtenus seront comparés avec les solutions obtenus analytiquement et ceux obtenus
par d’autres modeles d’éléments finis disponibles dans la littérature. Ainsi,on procede
a une étude paramétrique pour mettre en évidence les effets de certains parametres tels
que ’orientation des fibres, le nombre de couches et le degré d’anisotropie sur la

charge critique des plagues composites stratifiées.

V.1 Validation numérique sur le comportement du flambage des

plaques stratifiees :

Dans cette section, certains exemples numériques les plus connus dans la
littérature ont été proposés sur le comportement du flambage des plaques isotrope et
stratifiées carrees, rectangulaire symétriques et antisymétriques, afin de valider et
verifier la performance du présent élément proposé (TSQ28) sur le comportement

stabilité.
IVV.3Conditions aux limites adoptées et propriétés des matériaux
utilisés :

Les types des conditions aux limites utilisées dans cette étude sont données comme
suit ; deux cas simplement appuyées (SS1) et (SS2) et un seul cas encastré (En) sur

toutes les arrétes de la plaque :

SS 1 x=0,a »w=¢y=60,=0; y= 0,b »w=1px=0,=0
y: O —)u:l/)yzey:() ’ y: b —)v:w:lpxzexzo

Les propriétés utilisées du matériau sont données comme suit :
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M1 : E1/E2=25,G12=G13=0.5E2, G23=0.2E2, v12=0.25
M2 : E1/E2=40,G12=G13=0.6E2,G23=0.5E2,v12=0.25

Les chargements considérés dans cette étude, sont les chargements uniaxial.

ey Pl )

Fig.1V.1 : Géométrie de la plaque.

IVV.4 Test de convergence :
IV.4.1 Plaque isotrope carrée :

Dans cette section, un test de convergence pour le présent élément (R4-FSDT) a
été considéré en prenant une plaque isotrope carrée simplement appuyées (SSSS).
Trois rapports d’épaisseurs sont considérés (a/h=5, 10,100). Afin de Vérifier la
performance du modele en termes de convergence et de précision, différents maillages
de(4x4, 6x6, 8x8, 10 x 10, 12 x 12) sont adoptes. Les propriétés mécaniques utilisees
sont données comme suit : E=10.92, v = 0.3.La convergence des résultats obtenus par
le présent élément sont présentés dans le Tableau IV.1et la Figure 1V.2. Les résultats
montrent la rapidité de convergences et la précision du présent élément, ainsi qu’il
fournit un bon accord en comparant a ceux obtenus analytiquement par Reddy and
Phan [27] et a ceux obtenus numériquement par le mod¢le d’élément fini triangulaire
de Chakrabarti& Cheikh[28]. En addition, I’élément utilisé est capable de donner

des résultats précises pour les deux types de plagues minces et épaisses.
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Tableau I'V-1Test de convergence de la charge critique uniaxial d’une plaque
isotrope simplement appuyée(N¢r= Nea?/m2D).

Rapport d’épaisseur (a/h)
Reference
5) 10 100
Presentelement (4*4) 3.4626 3.9039 4.3568
Presentelement (6*6) 3.3392 3.9069 4.1541
Presentelement (8*8) 3.3025 3.8391 4.0528
Presentelement (10*10) 3.2871 3.8283 4.0528
Presentelement (12*12) 3.2795 3.8106 4.0528
Sheikh and Chakrabarti [*] 3.2600 3.7800 3.9960
Reddy and Phan [*] 3.2650 3.7870 3.9980
Khmissi [*] 3. 2550 3.7810 4.0190
40
35
==@==present
30
==@=Sheikh and
25 Chakrabarti [*]
~
= 20 Reddy and Phan [*]

15
e=@==Khmissi [*]
10

5 10 100
Rapport d’épaisseur

Fig. IV-2 Convergence de la charge critique uniaxial d’une plaque isotrope
simplement appuyée (N¢r).
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Les courbes de la figure (1V.2) sont représenté les valeurs de Convergence de la
charge critique uniaxial d’une plaque isotrope simplement appuyée (Ncr).Les valeurs

des quatre courbes sont convergentes par comparaison avec Rapport d’épaisseur (a/h)

IV.4.2 Plaque stratifiée carrée cross-ply symétrique (0/90/90/0) :

Un deuxiéme test de convergence a été considéré pour le présent élément afin
de déterminer la charge critique uniaxial du flambage suivant 1’axe en prenant une
plaque stratifiée symétrique carrée de quatre couches (0°/90°/90°/0°). Trois rapports
d’épaisseurs sont considérés (a/h=5, 10,100) pour analyser les plaques minces et

épaisses.
Les propriétés mécaniques utilisées sont données comme suit :
E1lE;> =40, G12 = G13 = 0.6E>2, G2z = 0.5E>, vi2 = 0.25

D’apres le tableau 1V-2 et la Figure VI-3, des résultats satisfaisants ont été obtenus
en comparant les résultats obtenus a ceux obtenus analytiquement par Reddy et Phan
[27] et Exacte HSDT [25] et a celui obtenus numériquement par le mod¢le d’élément
fini de Chakrabarti& Cheikh [28].

Tableau IVV.2Test de convergence de la charge critiqﬁ uniaxial suivant xd’une
plaque carrée stratifiée [0/90/90/0] simplement appuyée(Ncr= Nca?/Ezh3).

Rapport d’épaisseur
Reference

5 10 100
Presentelement (4*4) 11.825 25.09 40
Presentelement (6*6) 11.65 24.15 38
Presentelement (8*8) 11.58 23.84 37
Presentelement (10*10) 11.542 23.70 37
Presentelement (12*12) 11.517 23.62 36.35
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Sheikh and Chakrabarti [*] 11.988 23.303 35.889
Reddy and Phan [*] 12.156 23.349 35.971
Khmissi [*] 11.938 23. 389 36. 177
40
35
=@==present
30
25 ==@==Sheikh and
Chakrabarti [*]
S 2
= Reddy and
15 Phan [*]
10 e=@=Khmissi [*]

5 10 100
Rapport d’épaisseur

Fig. IV-3Test de convergence de la charge critique uniaxial d’une plaque
carrée stratifiée [0/90/90/0] simplement appuyée (N¢r).

Les courbes de la figure (1V.3) sont représenté les Test de convergence de la
charge critique uniaxial d’une plaque carrée stratifiée [0/90/90/0] simplement appuyée
(Ner). Les valeurs des quatre courbes sont convergentes par comparaison avec
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1V.4.3 Exemple numériques :

1V.4.3.11°effet de I’orthotropie sur les plaques carrées cross-ply (0/90...) :

Dans cet exemple, on considere différentes plaques stratifiées simplement
appuyeées cross-ply du nombre de couche 3, 4 et 5 avec un rapport d’épaisseur a/h=10.
Différents rapport d’orthotropieE1/E2 sont considérés. Des résultats satisfaisants ont
été obtenus a partir le présent élément Tableau IV.3. La comparaison des résultats a
été faite avec des solutions analytiques données par Noor [30] basés sur des équations
d’¢lasticité 3D, des modeles basés sur la théorie d’ordre supérieur [ 31] et ceux
obtenus via des modeles EF [32]. D’aprés la comparaison, 1I’élément utilisé donne des

résultats tres satisfaisant.

D’autre part, on constate que le rapport d’orthotropie et le nombre de couche
ontdes effets significatifs sur la charge critique du flambement. D’aprés la figure IV .4,
on remarque que les valeurs de la charge critique du flambement augmentent avec
I’augmentation du rapportd’orthotropie (E11/E22) quel que soit le nombre de couches.
Cela revient peut-étre a des raisons que la plaguepossede une rigidité augmentée
suivant le sens du module Ei. Ainsi que, la stabilit¢ duflambage augmente aussi
lorsque le nombre de couche cross-ply augmente, a causepeut-étre que la plaque étre
plus renforcée en fibres. Finalement a partir de cet exempleou dans lequel on peut
conclure que plus le rapport d’orthotropie et le nombre decouche sont augmentés, plus

la plaque est stable sur le comportement de flambage.

Tableau 1V-3L effet du rapport d’orthotropie sur la charge critique uniaxial de

flambage(N cr= Nca?/E2h3)d’une plaque carrée cross-ply(a/h=10)

e Nbr de Eu/Ez
Référence couches
3 10 20 30 40
Putcha and Reddy 5.393 9,9406 15,298 19,674 23,340
Ferreira [.] [0/90/0] 5,387 9,833 14,897 18,894 22,151
Khemissi [.] 5,408 9,883 14,965 18,965 22,213
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Présent élément 5,430 9,950 15,100 19,16 22,460
Ferreira [.] 5,393 9,940 15,298 19,847 23,340
Khemissi [.] [0/90/90/0] 5,387 9,969 15,348 19,729 23,389
Présent élément 5,450 10,090 15,530 19,980 23,700
PutchaReddy [.] 5,409 10,150 16,008 20,999 25,080
Ferreira [.] 5,404 10,088 15,791 20,591 24,690
[0/90/0/90/0]

Khemissi [.] 5,426 10,138 15,842 20,615 24,680
Présent élément 5,460 10,2 15,93 20,720 24,820

29

27 =—[0/90/0]

25

23

21 . == [0/90/90/0]

19

5
= 17
15 Z [0/90/0/90/
0]
13
11 -
9 //'
5 r/ T T T T 1
3 10 20 30 40
E1/E2

Fig. IV. 4 L’effet de I’orthotrope E1/E2 sur le comportement de flambage
des plaques stratifiées cross-ply.
Les courbes de la fig.1V.4 représentent L’effet du rapport d’orthotropie sur la
charge critique uniaxial deflambage (NMecr= WNea@?l £2/2%)d’une plaque carrée cross-
ply(ash=10). On constate que les trois courbes ont la méme allure et que les valeurs de

déplacement transversal augmentent avec l'augmentation du rapport (E1/E2).
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Conclusion générale

Conclusion générale

Nous avons présenté dans ce travail une étude numérique de la stabilité des plaques
composites stratifiées. Pour atteindre nos objectifs, un élément fini rectangulaire a 4
nceuds avec 5 degrés de libertés est formulé sur la base de la théorie de la déformation
du premier ordre (FSDT).Les résultats obtenus sont comparés avec des modeles
analytiques et ceux obtenus par des modeles numériques en utilisant la MEF. Selon la
comparaison, on a constaté que le programme donne des résultats trés satisfaisant en
termes de précision et de rapidités de convergence. Par ailleurs, beaucoup de
parametres liés au stratifiée et a son hétérogenéite intrinséque influent directement sur

la valeur de la fréquence fondamentale qui est proportionnel a :

- Plus le rapport d’anisotropie (E11/E22) est éleve, plus la charge critique uniaxial des

plaques sera élevée quelque soit le nombre de couches de cross-ply (0/90/...).

-Plus le rapport d’épaisseur (a/h) est élevé, la charge critique uniaxial sera élevée,

quelgue soit le nombre de couches.
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