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Introduction

ans ce mémoire, nous nous intéressons a l’étude d’une classe particuliére
Dd’équations différentielles stochastiques dont la solution est donnée en temps
terminal 7" . Ce type d’équations est appelé équations différentielles stochastiques
rétrogrades (EDSRs) ou en anglais (BSDE) (backward stochastic differential equa-
tions), Les EDSRs ont apparu pour la premiere fois en (1973) dans un article de
Bismut dans le cas ou le générateur est linéaire. Cependant le point de départ de la
théorie des EDSRs est 'article de Pardoux et Peng dans lequel le générateur est non
linéaire.
Le question que suppose est quelle est la signification et la solution de 'EDSR. On
défini un mouvement Brownien d-dimensionnel (B;), soit un espace de probabilité
(Q,F,P) et F; =0 (Bs,0 < s <T) la filtration naturelle du mouvement Brownien.

On considére des EDSR générale de la forme suivante :

_dYt - f (ta Ytu Zt) dt — thBt7

Yng,

ou sous forme intégrale :
T T
Y; :f‘l’/f(S,@U,Y:s,Zs)dS— /stBsa
t t

telle que :



f = f(t;w;y;2) est le générateur qui est une fonction progressivement mesurable
donnée.

* Le condition terminale (finale) Y7 = £ qui est variable aléatoire Fr-mesurable est
de carré intégrable.

Le résoudre de I’équation différentielle stochastique rétrograde c’est trouver un couple
de processus (Y3, Z;), <i<7 adaptés par rapport a la filtration du mouvement brownien
Fi = 0(Bs,0 < s <T), cest-a-dire ne dépend que de l'information connu jusqu’a
I'instant t.

Ce travail est composé de deux chapitres :

premier chapitre :

Dans ce chapitre, on introduit les notions générales du calcul stochastique on définit
les processus stochastiques et leurs propriétés et les notions de mouvement brownien

et I’espérance

conditionnel, et temps d’arrét et martingale...etc.On parlait aussi sur les équations
différentielles stochastiques (EDS), l'existance et l'unicité de sa solution avec dé-
monstration en détail.

Deuxiéme chapitre :

nous allons montrer 'existence et I'unicité de la solution d’'une EDSR dans le cas

lipschitzienne dans le cas général et énoncer le théoréme de comparaison.



Chapitre 1

Généralité sur le calcul

stochastique et ’EDS

1.1 Processus stochastique

Définition 1.1.1 (Processus stochastique) Un processus stochastique est une fa-
mille X = (Xt)ier de variables aléatoires & valeur dans un espace mesurable (Q, F)

est indéxée par le temps t. Le paramétre du temps t variant dans I.
1. Sit five : Xy est un v.a définie sur (0, F) & valeur dans (R, B(R?)).
2. Siw fize : X; appelé la trajectoire de (Xy),. associée a w.
Remarque 1.1.1
1. Si I C N, on dit que le processus a temp discret.

2. Si I C R, on dit que le processus a temp continue.

Définition 1.1.2 (Filtration) Une filtration F= (F;)i>0 sur (2, F,P) est une fa-

mille croissante de sous-tribus F : F, C Fy C F pour tous

0<s<tdansT



1. Le quadruplet (2, F, F= (Fi)ier, P) est appelé espace de probabilité filtré.

2. On dit que la filtration est naturelle (ou canonique) de processus X si

FX=0(X,,0<s<t), teT,

c’est la plus petite o-algébre par rapport a laquelle X, est mesurable pour tous

0<s<t.

3. On dit qu'une filtration F= (F;);er est continue & droite si

f;ﬁ = ﬂszt}_s = Ft.

Définition 1.1.3 (Processus adapté) Un processus (X;)icpo,r) est dit adapté par

rapport a F si pour toutt € T', X, est F;-mesurable.

Définition 1.1.4 (Processus a trajectoire continue) Un processus (X;) est a

trajectoire continue ou simplement processus continue si

P({w € Q;t — Xi(w) est continue}) = 1.

Définition 1.1.5 (Processus progressivement mesurable) Un processus (X;)ier

est dit progressivement mesurable par rapport a F si pour tout t € T' [’application
(s,w) — Xs(w) est mesurable sur [0, ] x £ muni de la tribu produit B([0,t]) ® F;.

Définition 1.1.6 (Processus cadlag ) Un processus X est dit cadlag (continue a
droite et pourvu de limite & gauche ) si ses trajectoires sont continues & droite et

prouvues de limite a gauche pour presque tout w.

Remarque 1.1.2 Un processus progressivement mesurable est mesurable et adapté.



Proposition 1.1.1 St X est un processus stochastique dont les trajectoires sont
continués & droite (ou & gauche), alors X est mesurable et progressivement mesu-

rables s’il est de plus adapté.

Définition 1.1.7 (Mouvement Brownien) on appelle F;-mouvement Brownien

un processus stochastique o valeurs réelles et a trajectoires continues qui vérifier :
(1) Pour tout t > 0, X; est Fi-mesurable.
(11) Sis<t,X;— X, est indépendant de la tribu Fs.

(1i1) Si s <t, laloi de Xy — X est identique a celle de X;_s — Xo = Xy_s.

Définition 1.1.8 (Mouvement Brownien standard) Soit X un processus sto-

chastique, on dit que X est un mouvement Brownien standard si :
Wo=0 P—p.s, E[W:] =0 et EW?] =t

Dans ce cas la loi de X, est une loi normale.

Proposition 1.1.2 Soit W un mouvement Brownien Standard :

1. Pour tout t > 0, X, = tW1, alors (X;) est un MB.

2. Soit ¢ réel positive (¢ > 0),on a Z; = W, donc (Z;) est un mouvement

Brownzien.

3. Pour tout s > 0,{Wyrs — Wi}i>o est un mouvement Brownien indépendant de

o(Wy,u <s).

Théoréme 1.1.1 Un processus W est un mouvement Brownien ssi c¢’est un proces-

sus Gaussien continue centré de fonction de covariance :

cov(Wy, W) = BE(W,Wy) = s At = min(t, s).



Proposition 1.1.3 Soit W un MB alors presque sirement on a :

— W n’est pas différentiable en aucun point t.

— W n’est pas a variation finie en aucun point t.

Définition 1.1.9 (Temp d’arrét) Une variable aléatoire 7 : Q@ — R est un temp

d’arrét (par rapport a la filtration F = (F,)ier si pourt € T :

{r<t}={weQ/1(w) <t} eF.

Définition 1.1.10 (Martingales) Un processus (M) est dit martingale si :

1. pour tout t > 0, My est F,—adapté;
2. pour tout t > 0, M, est intégrable, i.e. B(|M;]) < oo ;

3. pour tout s < t, BE(My|F,) = M,, P—p.s.

On définit de maniere similaire sur-martingale si (7ii) est remplacé par

E(M|F,) < M,, P—p.s.

Et sous-martingale si (iii) est remplacé par

E(M|F,) > My, P—p.s.

Proposition 1.1.4 Soit (W})i>o un mouvement Brownien

(i) W2 —t est une martingale.

(#9) Pour tout o € R,exp(cW; — 0°%) est une martingale.

Remarque 1.1.3 Le mouvement Brownien standard (Wy,t > 0) est une martingale

par rapport & sa filtration naturelle FP = o(W,, s < t).



Théoréme 1.1.2 (Théoréme de représentation des martingales) Soit W; un
mouvement Brownien sur un espace de probabilité filtré (Q, F, F= (F)ier, P),et M,

une martingale F;-adapté. Alors, il existe un processus adapté Z tel que :
t
M, = M(0) +/ Z(s)dWs, P —p.s.
0

Définition 1.1.11 (Martingale local) Soit (M;):>o un processus (F)i>o-adapté a
trajectoire continue & droite. On dit que (My);>o est une martingale local s’il existe
une suite croissante de temps d’arrét {7,},-, telle que lim,, o7, =00, P —p.s. et

pour tout n, M™1, <o est une martingale.

Définition 1.1.12 (Variation finie, bornée et quadratique) Soit [0,7] un in-

tervalle et 1, =0 <ty <ty < ... <t, =T, une subdivision de [0,T] de pas
17l = gag); ti —tiq]-

On appelle variation infinitésimal d’ordre p d’un processus X indexé par [0,T] associé

a T, :
P

VE(m) = ‘th - Xun,
=1

St VI (m,) admet une limite dans (en un certain sens) lorsque ||m,|| . —n—o 0 €t la
limite ne dépond pas de la subdivision choisie, on appelle V. = limyjr, 1 —o V()

variation d’ordre p.
a) Sip=1, la limite V} est appelée vaiation totale de X

- SiVT, Vi est fini on dit que X est a variation finie.

- SiVT, Vi est borné on dit que X est a variation finie.

b) Sip =2, la limite est appelée variation quadratique de X.



1.2 Calcul d’It6

1.2.1 Intégrale stochastique

Il s’agit d’une intégrale définie de facon similaire a l'intégrale de Riemann comme
limite d’une somme de Riemann. Si on se donne un processus de Wiener (ou mou-
vement Brownien), W : [0,7] x @ — R ainsi que = : [0,7] x © — R un processus

stochastique adapté a la filtration naturelle associée a W;, alors I'intégrale d’Ito

T n—1
/ @sdWs est définie par la limite en moyenne quadratique de Z ¢i(Wy,, — Wa,).
0

1=0

Soit (€2, F,P) un espace probabilité et W, un mouvement Brownien sur cet espace,

et la filtration naturelle du mouvement Brownien F; = o(W, s < t).
lobjectif c’est définir I'intégrale fot psdWs pour des processus ¢
1. Cas étagé

On dit ¢ est un processus étagé (ou élémentaire) s'il existe une suite de réels t;,

0 <t <t <..<t, et une suite de variable aléatoire ¢; telle que ¢; est F;. -

mesurables de carré intégrables ¢, = ¢; pour tout t €]t;, t; 1], soit
n—1
¢8<W) = Z ¢i(w)1}t¢,ti+ﬂ(3)'
i=0

On définit
00 n—1
/ ¢des = Z ¢i<Wti+1 - Wti)'
0 i=0

On sais que

E [/UoogbdeS] =0et Var {/Ooogbsdws} = [/Ooogbgds}.



Alors
t n—1
/ ¢SdW8 = Z ¢i(Wti+1/\t - Wti/\t)‘
0 i=0

2. Cas général

Soit I'ensemble £2(2 x R, ) des processus ¢ Fi-adaptés caglad (continus & gauche
limite a droite).

Si ¢ un meilleur processus, il existe (¢”) une suite de processus étagés telle que
t
B [ (61~ as| —o.
0

quand n tend vers co.

Ainsi, pour tout ¢ > 0 il existe une v.a [;(¢) = [;° ¢sdW; de carré intégrable.

E UOOO ¢SdWS] = 0.

00 n—1
[t(¢) = /0 AW = Z ¢i<Wti+1 - Wti)’
=0

On va montrer que

Ona:

I;(¢) est gaussien, car (W;) est un processus gaussien alors

n—1
E [It<¢)] =E Z¢1(Wti+1 - Wtz)] )
=0
n—1
- Z ¢iE(Wti+l - Wti)7
=0
=0.

Comme E(W;,,, — W;,) =0 car (W;,,, — W,,) sont & acroissement indépendantes.



Pour montrer que

En effet, on a

|
) [(jzs oi(Wh,,y — Wt1)>2 ;

- , (¢2)2E [(Wti+1 o Wti)z} ’

1.2.2 Propriétés d’intégrale stochastique

Il y’a quelque propriétés sur I'intégrale stochastique les plus important sont :

1. Linéairité :
t t t
/ (agy + bp?) dW, = a / PLAW, + b / P2dW,.
0 0 0

2. Additivité : pour 0 < s <u <t <T

t u t
/¢vde:/ ¢vde+/¢vde

10



3. Propriétés de martingale : pour tout processue ¢ les processus :
t
(= 1(0), et t— (o) - [ ods
0

sont des (F}V) -martingale continues.
BI(H(6) - 16)*| 72 = B[ [ tau/Y ]

4. Si (xt)o<t<r est un processus Fr-adapté et B( fOT |z,|% ds) < 400, on a l'inéga-

/m ]<4</ |ms|2ds),
(ffoams) ] =5 ([0

lité :

sup
0<t<T

5. Isométrie :

1.2.3 Processus d’It6

Définition 1.2.1 (processus d’Itd) Un processus d’It6 est un processus de la forme

t t
X, =Xo+ / psds + O, dW, P — p.s,
0 0

avec X, est Fo-mesurable, p et 0 deux processus Fi-adapté vérifiant les conditions

dintégrabilité :

¢ t
/ lps| ds < 400 et / 116,]|% ds < +o0,
0 0

ot le coefficient ¢ est le drifte ou la dérivée et 8 est le coefficient de diffusion.

On note de maniére infinitésimale :

dX, = pyds + 0,dW,.

11



1.2.4 Formule d’It6

Théoréme 1.2.1 (premiére formule d’Itd) Soit f une fonction de R dans R, de

classe C? a dérivées bornées. Alors

f(Xy) = f(Xo) + /f s)dXs + = /f”

Théoréme 1.2.2 (deuxiéme formule d’Itd) Soit f une fonction de C?, on a

alors :

F(X) = F(X0) /f gosds+/f 0., + = /f” X,)0%s.

La notation infinitésimale de cette relation est donc :

X0 = X)X+ [ i

Remarque 1.2.1 La formule dit6 s’énonce également dans le cas multidimentionnel

(i.e o(t), O(t), W (t) sont des matrices)

F X)) = F(0,X0) + fo fs (5, X)) psds + [ fo (5, X,) psds

+ %tr [0()" (5, X (5))0.(5)] + Jy 1 (5, X.) 0.0,

Proposition 1.2.1 (Formule d’intégration par parties) Si X etY sont des pro-

cessus d’Ito, alors
t t
XY, =XYoo+ [ XY+ / Y,dX, +(X,Y),.
0 0

Cette formule est connue sous le nom d’intégration par partie.

12



1.3 Equation différentielle stochastique (EDS)

Une équation différentielle stochastique (EDS) est une perturbation de I’équation
différentielle ordinaire (EDQO) avec un terme aléatoire modélisant un bruit autour de

phénomeéne déterministe, la parturbation la plus simple est ’ajout d’'un Brownien.

Définition 1.3.1 Une équation différentielle stochastique (EDS) donnée par :

t t
xt:a:—l—/ b(s,xs)ds —|—/ o(zs)dWs,
0 0

ou sous forme

day = b(t, z)dt + o (t, x,)dWh, (1.1)

Top =2,

ou {W;t > 0} est un mouvement Brownien d-dimensionnel. Le coefficient b(t, x;) est

appelé dérive et le coefficient o(t, ;) de dW, est appelé terme de diffusion.

Pour trouver une solution (forte) a I’équation (1.1) signifie trouver une processus

stochastique (z;) t > 0 continue F;-adapté qui vérifie :

1. Pour tout ¢t > 0, les intégrales f; b(s,xs)ds et f(f o(s, xs)dW; sont bien définies :
¢ t
/ |b(s, zs)| ds < 00 et / lo(s,x,)|* ds < 400, P —p.s.
0 0
2. (xy), t > 0 vérifie (1.1) :

¢ ¢
T = x—l—/ b(s,xs)ds +/ o(s,xs)dWs, P —p.s.
0 0

13



1.3.1 Existence et unicité

Le théoréme dessous donne les conditions suffisantes sur b et o pour avoir un résultat

I'existence et 'unicité du solution de ’équation (1.1).

Théoréme 1.3.1 (d’éxistence et d’unicité ) Si b et o sont des fonctions conti-

nues telles qu’il existe k < +00 :

1. Conditons de lipschitz : |b(t,x) — b(t,y)| + |o(t,x) —o(t,y)| < k|x —y].
2. Conditons de coissance linéaire; |b(t,z) — o(t,z)| < k(1 + |z|).

3. B(z?) < +oo.

Alors : pour tout ¢ > 0 I’équation (1.1) admet solution unique dans [0,7]. D’autre

part la solution (z4)o<s<r vérifie

E( sup |z.|*) < +oo0.
0<s<T

Preuve. a- Pour démontrer I'existence d'une solution forte, on définit I'espace S?

par :

. 2 .
les processus progressivement mesurables tel que E(supg,«r |Ts|”) < 400 continue,

S2 =

C

1
muni de ||z]| = E ([supogng |74 < —l—oo) :

Pour x € S? posons, pour tout ¢ € [0, 7]

¢ ¢
U () :I+/ b(s,zs)ds +/ o(s,zs)dWs,
0 0

le processus ¥(z) est bien définie.et est continu si z € S2.

14



Soient z et y deux éléments de S? on utilisant le fait que (a + b)* < 2a* + 2b? on a
pour tout 0 <t <u <T,

2

+2 sup
0<t<u

2
W () — W(y;)|* <2 sup

0<t<u

/0 (b(s,xs)ds — b(s,ys))ds /0 (o(s,xs)ds — o(s,ys)) dWj

En utilise les propriétés (4 et 5) de 'intégrale stochastique alors on obient

([ 1065305 b(s,ymds)Q]

+ 8E [/ lo(s, xs —a(s,ys)|2ds] :

B | sup 19(a) - W)l < 28

0<t<u

L’inégalité de Holder donne alors la majoration

B | sup 19Ga) ~ 0l | < 278 | [ s, - bGs, 0

0<t<u

+ 8E [/ lo(s,xs)d a(s,ys)ﬁds} :

Comme les fonction b et ¢ sont lipschiz

E | sup |(z) —\p(yt)ﬁ} < 2kY(T 4+ 4)E Uou sup |z —y,fdr] . (1.2)

0<t<u 0<t<r

De plus, notant 0 le processus nul, on a, comme (a + b + ¢)? < 3(a® + b% + ¢?),

2 2
[(0)]* < 322 + 3supg;cr ’fg b(s, O)ds‘ + 38upg<;<r ‘fg o(s,0)dW,

?

d’ou 'on tire en utilisant I'inégalité de Doob et la croussance linéaire de b et o,

E { sup |\11(0)|21 < 3 (B(z®) + K°T? + AK°T) , (1.3)

0<t<T

Les estimations (1.2) et (1.3) montrant alors que le processus ¥(x) appartient a S?

dés que x appartient a S2.

15



On définit alors par récurrence une suit de processus de S? en posant

19=0, et, 2" =W(a"), pour n > 0.

On obtient (1.2), pour tout n > 0 notant par C a la place de 2k*(T + 4),

C”T"
E [ sup |z}t — x?ﬂ < {sup En }
|
0<t<T n: 0<t<T
et notant D le majorant de l'inégalité (1.3),
crrm
E [ sup ‘x”“ x?‘z] <D
0<t<T n!

Il résulte de cette derniere inégalité que

(© )"/2
. <\/_ \/n_ < Q.

2
ntl _ sup }x”“ — x?}

0<t<T

D

n>0

=2

n>0

sup |x
0<t<T

Alors le série ), - o Supy<i<r |a:?+1 — xﬂ converge P—p.s et donc, P—p.s, 2™ converge
uniformément sur [0, 7] vers un processus continue. De plus z € S2. On vérifier que
x est solution de 'EDS (1.1) en passant & la limite dans la définition 2" = ¥(z™).
Si x; et y; deux solution de (1.1) dans S? alors : z; = ¥(x,) et y; = ¥(y,). L'inégalité

(1.1) alors donne pour tout u € [077],

E [ sup |x; — ytﬂ <2K*(T + 4)E [/ sup |z, — y5|2} dr,
0

0<t<u 0<t<r

le lemme de Gronwall donne

E { sup |5(7t - yt|2} =0,

0<t<T

ce si implique que = et y sont indistinguables i.e. P(x; = 4, V0 <t <T). m

16



Chapitre 2

Equations différentielles

stochastiques rétrogrades

Les équations différentielles de les rétrogrades (EDSRs) sont un nouveau de
type de différentiels stochastiques équations (EDS) qui ne peuvent étre résolus en
utilisant traditionnelles EDS méthodes.L’ un des les principales raisons est que le «
temps » ne peut pas étre inversée.En effet I’appelation "rétrograde" provient de fait

que le processus -contraire a d’autres EDS est déterminé & part

Dans ce chapitre on va étudier I’existence et I'unicité des EDSRs classiques.

2.1 Justification de la structure des EDSRs

Sur un intervalle de temps T =[0,7], on considére un mouvement Brownien d-
dimensionnel, B = (B;)ier, défini sur un espace de probabilité (2, F,P). On note

F = (F4),er la filtration engendrée par le brownien et on suppose :

F =TF? (2.1)

17



Imaginons a présent que 'on souhaite résoudre I’équation différentielle suivante :

= —g(t,Y,),teT

Yr=¢

(2.2)

ou ( est une variable aléatoire mesurable par rapport & F; . Supposons pour simplifier

que g = 0 le probléme (2.2) devient alors

—dY;
L=0,teT
at (2.3)

Yr=¢

en imposant que, pour tout instant ¢, Y; ne dépende pas du futur apres ¢ c’est a dire

que le processus Y soit adapté par rapport a la fltration F.

Puisque 'unique solution de cette EDS est Y; = ( , pour tout ¢, Y est par conséquent
n’est pas une solution adapté a (2.3) car ¢ n’est pas déterministe (par hypothése).

En supposant

¢ € L*(FF) , la meilleure approximation —disons dans L? —adaptée est la martingale
Y, = E(¢|F,) Comme ce terme n’est a priori pas différentiable en temps au sens

usuel, nous

utilisons le théoréme de représentation des martingales browniennes on peut construire

un processus Z de carré intégrable et adapté tel que :

t

Y, = B((|F) = B(C) + / Z,dB,

0

Un calcul élémentaire nous donne 'EDSR simple dans sa forme intégrale :

T
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la forme différentielle de cette équation est :

—d}/; — —thBt,t c [O,T]

Yr=¢

(2.5)

On voit donc apparaitre sur la structure de 1’équation initiale(2.3) une seconde in-
connue qui est le processus Z dont le role est de rendre le processus Y adapté c’est a
dire au lieu de regarder seulement Y comme la solution & I'EDSR on peut considérer

le couple (Y, Z) comme une solution de (2.3).

Par conséquent, pour obtenir la plus grande généralité, on permet a g de dépendre

du processus 7 ; ’équation devient donc :

_dYt =9 (t7 Yta Zt) dt — thBt

Yr=¢

(2.6)

ou encore en utilisant la formulation intégrale rétrograde faisant apparaitre la condi-

tion terminale :

T T
Yt=C+/g(S,YS,Z5)ds—/ZSdBSO§t§T (2.7)

t t

Les données de cette équation sont, d’'une part gle générateur et d’autre part (
la condition terminale de 'EDSR. L’inconnu d’une telle équation est le couple de

processus (Y, Zt)te[o,T]

a valeurs dans R¥ x RF*d,
Remarque 2.1.1 -Les intégrales de [’équation (2.7) sont bien définies.

-Y est une semi-martingale continue et comme Y est progressivement mesurable, il

est adapté et donc en particulier Y, est une quantité déterministe.
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Dans la suite de ce chapitre, nous allons travailler sur les hypothéses suivantes :

2.1.1 Hypothéses

1. (2.1) vérifiée;
2. g:[0,T] x Q x RF x R¥*? — R* est F-mesurable pour toutes ses variables ;

3. g est uniformément lipschitzienne et continue en (y, z) avec une constante de
Lipschitz L ;

4. ¢ € L* (Fr,RF)et g := ¢(0,0) € L*! (F,R*)

Remarque 2.1.2 -Dans la litérature standard, ’article de Pardoux et Peng [[1]] par

exemple, il est requit que g° € L? (F) .Notre condition est relativement faible.

-Pour simplifier les notations, on va supposer k = d = 1 dans la plupart des preuves.

t

Lemme 2.1.1 SoientY € S5* (F,R*) et Z € L* (F,R**%). Alors /Y;,.stBs,t € [0,7]

0
est une martingale uniformément intégrable.

Preuve. Les inégalités BDG donnent

t

B t
E | sup /YS.ZSdBS < CE </|y,5|2|zs|2ds)é
0<t<T
0 L O
B T

< CE | sup [Vi( / 12,2 ds)?
0<t<T

0

. 2 2
par suite, comme ab < % + %,
t

T
E | sup /YS.ZSdBS < E[sup |Y,5|2]+]E /|ZS|2ds
0

0<t<T 0<t<T

Or cette derniére quantité est finie par hypothése; d’ot le résultat. m
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2.2 Estimation a priori
Maintenant, on va étudier '’EDSR non linéaire (2.7).

Théoréme 2.2.1 Supposons que les hypothéses (2.1.1) sont vérifiées et que (Y, Z) €
L? (F,R*) x L* (F,RF*?) est une solution de U’EDSR (2.7). Alors Y € S* (F,R*) et

il existe une constante C', qui ne dépend que de T, L, k et d telle que :

(Y, 2)|2 = ||vz ] + / Z2at| < or (2.8)

Viim sup (Vi et 13 =B ||+ ( [ |of|de?

0<t<T

Preuve. Pour simplifier, on va supposer £k = d = 1. La démonstration sera faite

dans quelques étapes. m

Etape.1. On montre d’abord que

T
|Y* /|Yt| +|Zt )dt 4+ CI§ < oo (2.9)
0
Or
T T
i< icl+ [ (8 + v+ cz) ds+/ZdB
t
Donc,

0<t<T

T T
Yi<C |<1+/ 92| + C|Yi| + C|Z]) dt + sup /ZdBS
0
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Par appliquations de l'inégalité de BDG,

B[|V:P] < CE ||cP + / 160 diy? + / (Vi + |Z,)dt

T

T
< CE ||cP + /<gt}dt | CE /<|Yt|2+|zt|2>dt

0 0

T
<CI;+CE / Yi® + | Z°)
0

Etape.Z. Ensuite, on va montrer que, pour tout € > 0,

sup E [[V;]’] +E /|Zt|2dt <e[[V7]!] + Ce' I}

0<t<T
Pour ce faire, on applique la formule d’Ito a ]Y}|2

d|Y,|? = 2Y,dY, + |2, dt = —2Y,g, (Ys, Zy) dt + 2Y,Z,dB, + | Z,| dt

Donc,
T

T
Y;|* + / 1 Z,|?ds = |¢[* + 2/Ysgs (Ys, Zs) ds + 2/Yszsst
t

t

22
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t

Par (2.9) et lemme (2.1) on sait que / Y, Z,d By est une martingales. Donc, en prenant

0
lespérence par les deux cotés de (2.12) et du fait que ab < % + %,

T B T T
E !YtF+/\Zs!2ds =E rcF+2/ngs<n,zs>ds+2/mzsd35
t

t t

T
<E|w+0/uuwm+m¢wauw
t

T

T
gE|m+cw/wﬂw+O/unﬁHnau@
0

t

T T T
1
<E |g|2+CY;/\gg}ds+c/|ys|2ds+§/|Zs|2ds
0 t t

Ceci nous conduit a

T T T
1
E |Yt|2+§/|Z5|2ds <E C’/|Y;|2ds+|C|2—|—C'Y;/‘gg|ds (2.13)
0

t t

Le théoréeme de Fubini imlique
T T
E[V:]’] <E |g|2+CY;/\gg|ds +C/E [1Y4]?] ds
0 t
On en déduit alors grace a 'inegalité de Granwall que

T
E[Y.]’] <CE yg|2+Y;/|gg\ds vt € 0,7 (2.14)
0
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Par suite, prenons ¢t = 0 et en reportant (2.14) dans (2.13), on obtient

T T

/|ZS|2ds < CE |g|2+Y;/}ggyds (2.15)

0 0

Etape.3.En reportant (2.10)dans (2.9); on trouve
E(|Y7)?] < CeB [|Y7]*] + Ce' 12

X 1
Ou pour € = 55,

E[|Y7’] < CF.
Ceci, avec(2.10), donne la preuve de (?7?)

Proposition 2.2.1 Supposons qu’il existe un processus (gi)y<,< positif, apparte-

nant a L? (F,R) et une constante positive L tels que :
V(t,y,2) € 0,T] x R¥ x R* |g(t,y, 2)| < gi + L(Jy| + 2| (2.16)

Si (Y, Z4)g<y<r st une solution de PEDSR (2.7) telle que Z € L (F, R**?) alors Y
appartient a S? (F, R").
Preuve. Le résultat se déduit principalement du lemme de Gronwall et du fait que

Yy est déterministe. En effet, on a, pour tout ¢ € [0;77]

t t

Y;_}/O_/Q(S7Y;>Zs)d5+/Z5st
0 0

et par suite, utilisant ’hypotheése surg,

T

|Y}|:]Y0\+/(95+L]Z\ )ds+ sup /ZdB +L/|Y8\ds
9 0<t<T0
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Posons
T t

‘= |Yo|+/<gs+L|zs|>ds+ sup /zsst
] 0<t<T

]

Par hypothése, Z € L? (IF, R¥ Xd) et donc, via 'inégalité de Doob, le troisiéme terme
est de carré intégrable; il en est de méme pour (gt)0§t§T7 et Yy est déterministe
donc de carré intégrable; il s’en suit que ¢ est une variable aléatoire de carré inté-
grable. Comme Y est un processus continu, le lemme de Gronwall fournit I'inégalité

supg<i<r V2| < ¢ qui montre que Y appartient a S (IF, Rk).

Remarque 2.2.1 Le résultat du théoréme (2.1)est encore valable lorsqu’on remplace

la condition (8) dans (2 :1 :1) par la condition de croissance linéaire (2.15)

Théoréme 2.2.2 Pour i = 1,2, on suppose que (C',g') satisfait les hypothéses
(2.1.1) et (Y, Z) € L*(F,R¥) x L? (F,R**?) est une solution de 'EDSR (2.7)

avec des coefficients (¢, g'). Alors

T 2
Y. az) < B |1+ | [ |ag (v, 22)] d (2.17)

0

AY :=Y'— Y2 AZ:=7"— 72 AC:=C' = % Afy = g' — g%

Preuve. Toujours pour la simplification, on suppose d = k = 1.0r

T T
avi=ac+ [l (.2 - g (v2.22) s — [ azam,
t

t
T

T
= A( + / [Ags (Y, Z)) + 0, AY, + B,AZ. ] ds — / AZ,dB,
t

t
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o th(}/tl? Ztl) — gt2 (3/t27 Ztl) . gtz()/g? Ztl) — gt2 (Yt27 Zt2)

: 1 = 1
o AV, (Av.£0}, B AZ, {AZ,£0}
(2.18)

sont bornés par L. Donc, par le théoréme(2.1) on obtient le résultat immediatement.

2.3 Existence et unicité

Dans cette section on va étudier quelques résultats de l'existence et 'unicité de

IEDSR (2.7).

Théoréme 2.3.1 Sous les hypothéses (2.1.1); 'EDSR (2.7) admet une unique so-
lution (Y, Z) € L? (F,R¥) x L2 (F, R**d)

Preuve.

1. Unicité : 'unicité provient directement du théoréme(2.1). En particulier, I'uni-

cité veut dire

Y =Y2Vte[0,T],Ppset Z} = Z2, dt x dP.p.s (2.19)

2. Existance : Pour I'existence, on utilise I'iteration de Picard avec une approche

locale et on suppose que d =k = 1.
[ ]

Etape.1. Soit § = 0 une constante qu’on va spécifier plus tard, et supposons que
T <6 telque § ne dépend que la constante de Lipschitz L(et la dimension). En

particulier, elle ne dépend pas de la condition finale (.

26



On note Y2 :=0, Z? := 0. Pour n = 1,2, ..., soit

T t

Yr -4 /gs (Y7, Z0 1) ds + /ZS”dBS (2.20)

t 0

Supposons que (Y"1 Z"1) € L*(F) x L? (F). Or
lg (2 < Cllgr ]+ P+ 2]

Donc, g, (Y71, Z"1) € LY2(F). D’aprés la proposition (2.1) 'EDSR (2.20) déter-
mine (Y, Z") € L*(F) x L*(F) unique, et donc le théoréme (2.1) implique que
(Y™, Z") € S%(F) x L2 (F).

Par réccurence on trouve que (Y, Z") € S? (F) x L? (F) pour tout n > 0.

On note AY,* ;= Y» — Y"1 AZr .= ZP — Z' ', Alors,

T T
AY" = / [ TAY T 4+ ol BAZY T ds — / AZ"dB,,

t t

ot "™ sont définis d’une maniére similaire & (2.18) et sont bornés par L.

Par appliquation de la formule d’Ito, on trouve

d (|AY"?) = —2AY;" [af PAY, T 4 B8Rt AZR Y dt + 2AYPAZPAB, + |AZP)? dt
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t

On sait que / AY"AZ"dBs est une martingale (d’aprés lemme(2.1)) et du fait que

0
AY}' =0, On obtient

T T
E |AYt”2+/AZ§2ds] =E Q/AYS" [ PAY T 4 B AZ Y ds] (2.21)
t t
T
< CE /\Am [|AY 7+ |AZ2 Y] ds]
0
Donc,

T
< CSE /]AYS"] [|AY 4+ |AZ2 ] ds]

0

E

T
JASERC
0

A
< COE /[|A1g”|2+ Ay |azet ] dt]

0

On suppose § = %,donc 1-00 < %, Alors,

T

JASERC

0

T

/

0

E < CHE

[|avy =t 4 |azp ] dt]

De plus, si on prend ¢t = 0 dans (?7), on obtient

T T
/AYt’”dt] +éE /[\A)@”‘l\QJr }AZ{Hﬂ dt]
0 0

f lavy =+ |aze )] dt] .

T
E/|AZf|2dt < CE
0

1
< —
< {05+8}E
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Donc,
h T
E /[|AKW|2+|AZZ¢|2} dt| < {O(H%} E /“A}/tn_1|2+ \AZf‘lﬂ @t
0 0

On prend § = %. Alors,

o |

T T
E /[|Ay;n‘2_i_|AZf|2} dt| < -E /“Ay;n—l‘2+|AZtn_1}2] g
0 0

Par réccurence, on trouve

T
E /[|AY{‘|2+ AZP[]dt| < %,Vn > 1.

0

Donc, on peut facilement trouver un couple (Y, 2) € S? (F) x L? (F) tel que

lim [|(Y" =Y, 2 = Z)|| = 0

n—oo

R

Alors, en laissant n — oo dans 'EDSR, (2.20) le couple (Y, Z) satisfait 'EDSR, (2.7)

Etape.2. Maintenant, on va montrer 1’existence pour un 7" arbitraire. Soit 6 > 0 la
constante de I’étape 1. On considére la partition 0 = tg < ... < t,, = T telle que :
tisi—t; <9,i=1,...,n—1.Ondeéfinit Y; = (,etpouri =n—1,...,0ett € [t;,t;11],
(Yy; Z;) soit la solution de 'EDSR suivante sur [t;, t;41] :

tit1 tit1

Y; = Y;fiJrl —+ /gs (Y;,Zs> ds — /ZSdBS,t c [ti,tiJrl].

t t
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Onat; 1 —t; <9, donc de I'étape 1 'EDSR précédente admet une solution. De plus,
(Y, Z) € L*(F) x L? (F) car n est fini. Alors, ce sont des solutions globales sur toute

'intevalle [0, 7]

Remarque 2.3.1 L’article de 1997 de El Karoui, Peng et Quenez [2] propose une
autre preuve du théoréme (2 :3), avec un argument de point fize (les espaces en
question étant complets), plus en accord avec le fait que les hypothéses sur g nous

rappellent le théoréme de Cauchy Lipschitz pour les EDO.

Proposition 2.3.1 Soient g une fonction qui satisfait les hypothéses (2.1.1), T €
S(F), et ¢ € L? (F,).

On considére ’EDSR suivante :

T T
Y;‘, = C+ /g (Y;a Zs) ds — /stBsag (ya Z) = s <y7 Z) 1[0,7’] (S) (222)
t

t

Alors g satisfait les hypotheses (2.1.1), et donc 'EDSR (??) admet une solution
unique.

De plus, comme ¢ € F,, Y := (, Zs := 0 satisfaient(??) pour s € [r,T]. Donc on
peut reécrire 'EDSR précédente sous la forme :

T T

Yt'=<+/gs(Ys,Zs>ds—/stBs,OStsT

t t

Théoréme 2.3.2 (Stabilité) Soien (&, g) et (&,,9"), n = 1,2, ..., , des coefficients
qui satisfaient les hypothéses (2 :1 :1) avec la méme constante de Lipschitz L,et
(Y, 2),(Y" Z") € S?(F,RF) x L?(F,R**%) les solutions correspondants & I’EDSR
2.7 : On note

AY" =YY" =Y AZ" :=2" = Z, N =& — § A" =g" —g.
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On suppose

lim E[|A&| + (/0 |Agr(0,0)|dt)*] =0 (2.23)

n—-+o0o

et Agi(y,z) — 0 en mesure dt x dP, pour tout (y,z). Alors,
lirf |AY" AZ™| =0 (2.24)
Démonstration. On a d’aprés(2.17),

T
|8Y", 827 < CE[8& + (| |55, Z)| dt)) (2.25)

0

<omlag P+ ([ 18000107+ ([ 15005 2) - Agt 0.0y
Or Ag™(Y,Z) — 0 donc
[Agn(t,Ye, Ze) — Dgn(t,0,0)] < ClIYi| + | Z]].
Par application du théoreme de convergence dominée, on trouve

lim B / C|AGE (Y, Z2) — g0, 0) ] = 0 (2.26)

n—-+4o0o

de (2.24),(2.25),(2.25) on obtient le résultat.

Maintenant, on va donner une extention du résultat d’existence et unicité a 1’espace

LP(F) pour p > 2.

Théoréme 2.3.3 On suppose les hypothése (2 :1 :1) sont vérifiés et € € LP(F;, RF), ¢° €
LY (F,R¥) pour un certain p > 2. Soit (Y,Z) € S?(F,R¥) x L?(F,R*9) ["'unique
solution de I'’EDSR 2.7. Alors,

T T
E[|YF]P + (/ | Z,|? dt)?] < Cpl?, ou I¥ := E[|¢]" + (/ \g,?| dt)?] (2.27)
0 0
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Démonstration. On suppose que d = k = 1 (pour simplifier), on va montrer le

résultat en deux étapes.

Etape 1.Premiérement,on montre (2.27),pour Y € L°*P(F').La formule d’It6 nous

donne

dYi|* = =2Yigu(Yy, Z0)dt + | Z| dt + 2Y, Zd By; (2:28)

P _ 1 _ _
d(Vi") = d([Y.*)2 = —p I Yigu(Ye, Zo)dt + 5p(p = 1) Vi |2 b+ p Vi~ i Zd By

et comme dans la démonstration du théoreme (2 :3) étapes let 2, on peut facilement

trouver que pour tout € > 0,

T
EIY7P < Cy sup E(ViP)+ GE [ 1% | do) + G,
0<t< 0

T
sup BV + CE( [ Vi 2 a0) < Vi) + G 1.
0

0<t<T

Alors, pour un € > 0 suffisament petit, on obtient

EY;I"] < G, 12, (2.29)

Ensuite, Par (2.28),

T T T
/ |Zt|2dt=|§|2—|yo|2+2/ Ytztdt—zf Y,Z,dB,
0 0 0

T T
<l + [ Wl (sf] + Vil + Zdlde+ C| [ YiziaB,
0 0

T
/ Y1 Zd B,
0

T 1 T
§C|YT*|2+C(/ {gf\dt)2+§/ 1 Z,)? dt + C
0 0
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Alors, de (2.29), et les inégalités de BDG,

T
/ Y, Z:d By
0

T P
/ Y, Z,dB,
0

. 1 r » 1 T p
<Gl + GEIYVGI + 3B 1z ant] < 61 + B[ 1z an

ya
2

T
E[( / \Z 2 dt)E] < C,I2 + CLE[Y/ P + |

T
< CI2+ G| <G+ GEIY [+ ([ |4 d

0

ce qui nous conduit & une estimation de Z, et avec (2.29), ceci montre de plus (2.27).

Etape 2 . Pour tout n > 1, on note &, := (—n) VEAN, g, :== (—n) Vg An. Il est
claire que (&,,¢") satisfait les conditions du théoreme avec la meme constante de

lipschitz L, et

(&n g™) — (&, 9), &l <1E5 19" < gl s 16n] < n,lg"| < n, pour tout (¢, w,y, 2)

Soit (Y™, Z") € S%*(F) x L*(F) l'unique solution de 'EDSR(2.7) de coefficients
(s 9")-
Alors

t

T T
Y = Blé, + / YD, Z0)d\F, / ZrdB, = Yy — Y + / gr (VT ZM)ds
t 0 0

sont bornés. Ceci implique , en appliquant I'inégalité de BDG, que Z" € L?*P(F),

Ensuite, il vient de I’étape 1 que
T T
EN(Y")7I" + (/ |1 Zi|” dt)?] < CLE[I&” + (/ |97 (0,0)[ dt)"} < Cp I}
0 0

maintenant, similaire a argument du théoreme (2 :1); le théoreme (2 :4) et lemme

de Fatou fournit le résultat (2.27),
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Théoreme de comparaison

Nous allons maintenant établir un théoreme de comparaison en nous placant en
dimensien k£ = 1 (mais d reste quelconque). Ce théoreme proposé par S.Peng [4]
permet de comparer les solutions de deux EDSR, dés que l'on sait comparer les

conditions terminales et les générateurs

Théoréme 2.3.4 Soit (&;,g'),i = 1,2 des parametres vérifiant les hypotheses (2 :1 :1) ;
et (Y, Z%) € S%(F) x L*(F) les solution des EDSR associées :

Vi =&+ / ' 9, (Yy, Z;)ds — / ) Z,dB. (2.30)
si & <& Pp.set g'(y,2) < ¢*(y,2),dt x dP p.s, pour tout (y,z), alors
Y} <Y? 0<t<T, Pps (2.31)
Démonstration.On pose
AY, =Y}~ Y2 AZ =2} — 72, A& =& — &, Ag:=g' —g*
Alors,

T T
AY =g+ [0 2h - (2. 2)as - [ Az,
t t

T T
= A+ / [, AY, + AZ,Bs + Ags(YE Z2)]|ds — / AZ.dB;
t t

ou « et fsont bornés.
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On se ramene a une solution de ’EDSR linéaire, on défini donc comme (2.11), par
(2.10)
T
AY; = T E[TpAE + / T, Ags(YZ, 22)ds\ ) (2.32)
t

Or g'(y,2) < ¢*(y, 2),dt x dP p.s, pour tout (y,z),ce qui implique Ag(Y?, Z?) <

0,dt x dP p.s,Puisque I" > 0 et A¢ <0, (2.31) provient directement de(2.32).
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Conclusion

Le but principal de ce mémoire est étude l'existence et ['unicité de solution pour

des équations différentielles stochastiques rétrogrades notées EDSRs.
Ce travail est divisé en deux chapitre :

Dans le premier chapitre, Nous commencé par quelques généralité sur le calcul sto-

chastique et I’EDS.

Dans la deuxiéme chapitre, Nous avons étudie les équations différentielles stochas-

tiques rétrogrades et étudier I'existence et I'unicité des EDSRs classiques.
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Annexe B : Abréviations et

Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont

expliquées ci-dessous :

(Q,F,P) espace de probabilité.
(Q,F, (Fo)epo,n, P) espace de probabilité filtré.
(F) filtration.
MB Mouvement Brownien.
(A.0.A) Absence d’opportunités d’arbitrage.
EDS Equation différentielle stochastique.
EDSR Equation différentielle stochastique retrograde.
B (R) Tribu Borélienne sur R.
b la dérive ( drift ).
o Terme de diffusion.
P—p.s Presque stirement pour la mesure de probabilité P.
R¥ Espace réel euclidien de dimension & .
RE>d Ensemble des matrices réelles k x d .
14 Indicatrice de A est noté : 14 (x) = Leized
0,siz¢g A
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A travers ce modeste travail nous avons essayé déxposer quelques méthodes et exemples sur
de Pexistence et 'unicité de la solution des équations différentielles stochastiques

rétrogrades,

Dans le premier chapitre, on a donné quelques rappels de base concernant le calcul

stochastique et 'EDS,

et dans le deuxieme chapitre en voyant les équations différentielles stochastiques

rétrogrades.

Oe IDA 138 Jerll al siall U gla Cadi€l) e (any b)) 538N (e Giany (3 dall dalall Jally
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(b Joadl) 51 L imany il S Al g b Jaaliil) g JalSall Sl il 5 4
Gl 01 U 3y sl 2Ll 2SS il Zgnan) il

Through this modest work we have tried to expose some methods and examples on
the numerical resolution of the existence and the uniqueness of the solution of

backward stochastic differential equations,

In the first chapter, we gave some basic reminders about the stochastic calculus and

the EDS,

and in the second chapter by seeing the backward stochastic differential equations.



	Remerciements
	Table des matières
	Introduction
	blueGénéralité sur le calcul stochastique et l'EDS
	Processus stochastique
	Calcul d'Itô
	Intégrale stochastique
	Propriétés d'intégrale stochastique
	Processus d'Itô
	Formule d'Itô

	Équation différentielle stochastique (EDS)
	Éxistence et unicité


	blueÉquations différentielles stochastiques rétrogrades
	Justification de la structure des EDSRs
	Hypothèses

	Estimation a priori
	Existence et unicité

	Conclusion
	Bibliographie
	Annexe B: Abréviations et Notations

