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Introduction

Dans ce mémoire de master, on s�intéresse a étudier un problème de contrôle stochas-

tique où le système est de la forme suivante :

8>>>>><>>>>>:
dxv (t) = b (t; xv (t) ; v (t)) dt+ � (t; xv (t) ; v (t)) dW (t)

+ � (t; xv (t) ; v (t)) dfW (t) ; t 2 [0; T ] ;

xv (0) = x0;

oùW (�) est un mouvement brownien dé�ni sur un espace de probabilité complet (
;F ;F;P) ;fW (�) désigne un processus stochastique en fonction de la variable de contrôle v(�). Les
fonctions b : [0; T ] � Rn � U ! Rn et �; � : [0; T ] � Rn � U ! Rn�d sont des fonctions

déterministes.

Le coût fonctionnel à minimiser sur la classe des contrôles admissibles est également sous

la forme

J (v (�)) = Ev
�Z T

0

l (t; xv(t); v(t)) dt+  (xv(T )

�
;

où l : [0; T ]�Rn �U ! R;  : Rn ! R sont des fonctions déterministes, et Evdénote une

espérance sur (
;F ;F;Pv) :

Un processus de contrôle qui résout ce problème est appelé optimal. En pratique, les

contrôleurs ne peuvent généralement pas être en mesure d�observer toutes les informa-

tions, mais celles partielles avec du bruit. Cela fait que les problèmes de contrôle optimal

partiellement observés reçoivent une attention particulière. Le contrôle optimal stochas-
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Introduction

tique des di¤usions partiellement observées a été étudié par de nombreux auteurs, voir par

exemple [1, 3, 5]:

Le but de ce travail est d�établir un principe de maximum stochastique pour le problème

de contrôle partiellement observable ou le domaine de contrôle est supposé convexe.

Nous présentons notre travail comme suit :

I Le premier chapitre, on donne un bref rappel sur la théorie du calcul stochastique qui

nous permet d�étudier le principe du maximum pour les problèmes de contrôle optimal

pariellement observable.

I Le deuxième chapitre contient l�essentielle de ce travail, nous prouvons les conditions

nécessaires pour notre problème de contrôle. Plus précisément, nous utilisons le théorème

de Girsanov ainsi que la technique variationnelle standard pour transformer notre problème

de contrôle optimal en problème complètement observable.

I Dans le dernier chapitre, nous appliquons notre resultat obtenu en chapitre 2 au pro-

blème de contrôle linéaire-quadratique.
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Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastiques

Chapitre §.1
Rappel sur le calcul stochastique
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Chapitre 1

Rappel sur le calcul stochastique

Dans ce chapitre nous allons rappeler des notions essentielles en théorie du calcul sto-

chastique, nous commençons par dé�nir un processus stochastique, mouvement brownien,

l�intégrale stochastique, processus d�itô, nous rappelons ensuite les équations di¤érentielles

stochastique (EDSs).

1.1 Processus stochastique

Dé�nition 1.1.1 (Tribu ou �-Algebre) Soit E un ensemble quelconque, on appelle tribu

de parties de E; tout sous ensembles A de E telle que :

1. E 2 A:

2. A 2 A )AC 2 A:

3. (An)n2N � A ) ( [
n2N

An) 2 A.

Dé�nition 1.1.2 (Variable aléatoire) Soit (
;F ;P) un espace de probabilité avec :


 : est un ensemble fondamental.

F : est une tribu dé�nie sur 
:

P : est une probabilité sur (
;F):
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Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

L�application X : (
;F) ! (R;B(R)) est appelée une variable aléatoire si elle est mesu-

rable par rapport à (R;B(R)) i.e : 8B 2 B(R))X�1(B) 2 F :

Dé�nition 1.1.3 (Filtration) Une �ltration sur un espace de probabilité (
;F) est une

famille (Ft)t�0 de sous-tribus telle que pour s � t; on a : Fs � Ft:

Remarque 1.1.1 Le quadruplet (
;F ; (Ft)t�0;P) est appelé un espace de probabilité �ltré.

Dé�nition 1.1.4 (Processus stochastique) Un processus stochastique X = (Xt)t2T

est une famille de variables aléatoires Xt indexée par un ensemble T:

1. Si T est un ensemble dénombrable totalement ordonnée comme N et Q alors X est

un processus stochastique à temps discret.

2. Si T = R+ alors X est un processus stochastique à temps continu.

3. Pour t 2 T �xé : w 2 
! Xt(w) est une variable aléatoire sur l�espace de probabilité

(
;F ;P).

4. Pour w 2 
 �xé : la fonction t 2 T ! Xt(w) est est une fonction à valeurs réelles

appelée trajectoire du processus.

Dé�nition 1.1.5 (Indistinguabilité) On dit que X = (Xt)t�0 et Y = (Yt)t�0 sont in-

distinguables si leurs trajectoires sont les même P� p:s, c�est-à-dire :

P(Xt = Yt ;8 t � 0) = 1:

Dé�nition 1.1.6 (Modi�cation des processus) On dira que Y = (Yt)t�0 est une ver-

sion (ou une modi�cation) de X = (Xt)t�0 si :

P(Xt = Yt) = 1; 8t � 0:

Proposition 1.1.1 Si X = (Xt)t�0 et Y = (Yt)t�0 sont indistinguables alors ils sont

modi�cation l�un de l�autre mais la réciproque est en générale fausse.
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Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

Dé�nition 1.1.7 (Équivalence de deux processus stochastiques) On dit que

X = (Xt)t�0 et Y = (Yt)t�0 sont équivalents si X = Y , i.e pour tout (t1; t2; :::; tn) et pour

tout n on a :

(Xt1 ; Xt2 ; :::; Xtn) = (Yt1 ; Yt2 ; :::; Ytn):

Dé�nition 1.1.8 (Processus adapté) Un processus X = (Xt)t�0 est dit adapté (par

rapport à une �ltration (Ft)t�0 ) si Xt est Ft-mesurable pour tout t.

Dé�nition 1.1.9 (Processus progressivement mesurable) On dit que X(t) est pro-

gressivement mesurable âr rapport à une �ltration (Ft)t�0, si l�application

X : (w; t)! Xt(w) de 
� [0; s] dans R est mesurable par rapport à Fs
B([0; s]) et B(R).

Dé�nition 1.1.10 (Processus càdlàg) Un processus est dit càdlàg (continu à droite,

pourvu de limites à gauche) si ses trajectoires sont continues à droite, pourvues de limites

à gauche.

Dé�nition 1.1.11 (Processus càglàd) Un processus est dit càglàd (continu à gauche,

pourvu de limites à droite) si ses trajectoires sont continues à gauche, pourvues de limites

à droite.

1.2 Mouvement brownien

Dé�nition 1.2.1 Soit (
;F ; (Ft)t�0;P) un espace de probabilité et B = (Bt)t�0 un pro-

cessus stochastique à valeurs réelles, B est un mouvement brownien standard si :

1. B0 = 0; P� p:s:

2. 8 0 � s � t; Bt �Bs independante de Fs:

3. 8 0 � s � t; Bt �Bs est de loi N(0; t� s):
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Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

Proposition 1.2.1 Soit B = (Bt)t�0 un processus stochastique telle que toutes ses trajec-

toires sont continues et B0 = 0, Alors les propriétées suivantes sont équivalentes :

1. Le processus B est un mouvement brownien standard.

2. Le processus B est un processus gaussien avec :

8><>: Esperance m(t) = 0;

Covariance �(s; t) = minfs; tg:

Autrement dit, le processus B part de 0, ses accroissements sont indépendants du passé

et sont de loi normale centrée et de variance égale à la longueur de l�intervalle de temps.

1.3 Intégrale stochastique (Intégrale d�Itô)

Dé�nition 1.3.1 (Intégrale stochastique) L�intégrale stochastique est un intégrale de

la forme : Z b

a

Xs(w)dBs(w);

où a et b 2 R+, (Xt)t�0 est un processus stochastique et (Bt)t�0 est un MB:

Dé�nition 1.3.2 (Bon processus) On dit que f�t; t � 0g est un "bon processus" s�il est

Ft-adapté, càdlàg et si :

E
�Z t

0

�2sds

�
<1; 8t � 0:

l�integrale stochastique est véri�er les propriétés suivantes :

1. Linéarité : Soit X = (Xt)t�0 et Y = (Yt)t�0 deux "bon processus" on donc

8�; � 2 R :
Z t

0

(�Xs(w)+�Ys(w))dBs(w) = �

Z t

0

Xs(w)dBs(w)+�

Z t

0

Ys(w)dBs(w):
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Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

2. Centrage : Soit X = (Xt)t�0 est un "bon processus" et (Bt)t�0 est un MB alors

on a :

E
�Z t

0

Xs(w)dBs(w)

�
= 0:

3. Appartenance à L2 : Soit X = (Xt)t�0 est un "bon processus" et (Bt)t�0 est un

MB alors on a :

E
�Z t

0

(Xs(w)dBs(w))
2

�
= E

�Z t

0

X2
s (w)ds

�

Dé�nition 1.3.3 (Processus d�Itô) : Un processus (Xt)t2[0;T ] dé�ni sur (
;F ; (Ft)t�0;P)

est appelé processus d�Itô s�il est de la forme :

Xt = x+

Z t

0

b (s) ds+

Z t

0

� (s) dBs;

où bs est un processus Ft-adapté tq :

Z t

0

jb (s)j ds <1; P� p:s; 8t � 0:

� est un "bon processus local". x = X0 2 R:

On écrit généralement le processus d�Itô par la forme di¤érentielle stochastique :

8><>: dXt = b (t) dt+ � (t) dBt;

X0 = x;

le processus b (t) s�appelle la derivé (drift) du processus X et � (t) s�appelle le coe¢ cient

de di¤usion ou volatilité.
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Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

1.4 Equations di¤érentielles stochastiques

Dé�nition 1.4.1 (Equation di¤erentielle stochastique) Une équation di¤érentielle

stochastique (EDS) est une équation de la forme :

Xt = X0 +

Z t

0

b(s;Xs)ds+

Z t

0

�(s;Xs)dBs;

sous la forme di¤érentielle :

8><>: dXt = b(t;Xt)dt+ �(t;Xt)dBt;

X0 = x;
: (1.1)

où fBt; t � 0g est un mouvement brownien.

Dé�nition 1.4.2 (Solution d�EDS) Soit d;m 2 N;et

b : R+ � Rd ! Rd:

� : R+ � Rd !M:

Notons Ft la tribu engendrée par Bs, s � t et par X0, complétée par les ensembles

négligeables N .

Un processus stochastique (Xt)t2[0;T ] est appellé une solution forte de (1.1) si :

1. X0 = x;

2.
Z t

0

fjb(X(s))2j+ j�(X(s))2jg ds <1:

3. Xt = X0 +

Z t

0

b(s;Xs)ds+

Z t

0

�(s;Xs)dBs; t 2 [0;1); P� p:s:

Dé�nition 1.4.3 (Solution forte unique d�EDS) : On dit que l�équation admet une

solution forte unique, si pour chaque deux solutions fortes Xt et Yt on a :

P
�
sup
t2R+

jXt � Ytj > 0
�
= 0;
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Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

c�est à dire :

P fXt = Yt; 8t 2 R+g = 1:

Théoreme 1.4.1 (Existence) On suppose que :

1. b et � deux fonctions continues.

2. il existe une constante K > 0.telle que, pour tout t 2 [0; T ] et x; y 2 Rn :

i) jb(t; x)� b(t; y)j+ j�(t; x)� �(t; y)j � K jx� yj :

ii) jb(t; x)j2 + j�(t; x)j2 � K2(1� jxj2):

3. La condition initiale X0 est indépendante de et est de carrée intégrable.

alors il existe une solution unique de à trajectoires continues pour t � T: de plus cette

solution vérife

E( sup
0�t�T

jXtj2) <1:

10
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Chapitre §.2
Principe du maximum stochastique
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Chapitre 2

Principe du maximum stochastique

2.1 Hypothèses et formulation du problème

Dans ce chapitre, nous désignons :

- Rn : l�espace euclidien à n dimensions.

- Rn�d : la collection de matrices n� d.

- (
;F ;F;P) est un espace de probabilités �ltré complet sur lequel sont dé�nis deux

mouvements browniens unidimensionnels standard indépendants W (�) et Y (�).

- Soit FW
t et FY

t la �ltration naturelle P -complétée générée par W (�) et Y (�), respective-

ment.

- Soit Ft = FY
t _ FW

t et F = fFtgt�0 :

- On note par h�; �i (resp. j � j) le produit scalaire (resp. norme).

- E désigne l�esperance sur l�espace (
;F ;F;P) :

De plus, pour r < s,

� L2 (r; s;Rn) est l�espace de fonction déterministe �(t) a valeur dans Rn tel que

Z s

r

j�(t)j2 dt < +1:

12



Chapitre 2. Principe du maximum stochastique

� L2 (Ft;Rn) est l�espace de variable aléatoire ';Ft-mesurable a valeur dans Rn; tel que

E j'j2 < +1:

� L2F (r; s;Rn) est l�espace de processus  (�); Ft-adaptés a valeur dans Rn, tel que

E
Z s

r

j (t)j2 dt < +1:

� L2
�
F ;Rd

�
est l�espace de Hilbert avec le produit intérieur

(x; y)2 = E [x:y] ; x; y 2 L2
�
F ;Rd

�
et la norme kxk2 =

q
(x; x)2:

Maintenant, nous introduissons notre modèle comme suit.

(i) Un contrôle admissible � est un processus FY
t -adapté avec des valeurs dans un sous-

ensemble convexe non vide U de Rk satisfait supt2[0;T ] E jvtj
m < 1;m = 2; 3; � � � : L�en-

semble des variables de contrôle admissibles est noté par Uad:

(ii) Pour un contrôle donné v(�) 2 Uad, nous considérons la dynamique suivante :

8>>>>><>>>>>:
dxv (t) = b (t; xv (t) ; v (t)) dt+ � (t; xv (t) ; v (t)) dW (t)

+ � (t; xv (t) ; v (t)) dfW (t) ; t 2 [0; T ] ;

xv (0) = x0;

(2.1)

où

b : [0; T ]� Rn � U ! Rn;

� : [0; T ]� Rn � U ! Rn�d;

� : [0; T ]� Rn � U ! Rn�d;

13



Chapitre 2. Principe du maximum stochastique

sont des fonctions déterministes.

(iii) Supposons que l�état xv (�) n�est pas complètement observable, il est partiellement

observable à travers le processus Y (�), qui est régi par l�équation suivante

8><>:
dY (t) = h(t; xv (t) ; v (t))dt+ dfW (t) ;

Y (0) = 0;

(2.2)

où h : [0; T ]� Rn � U ! Rr; et fW (�) est un processus dépendant du contrôle v(�):

Le coût fonctionnel est donné par

J(v (�)) = Ev
�Z T

0

l(t; xv(t); v(t))dt+  (xv(T ))

�
; (2.3)

où Ev dénote l�esperance sur l�espace (
;F ;F;Pv) et

l : [0; T ]� Rn � U ! R;  : Rn ! R:

Tout au long de ce travail, voici les hypothèses sur lesquelles nous allons travailler.

Hypothèse (A1) Les coe¢ cients b; �; �; l : [0; T ] � R � U ! R et  : R ! R sont

mesurables dans toutes les variables. De plus, b(�; v); �(�; v); �(�; v); l(�; v) 2 C1;1b (R;R) et

 (�) 2 C1;1b (R) pour tous v 2 U:

Plus précisément, désignant � (x) = b(x; v); �(x; v); �(x; v); l(x; v);  (x); la fonction � (�)

satisfait les propriétés suivantes :

1. tous les dérivés @x� pour � = b; �; �; l;  ; sont bornées et Lipschitz continues, avec des

constantes de Lipschitz indépendantes de v 2 U ;

2. les fonctions b; �; � et l sont continuellement di¤érentiables par rapport à la variable de

contrôle v, et tous leurs dérivés @vb; @v�; @v� et @vl sont continues et borneés.

3. h est continuellement di¤érenciable en x et continue dans v, ses dérivés et h sont tous

uniformément délimités.

14



Chapitre 2. Principe du maximum stochastique

Pour toute v(�) 2 Uad; et d�après l�hypothèse (A1) l�équation (2.1) admet une solution

unique Ft- adaptée (voir le travail de Lakhdari et al. [5]). Maintenant nous dé�nissons

dPv = Zv(t)dP avec

Zv(t) = exp

�Z t

0

h(s; xv(s); v(s))dY (s)� 1
2

Z t

0

jh(s; xv(s); v(s))j2 ds
�
;

et Z (�) est la solution unique FY
t -adaptée de l�EDS linéaire suivante

8><>:
dZv(t) = Zv(t)h (t; xv(t); v(t)) dY (t);

Zv(0) = 1:

(2.4)

Par la formule d�Itô, on peut prouver que supt2[0;T ] E jZvt j
m < 1; m = 2; 3; � � � : Par

conséquent, par le théorème de Girsanov et l�hypothèse (A1), Pv est une nouvelle mesure

de probabilité et (W (�) ;fW (�)) est un mouvement brownien standard bidimensionnel dé�ni

sur le nouvel espace de probabilité (
;F ;F;Pv) :

Notre problème de contrôle optimal partiellement observé est de minimiser le coût fonc-

tionnel (2.3) pour toute v(�) 2 Uad l�equation (2.1) et (2.2) sont satisfaites, i.e., trouver

u (�) 2 Uad satisfaisant

J(u(�)) = inf
v(�)2Uad

J (v (�)) : (2.5)

Clairement, le coût fonctionnel (2.3) peut être réécrit comme

J(v(�)) = E
�Z T

0

Zv(t)l(t; xv(t); v(t))dt+ Zv(T ) (xv(T ))

�
: (2.6)

De plus le problème d�origine (2.5) équivalent à minimiser (2.6) pour toute v(�) 2 Uad

l�équation (2.1) et (2.4) sont satisfaites. Notre but est de trouver la condition nécessaire

du contrôle optimal partiellement observé u(�) sous forme de principe du maximum sto-

chastique.
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Chapitre 2. Principe du maximum stochastique

2.2 Principe du maximum stochastique

Dans cette section, en appliquant le théorème de Girsanov avec une technique variation-

nelle convexe standard, nous développons le principe du maximum stochastique pour notre

problème de contrôle partiellement observable pour les équations di¤érentielles stochas-

tiques.

Soit u(�) un contrôle optimal et soit x la trajectoire optimale correspondante. Pour toute

" 2 (0; 1) et v(�) 2 Uad; nous prenons le contrôle variationnel v"(�) = u(�) + "v(�): La

condition de convexité du domaine de contrôle garantit que v"(�) est aussi dans Uad: Avec

une notation évidente, nous désignons par x"(�); x(�); Z"(�); Z(�) les trajectoires d�état de

(2.1) et (2.4) correspond à v"(�) et u(�):

Nous présentons maintenant les SDEs suivantes

8>>>>>>><>>>>>>>:

dx1(t) = fbx (t; x(t); u(t))x1(t) + bv(t; x(t); u(t))v(t)g

+ f�x(t; x(t); u(t))x1(t) + �v(t; x(t); u(t))v(t) dW (t)

+ f�x(t; x(t); u(t))x1(t) + �v(t; x(t); u(t))v(t) dfW (t)

x1(0) = 0;

(2.7)

et 8>>>>><>>>>>:
dZ1(t) = fZ1(t)h(t; x(t); u(t)) + Z(t)hx(t; x(t); u(t))x1(t)

+ Z(t)hv(t; x(t); u(t))v(t)g dY (t);

Z1(0) = 0:

(2.8)

Sous l�hypothèse (A1), il est facile de dire que les SDEs (2.7) et (2.8) admettre des solutions

adaptées uniques x1 (�) et Z1 (�), respectivement.

Lemme 2.1. Sous l�hypothèse (A1), nous avons

lim
"!0
E
�
sup
0�t�T

jx"(t)� x(t)j2
�
= 0:

Preuve. À partir des estimations standards, nous obtenons en utilisant l�inégalité de

16
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Burkholder-Davis-Gundy

E
�
sup
0�s�t

jx"(s)� x(s)j2
�
� E

Z t

0

jb(s; x"(s); v"(s))� b(s; x(s); u(s))j2 ds

+ E
Z t

0

j�(s; x"(s); v"(s))� �(s; x(s); u(s))j2 ds

+ E
Z t

0

j�(s; x"(s); v"(s))� �(s; x(s); u(s))j2 ds:

En appliquant la condition de Lipschitz sur les coe¢ cients b; � et � en x et v, on obtient

E
�
sup
0�t�T

jx"(t)� x(t)j2
�
� CTE

Z t

0

�
jx"(s)� x(s)j2

�
ds

+ CT "
2E
Z t

0

jv(s)j2 ds: (2.9)

De (2.9), nous avons

E
�
sup
0�t�T

jx"(t)� x(t)j2
�
� CTE

Z t

0

sup
r2[0;s]

jx"(r)� x(r)j2 ds+MT "
2:

En appliquant le lemme de Gronwall, le résultat suit immédiatement en laissant " aller à

zéro. �

Lemme 2.2. Sous l�hypothèse (A1), nous avons

lim
"!0

sup
0�t�T

E
����x"(t)� x(t)

"
� x1(t)

����2 = 0: (2.10)

Preuve. Mettre

�"(t) =
x" (t)� x (t)

"
� x1(t); t 2 [0; T ] :

17



Chapitre 2. Principe du maximum stochastique

Nous utilisons les notations suivantes

x�;" (s) = x (s) + �" (�" (s) + x1 (s)) ;

bx�;" (s) = x(s) + �"
�b�"(s) + bx1 (s)� ;

v�;" (s) = u (s) + �"v (s) :

D�après la formule de Taylor, on obtient

�"(t) =
1

"

Z t

0

[b(s; x"(s); v"(s))� b(s; x(s); u(s))] ds

+
1

"

Z t

0

[�(s; x"(s); v"(s))� �(s; x(s); u(s))] dW (s)

+
1

"

Z t

0

[�(s; x"(s); v"(s))� �(s; x(s); u(s))] dfW (s)

�
Z t

0

fbx(s; x(s); u(s))x1 (s) + bv(s; x(s); u(s))v(s)g ds

�
Z t

0

f�x(s; x(s); u(s))x1(s) + �v(s; x(s); u(s))v(s)g dW (s)

�
Z t

0

f�x(s; x(s); u(s))x1(s) + �v(s; x(s); u(s))v(s)g dfW (s) :

Maintenant, nous nous décomposons 1
"

R t
0
(b(s; x"(s); v"(s))� b(s; x(s); u(s))) ds comme

suit

1

"

Z t

0

(b(s; x"(s); v"(s))� b(s; x(s); u(s))) ds

=
1

"

Z t

0

(b(s; x"(s); v"(s))� b(s; x(s); v"(s))) ds

+
1

"

Z t

0

(b(s; x(s); v"(s))� b(s; x(s); v"(s))) ds

+
1

"

Z t

0

(b(s; x(s); v"(s))� b(s; x(s); u(s))) ds:

18
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En notant que

1

"

Z t

0

(b(s; x" (s) ; v"(s))� b(s; x(s); v"(s))) ds

=

Z t

0

Z 1

0

�
bx
�
s; x�;" (s) ; v"(s)

�
(�"(s) + x1(s))

�
d�ds;

et

1

"

Z t

0

(b(s; x(s); v"(s))� b(s; x(s); u(s))) ds

=

Z t

0

Z 1

0

�
bv
�
s; x(s); v�;" (s)

�
v(s)

�
d�ds:

De manière analogue, nous pouvons avoir une décomposition similaire pour � et �. Par

conséquent, nous obtenons

E

"
sup
s2[0;t]

j�"(s)j2
#
= C (t)

�
E
Z t

0

Z 1

0

��bx �s; x�;" (s) ; v"(s)��" (s)��2 d�ds
+ E

Z t

0

Z 1

0

���x �s; x�;" (s) ; v"(s)��" (s)��2 d�ds
+ E

Z t

0

Z 1

0

���x �s; x�;" (s) ; v"(s)��" (s)��2 d�ds
+E

"
sup
s2[0;t]

j�"(s)j2
##

;
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où

�"(t) =

Z t

0

Z 1

0

�
bx
�
s; x�;"(s); v" (s)

�
� bx (s; x (s) ; u(s))

�
x1(s)d�ds

+

Z t

0

Z 1

0

�
bv
�
s; x(s); v�;" (s)

�
� bv (s; x(s); u(s))

�
v(s)d�ds

+

Z t

0

Z 1

0

�
�x
�
s; x�;"(s); v"(s)

�
� �x (s; x(s); u(s))

�
x1(s)d�dW (s)

+

Z t

0

Z 1

0

�
�v
�
s; x(s); v�;" (s)

�
� �v (s; x(s); u(s))

�
v(s)d�dW (s)

+

Z t

0

Z 1

0

�
�x
�
s; x�;"(s); v"(s)

�
� �x (s; x(s); u(s))

�
x1(s)d�dfW (s)

+

Z t

0

Z 1

0

�
�v
�
s; x (s) ; v�;" (s)

�
� �v (s; x(s); u(s))

�
v(s)d�dfW (s):

Puisque les dérivées des fonctions b; � et � par rapport à (x; v) sont Lipschitz et continues

en (x; v); on obtient

lim
"!0
E

"
sup
s2[0;T ]

j�"(s)j2
#
= 0:

De plus, les dérivées de b; � et � par rapport à (x; v) sont bornées, on a 8t 2 [0; T ] :

E

"
sup
s2[0;t]

j�"(s)j2
#
� c (t)

(
E
Z t

0

j�"(s)j2 ds+ E
"
sup
s2[0;t]

j�"(s)j2
#)

:

Par le lemme de Gronwall, nous obtenons 8t 2 [0; T ]

E

"
sup
s2[0;t]

j�"(s)j2
#
� c (t)

(
E

"
sup
s2[0;t]

j�"(s)j2
#
exp

�Z t

0

c (s) ds

�)
:

En�n, mettre t = T et laisser " aller à zéro, ceci complète la démonstration.

Le lemme suivant joue un rôle important dans le calcul de l�inégalité variationnelle pour

la fonctionnelle de coût (2.6) telle que (2.1) et (2.4) sont satisfaites.
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Lemme 2.3 sous l�hypothèse (A1), nous avons

lim
"!0

sup
0�t�T

E
����Z"(t)� Z(t)

"
� Z1(t)

����2 = 0: (2.11)

Preuve. En utilisant la dé�nition de Z (�) et Z1 (�), on a

Z(t) + "Z1(t)

= 1 +

Z t

0

Z(s)h(s; x(s); u(s))dY (s)

+ "

Z t

0

[Z1 (s)h (s; x(s); u (s)) + Z(s)hx (s; x(s); u (s))x1 (s)

+ Z(s)hv (s; x(s); u (s)) v (s)] dY (s)

= 1 + "

Z t

0

Z1(s)h(s; x (s) ; u (s))dY (s)

+

Z t

0

Z (s)h(s; x (s) + "x1 (s) ; u (s) + "v (s) dY (s)

� "

Z t

0

Z(s) [A"(s)] dY (s);

où

A"(s) =

Z 1

0

[hx(s; x(s) + �"x1(s); u(s) + �"v(s))� hx(s; x(s); u(s))] d�x1(s)

+

Z 1

0

[hv(s; x(s) + �"x1(s); u(s) + �"v(s))� hv(s; x(s); u(s))] d�v(s):
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Ensuite nous avons

Z"(t)� Z(t)� "Z1(t)

=

Z t

0

Z" (s)h (s; x" (s) ; v" (s)) dY (s)� "

Z t

0

Z1(s)h(s; x(s); u (s))dY (s)

�
Z t

0

Z(s)h (s; x (s) + "x1 (s) ; u (s) + "v (s)) dY (s) + "

Z t

0

Z(s) [A" (s)] dY (s)

=

Z t

0

(Z" (s)� Z (s)� "Z1 (s))h (s; x
" (s) ; v" (s)) dY (s)

+

Z t

0

(Z (s) + "Z1 (s)) [h(s; x
"(s); v"(s))� h (s; x(s) + "x1 (s) ; u (s) + "v (s))]dY (s)

+ "

Z t

0

Z1 (s)h(s; x (s) + "x1 (s) ; u (s) + "v (s))dY (s)

� "

Z t

0

Z1 (s)h(s; x (s) ; u (s))dY (s) + "

Z t

0

Z(s) [A" (s)] dY (s)

=

Z t

0

(Z" (s)� Z (s)� "Z1 (s))h (s; x
" (s) ; v" (s)) dY (s)

+

Z t

0

(Z(s) + "Z1(s)) [�
"
1(s)] dY (s) + "

Z t

0

Z1(s) [�
"
2(s)] dY (s)

+ "

Z t

0

Z(s) [A"(s)] dY (s);

où

�"1(s) = h (s; x" (s) ; v" (s))� h (s; x (s) + "x1 (s) ; u (s) + "v (s)) ;

�"2(s) = h(s; x (s) + "x1 (s) ; u (s) + "v (s))� h(s; x (s) ; u (s)):

Noter que

�"1(s) =

Z 1

0

[hx(s; x (s) + "x1 (s) + �(x" (s)� x (s)� "x1 (s)); v
" (s))] d�(x" (s)�x (s)�"x1 (s)):

D�après le lemme 2.2

E
Z t

0

j(Z(s) + "Z1(s))�
"
1(s)j

2 ds � C""
2; (2.12)
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Par la suite C" désigne une constante non négative telle que C" ! 0 l�orsque "! 0:

Alors il est facile de voir que

sup
0�t�T

E
�
"

Z t

0

Z(s)A"(s)dY (s)

�2
� C""

2; (2.13)

et

sup
0�t�T

E
�
"

Z t

0

Z1(s)�
"
2(s)dY (s)

�2
� C""

2: (2.14)

De (2.12); (2.13) et (2.14), on a

E j(Z"(t)� Z(t))� "Z1(t)j2

� C

�Z t

0

E j(Z" (s)� Z (s))� "Z1(s)j2 + E
Z t

0

j(Z (s) + "Z1 (s))�
"
1(s)j

2 ds

+ sup
0�s�t

E
�
"

Z t

0

Z(s)A"(s)dY (s)

�2
+ sup
0�s�t

E
�
"

Z t

0

Z1(s)�
"
2(s)dY (s)

�2#

� C

Z t

0

E jZ"(s)� Z(s)� "Z1(s)j2 ds+ C""
2:

En�n, en utilisant l�inégalité de Gronwall, nous obtenons le résultat souhaité. �

Lemme 2.4. Sous l�hypothèse (A1), on a

0 � E
Z T

0

fZ1 (t) l(t; x (t) ; u (t)) + Z (t) lx(t; x (t) ; u (t))x1 (t)

+ Z(t)lv(t; x(t); u(t))v(t)g dt

+ E [Z1 (T ) (x (T ))] + E [Z (T ) x(x (T ))x1 (T )] : (2.15)

Preuve. En utilisant les lemmes 2.2 et 2.3, le développement de Taylor, nous avons

lim
"!0

"�1E [Z" (T ) (x" (T ))� Z (T ) (x (T ))]

= E [Z1(T ) (x(T )) + Z(T ) x(x(T ))x1 (T )]
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et

lim
"!0

"�1E
Z T

0

fZ"(t)l(t; x"(t); u"(t))� Z(t)l(t; x(t); u(t))g dt

= E
Z T

0

fZ1(t)l(t; x(t); u(t)) + Z(t)lx(t; x(t); u(t))x1(t)

+ Z(t)lv(t; x(t); u(t))v(t)g dt:

Ensuite, par l�optimalité de u(�), nous obtenons la conclusion souhaitée.

Dé�nir l�hamiltonien H : [0; T ]� R� U � R� R� R! R; par

H(t; x; �; v; p; q; �q; �z) = l(t; x; �; v) + b(t; x; �; v)p+ �(t; x; �; v)q (2.16)

+ �(t; x; �; v)�q + h (t; x; v) �z:

Maintenant, nous introduisons les équations adjointes impliquées dans le principe du maxi-

mum stochastique :

8><>:
�dy(t) = l(t; x (t) ; u (t))dt� z (t) dW (t)� �z (t) dfW (t) ;

y(T ) =  (x(T ));

(2.17)

et 8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

�dp (t) = fbx (t; x (t) ; u (t)) p (t) + �x (t; x (t) ; u (t)) q (t)

+ �x (t; x (t) ; u (t)) q (t) + lx (t; x (t) ; u (t))

+ hx (t; x(t); u(t)) �z(t)g dt� q(t)dW (t)� q(t)dfW (t);
p(T ) =  x(x (T )):

(2.18)

On pose eZ(t) = Z�1(t)Z1(t), en utilisant la formule d�Itô, on a

8><>:
d eZ(t) = fhx(t; x(t); u(t))x1(t) + hv(t; x(t); u(t))v(t)g dfW (t);
eZ(0) = 0; (2.19)
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Ensuite, en appliquant la formule d�Itô à p (t)x1 (t) ; y (t) eZ (t) et en tenant l�esperance
respectivement, nous obtenons

Eu [p (T )x1 (T )] = Eu
Z T

0

p (t) dx1 (t) + Eu
Z T

0

x1 (t) dp (t)

+ Eu
Z T

0

q(t) f�x(t; x(t); u(t))x1(t) + �v(t; x(t); u(t))v(t)g dt

+ Eu
Z T

0

q(t) f�x(t; x(t); u(t))x1(t) + �v(t; x(t); u(t))v(t)g dt:

= I1 + I2 + I3; (2.20)

où

I1 = Eu
Z T

0

p (t) dx1 (t)

= Eu
Z T

0

p (t) fbx(t; x(t); u(t))x1(t) + bv(t; x(t); u(t))v(t)g dt

= Eu
Z T

0

p (t) bx(t; x(t); u(t))x1(t)dt+ Eu
Z T

0

p (t) bv(t; x(t); u(t))v(t)dt

Consequently,

I2 = Eu
Z T

0

x1 (t) dp (t)

= �Eu
Z T

0

x1 (t) fbx (t; x(t); u(t)) p (t) + �x (t; x(t); u(t)) q(t)

+ �x (t; x(t); u(t)) q(t) + lx (t; x(t); u(t)) + hx (t; x(t); u(t)) �z(t)g dt:
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Par un calcul simple, on déduit

I2 = �Eu
Z T

0

x1 (t) bx (t; x(t); u(t)) p (t) dt

� Eu
Z T

0

x1 (t)�x (t; x(t); u(t)) q(t)dt

� Eu
Z T

0

x1 (t)�x (t; x(t); u(t)) q(t)dt

� Eu
Z T

0

x1 (t) lx (t; x(t); u(t)) dt

� Eu
Z T

0

x1 (t)hx (t; x(t); u(t)) �z(t)dt

De même, nous obtenons

I3 = Eu
Z T

0

q(t)�x(t; x(t); u(t))x1(t)dt

+ Eu
Z T

0

q(t) f�v(t; x(t); u(t))v(t)g dt

+ Eu
Z T

0

q(t)�x(t; x(t); u(t))x1(t)dt

+ Eu
Z T

0

q(t) f�v(t; x(t); u(t))v(t)g dt;

et

Eu
h
y (T ) eZ (T )i = Eu Z T

0

y (t) d eZ (t) + Eu Z T

0

eZ (t) dy (t)
+ Eu

Z T

0

�z (t) fhx(t; x (t) ; u (t))x1 (t) + hv(t; x (t) ; u (t))v(t)g dt (2.21)

= J1 + J2 + I3;
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où J1 = Eu
R T
0
y (t) d eZ (t) est une martingale d�esperance égale à zero, et

J2 = Eu
Z T

0

eZ (t) dy (t)
= �Eu

Z T

0

eZ (t) l(t; x(t); u(t))dt:
De même, nous pouvons obtenir

J3 = Eu
Z T

0

�z (t) fhx(t; x(t); u(t))x1(t) + hv(t; x(t); u(t))v(t)g dt

En�n, en remplaçant (2.20) et (2.21) dans (2.15), on obtient

Eu [Hv(t; x(t); u(t); p(t); q(t); �q (t) ; z(t))v (t)] � 0: (2.22)

En utilisant la méthode similaire développée dans [4], notre résultat principal de ce travail

est le théorème suivant. �

Théorème 2.5. Supposons que l�hypothèse (A1) soit véri�e et u(�) est un contrôle opti-

mal. Alors,

Eu
�
Hv(t; x(t);u (t) ; p (t) ; q (t) ; �q (t) ; z (t)) (v (t)� u (t)) j FY

t

�
� 0; 8v 2 U; a:e:; a:s:;

où la fonction hamiltonienne H est dé�nie par (2.16):
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Chapitre §.3
Application : Problème de contrôle

linéaire quadratique
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Chapitre 3

Application : Problème de contrôle

linéaire quadratique

Dans ce chapitre, nous appliquons les résultats obtenus dans le chapitre 2 et la théorie

classique du �ltrage pour étudier le problème de contrôle linéaire-quadratique pour un

contrôle optimal partiellement observable. Le contrôle optimal est donné sous forme de

feedback impliquant à la fois l�état du processus de résolution ainsi que de sa loi représentée

par l�espérance via les solutions des équations di¤érentielles ordinaires (EDOs).

Considérons le problème de contrôle suivant :

min fJ (v (�)) ; v 2 Uadg ; J (v (�)) = Eu
�Z T

0

L (t) v2 (t) dt+MTx
2 (T )

�
; (3.1)

sujet à

8><>:
dx (t) = fA (t)x (t) +B (t)E [x (t)] + C (t) v (t)g dt+D (t) dW (t) ;

x (0) = x0;

(3.2)
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et 8><>:
dY (t) = G (t) dt+ dfW (t)

Y (0) = 0;

(3.3)

où

b (t; xv (t) ; v (t)) = A (t)x (t) +B (t)E [x (t)] + C (t) v (t) ;

� (t; xv (t) ; v (t)) = D (t) ;

� (t; xv (t) ; v (t)) = 0;

h(t; xv (t) ; v (t)) = G (t) :

Ici L (�) ; A (�) ; B (�) ; C (�) ; D (�) et G (�) sont des fonctions continues bornées et MT � 0.

Alors pour tout v 2 Uad, l�équation (3.2) et (3.3) admet des solutions uniques respective-

ment. Soit u (�) un contrôle optimal du système (3.1), la trajectoire optimale correspon-

dante notée x (�).

Suivant (2.18), l�équation adjointe correspondante prend la forme

8><>: �dp (t) = fA (t) p (t) +B (t)E [p (t)]g dt� q (t) dW (t)� q(t)dfW (t);
p (T ) = 2MTx (T ) :

(3.4)

Évidemment, (3.4) admet une solution unique. Dans ce cas, la fonction hamiltonienne est

dé�nie comme suit

H(t; x; v; p; q; �q; �z) = [A (t)x (t) +B (t)E [x (t)] + C (t) v (t)] p (t) (3.5)

+D (t) q (t) +G (t) �z + L (t) v2 (t) :

Si u (�) est optimal, et d�après le théorème 2.5 et (3.5) on a

u (t) = �1
2
L�1 (t)C (t)E

�
p (t) j FY

t

�
: (3.6)
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Ensuite, nous donnons une représentation plus explicite de u (�) : Supposons que bp (t) =
Eu
�
p (t) j FY

t

�
; b�q (t) = Eu

�
q (t) j FY

t

�
et bx (t) = Eu

�
x (t) j FY

t

�
sont les estimations de

�ltrage des processus adjoints p (�) ; q (�) et la trajectoire optimale x(�) respectivement. À

partir des théorèmes 8.1 dans [6], on obtient

8>>>>><>>>>>:
dbx (t) = �A (t) bx (t) +B (t)E [bx (t)]� 1

2
L�1 (t)C2 (t) bp (t)	 dt

�dbp (t) = fA (t) bp (t) +B (t)E [bp (t)]g dt� b�q (t) dfW (t) ;

bx (0) = x0; bp (T ) = 2MT bx (T ) ; b�q (t) = 0:
(3.7)

Pour résoudre le problème (3.7), mettre bp (t) = ' (t) bx (t) +  (t)E [bx (t)], où ' (�) ;  (�)
sont des fonctions di¤érentielles déterministes qui seront précisées ci-dessous. Puis

� fA (t) bp (t) +B (t)E [bp (t)]g
= _' (t) bx (t) + _ (t)E [bx (t)]
+ ' (t)

�
A (t) bx (t) +B (t)E [bx (t)]� 1

2
L�1 (t)C2 (t) bp (t)�

+  (t)

�
(A (t) +B (t))E [bx (t)]� 1

2
L�1 (t)C2 (t)E [bp (t)]� : (3.8)

En comparant les coe¢ cients de bx (t) et E [bx (t)] de l�équation ci-dessus respectivement,
nous obtenons les EDOs suivants :

8><>:
_' (t) + 2A (t)' (t)� 1

2
L�1 (t)C2 (t)'2 (t) = 0;

' (T ) = 2MT ;

(3.9)

et 8>>>>><>>>>>:

_ (t) + 2 (A (t) +B (t)) (t) + 2B (t)' (t)

� L�1 (t)C2 (t)' (t) (t)� 1
2
L�1 (t)C2 (t) 2 (t) = 0;

 (T ) = 0:

(3.10)
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Notez que l�équation (3.9) est une équation di¤érentielle de Bernoulli de la forme :

_'(t) = a(t)'(t) + b(t)'(t)2; '(T ) = 2MT (3.11)

où a(t) = �2A(t); b(t) = 1
2
L�1 (t)C2 (t) :

Pour résoudre l�équation di¤érentielle (3.11) on utilise la transformation _�(t) = (1=(�(t)))

on obtient

_�(t) + a(t)�(t) = b(t); �(T ) =
1

2MT

: (3.12)

Maintenant, l�équation (3.12) est une équation di¤érentielle linéaire de premier ordre. En

appliquant la méthode des facteurs d�intégration, nous obtenons

�(t) =
1

�(t)

�Z
�(s)

C2 (s)

2L (s)
ds+ c

�
;

où c est un canstant arbitraire, et �(t) le facteur d�intégration donné par

�(t) = exp

Z
�2A(t)dt: (3.13)

Par un simple calcul, on a

'(t) =
�(t)R

�(s)C
2(s)

2L(s)
ds+ c

: (3.14)

A titre d�illustration, nous considérons le cas simple où les fonctions A(t) = �1
t
; C (t) = 4t;

L (t) = 2t avec T = 1, Mt =
1
4
> 0, puis équation (3.12) étant

_�(t) +
2

t
�(t) = 4t;

avec facteur d�intégration �(t) = t2. Un simple calcul montre que

�(t) = t2 +
c

t2
; �(1) = 2;
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ce qui impliquait que c = 1. Puisque �(t) = (1=(�(t))) on obtient

'(t) =
t2

t4 + 1
; '(1) =

1

2
:

Passons à une seconde équation (3.10). Notant cette équation (3.10) est une équation

di¤érentielle de Riccati de la forme :

_ (t) = �1(t) 
2 (t) + �2(t) (t) + �3(t);  (T ) = 0; (3.15)

où �1(t) =
�
1
2
L�1 (t)C2 (t)

�
; �2(t) = [L�1 (t)C2 (t)' (t)� 2 (A (t) +B (t))] et �3(t) =

�2B (t)' (t) : en outre, A (�) ; B (�) ; C (�) ; D (�) ; G (�), L (�) et ' (�) sont des fonctions

continues bornées données.

La méthode illustrée dans l�équation précédente peut être utilisée après avoir trouvé une

solution particulière qui nous permet de convertir l�équation précédente (3.15) dans l�équa-

tion di¤érentielle de Bernoulli. Nous nous référons à Boyce et DiPrima [2] et les références

qui y sont citées pour les développements récents des équations di¤érentielles ordinaires.

Par conséquent, le contrôle optimal u(�) 2 Uad pour le problème (3.1) est donné dans la

forme de feedback

u (t) = �1
2
L�1 (t)C (t) [' (t) bx (t) +  (t)E [bx (t)]];

avec ' (�) ;  (�) déterminé par (3.9) et (3.10) respectivement.

33



Conclusion

Dans ce mémoire, les conditions nécessaires d�optimalités pour les problèmes de

contrôle partiellement observable ont été étudié. Plus précisément, nous utilisons

le théorème de Girsanov ainsi que la technique variationnelle standard pour transformer

notre problème de contrôle optimal en problème complètement observable. A titre d�ap-

plication un problème de contrôle linéaire-quadratique partiellement observé est étudié où

le domaine de contrôle est supposé être convexe.
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