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Introduction

D ans ce mémoire de master, on s’intéresse a étudier un probléme de controéle stochas-

tique ot le systéme est de la forme suivante :

[ dzv (£) = b(t,a (1) v () dt + o (27 (t) 0 () dW (2)

Foat,zv (), v () dW (t), telo,T],

L 27 (0) = 0,

ot W (-) est un mouvement brownien défini sur un espace de probabilité complet (2, F,F, P) ,
W() désigne un processus stochastique en fonction de la variable de controle v(-). Les
fonctions b : [0,7] x R" x U — R" et o,a : [0,T] x R* x U — R™? sont des fonctions
déterministes.

Le cotit fonctionnel & minimiser sur la classe des controles admissibles est également sous

la forme

J(0() =B [ [ 100y @+ v ).

oul:[0, 7] xR*"xU — R, ¥ : R" — R sont des fonctions déterministes, et E'dénote une

espérance sur (Q, F,F, PY).

Un processus de controle qui résout ce probléme est appelé optimal. En pratique, les
controleurs ne peuvent généralement pas étre en mesure d’observer toutes les informa-
tions, mais celles partielles avec du bruit. Cela fait que les problémes de controle optimal

partiellement observés recoivent une attention particuliére. Le controle optimal stochas-



Introduction

tique des diffusions partiellement observées a été étudié par de nombreux auteurs, voir par

exemple [I], 3] [5].

Le but de ce travail est d’établir un principe de maximum stochastique pour le probléme

de controle partiellement observable ou le domaine de controle est supposé convexe.

Nous présentons notre travail comme suit :

» Le premier chapitre, on donne un bref rappel sur la théorie du calcul stochastique qui
nous permet d’étudier le principe du maximum pour les problémes de controle optimal
pariellement observable.

» Le deuxiéme chapitre contient I’essentielle de ce travail, nous prouvons les conditions
nécessaires pour notre probléme de controle. Plus précisément, nous utilisons le théoréme
de Girsanov ainsi que la technique variationnelle standard pour transformer notre probléme
de controéle optimal en probléme complétement observable.

» Dans le dernier chapitre, nous appliquons notre resultat obtenu en chapitre 2 au pro-

bléme de controle linéaire-quadratique.
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Chapitre 1

Rappel sur le calcul stochastique

Dans ce chapitre nous allons rappeler des notions essentielles en théorie du calcul sto-
chastique, nous commencons par définir un processus stochastique, mouvement brownien,
I'intégrale stochastique, processus d’itd, nous rappelons ensuite les équations différentielles

stochastique (EDSs).

1.1 Processus stochastique

Définition 1.1.1 (Tribu ou o-Algebre) Soit E un ensemble quelconque, on appelle tribu

de parties de E, tout sous ensembles A de E telle que :

1. F € A.
2. Ae A=AC € A.

3. (Ap)nen € A = ( LeJNA") e A

Définition 1.1.2 (Variable aléatoire) Soit (2, F,P) un espace de probabilité avec :
Q : est un ensemble fondamental.
F : est une tribu définie sur €.

P : est une probabilité sur (2, F).



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

L’application X : (2, F) — (R,B(R)) est appelée une variable aléatoire si elle est mesu-
rable par rapport ¢ (R,B(R)) i.e : VB € B(R) =X"!(B) € F.

Définition 1.1.3 (Filtration) Une filtration sur un espace de probabilité (2, F) est une

famille (Fy)i>o de sous-tribus telle que pour s <t, on a : Fs C Fi.
Remarque 1.1.1 Le quadruplet (2, F, (Fi)i>o0, P) est appelé un espace de probabilité filtré.

Définition 1.1.4 (Processus stochastique) Un processus stochastique X = (Xi)ier

est une famille de variables aléatoires X; indexée par un ensemble T.

1. Si T est un ensemble dénombrable totalement ordonnée comme N et QQ alors X est

un processus stochastique a temps discret.

2. SiT =R, alors X est un processus stochastique & temps continu.

3. Pourt € T fixé : w € 2 — X;(w) est une variable aléatoire sur I’espace de probabilité
(Q, F,P).

4. Pour w € Q fixé : la fonction t € T — X;(w) est est une fonction a valeurs réelles

appelée trajectoire du processus.

Définition 1.1.5 (Indistinguabilité) On dit que X = (Xy)i>0 et Y = (Yy)i>0 sont in-

distinguables si leurs trajectoires sont les méme P — p.s, c’est-a-dire :

P(X,=Y,:Vt>0)=1.

Définition 1.1.6 (Modification des processus) On dira que Y = (Y;)i>0 est une ver-

sion (ou une modification) de X = (Xy)i>o i :

P(X,=Y,) =1; Vt > 0.

Proposition 1.1.1 Si X = (X;)i>0 et Y = (Yy)>0 sont indistinguables alors ils sont

modification 'un de l’autre mais la réciproque est en générale fausse.
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Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

Définition 1.1.7 (Equivalence de deux processus stochastiques) On dit que

X = (Xi)i>0 et Y = (Y3)i>0 sont équivalents si X =Y, i.e pour tout (t1,%s,...,t,) et pour
tout n on a :

(Xt17Xt27 ---7th) = (}/tnyl-?za 7Y;‘/n)

Définition 1.1.8 (Processus adapté) Un processus X = (Xi)i>o est dit adapté (par

rapport a une filtration (Fi)i>o ) si X est Fy-mesurable pour tout t.

Définition 1.1.9 (Processus progressivement mesurable) On dit que X(t) est pro-

gressivement mesurable ar rapport a une filtration (F;)i>o, si lapplication
X : (w,t) — Xy(w) de 2% [0, s] dans R est mesurable par rapport a F, @ B([0, s]) et B(R).

Définition 1.1.10 (Processus cadlag) Un processus est dit cadlag (continu o droite,
pourvu de limites o gauche) si ses trajectoires sont continues & droite, pourvues de limites

a gauche.

Définition 1.1.11 (Processus caglad) Un processus est dit caglad (continu & gauche,
pourvu de limites o droite) si ses trajectoires sont continues & gauche, pourvues de limites

a droite.

1.2 Mouvement brownien

Définition 1.2.1 Soit (2, F, (Fi)i>0,P) un espace de probabilité et B = (B;)i>o un pro-

cessus stochastique a valeurs réelles, B est un mouvement brownien standard si :
1. By=0,P—p.s.

2. V0 <s<t, B, — B, independante de F;.

3. V0 <s<t, By — Bsest de loi N(0,t— s).
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Proposition 1.2.1 Soit B = (By);>¢ un processus stochastique telle que toutes ses trajec-

toires sont continues et By = 0, Alors les propriétées suivantes sont équivalentes :

1. Le processus B est un mouvement brownien standard.

2. Le processus B est un processus gaussien avec :

Esperance m(t) = 0,

Covariance I'(s,t) = min{s,t}.

Autrement dit, le processus B part de 0, ses accroissements sont indépendants du passé

et sont de loi normale centrée et de variance égale & la longueur de l'intervalle de temps.

1.3 Intégrale stochastique (Intégrale d’Ito)

Définition 1.3.1 (Intégrale stochastique) L’intégrale stochastique est un intégrale de

la forme :

b
/ X, (w)dBa(w),
ot aetbeR,, (X¢)>o est un processus stochastique et (B;);>o est un M B.

Définition 1.3.2 (Bon processus) On dit que {6;,t > 0} est un "bon processus” s’il est
Fi-adapté, cadlag et si :
t
E[/@?ds} < oo, Vt>0.
0

I'integrale stochastique est vérifier les propriétés suivantes :

1. Linéarité : Soit X = (X;)i>0 et Y = (Y;)i>0 deux "bon processus" on donc

Vo, B €R: /0 (X, (w)+BY, (w))dBy(w) = a /0 X, (w)dB, (w)+5 /0 Y, (w)dB, (w).
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2. Centrage : Soit X = (X;);>0 est un "bon processus" et (B;);>o est un M B alors

on a :

Eukmwwﬂﬂ.

3. Appartenance a L? : Soit X = (X;);>0 est un "bon processus" et (B;);>0 est un

MB alors on a :

B[ [ (twas.wr] =& [ x2wa]

Définition 1.3.3 (Processus d’Itd) : Un processus (X¢)icor) défini sur (0, F, (F)i>0, P)

est appelé processus d’Ito s’il est de la forme :

t t
Xt:x+/b(s)ds+/a(s)st,
0 0
ou by est un processus F;-adapté tq :
t
/ |b(s)|ds < 0o, P—p.s, Vt>0.
0

o est un "bon processus local". z = X, € R.

On écrit généralement le processus d’Ito par la forme différentielle stochastique :

dX, = b(t)dt + o () dB,,
X() =X,

le processus b (t) s’appelle la derivé (drift) du processus X et o (t) s’appelle le coefficient

de diffusion ou volatilité.
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1.4 Equations différentielles stochastiques

Définition 1.4.1 (Equation differentielle stochastique) Une équation différentielle

stochastique (EDS) est une équation de la forme :
t t
X; = X0+/ b(s,XS)ds—{—/a(s,Xs)dBS,
0 0
sous la forme différentielle :

dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)dBt,
(1.1)
X() =,

o {By, t > 0} est un mouvement brownien.

Définition 1.4.2 (Solution d’EDS) Soit d,m € N, et

b:R, x R* —» R%

O'R+XRd—>M

Notons F; la tribu engendrée par By, s < t et par Xy, complétée par les ensembles
négligeables N.

Un processus stochastique (X;)¢co,r] est appellé une solution forte de (|1.1)) si :

1. XO =,
t
2. / (DX ()] + [o(X (5))2]} ds < oo.
0
t t
3. Xy :X0+/ b(s,Xs)ds+/a(s,Xs)st, t €0,00), P—p.s.
0 0

Définition 1.4.3 (Solution forte unique d’EDS) : On dit que l’équation admet une

solution forte unique, si pour chaque deux solutions fortes X; et Y; on a :

IP’{sup |X: — Yy >O}—O,

teRy
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c’est a dire :

P{X,=Y;, VteR,}=1.
Théoreme 1.4.1 (Existence) On suppose que :

1. b et o deux fonctions continues.

2. il existe une constante K > 0.telle que, pour tout ¢ € [0,7] et x,y € R™:

i) [t 2) = b(t, y)| + |o(t,x) = o(t,y)| < Kz —y|.

i) |b(t,2)|* + |o(t, z)]> < K21 — |2[).

3. La condition initiale X est indépendante de et est de carrée intégrable.

alors il existe une solution unique de a trajectoires continues pour ¢t < 7. de plus cette

solution vérife

E( sup | X)) < oo.
0<t<T

10
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Chapitre 2

Principe du maximum stochastique

2.1 Hypothéses et formulation du probléme

Dans ce chapitre, nous désignons :

- R™ : I’espace euclidien a n dimensions.

- R™*4 : 1a collection de matrices n x d.

- (2, F,F,P) est un espace de probabilités filtré complet sur lequel sont définis deux
mouvements browniens unidimensionnels standard indépendants W (-) et Y'(-).

- Soit FV et FY la filtration naturelle P-complétée générée par W (-) et Y (-), respective-
ment.

- Soit Fy = FY VI et F ={Fi},-

- On note par (-,-) (resp. | - |) le produit scalaire (resp. norme).

- & désigne Iesperance sur l'espace (2, F,F,P).

De plus, pour r < s,

— L?(r, s;R™) est I'espace de fonction déterministe 7(t) a valeur dans R" tel que

/ In(t)|? dt < 4oc0.

12



Chapitre 2. Principe du maximum stochastique

— L% (F;; R™) est lespace de variable aléatoire o, Fi-mesurable a valeur dans R”, tel que
E |¢]? < +o0.

— L% (r,s;R") est I'espace de processus 1(-), F;-adaptés a valeur dans R", tel que

E/S b (#)[2 dt < +o0.

— L2 (]—" ; Rd) est 'espace de Hilbert avec le produit intérieur
(z,9), =E[r.y], 2,y € L? (.7:; ]Rd) et la norme ||z, = 1/(z, z),.

Maintenant, nous introduissons notre modéle comme suit.
(i) Un controle admissible v est un processus F) -adapté avec des valeurs dans un sous-
ensemble convexe non vide U de R* satisfait Sup;ejo, 7] B lo,|" < oo,m = 2,3,--- . L'en-

semble des variables de controle admissibles est noté par U,q.
(ii) Pour un contrdle donné v(-) € U,q4, nous considérons la dynamique suivante :

(

dz’ (t) = b (t, 2" (t),v (t))dt + o (t,z" (t),v () dW (t)

X Fat, 2t (), v ) dW (t), telo,T], (2.1)

z¥ (0) = wy,

\

ou

b:[0,T] x R" x U — R",
0:[0,T] x R* x U — R™%,

a:[0,T] x R" x U — R"™,

13
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sont des fonctions déterministes.
(iii) Supposons que I’état 2V () n’est pas complétement observable, il est partiellement

observable a travers le processus Y'(+), qui est régi par I’équation suivante

dY (t) = h(t, 2 (t),v (£))dt + dW (¢),
(2.2)

ou h:[0,T] xR"x U — R", et W (+) est un processus dépendant du contrdle v(-).

Le cott fonctionnel est donné par
T
J(v () =E {/ It z"(t),v(t))dt +p(z"(T)) | , (2.3)
0
ou EY dénote 'esperance sur l'espace (2, F,F,P) et
[0, T]xR"xU —=R, ¢¥:R"—R.

Tout au long de ce travail, voici les hypothéses sur lesquelles nous allons travailler.

Hypothése (A1) Les coefficients b,0,a,l : [0,T] x Rx U — R et ¢ : R — R sont
mesurables dans toutes les variables. De plus, b(-,v), o (-,v), a(-,v),1(-,v) € Cp'' (R, R) et
¥ (-) € Cy' (R) pour tous v € U.

Plus précisément, désignant p () = b(x,v),o(x,v), a(z,v),l(z,v),1(x), la fonction p ()
satisfait les propriétés suivantes :

1. tous les dérivés 0,p pour p = b, 0, a, [, 1, sont bornées et Lipschitz continues, avec des
constantes de Lipschitz indépendantes de v € U;

2. les fonctions b, o, a et [ sont continuellement différentiables par rapport a la variable de
controle v, et tous leurs dérivés 0,b, d,0, 0,a et 0,1 sont continues et borneés.

3. h est continuellement différenciable en x et continue dans v, ses dérivés et h sont tous

uniformément délimités.

14



Chapitre 2. Principe du maximum stochastique

Pour toute v(-) € Uy, et d’aprés 'hypotheése (A1) I'équation (2.1)) admet une solution
unique Fi- adaptée (voir le travail de Lakhdari et al. [5]). Maintenant nous définissons

dP? = Z"(t)dP avec

t 1 t
20 = e { [ 16,0900 () 5 [ s a"(6)ofo) as
0 0
et Z (-) est la solution unique F) -adaptée de I'EDS linéaire suivante

dZ°(t) = Z°(D)h (t, 27 (), v(t)) dY (1),
(2.4)

Z°(0) = 1.

Par la formule d’Itd, on peut prouver que sup,cp ) E |1ZY" < oo, m = 2,3,---. Par
conséquent, par le théoréme de Girsanov et ’hypotheése (A1), P est une nouvelle mesure
de probabilité et (W (-), W (+)) est un mouvement brownien standard bidimensionnel défini

sur le nouvel espace de probabilité (2, F,F,P?).

Notre probléme de controle optimal partiellement observé est de minimiser le cotit fonc-

tionnel (2.3) pour toute v(-) € U,y 'equation (2.1 et (2.2)) sont satisfaites, i.e., trouver

u (+) € U,q satisfaisant

Ju()) = inf J(v()). (2.5)

v(')EUad

Clairement, le cout fonctionnel (2.3)) peut étre réécrit comme

J(0(-)) =B [ /0 Z0((t, 2 (t), v(t))dt + Z°(T)(z"(T))] . (2.6)

De plus le probléme d’origine (2.5) équivalent a minimiser (2.6) pour toute v(-) € Uy
I'équation ((2.1]) et (2.4)) sont satisfaites. Notre but est de trouver la condition nécessaire
du controle optimal partiellement observé u(-) sous forme de principe du maximum sto-

chastique.

15



Chapitre 2. Principe du maximum stochastique

2.2 Principe du maximum stochastique

Dans cette section, en appliquant le théoréme de Girsanov avec une technique variation-
nelle convexe standard, nous développons le principe du maximum stochastique pour notre
probléme de controle partiellement observable pour les équations différentielles stochas-
tiques.

Soit u(-) un controle optimal et soit x la trajectoire optimale correspondante. Pour toute
e € (0,1) et v(-) € Uug, nous prenons le controle variationnel v°(-) = u(-) + ev(-). La
condition de convexité du domaine de controle garantit que v°(+) est aussi dans U,q. Avec

une notation évidente, nous désignons par z°(-), z(-), Z%(+), Z(-) les trajectoires d’état de
(2.1) et (2.4) correspond a v°(-) et u(-).

Nous présentons maintenant les SDEs suivantes

(s (t) = (b (1, 2(0). u(D) 22(8) + b (8, 2(0). u(B))o(1)
+ {oa(t, x(t), u(t))w1(t) + ou(t, x(t), u(t))o(t) dW (1)

- (2.7)
+ {ag(t, x(t), u(t))x1(t) + ay(t, z(t), u(t))v(t) dW (t)
L 1'1(0) = 0,
et )
dZy(t) = {Zo()h(t, x(t), u(t)) + Z()ha(t, x(t), u(t)) 21 ()
+ Z(8)hy(t, 2(t), u(t))v(t) } Y (t), (2.8)
7,(0) = 0.

Sous ’hypothese (A1), il est facile de dire que les SDEs ([2.7)) et (2.8]) admettre des solutions
adaptées uniques x1 (-) et Z; (+), respectivement.

Lemme 2.1. Sous ’hypothése (A1), nous avons

2

HmE | sup |2°(¢) — z(t)|"| = 0.

e=0  |o<t<T

Preuve. A partir des estimations standards, nous obtenons en utilisant l'inégalitée de

16
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Burkholder-Davis-Gundy

B | sup |2%(s) — w)f] =B / [b(s, 2°(5),0°(s)) — b(s, x(s), u(s))[* ds

+ E/O o (s, 2°(s),v°(s)) — o (s, z(s), u(s))|* ds
+ E/O la(s, 2°(s),v°(s)) — a(s, z(s), u(s))|* ds.

En appliquant la condition de Lipschitz sur les coefficients b, 0 et « en x et v, on obtient

B | sup 15°() — o] < 1 [ [1°(9) (6] s

0<t<T

t
+ Cre?E / o (s)[? ds. (2.9)
0
De (2.9)), nous avons

¢
E | sup |z°(t) — x(t)|2} < C’TE/ sup |z°(r) — z(r)|> ds + Mype?.
0

0<t<T r€[0,s]

En appliquant le lemme de Gronwall, le résultat suit immédiatement en laissant ¢ aller a

zéro. O

Lemme 2.2. Sous I’hypothése (A1), nous avons

lim sup E ’ —a1(t)| =0. (2.10)
e=0g<¢<T €
Preuve. Mettre
c(t) —x(t
Ie(t) = il )5 T x1(t), te€[0,T]
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Chapitre 2. Principe du maximum stochastique

Nous utilisons les notations suivantes

2 (s) = () + Ae (T° (s) + 21 (),
) =00 e (0 +7109).

v (s) = u(s) + dev (s).

D’aprés la formule de Taylor, on obtient

P = 2 [ Bl (9).0°(5) = b, (o), u(s))} s
2 [ o0 (60,07 () = ol als), u(s)]aw ()

+ ! /0 [a(s, 2°(s), v°(s)) — als, z(s), u(s))] dW (s)

€
t

— [ {ba(s,2(s),u(s))x1 () + by(s,x(s),u(s))v(s)} ds

0

—/0 {ou(s, 2(s), u(s))x1(s) + o0 (s, 2(s), u(s))v(s)} dW (s)

t

— [ {auls,x(s),uls)z1(s) + s, 2(s), uls))v(s)} AW (s).

0

Maintenant, nous nous décomposons %fg (b(s,z°(s),v°(s)) — b(s, x(s),u(s))) ds comme

suit

14<Maf@xf@»—Mau$m@mds

€

:§A<M&f@mw@»—Mau@w%@»%
I c e
+EA(M&ﬂﬂﬂ%@%—M&M@m($D%
I e
+EA(M&ﬂ$w(Q%W@w@%M®»%-
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Chapitre 2. Principe du maximum stochastique

En notant que

= s (9,076 = s ), 701 s

3

=[] D s (9).07(6) (09 (0] s,

et

: / (b(s, 2(s),v"(s)) = b(s, z(s), u(s))) ds

£

= i /0 [by (s, 2(s), v () v(s)] dAds.

De maniére analogue, nous pouvons avoir une décomposition similaire pour ¢ et . Par

conséquent, nous obtenons

E

sup |r€(s)\2] _ o [E/Ot /01 1B, (5,2 (5) ,v°(5)) T° (s)[* dAds

s€[0,t]
+ E/Ot /01 |00 (5,27 (s),0°(s)) T (s)|2 dAds
+ E/Ot /01 !az (s, 2™ (s),v°(s)) I* (s)‘2 d)\ds

+B | sup |x°(s)|* ||,
s€0,t]
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Chapitre 2. Principe du maximum stochastique

ou

KE(t) = /0 (b2 (s,2°(s),0° (5)) — by (8,2 (5) , u(s))] z1(s)dAds

[ozx (s,:c)"a(s),va(s)) — ay (s, x(s),u(s))} xl(s)d)\d/W(s)

+/0 /0 [ (5,2 (5) , 0™ (5)) — @y (s,2(s), u(s))] v(s)dAdW (s).

Puisque les dérivées des fonctions b, o et a par rapport a (z,v) sont Lipschitz et continues
en (z,v), on obtient

limE
e—0

s€[0,7T

sup |/§5(3)\2] = 0.

De plus, les dérivées de b, o et a par rapport a (z,v) sont bornées, on a Vt € [0,7] :

ap 0] <08 [ o8 s o]}
s€[0,t] s€[0,t]

Par le lemme de Gronwall, nous obtenons Vt € [0, 7]

appeor]on{[oe]}

Enfin, mettre t = T et laisser ¢ aller & zéro, ceci compléte la démonstration.

E

E

sup ’FE(S)E] <c(t) {]E

s€0,t]

Le lemme suivant joue un role important dans le calcul de I'inégalité variationnelle pour

la fonctionnelle de cott (2.6) telle que (2.1]) et (2.4]) sont satisfaites.
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Chapitre 2. Principe du maximum stochastique

Lemme 2.3 sous ’hypothése (A1), nous avons

Z°(t) = Z(t) i

lim sup E — Zy(t)| =0. (2.11)

Preuve. En utilisant la définition de Z (-) et Z; (+), on a

Z(t) + 2 (1)

=1+ [ 2 als). )y (s
+ 8/; (70 (5) b (s, (), 1 (5)) + Z(8)ha (5, 2(5), u (5)) 21 (5)
+ 25 ha (5,2(5), u (5)) 0 ()] Y (5

=1+4e [ Zi(s)h(s,x(s),u(s))dY (s)

0

+ /0 Z(s)h(s,x(s)+ex1(s),u(s)+ev(s)dY (s)

ou

A%(s) = /0 [ha (s, 2(8) + Aex1(s), u(s) + Aev(s)) — hy(s, z(s), u(s))] dAz1(s)

+ /0 [ho(s,2(s) + Aexi(s), u(s) + Aev(s)) — hy(s,x(s), u(s))] drv(s).
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Chapitre 2. Principe du maximum stochastique

Ensuite nous avons

ZE(8) — Z(t) — e 2 (1)
= [ 2@ hew ) (DY)~ [ Gl u )V (s
_ /0 2 (5,2 (5) + 1 (), (5) + 20 () Y (5) + £ /0 (s [4° ()] dY (5)
= [0 =26~ A o (). () Y (9
[ (206206 27060 079) = s, 06) + 201 (5) 0 )+ <0 ()Y 9
e /O () M, (5) + e (5) u (8) + 20 ()Y (s)
— [A 2 6) u oy )+ [ 2614 @]y )
= [(Z )= 26 = 2N R ()07 (D av (s
# [ 26+ A WY ) +< [ 206) i1 ()
ve [ 26 av )

ou

Aj(s) = h(s,2°(s),v°(s)) — h(s,z(s) +exy(s),u(s)+ev(s)),

AS(s) = h(s,a (s) + 1 () (5) + €0 (5)) — h(s, 2 (s) ,u (s)).
Noter que
Ai(s) = /01 [ha (s, (s) + ex1 (s) + A(2° (s) — @ (s) — em1 (s)), 0" (5))] dA(2" ()~ (s)—€x1 (5)).
D’aprés le lemme 2.2

E /O 2() + e Za(s))A5 (8) 2 ds < Cuc?, (2.12)
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Chapitre 2. Principe du maximum stochastique

Par la suite C. désigne une constante non négative telle que C. — 0 l'orsque € — 0.

Alors il est facile de voir que

2

oilngE [5 /0 tZ(s)Af(s)dY(s)} < C.é?, (2.13)
et ,
oi?ETE [5 /0 t Zl(s)Ag(s)dY(s)} < O (2.14)

De (2.12), (2.13) et (2.14)), on a

E|(Z(t) - Z(t) — eZi(t)]

<o[[ Bz 6 -26)-a6f B [ 26+ 6ni o
+ sup B (g /0 tZ(s)AE(s)dY(s)>2 + sup B (5 /0 t Zl(s)Ag(s)dY(s)>2]

0<s<t 0<s<t

t
< c/ E|Z5(s) — Z(s) — e Zu(s)[* ds + Cue2.
0

Enfin, en utilisant 'inégalité de Gronwall, nous obtenons le résultat souhaité. 0

Lemme 2.4. Sous ’hypothése (A1), on a

0< ]E/O (Z0 (01t (), u () + Z () Lt a (), u ()2 (b)
+ Z(O)(t, (), u(t))u(t)} dt

+E[Z0(T) (x (T)] + B2 (T) e (x (T))a1 (T)] .- (2.15)

Preuve. En utilisant les lemmes 2.2 et 2.3, le développement de Taylor, nous avons

lime B [Z* (T) ¢ (2* (T) = Z (T) ¥(x (T))]

= B[Z1(T)y(2(T)) + Z(T)¢pa(2(T)) 1 (T)]
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Chapitre 2. Principe du maximum stochastique

et

hmé‘ IE/ {Z=(t)1(t, x°(t),u(t)) — Z(t)I(t, x(t), u(t))} dt
:E/O {Z1(0)1(t, z(t), u(t)) + Z(t)l(t, z(t), u(t))x1(t)
+ Z(t)l,(t, z(t),u(t))v(t)} dt.

Ensuite, par Poptimalité de u(+), nous obtenons la conclusion souhaitée.

Définir ’hamiltonien H : [0,7] x R x U x R x R x R — R, par

H(t7 :1:7/’1/7 U7p7 q7 q_7 Z) = l(t7x7 MJ U) + b(tJ x? /’1’7 U)p + O-(t7‘1:7 u? U)q

+ alt,z, p,v)g+ h(t,z,v) z.

(2.16)

Maintenant, nous introduisons les équations adjointes impliquées dans le principe du maxi-

mum stochastique :

—dy(t) = It (), u (t)dt — 2 (£) AW (t) — 2 (£) dW (1),

et
—dp (t) = {b. (t,z (1) ,u () p(t) + 0u (t, 2 (t) ,u(t) ¢ (t)

+og (tx (), u )T (1) + 1o (Lo (), u (b))
+ hy (8,2 (t), u(t) Z()} dt — q(t)dW () — G(£)dW (L),

p(T) = Yo (T)).

\

On pose Z(t) = Z7Y(t)Z(t), en utilisant la formule d’It6, on a

dZ(t) = {ha(t (0, u(t)a1 (6) + b, 2(8), u()o(0)} AV (2),

24
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Chapitre 2. Principe du maximum stochastique

Ensuite, en appliquant la formule d’Itd a p (t) x1 (t), y (t) Z () et en tenant I'esperance

respectivement, nous obtenons

E'[p(T)x (T)] = E“/O p(t)dxy (t) +E“/O x1 (t) dp (t)
+ E* /0 q(t) {oa(t, x(t), u(t))z(t) + o, (L, 2(t), u(t))v(t)} dt
+E /0 q(t) {aw(t, w(t), u(t))zs (t) + an(t, x(t), u(t))v(t) } dt.

:[1+IQ+[3, (220)

/OTP ) dxy (t

/0 p () {bs(t, (t), u(t)) w1 (t) + by(t, x(t), u(t))v(t)} dt

/0 p(t () (t )dt—l—E“/o p(t) by (t, x(t), u(t))v(t)dt
Consequently,

I, =B /O 71 (t)dp (1
= —E“/O z1 () {bs (¢, 2(2),ut)) p (t) + ou (¢, 2(t), u(t)) q(?)
+ a, (8, z(t),u(t)q(t) + 1 (¢, x(t), u(t)) + hy (¢, z(t),u(t)) 2(t)} dt.
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Chapitre 2. Principe du maximum stochastique

Par un calcul simple, on déduit

I, = -E* i x1 (t) by (t, 2(t),u(t)) p(t) dt

_ g /0 21 (8) 0 (£ (1), ut)) q(t)dt
B [ u(t)) 7(t)dt

T

— E* Qfl )dt
0

_E / 1 (t) by (£ 2(8), u(t)) 2(t)dt

0

De méme, nous obtenons

I3 =E" Q(t)ax(ta :C(t), u<t))x1<t)dt

S—
3

~

+E*

q(t) Lo (t, (1), u(t))v(t)} dt

+ E () (t, x(t), u(t))x, (t)dt

S

Nﬁc\
<

LB [ ) {ault. 2(t), u(d)o(t)} dt,

=Y

et

B {y(T)Z(T)} :Eu/OTy(t)dE@ +Eu/0TZ(t)dy(t)

+E /0 2 () {ha(t, 2 (), u ()2 (8) + ho(t,z (8) ,u ()o(t)}dt - (2.21)

:J1+J2+Ig,
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Chapitre 2. Principe du maximum stochastique

ou J; =E" fOT y (t)dZ (t) est une martingale d’esperance égale a zero, et

b:EfA??@duw

:_Ej/TZ@u@@@%momt
De méme, nous pouvons obtenir
Jy =B [ 20 {hult,a(t) u0)ea(6) + b 120, u(0)(0)

Enfin, en remplagant (2.20)) et (2.21]) dans (2.15]), on obtient

(2.22)

En utilisant la méthode similaire développée dans [4], notre résultat principal de ce travail

est le théoréme suivant.

OJ

Théoréme 2.5. Supposons que 'hypothése (A1) soit vérifie et u(-) est un controle opti-

mal. Alors,

E* [Hy(t,z(t)u(t),p(t),q(t),q(t),z () (v(t) —u(t)) ] }}Y] >0, Vv e U,

ou la fonction hamiltonienne H est définie par (2.16]).
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Chapitre 3. Application en finance.

Chapitre §.3
Application : Probléme de controle

linéaire quadratique
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Chapitre 3

Application : Probléme de controle

linéaire quadratique

Dans ce chapitre, nous appliquons les résultats obtenus dans le chapitre 2 et la théorie
classique du filtrage pour étudier le probléme de controle linéaire-quadratique pour un
controle optimal partiellement observable. Le controle optimal est donné sous forme de
feedback impliquant a la fois I’état du processus de résolution ainsi que de sa loi représentée
par 'espérance via les solutions des équations différentielles ordinaires (EDOs).

Considérons le probléme de controle suivant :
T
min {J (v (), v € Uy}, J (v (-)) = B U L (t)v? (t) dt + Mra* (T)] , (3.1)
0

sujet a

de () = {A()x (t) + BO)E[z (t)] + C () v (t)}dt + D (t) dW (t), )
3.2

z (0) = xo,
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Chapitre 3. Application : Probléme de controle linéaire quadratique .

et

ou

Iei L(),A(:),B(-),C(:),D(-) et G(-) sont des fonctions continues bornées et My > 0.
Alors pour tout v € U,g, 'équation (3.2)) et (3.3) admet des solutions uniques respective-
ment. Soit u () un contrdle optimal du systéme (3.1]), la trajectoire optimale correspon-

dante notée z (-).

Suivant (2.18)), I’équation adjointe correspondante prend la forme

—dp (1) = {A (1) p(t) + B(O) B [p (1)]} dt — ¢ (£) AW () — q(t)dW (¢),
p(T) =2Mpz (T).

(3.4)

Evidemment, 1) admet une solution unique. Dans ce cas, la fonction hamiltonienne est

définie comme suit

H(t,x,0,p,¢,q,2) = [A@Q) 2z (t) + B() Bz ()] + C(t) v ()] p (1) (3.5)

+D#)qt)+G(t)z+ L({#)v*(t).
Si u (+) est optimal, et d’apres le théoréme 2.5 et (3.5)) on a

w(t) =317 (O C OB | 7. (36)
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Chapitre 3. Application : Probléme de controle linéaire quadratique .

Ensuite, nous donnons une représentation plus explicite de u (-) . Supposons que p (t) =
Et[p(t) | FY],q@t) =E*[qt) | FY] et T(t) = E* [x(¢) | F'] sont les estimations de
filtrage des processus adjoints p (-),¢ () et la trajectoire optimale z(-) respectivement. A

partir des théorémes 8.1 dans [6], on obtient

(

={A®ZH+BHEF®)] - 5L () C* () p(1)} dt
—dp(t) = {A () B (1) + BB (1]} dt -G (1) dW (1), (3.7)

7(0) = o, P(T) = 2My3 (T), G(t) = 0.

\

Pour résoudre le probleme (3.7), mettre p(t) = ¢ (£)Z (t) + ¢ (t)E[Z (¢)], ot ¢ (), ¢ (-)

sont des fonctions différentielles déterministes qui seront précisées ci-dessous. Puis

—{AWPO +BOEFO)
B(0) + (B[ (1)
{4070+ BOBEO]- 517 (1C* 070}
o0 {0+ BOBEO - 317 OCOBREO |, (35)

En comparant les coefficients de Z (t) et E[Z (¢)] de ’équation ci-dessus respectivement,

nous obtenons les EDOs suivants :

p(t)+24(t) @ (t) — L1 (1) C (1) ¢ (1) =0,

(3.9)
2 (T) = 2MT7
et )
G () +2(A() + B(1)¢ () +2B (1) ¢ (t)
—LT W) - LT () C (P (=0,  (3.10)
| (1) =0.
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Chapitre 3. Application : Probléme de controle linéaire quadratique .

Notez que I’équation (3.9) est une équation différentielle de Bernoulli de la forme :

p(t) = a(t)p(t) + b(t)p(t)?, o(T) = 2Mry (3.11)

ou a(t) = —2A(t), b(t) = 1L71 () C* (1) .
Pour résoudre équation différentielle (3.11)) on utilise la transformation &(t) = (1/(¢(t)))
on obtient

£(t) + al)s(t) = b0, §(7) = 33

(3.12)

Maintenant, ’équation (3.12)) est une équation différentielle linéaire de premier ordre. En

appliquant la méthode des facteurs d’intégration, nous obtenons

(0 = s | [uer5 s+,

ol ¢ est un canstant arbitraire, et u(t) le facteur d’intégration donné par

J(t) = exp / _2A(t)dt. (3.13)
Par un simple calcul, on a
t
o(t) = 52((1 . (3.14)
J n(s) 2L() a5 T ¢
A titre d’illustration, nous considérons le cas simple o les fonctions A(t) = —%, C (t) = 4t,

L(t)=2tavecT =1, M, = ;11 > 0, puis équation 1) étant
. 2
£0) + 2er) = a1

avec facteur d’intégration p(t) = t2. Un simple calcul montre que

€)=+ 5. €1) =2
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Chapitre 3. Application : Probléme de controle linéaire quadratique .

ce qui impliquait que ¢ = 1. Puisque ¢(t) = (1/(£(t))) on obtient

Passons & une seconde équation (3.10). Notant cette équation (3.10) est une équation

différentielle de Riccati de la forme :

(1) = an(B)® (8) + az(t)y (1) + as(t), ¥ (T) =0, (3.15)

ou ay(t) = L) C2(X)], aa(t) = [LTH(H)C? (1) (1) —2(A(t) + B(1))] et as(t) =
—2B (t)p (t). en outre, A(-), B(:), C(-), D(-),G(:), L(:) et ¢ () sont des fonctions
continues bornées données.

La méthode illustrée dans I’équation précédente peut étre utilisée apres avoir trouvé une
solution particuliére qui nous permet de convertir I’équation précédente dans I’équa-
tion différentielle de Bernoulli. Nous nous référons & Boyce et DiPrima [2] et les références
qui y sont citées pour les développements récents des équations différentielles ordinaires.
Par conséquent, le contrdle optimal u(:) € U,y pour le probléme est donné dans la
forme de feedback

u(t) = —%Ll O C O [p @) #)+y OB @)],

avec ¢ (), (+) déterminé par (3.9) et (3.10|) respectivement.
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Conclusion

ans ce mémoire, les conditions nécessaires d’optimalités pour les problémes de
Dcontréle partiellement observable ont été étudié. Plus précisément, nous utilisons
le théoréme de Girsanov ainsi que la technique variationnelle standard pour transformer
notre probléme de controle optimal en probléme complétement observable. A titre d’ap-
plication un probléme de controle linéaire-quadratique partiellement observé est étudié ou

le domaine de controle est supposé étre convexe.
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